
Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

講義ノ ー
ト

物性物理 におけ るモ ンテ カル ロ法

川島　直輝 　 （東京 大学 物性研 究所 ）

1　 モ ン テ カル ロ 法

1．1　物性物理におけるモ ン テカル ロ 法の 「守備範囲」

今 日物性物理 の 多 くの分野で 数値計算の さ まざ まな手法が 使われて い る ． こ の なか

で ， 個々 の構 成要素で ある原子 ・分子 の 性質 まで 含めて 全て を計算で カバ ーするや り

方は 「第
一

原 理 計算 」 と い われ ，工 業的な 応用 を 目指す分野 にお い て は特に 重 要な

計算手法で ある ．しか し ， 基礎論的な興味か らは しば しば 議論 され る の は ，原子 ・分

子 の 個 別 的な 性質 を捨て 去 っ た あ とに残る普遍 的な性質 ，た とえ ば 相図の トポ ロ ジ

カルな 性質や ， 相転移付近で 見 られ る 臨界現象で あり，
こ れ らを議論する に は ， 系

の ミ クロ な構造 に つ いて 大胆に 簡単化 した モ デル が 用 い られ る ．磁 性体 ， 合金 ， 液

相 ・気 相相転移 ， 神経回路 など多 くの 異な る物理 系 の モ デルで ある イジ ン グモ デル

は そ の 代表例で あ るが ， ミ ク ロな レベ ル で の 基本原理 す ら異な っ て い る複数の 全 く

異な る系 の 振 る舞い が 同
一

の モ デルで 記述 され る， とい うこ と 自体 ，単純化 され た

多体モデルが もつ 普遍性を示して い る ． また ， 基礎論的な興味だけで な く ， 応用上

もモ デル パ ラ メ
ー

タ を適当に 選び さえすれ ば十分 に正確 に 現実の 物性 とあ うよ うに

で きる 場合が あ り，モ デル 計算は物性の 多 くの 分野で 盛ん に 行われ て い る ．本講義

で は主に モ デル 計算に用 い られ る 計 算手法 に つ い て 議論 す る ．

　 モ デル 計算に用 い られ て い る 計算手法 を大別す る と以 下の よ うにな る

（1）有 限 系の 厳 密解

（2）級数展開 （広 い 意味の 摂動論）

（3）分子 動力学 法

（4）モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レー
シ ョ ン

（5）有限要素法 （モ デル が 変微分方程式の 形を とる 場合）

（6）問題 に応 じて 特 殊化 した計算 手法

　 無限 に大 きな系 の 厳密解が分か る く らい で あれ ば数値計算は必 要な い の で ，こ こ

で は，そ の よ うな解を得る のが 不可 能で あ る場合を考 え る ．無限 自由度で は不 可能

で あ っ て も ， 有 限 自由度で あれ ば計算可能 な場合 は ある ．状態空間の 次元 が有限で

十 分小 さけれ ば ，通常は数値的に 厳密な取 り扱 い が 可能で あ り ，
これ が （1 ＞の 有

限 系の 厳密解 に よる 方法で ある ．！V 個 の ス ピン を含む イジ ン グモ デル の 場合で あれ

ば ，2N 回程度の 計算時間 と N 程度の メモ リが あれ ば あらゆ る物理 量の 計算が 可能

で あ る，た とえばおお ざ っ ぱに い っ て 100 万 回程度足 し算や 掛け算を 実行すれ ば ，

20 個の ス ピ ン か らな る 系の 厳密解を 計算で き る．量子 系で は古典系に 比べ て さ ら

に 計算に 必要な時 間や メモ リが 大 き い ，た と えば S ＝ 1／ 2 の ハ イゼ ン ベ ル クモ デ
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ルで あれ ば ， N 個の ス ピン の 系を計算する に は ， 2N 次元の 行列の 対角化をしなけ

れ ばな らず， これ には ， 2N 程度の メモ リと 23N 回程度 の 計算時 間が必 要にな る ，い

ずれ にして も ， 状態空間 の 次 元が有 限 とはい え ， そ の 次元 は 系の 構成要素 （自由度）

の 数の 関数と して 指数関数的に増大する ので ，厳密解を 得 られ るの は ，比較的小 さ

い 系に関する場合に限 られ る ．問題に よ っ て は小 さな系の 計算に よ っ て ， 問題の 本

質的な 部分が理 解で き る場合もあ るが ，臨 界現象や 相転移などの よ うな協力現 象に

関して は
一

般に 多数の 自由度の 系を解 く必要が あり ， 有限系厳密解ほ方法で は 解決

し な い こ とが多 い ． とは い え ，小 さ い 系 に 関 して な らどの よ うな情報 を も得 られ る

とい う意味で ，厳密解の 方法は他の 方法に はない 長所を持つ 非常に 強力な方法で あ

る．また ， 指数 関 数的資源 の 増大 の ため ， 大型の ス
ー

パ
ー

コ ン ピ ュ
ー

タで や ろ うと

パ ソ コ ン で や ろ うと計算で き る系 の 大きさには （物理的な 観点か らは ）それ ほ ど違

い が な く，結果 と して ，研究費が 恵 まれ て いな い 研究者に も使え る 手法で あ る と も

言え る．

　　（2 ）の 級数展 開の 代表例は 系の 分配関数やそ の 他の 物理量を温 度の 逆数で 展開

した ときの 係数を求め る高温展開で ある ． こ の 方法の 長所は高温展開の 係数は シス

テ ムサ イズに依存 し ない た め ，係 数 を求め る こ と 自体に 熱力学極限に お け る物 性を

知 る とい う意 味が あ る． しか し ， 厳密解の 方法 と同様 ， 例 外 的な 場合 を除 き ， 計算

する最 大次 数 とそれ に 必 要な 計算資源 の 間に は指数関数的な 関係が あ っ て ，計算機

の 性能が 2 ， 3 桁増大しただ けで は ，物理的観点か らい っ て ， さほど の 進展は望め

な い ． また ，収束半径の 問題が 付き まとい ，収束円内の 領域 （高温展開で は ， 高々

相転移温度の逆数まで ）に つ い て は比較的信頼で き る物理 量の 評価値が 得 られ るが ，

収束 円を超 え た領域 （転移 温 度以下 の 秩 序相 ）に 関する情報が 得られ な い （また は

得に くい ） とい う欠点 もあ る ．最近で は こ の 講 義の 中心 的な 話題で あ るモ ン テ カル

ロ 法を応用 して 級数展開を行 う と い う方法も提案 されて い るが ， そ の 場合得 られ る

係 数は統 計誤差 を含んだ もの とな り，結 局 ，手段 に お い て も得 られ る 結果 に お い て

も通常の モ ンテ カル ロ 法と 変わ らず ， 通 常の モ ン テ カル ロ 法 と同じ長所短 所 を持 つ

の で ，こ こ で は そ の よ うな 手法をモ ン テ カル ロ 法 として 扱 う．

　　（3 ）の 分子動力学法は 1950 年前後 ， 電子 計算機の 黎明期 に ロ ス ア ラモ ス で

初めて 試み られ た多体 問題計算法で あ り，剛体球の 系で 試 された． こ れ は，ニ ュ
ー

トン 方程式や シ ュ レ ーデ ィ ンガ
ー

方程式な ど物理 的な運動 方程 式を忠 実に （あ る い

は 熱揺らぎ を 導入 する 項を いれ て ）解 く こ とに よ っ て 時 間変化を追 う方法で あ っ て ，

熱 揺 らぎ の 項が 含まれ て い な い 場合は 基本的に ミ クロ カ ノニ カル分布 を 生成す る方

法で ある ． こ の 方法の 最大の 長所は時間発展 に関す る情報を得 る ことが で きる 点で

あ る ．
一

方 ， 物理 系の 時 間発展 を忠 実に 再現する 方法で あ る ために ，遅 い 緩和現象

を も つ 物理 系に 対 し て 応用 する と， 当然に 計算に も時間が か か る こ とに な る．例え

ばたんぱ く質の フ ォ
ー

ルデ ィ ングの 問題につ い て は ， 現 象がお きる時間 の ス ケ
ー ル

に くらべ て 計算上の 時間刻みが 非常に 短い ので ，計算 ステ ッ プ数を非常に 大き くし

な けれ ば な らな い こ とが ，研究上 の 大きな障害に な っ て い る ．そ の た め ，時間発展

の 情報が 得 られ る とい う長所を犠牲に して モ ン テ カル ロ 法 と組み 合わせて 用 い る よ

うな や り方が 提案 されて い る ．

　　 （4 ）の モ ン テ カル ロ 法 は ，本稿 の 主 要テ
ー

マ で ，分子動力学法と 同様 ， 電子 計

算機 の 歴 史の 初期に ロ ス ア ラモ ス の グル
ープ によ っ て 考案 され た ． 1

以 下で 詳 述す

1N ．　Metropo ［is，　A ．W ．　Rosenbluth，　M ．N ．　Rosenbluth
，
　A．H ．　Teller，　and 　E．　Teller．，，

　Equatiolls　of
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るが ， この 方法の 長所は ， 適用範囲が広 く， 上述の 指数関数的な計算時間 ， メモ リ

の 増大の 問題が な い た め に 大きな 系が扱え る ， とい うこ とで ある ．避け られ な い 欠

点は得 られ る結果に 統計誤差が ある ， とい うこ とで あるが ，
これ は緩和時間の 問題

や 負符号 問題に比べ る と本質 的で な い ．緩和時間が 計算可能な 時間の 範囲内で ， 負

符号問題がな く，単に統計誤差だ けが 問題で あるな らば ， 計算時 間を 大き くする こ

とに よ っ て い くらで も誤差 を小 さ くして い け るか らで あ る． しか し ，
一般に は 臨界

点近傍や低温極限で 緩和 時間が発 散した り，準安定状態に は ま りこ む とい う問題が

生 じ る．

　　（5 ）の 有限要素法は ， 解 くべ きモ デル が 変微 分方程 式の 形 に な っ て い る場合

で ，流体 ・弾性体の 方程式，場 の 理 論で 議論され るモデル ， ラ ンダウ ・ギ ン ツブル

グ方程式 ， などが代表的な例で ある．ボー
ズ凝縮体の 時間発展を近 似的に 表現す る

Gross−Pitaevski方程式 も こ の カテ ゴ リ
ーに 分類 され る． こ の 手 法の 長所は ， 繰 り込

み 群など解析的な理 論で 扱われ る こ とが多い モ デル で あ るた めにそ の よ うな場 合に

は直 接的な 比較が可 能で あ る こ とで あ る ．ただ，格子モ デル を 調べ るほ うが 数値的

に は簡便で ある こ とが 多い の で ， もし本質的に同
一

の 現象 を示す と期待 され る格子

モ デルが 存在す る な らば ， 離散化 され たモデルが よ く研 究され る．

　 この ほか ，物性で 登 場す る 多体問題は 実に 多岐に 渡 っ て い る ので ， それぞ れ の 問

題 の 特性に 応 じて い ろ い ろ な計算手法が考 案 され て い る ．上 で 述べ た の は 比較的広

い 範囲の 問題に適用 され て い る手法で あるが ，適用範 囲は狭 い なが ら ， そ の 範 囲で

は 強力な計算手 法は 多い ．例え ば ， 1 次元量子 系に 対して 非常に 強力な 手法として ，

密度 行列繰 り込 み 群法な どが あ る．

1．2　単純な モ ン テ カル ロ 法 （棄却法）

正 方形に 内接す るよ うに描か れ た 円に 向か っ て 十分遠 くか らダ ー
ツ を 投げる L 正 方

形 の なか に あた っ た もの の うち ， 円内に 当た っ た もの の 割 合 を調べ る こ とで ， 円周

率を 求め る こ とが で き る． これ は 単純モ ン テ カル ロ 法で あ り，い ろ い ろ な計算に 応

用で き る ．原理 的に は統 計力学の あ らゆる モ デル の 分配関数や カ ノニ カル 平均 の 計

算を こ の 方 法で 行 うこ とが で きる ．実際に は 効率が 悪すぎ て 使い物に な らな い の だ

が ，
これ を考 え る こ とで 分か る こ ともあ るの で ，

こ こ か ら話 を始め る こ と にす る ，

　
一

般にモ ン テ カル ロ 法とは ，乱 数を 用い て 多変数の 空間で 何 らか の 与え られ た重

みつ きの 平均値を求める 問題で ある ．考 え る変数空間を Ω
， そ の 空間で 定義され た

重 み を W （Σ）（Σ ∈ Ω）， 平均値を求め た い 関数を Q（Σ）とす る と ， 平 均値は

く  ≡

Σ w （Σ）q（Σ）
Σ∈Ω

Σ⊃剛 Σ）
Σ∈Ω

（1）

と書け る ．Ω として 微視的状態 の 集合すな わ ち位相 空間 ， W （Σ）として ボル ツ マ ン

重み W （Σ）＝ exp （
一βE （Σ）），を考えれ ば ， 統計力学的なカ ノニ カル 平均を求める 方

法で あ るとみ なせ る．

State　Galculatiolls　by　Fast　Computing 　Machines ” ．　Journaユof 　Chemical　Physics
，
21（6）：1087−1092

，

1953．
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　 も っ とも簡単なモ ン テカル ロ 法は 状態を ランダム に発生させ た あと ， 重み に 応じ

て それを採用し た り棄却した りす る方法で ある．重み に上限が あれば H，」（Σ）≦ IfVmax
と して ， （1）を計算する手順 として 次 の よ うな もの が 考え られ る。

単純 モ ン テ カル ロ 法 ：

ステ ッ プ 1 ： （乱数を用 い て 何 らか の 方法で ）Ω の 中か ら 1 つ の 要素を選 ぶ ．

　　 そ の 際全て の 状態は 同じ確率で 選ばれ る よ うにする ．（選ばれ た状態を Σ

　　 とす る．）

ステ ッ プ 2 ： 0 以 上 1未満の
一

様乱数を発生し ，それ が Paccept＝ “／（Σ）／”
’

max

　　 未満な ら 1 で 選 ん だ状態 を 採用す る ．逆 に乱数が P
． ，ept 以 上な ら棄却

　　 する ．

ス テ ッ プ 3 ． 1に 戻る ．

こ の 方法で 状態 Σ が 採用 され るたび に Q（Σ）を 計算し ， そ の 値を単純に 平均し た も

の が モ ン テカル ロ 平均で あ る．

　 試行回数が 多い 極限で ，モ ン テ カル ロ 平均は 求め た い 平均値 （1）に 等し くな る．

こ れ は以下 の よ うに 理解で きる ． ラ ンダ ム 生成 され た 状態 が棄 却 され る場合 も，値

が 0で あっ た こ とに して カウン トに いれ る こ とにする と ， 第 i回 目の 試行で え られ

る Q の 値 ， 軌 ，の 期待値は

q 一

蠹識 漂Q（・）一 （1・ ・繍
一’

蠹
w （・）Q（・）

と な る ．試行回数が十分大きけれ ば 中心極限定理 に よ っ て 単純平 均は 期待値 に 一 致

す る の で

　　　　　　　　　÷書卿 隔 ）
− 1

蠹
w （・）Q（・）

特別な場合と し て ， Q（Σ）＝ 1 の 場合の 単純平均は ラ ンダ ム に 発生され た状 態が 採

用 され る回数を 全試行回数で 割 っ た もの に 他な らず ，

寿N
− ・d ・ （St　1　Wm 。x ）鶚

w （・）

とな る． これ らを 辺 々 割 り算し た もの が ，モ ン テ カル ロ 平均で あるか ら，

〈Q＞Mc ≡

　　　　 −IVTaccept
。d

N

Σ Q 、 　 Σ 圃 Σ）Q〔Σ）
z＝1　　　 　　 Σ ∈Ω

Σ w （Σ）
Σ∈Ω

（2）

これ は ，求め たか っ た 重みつ き平均 〈Q＞に等 し い ．
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　 ダ ー ヅなげで 円周 率を求め る方法は まさ に単純 モ ン テ カル ロ法 の 典型で ある ．そ

の 場合 ， Ω は xy 平面 ，　 W （．T ，
　y）は針の 落ちた 場所の 座標が 一1 〈 x

，
　y 〈 1 の 範囲

に あれば 1 ，なければ 0で ある よ うな 関数 Q（x ，y）は針 の 落 ちた場 所の 座標が 原点

を中心 とする半径 1の 円内にあれ ば 1 ，な ければ 0 で あ るよ うな関数で あり， 当然

〈Q＞＝ π／4 で あ るか ら， 4x 〈Q＞Mc を π の 近似値 とする ．

1．3　 単純モ ン テカル ロ 法の 限界

上記 のや り方をそ の まま統計力学的なモ デル に 当て は め る こ とは 通常は可能で あ り，

自由度が 少数で あれ ば実際 に計算 もで きる ．た とえば，正方 形・の 4 隅に ス ピ ン を配

置した 4 ス ピ ンか らなる イジン グモ デル で あれば，各ス ピン の 向きをで た らめ に設

定し て （とい っ て も 16 通 りの うち 1 通 りを選ぶ だ けだ が ）， そ の 状態 に 対す るボ

ル ツ マ ン 重み を計算し ， それ を 重み の 最大値で割 っ た確 率で 状態を採用する ． こ の

や り方で 全て の 物理 量を計算す る こ とが で き る， しか し，我 々 は通常 4 ス ピン の 系

にはそ れ ほ ど 関心が なく
， 自由度数が もっ と大きい 場合を計算した い ．そ の 場合に

は ，
こ の 単純な モ ン テ カル ロ 法は全 く機能し ない ．そ の 理 由は ，熱力学に 寄与する

べ き状態の ほ とん ど全て に つ い て
， 状態 の 採 用確率 W （Σ）／囲 m 。、

が 小 さすぎ る こ と

で あ る ．

　 こ れ は ， 熱 力学を支配するの が エ ネルギー
で な くエ ン トロ ピー

も考慮した 自由エ

ネルギ
ー

で あるか らで ある．分配 関 数

z 一 Σ ・
一βε（Σ）

　 　 Σ∈Ω

を エ ン トロ ピ
ー

　　　　　　　　　　　・（E ）・ b ・（蠹△ （・
一 ・E］（・）））

を用 い て 書 くと

　　　　　　　　　　　　　 z 一 Σ ・

一
β（E

− TS （E ＞｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E

と書け る． こ こ か ら ， 状態 和 に対して 寄与が 大き い の は， 自由エ ネル ギー

F ＝ E − TS （E ）

の 最大値を 与え るエ ネル ギ ーの 値 E ＊

（T）付近 の 状態で あ る こ とが わか る． もち ろ

ん，状態単独の 重み として は最低エ ネル ギー値 Eo を と る基 底状態の 方が 大 き いが ，

エ ネル ギ
ー

が E ＊

で あ る状態数が 莫大で あるた め に ，結果 と して ，有限温 度 の 性 質

に 対す る基底状態の 寄与は 無視で き るほ ど小 さい もの に な る ． しか し ，
エ ネルギー

が E ’

で ある状態が 単純モ ン テカル ロ 法に お い て 採用され る確 率は

Pa
。， ep ， ≡ ピ

βE7e 一
渦

一 ・

一β（E
’−E   ）

で あ り， エ ネル ギーは 系の 自由度数 γ に 比例 す るの で ，E ’ − Eo は
一般に V に比

例 して 大き くな る．つ ま り， 採用確率は

Paccept　（X 　e
一

αV
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の 形 を と る こ とにな っ て ， これ は 指数関数的に 小 さい ． さ らに ， ラン ダム に 状態 を

発 生 させた とき に ，エ ネル ギーが E ’

で あ る状態が 発 生され る確率は エ ン トロ ピー

S（E ）が 最大に な るエ ネル ギー を E ］ として ，

“Pgen
，，。、，

− eS 〔E ツΣ e5 〔E ）
く ・

一〔S（E ・）− 5（E つ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 E

となる．エ ン トロ ピ
ー

もや は り示量 性の 量で あっ て 一般に S（El ）− S（E
＊

）は V に

比例す るか ら ， この 確 率もや は り e
− aV

の 形にな っ て お り指 数関数的 に小 さ い ，つ

ま り，
エ ネルギ ーが E ＊

で ある状態は ，分配関数へ の 寄与が 最 大で ある に も関わ ら

ず，単純モ ンテ カル ロ 法 をそ の まま適 用す る と ， 候補 と して 発 生 され る こ とか らし

て 稀で あ り， 発生 され たとして も採用 され る確率はきわめて 小 さい
， とい うこ とが

分か る ，

　 以 上 よ り ， モ ンテ カル ロ 平均の 式

　　　　畆
くQ＞Mc ≡

纛辷，、。d
（3）

に お い て ， 分母分子 は 0 で あ るか 非常 に 小 さい 数 にな る こ とが 分か る ． これが 求め

る期待 値 にな る の は中心極限定理 の おか げで ある か ら，採用 され るサ ン プ ル 数が 少

な けれ ばそれは成 り立た な い ．

1．4　 マ ル コ フ 過程を用 い た モ ンテカル ロ 法

前節 の 例か ら分か る こ とは ， 棄却法で は，和へ の 寄与が 大で ある よ うな 状態を 効率

よ く発生で きな い こ とで あ り，
こ れ は系の サ イズが 小さければ問題な い が ， サ イズ

の 増 大 と ともに 指 数関数的に状 況が悪化する と い うこ とで あ る．一般に ，積分や平

均値に 大き く寄与する状態の 集団が 全状 態 の 集 団に 比 べ て きわ めて 小 さい よ うな場

合には ， 全て の 状態が い っ たん は 同じ確率で 登場す るよ うなや り方を する と使えな

い 状態ばか り登 場する こ とに な っ て うま くいか な い ．その よ うな場 合に は，そ もそ も

寄与が 大きな状 態が最初か ら優先 的に 発生 され る よ うな方法を考え る しか な い． マ

ル コ フ 過 程を用 い るモ ンテ カル ロ 法は そ れ を 狙 っ た 方法で あ る ．

　 乱 数を 用い るあ るル
ー

ル に従 っ て ， 次々 と発生 され る状態 の 系列 ｛Σ1，Σ2．Σ3、… ｝
を考 え よ う． と く に ，あ る時 刻で の 状態が ，ル ール ，直前 の 状態 ，そ して そ の 時 々

に 発生され る乱 数の 3 者 に しか 依存 しな い よ うな場合 を考 え る ．その 場合 ， 現在の

状態が Σ
t
で ある と き に 直後の 状態が Σ に な る確 率は ，時 刻に よ らな い あ る関 数

T （Σ1Σ厂

）で 表 され る こ とにな る ．次の 状態 を決め るル ール に 関す る情報は 全て T に

含 まれて い る 、マ ル コ フ 過程 とは ， こ の よ うに確 率的に次 々 と発生 され る状態 の 系

列で ，しか も未来 の 状態 の 出現確率が現在の 状態に しか 依存せ ず，過去に ど の よ う

な履歴で あっ たか に は依存し な い よ うな もの の こ とで あ る ．

　 マ ル コ フ 過程にお い て ， t 番 目の 状態が Σ で ある 確率を pt（Σ）とする と ，

P （’）
（Σ）一Σ T 〔Σ Σ

’

）P
（t
− 1）

（Σ
’

）
　 　 　 　 Σ f

（4）
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とい う漸化式が 成立 する ． こ こで ，pt（Σ）をベ ク トル P ，
の 第 「Σ」 成 分 ， 同様に ，

T （Σ亅Σ
’

）を行列 T の 第 厂Σ 行 Σ
f
列」 成分 とみなす と，

P 〔亡｝＝＝ 　TP （オ
ー1）

（5）

と書け る ．行列 T は あ る時刻の 状 態か ら次 の 時 刻で の 状態へ の 遷移を特徴づ け る確

率な の で ，遷移 確率 とか ， 遷移行 列 とか 呼ばれ る ．

　 マ ル コ フ 過程を用い たモ ンテ カル ロ 法で ， 重み W の 重みつ き平均値を 計算す る

に は ，limt−
，。 。

　P （，）（Σ）（x　Mf（Σ）とな る よ うに 遷移行列 T を 選ぶ ．もし ，
こ の よ うに

T を選ぶ こ とがで きれ ば ，十分長 い マ ル コ フ 過程に お いて ， ある時刻か ら先は 状態

は 1・V（E］）に 比例した確率で 出現する ．単純 モ ンテ カル ロ 法で の ス テ ッ プ 2 の 役割は

もと もと一 様な 確率で 発生 させ て し ま っ た状態に フ ィル タ
ー

をか け る こ とで ， フ ィ

ル タ
ー

を通 っ た状態の 出現確 率が W （Σ）に比例す る よ うに す る こ とで あ っ た ． も と

もと状態が W （Σ）に比例した確率で 発生されて い れ ば，ステ ッ プ 2 を省略 し ， 全て

の 状態を 「採用 」 すれ ば よい ．

　 以下で は こ の よ うな原 理に 基づ くモ ン テカ ル ロ 法をモ ン テ カル ロ シ ミ ュ レー シ ョ

ン と呼ぶ こ と に して ，それ 以外 の モ ン テ カル ロ 法と 区別する こ とに する ．

1．5　 詳細釣 り合い

出現確率が 望み の 重 み W （Σ）に 比 例した も の に 収束する よ うに遷移確率を選ぶ こ と

は い つ で も可能なの だ ろ うか ？可能 だとす る と ， 具体的に は ど うすれ ば よ い の か ？

　 や や 天下 りだが ，与え られ た重 み W と任意の 状態の 組 Σ、Σ
’

に 対 して ， 次 の 詳

細釣 り合い と呼ばれ る 条件式を満たす遷移確i率 T （Σ1£
’

）を考え る ．

　　　　　　　　　　　 T （Σ⊃Σ
ノ

）vy（Σ
’

）二 T （Σ
’1Σ）U，」（Σ）．　　　　　　　　　　　　（6）

T は確 率な の で ， 当然

　　　　　　　　　　　　　　　Σ⊃T （Σ
’1Σ〉＝ 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Σン

も満たさな けれ ばな らな い ． こ の と き，W は行列 T の 固有値 1の 固有ベ ク トル で

あ る ．なぜな ら，詳 細釣 り合 い の 条件式 （6）か ら

Σ T （Σ1Σ’

）w （Σ
’

）＝ ΣT （Σ
’

iΣ）w （Σ）
Σン　　　　 　　　　　 　　　　　 Σ t

と な るが ，右辺 は確i率 として の 規格化条件 （7）に よ り W （Σ）に等しい ．つ ま り行列，
ベ ク トル の 記法で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tvv ＝ w ，

Tt戸 o）＝　P （，）が t を大 き くした ときに W に収束す るた め に は ，少な く と も収 束し

た あ との W に T を作用 させ た と きに それ 以 上 変化が あ っ て は い けな い か ら，上の

式 は ， T が 満た すべ き条件が確か に満た され て い る こ と を示 して い る． しか し ， こ

れ だ けで は ，十 分条件で あ る こ と まで は 示 し た こ とにな らな い ．実際 T として 単

位行列を考えれ ば，明 らか に （6）と （7）を 満たすが ，それ は ，い つ まで た っ て も最
初の 状態 を生成 し続けるだ けで 役に 立たな い ．
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1．6 エ ルゴー ド性

遷移 行列が 単位行列に 等し い 場合は ，時刻 0 で の 状態以外は 明 らか に現れ よ うがな

い 極端 な場 合で あ るが ， そ れ ほ ど極端で な くて も，与え られ た初期状態に 対 して 原

理 的に出現しよ うが な い 状態が存在す るよ うな遷移確率を用い る と ， 仮にそれ が詳

細釣 り合い を満た して いて も ， 望み の 性質は得 られ な い ． こ の よ うな 場合 を非エ ル

ゴ ー
ド的で あ る とい う．逆に ， どの よ うな初期状 態か らはじめた として も，他 の 任

意の状態が やが て は出現 し うるよ うな 場合 をエ ルゴー
ド的で あ る とい うこ とにす る ．

すな わちエ ルゴ ー
ド的で ある とは ，

∀（Σ，
Σ

’

）（ヨ孟傾 Σ
11
Σ）・ ・）） （8）

こ の 条件だ けだ とやや 弱す ぎて 不便で あ るの で ，初期状態に よ らな い ある t が 存在

して ，それ 以 上に時 間が経 つ と ， どの よ うな状態 も出現確率が 0 で ない よ うにな る こ

とを狭義エ ル ゴ ー ド的と い うこと にす る ．形式的に は 狭義エ ル ゴー
ド的で ある とは ，

ヨオ（∀5 ＞ t（∀（Σ，Σ
’

）（7
「5
（Σ

’

1Σ）＞ 0 ））） （9）

が 成 り立 つ こ とで ある ．

1．7　 イジ ングモデル の モ ンテカル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

遷移確率 丁 の マ ル コ フ 過程の 極限分布 1init− 。。
　P （，）が 目的の 重み （統計力学な らボ

ル ツ マ ン 重み ）W に 比例する もの に 収束す るには ，次節で 示す よ うに T が詳 細釣

り合 い と エ ル ゴ ー
ド性 を満 たす こ とが 十分条件で あ る ．よ っ て ， 望 み の マ ル コ フ 過

程 を 得 る に は ， こ れ ら を指針 に して ，適 当な もの を 探せ ば よい こ とに な る ．そ の よ

うな もの の 代表 例が イジ ン グモ デル の シ ングル ス ピン フ リッ プによ る モ ンテ カル ロ

シ ミ ュ レー シ ョ ン で ある ． こ れ は以下の ような手続きか らな る ，
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シン グルス ピン ア ッ プデー ト法 ：

ス テ ッ プ 0 ： 適当に 初期状態の ス ピ ン 配 置 （た とえ ば ランダ ム な 状態 ）を 用

　　 意する ．

ス テ ッ プ 1 ．
一一一・tscラ ンダム に 1 つ ス ピン を選ぶ ．（以下 それ を So と呼ぶ ）

ス テ ッ プ 2 ： So以外の 全て の ス ピ ン は現在の 状態の ま まに して お い て ，
　 Soが

　　 上 向 きで あ る 状 態 （ΣT）の エ ネル ギ
ー E ↑ と下 向 きに 向きで あ る 状 態

　　 （Σ↓）の エ ネル ギー Es の 差 △ E ≡ E
τ
一 E

↓
を求める ．

ス テ ッ プ 3　 0 以上 1 未満の 乱数 r を 1 つ 発 生して
， それ が

　 　 　 　 1
PT ≡

1 ＋ effAE

未満で あれ ば ， 現在の 状態 を Σ， に 置き換える ．r ≧ PTで あれば ， Σ↓ に

置 き換 え る ．

ス テ ップ 4　 ス テ ッ プ 1 に 戻る ．以下繰 り返 し，

（注 ： エ ネルギー ET を求める操作に は
一
般 に はス ピン の 総数に 比例 した計算時間

が か か るが ，△E を求め るだけで あれ ば ，So と Se と直接相互 作用 して い る ス ピ ン

だけ に着 目すれ ば よい か ら ， 通常は 0 （1）の 計算に な る．）

例題 　こ の 操 作 の 1サ イ クル を表 す遷移 行列 を書 き下し ，それが ボル ツ マ ン 重み を

目的の 重み とす る （照 Σ）＝ e
づ E 〔Σ 〕）詳細釣 り合い を満たす こ とを示せ ．

1．8　 モ ン テカル ロ シ ミュ レ ー シ ョ ン の収束証明

こ こ で は ，状態を Σ で な く z など の 文字で 表 し ， 状態 の 重み を IV（Σ）で な く 毘 な

ど と書 く こ と に す る．与え られ た 正 の 重み ベ ク トル 毘 ＞ 0 に対 して 行列 T ＝ （Tij）
が詳細釣 り合 い と狭義エ ルゴ ー

ド性などをみ たせ ばモ ン テ カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

で 出現 す る 状態 の 確率 分布が 収束 して ， しか も ， そ の 分布は W に 比例 す る こ とが

示せ る ．つ ま り，以下が 成 り立っ ．
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行列 Ti」 につ い て

Ti
ゴ ≧0

Σ
・T，j　

：＝・　1
t

ヨt（∀s ＞ t（∀（i，」）（（T りり
＞ 0 ）））

窃鵬 ＝ TjiWi

（10）

（11）

（12）

〔13）

が 成 り立 ち，ベ ク トル P （O）が

．Pi〔o）≧ 0

Σ P
，

〔°1
− 1

z

（14）

（15）

で ある とき ， P （t＞≡ Ttp （o｝に対して

liln　P 〔の ＝ P
案

t→oo

が 存在 して ，

P ＊ IIw
で ある ．

［証明 ］Tt の 全て の 成分が 0 で な い 正 の 値 を と る よ うに な っ た 時刻 t 以降に つ いて

証明がで きれ ば十分だ か ら ， Tt をあ らた めて T とみ な して こ れ に つ いて 証 明を 行

う．つ ま り，
一般性を失わず 賜 ＞ 0 を 仮定し て よ い ．

　 Pi（　
，｝

＝ Q9）
眠 で g！

t）
を定義す る ．　Ql

己）
→ const を示せ ばよい ．〔Jt＝ ・　 max

、
　Q！

亡）
，

現 ＝ mi 恥 QP ，
　D ，

＝ U ，
　一　L， とす る ．研 は単 調減少 ，

　L， は単調 増加で あ る． これ

は 以下の よ うに 分か る ． まず

隔 畷
紐 Lm 続 写瑠

　　　一 m
尹

・ Σ　T・，Qlt）
　 　 　 　 　 　 　 j

　　　− m 脳 Σ勾， （Ut　M （U，　
一　QS・

t）
））

　　　　　
z
　　j

　　　− U、　
一

・mi ・ Σ　T，、（砺 Q勤
　　 　　 　 　　

2
　　」

亡1
一 酷 Σ賜 Qlの

　 　 　 　 　 　 フ

で あ るが ，
こ こ で 差は

興
・ Σ鶚

一の ≧ 準 塑
・ 男・（Ut− 9；

‘）
）

　 　 フ
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ト

と 下限が 評価で きる ．こ こ で
，
T

． i． は

≧ ma ・・Tm
、。 〔びr ¢

亡）
）

　 　 コ

≧ Tmi
。 （U ，

− L∂＝ Tmi
。
D ，

　　　　　　　　　　　　　　T
． i。 … ipin 　Tij＞ O

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 IJ

で ある。 つ ま り，

　　　　　　　　　　　　　　U，＋1 ≦ σ一 7JminDt

よ っ て Ut は単調減少． 同様に して ，

もわ か る ．最後の 2 式か ら

ゐ
孟＋ 1 ≧ L

‘ ＋ T
，。i。 D ‘

Dt
＋1 ≦ Dt − 2Tmii

、　Dt ＝ （1
− 2Tmin）、Dt

が 得 られ る．等号成立は明 らか に Vi （Q！
の

； Ut ＝ L
，）の とき． よ っ て

　　　　　　　　　　D
‘ ≦　亅1 − 2Tmii

、lt　Iヱ：）ol −→ 0　　（t −→ oo ）

結局 min
、
　QP と max 乞¢ ）

の 差は t → oo で 0 にな る．

i によ らな い ．

（16）

つ ま り， t → っc で Qiδ は

1．9　 「自由エ ネルギー
」 の 単調増加性　 （連続 時間の場合 ）

前節で モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 平衡分布が正 し い 分布に
一

致す る こ とが 示

せ た ． と くに 正 しい 分布が統 計 力学にお け るギブ ス分 布の 場合 に は ， これ はモ ン テ

カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 平衡分布が 自由エ ネル ギ ー最小 の 状態 に 収束す る こ とが

言え た こ と に な る ．し か し ， 途 中の 過程 で ， 自 由エ ネルギ
ー

が 常に 単調に減 少す る

こ とまで はわ か らな い ．

　 こ こ で はモ ン テカル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の ダ イナ ミ クス につ い て
一
般的に定義さ

れ た 自由エ ネル ギ
ー

が 単調減少で ある こ とを示 す． まず見とお しの 良い 連続時間の

極限を と っ たダ イナ ミ クス に つ い て 考え る．

連続時間ダイナ ミクス ：

4

詳Ll Σ矚
一
照 ）

　 　 　 　 　 フ

ただ し ， Lijは負で な く

厶ゴ鴨 ＝ 五
ゴ乏晩 ，　 Lii＝ 0

を満たす．
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連 続時 間ダ イナ ミ クス にお い て 時間 を時 間ス テ ッ プ At で 離 散近時す ると，モ ン テ

カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 時 間発展方程式 とな るが ， その 遷移行列は

　　　　　　　　　　　T・j
− ・・J（1

一

  殉・ 笋
で あ る ． この 場合 ， 上 の連続時間ダ イナ ミ クス の 時間 発展方程 式の右辺 は対応 す る

モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レー
シ ョ ンダイナ ミ クス を 対角成分と非対角成分に 分けて 書い

ただ けの もの で ある ．

　 さて ， 温度を T として エ ネルギ
ー

を

　　　　　　　　　　　　　　　 Ei ＝ − TlogI｛・ 

そ の 期待値を

　　　　　　　　　　　 E 一Σ 瑠 、

一 一T Σ P ，1・91弔  ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 墨

また ，エ ン トロ ピーは

　　　　　　　　　　　　　　S 一 Σ（
− P・1・gPi ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 巴

だか ら ， 自由エ ネルギー F ≡ E − ST に対 して

　　　　　　　　　　　　・ ・ 一 一 ・Σ君 1・・蔑
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

連続 時間ダ イナ ミ クス の 時間 発展方程式か ら，

　　　　　　　誓一 ・

写（1°g 肌
＋ 1）誓

　　　　　　　　　　一 ・

琴（log　tt．；一）誓
　　　　　　　　　　一 2Σ 1。g　Q、Σ（L，」

　Wj　Q」
　
一

　L
，，W ，　C？、）

　　　　　　　　　　　　
T
　；　　　　　 j

　　　　　　　　　　一
望
Σ砺 隅 1。gQi （Q厂 Q∂

　　　　　　　　　　　　
7
　り

　　　　　　　　　　
一 一

鉾聯 ・Q，
一 ・・Q・）隅 ）

　　　 　　　　　 　　 ≦　0

とな り， 自由エ ネルギーが減少し続ける こ とが示せ た．

（17）

1ユ 0　 「自由エ ネルギ ー
」 の 単調増加性　 （離散時間の場合 ）

っ ぎに ， もともとの 離散時 間の 場合を考え る．！（x ）を任意の 上 に 凸な関数 ！
”

（：：）＜ 0

とする ．たとえば ア（．T）＝ − xlOgx とすれば上の 場合に対応す る． こ の ノを 用 い て
，
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自由エ ネル ギー を

　　　　　　　　　　　　　一… Σ附 （丑I」Vi）　 　 （18）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

と定義す る．（T は熱力学の 温度に対応 しやす い よ うに入れ たが ，
こ こ で の 議論 には

あま り重要で ない定数であ る．）モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の あ る離散時刻 にお

ける量を F ， Piで 表 し ， 次の 時刻の 量をプライム をつ けて Ft，理 などで 表す こ と

に す る．す る と以下が 成 り立 つ ．

一Ft ・ ・

琴照 （誰）

　　一 ・

写附 （辭殉
　　一 TE

，

附 （写峠 ）諳）
　　一 ・

写附 （写剃 ＃ 隅
一 T

・，　TfVi

こ こ で ，Σ⊃ゴ
T

」
・
i
＝ 1 で あ る こ とか ら，以下 の Jenssenの 定理が 使 え る ．す な わ ち ，

一
般 に

　　　　　　　　　　　　　　 α i ≧ 0
，

で あれば ， 上 に 凸の 関数 g に対 して ，

Σ ・
、

− 1
i

・（洞 ・写噛 ）

で あ り ， か つ ， 等号成立 は α
， ＞ 0 で あるよ うな 全て の iに つ い て Xi が 同じ値で あ

る と きの みで あ る ， これ を用 い る と ， ！の 値 を下か ら抑 える こ とが 出来て ，

一F ’

・ ・

写噂 彫 ／（諺） （19）

で あ る ．以下，

一Ft ・ ・

平 叩 （罵）一 ・

平 叩 （薨）

　　
一 ・

写呵諺）一 一F

とな っ て ，

Ft 〈 F （20）
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すなわ ち
， 自由エ ネルギ ーが 単調減少で ある こ と ， 言い 換える と，モ ンテ カル ロ シ

ミ ュ レー シ ョ ン に おい て ，熱 力学第 2 法則が成 り立 っ て い る こ とが 分か る ．

　 さらにこ こ か ら，モ ン テカル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 収束の も う少し物理的な 証明

をす る こ とがで き る．（20）に お いて 等号成立は ，任意の i につ い て ，i との 問に 直接

遷移の あ る 全て の 状態 ゴが等 しい Q フ
＝ Pj／Wj の 値を持つ こ とで ある ．た とえば ，

状態 歪1 と 琶2 が と もに z との 間 に 0 で な い 直接 遷移確 率を持 っ て い る ときに ， 等号

成立状 態にお い て ， Q，1
＝ Qゼ、

で なけれ ば ならない ． こ の よ うな ときに ，　 i1と i2は
「連結 」 して い る と呼ぶ こ とに す る．

　
一

般には i は i 自身に 「連結」 して い る とは限らな い が ， 以下で こ の 性質を使 う

の で ， Tii＞ 0 で あ る として ，全て の 状態は 自分 自身と連結して い る とする ．そ うす

る こ とで 「連結 」 とい う言葉の もつ 普通の イメ
ー

ジが正 しい こ とが 保障され る ． ま

た ， モ ンテ カル ロ シ シ ミ ュ レー シ ョ ン の 実際の 適用例の 多 くで もこ の 性質 は あ る。

　 この 条件の もとで は ，iか ら ゴへ の 直接 遷移が ある こ とと i と ゴは直接連結 され

て い る こ とは同 じ意味に な る ．し た が っ て ，エ ル ゴー
ド性 （広義で よ い ）は全て の

状態が 間接 的に は 互 い に連 結 され て い る こ とを意味す る． つ ま り，
エ ルゴ ー

ド性が

成 り立つ な ら全て の 状態は連結さ れて お り，上 述の 等号が成立する状態で は ，全て

の 状態 は Qzの 値が 等 し くな けれ ばな らな い こ とに な る． これ は ，
　 Pi〔x 呪 が 成 り

立 っ とい うこ とで ある ，

　 Ft には下限が あ っ て 単調 減少だか ら ，　 Ft は収束する ． これ は ，ど の よ うに 小 さ

な 正 の 実数 ∈ を考えて も ， ある t が存在して
，

s ＞ t で あ るよ うな任意の s に 対し

て ， 等 号を誤差 E 以 内で 成立 させ られ る ， こと を 意味する ． これ に は ，t → oo で 各

Pi が 収 束 して ，　 Pi　O（ 鵬 で な け れ ばな らな い ．

　 条件と して エ ル ゴ ー
ド性だけで な く，Ti、 ＞ 0 が 必 要 な理 由は Ti，

＝ 0 な ら必ず

し も直接 遷移可 能な状態が 連結され て い る とは い え ず ，上 の 証明 の 前提が 成 り立た

ない か らで ある ．た とえば ，状態が 1，2 の 2 つ しか な く U，ri ＝ 1脇 で あ り，遷移確

率が Tl2 ＝ 7至1 二 1，
　 Tl　1 … 　T22＝ 0 で あ る とす る と ， この 遷移確率 は詳細釣 り合い

を満た し，か つ 広義の エ ル ゴ ー ド性 を 満た すが ，平衡状態は 存在しな い ．

1．11　 モ ンテ カル ロ シ ミ ュ レー シ ョ ン の 収束の速さ

以上 で ， モ ン テ カ ル ロ シ ミ ュ レーシ ョ ンが 「原 理的 に は うま く い く」 こ とが わか っ

た． しか し ，実際に役 に 立つ た め に は ， 十 分効 率が よ い こ とが 必 要で あ り，それ は ，

十分 早 く平衡分布に 収束する とい うこ とで ある． （16）か ら収束が 示され たが ， そ の

際 に 収束因子

　　　　　　　　　　　　　　　R ≡ 　11− 2Tninl

が で て きた 、Tmi
。 は 遷移行列の 成分の うち もっ と も小 さい もの で ある．相関時 間 と

収束 因子 は

　　　　　　　　　　　　　 R く e
− 1々

〜 1 ＿ブ
1

の 関係に あるか ら
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丁 く

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2Tmi
。

で あ る とい え る ． よ っ て ，す くな く と も この 程度の長さの モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レ ー

シ ョ ン を行えば， 目的の 計算を行 うこ とがで きる ．しか し ，

一般 に Tminは 系の サ イ
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ズの 関数 として 指数関数的に小 さい こ とは めず らし くない ． こ のた め ，上 の 不等式

か ら得 られ る 「十分な長 さ」 は
一

般に は実行可能な範囲内に 収ま らない こ とが あ る ．

　 上記の 不等式は か な り荒い の で
， 実際の 緩和時 間 とはか け離れ て い る可能性は

あ るが ， 現実に遅 い緩和が 見 られ る こ とは あ る．た とえば ， イジ ン グモデル の シ ン

グル ス ピ ン ア ッ プデー
トによる シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン におい て もこ の状況が観察で き る．

すなわ ち ， 高温側で は ，十分 早 く平衡状 態に達す るが ， 臨界点 に 近づ くにつ れて 次

第 に大きな ク ラス タが で き ，そ れ らの 消長は きわ め て 緩慢な もの に な っ て く．る． さ

らに臨界点以下の 秩序相には い る と ， 自発的に対称性が破れ ， 正 また は負の 自発磁

化が 生 じる ．い っ たん 現れ た 自発磁化の 符号が 変わ る こ と は ほ とん どな い ． 自発磁

化が あらわれ るこ と自体は シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンが うまくい っ て い な い こ と に は な らな

い が ， 自発磁化が 生ず る 際に は ドメイン 壁が 形成され るこ とが あ り，
一

度 ド メ イン

壁が形成され ると これが 消え るこ とはほ とんどな い ，この よ うな状況で は平衡分布

の よ い サ ンプ リン グを 行 っ て い る と は い えな い ．

　 臨界点近傍 におい て 緩和が遅 くな る現象，つ ま り臨界緩和に つ い て はい ろい ろ 調
べ られて い る ．モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン の 緩和時 間 7 は温 度 の 関数と し て

To （ ξ
’

〔x （1
「 − Tc厂

シ

の よ うな 依存性 を も っ て 臨界点で 発散する ． こ こ で ，ξは相関長で ある． 臨界指数

2 は動的臨界指数と呼ばれ ， 局所的な状態更 新 によ る アル ゴ リズム の 場合 は通 常 2
に 近い 値に な る こ とが 知 られて い る ．

　 こ の 値が 2 に近 い もの に な る こ とは ， 直観的に は以下の よ うに考 えれ ば理解で き

る ．つ ま り，臨界点近傍で は ，直径 ξ程度 の ドメ イ ンが 多数出現す る ．系が 十分 に

緩和する とい うこ とは ， 大雑把に 言 っ て 現在の 状態の 情報が消 え る とい うこ とで あ

るか ら，緩和時間は これ らの ドメインが ほ とん ど消滅した り完全 に 形が 変わ るか す
る まで の 時間にな るで あろ う．それ に は ， ドメ イン 壁が ξ程 度の 長 さだけ移動しな

けれ ばな らな い ． ド メイ ン 壁の 移 動 は拡散過程 に 似 た もの で あろ うと 想像で き る の

で ， ドメイン 壁が ξ程度 の 距離 を移動す る に は，ξ
2
程度の 時間がか か る ．したが っ

て ， 緩和 時間は ξ
2
程度の 大き さ に な るで あろ う．

　 もち ろん ， これ はか な り乱暴 な議論で あ り， ド メイン壁 の 移動が 完全な ラ ンダ ム

ウォ
ー

クで ない こ とや ドメ イン が フ ラクタル 構造 を もっ て い る こ と ， など を無視し

て い る． 実際，動的臨界 指数は 多 くの 場合正確 には 2 で な い こ とが 知 られ て い る 。
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2　クラス タアル ゴ リズム

前節 の ラ ンダ ム ウ ォ
ー

クに基づ く動 的臨界指数 の 荒 っ ぽい 評価は 局所更新ア ル ゴ リ

ズム をど うや っ て 加速す るか に つ いて ヒ ン トを与 えて くれ る ． ラ ンダム ウ ォ
ー クだ

か ら ξ
2
程度の 時間がかか る ， とい うときに 前提に な っ て い るの は

，
1 ス テ ップで 1

の オ ーダー
の 距離だけドメイン 壁が 移動す る ， と い うこ とで あ る ． これ は ， 1 回の

状態更 新で 変更 を うける部分が 空間的に は長さ 1 の ス ケ
ー

ル を も っ て い るか らで あ
る．だか らこれ を加速する には ， も っ と大きな単位で 状態更 新を行 うこ とが で きる

とよ い ． と くに ，大き さ ξ程度の クラス タを作 っ て ， それ を単位に して ， 状態更新
を行 うこ とがで き る と よ さそ うで あ る． こ れ を実現する の が クラス タアル ゴ リズム

で あ る ．

2．1　イジング モデル の Fortuin−Kasteleyn 表現

1 つ の 相互 作用す るス ピ ン対 に着 目す る と ， イ ジ ン グモ デル の ボル ツ マ ン重み は

畷3
、，32）＝ e

−KS
・　S」 （κ ≡ βの だが ， こ れ は形 式 的に

ω （Si・Sj）− v・ ＋ ・，1δ亀、5广 Σ ・・

9 △（（s 、，　S」）．9）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9＝0．1

と書け る． こ こ で ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 K 　　 　
− K　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − K

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 習O ＝ e　　 ｝　　 2）1 ＝ e　　
− e

　　　　　　　　　　　△（（Si・S」）・y）一 　｛　δsi，S」　　E9：？1
で ある ． これ を 利用 して Fortuinと Kasteleynは イジン グ モデ ル の 分配関数を 次の

よ うに 変形 した ． 2

z 一 Σ w （Σ）
　 　 　 Σ

　 一 ΣH 妖Σ・） eb ≡ （i，の，
Σ、

≡ （s，，
　S

」）
　 　 　 Σ　 b

　 一 ΣH Σ v （r・）△（Σ・，
r・）

　 　 　 Σ　　b　P
わ
＝Ol

　 一 Σ Σ n ・，（rb）△ （Σb，
　r・） 仁 r ≡ ｛r・｝

　 　 　 Σ　 r　 b

　 一 ΣΣ u （F）△ （ΣT ）
　 　 　 Σ　 r

　　　　← y （r）≡ Hz，（F・），
△（Σ，r）≡ n △（Σ・，

r・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 う　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　 　 b

　 一 ΣΣ vv（Σ ，
F） 仁 w （Σ ，

r）… γ（r）△（Σ，
r）

　 　 　 Σ｝　 P

（21）

（22）

2P ．　W ．　Kasteleyn　and 　C ，　M 、　Fortuill
，
　J．　Phys．　Soc　 Jpn．　Suppl，26s（1969）11；C，　M ．　Fortuin

and 　P，　W ．　Kasteleyn，　Phy　sica （Utrecht）57 （1972）536．
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Fb　＝ 1 で あ る よ うな ボン ド bに は線 （edge ）を描 き，そ うで な ければな に も描かな

い こ と にす る と ， r は格子上に描かれ たグ ラフ に 対応す る ．グラ フ 中で つ なが っ て

い るス ピ ンの 集 団 を クラス タ と呼ぶ こ とに する と ，△（Σ，
T）は ， 各 クラ ス タご とに

それ に属す るス ピンが 同
一

の 方向を 向い て い るときに 1で
，

そ れ 以外の 場合に 0 で

ある よ うな 関数で ある ．したが っ て ，グ ラフ r が 与え られた とき ， 和に寄与するよ

うな （これ を 「r の も とで 許され る 」 と表現す る こ とに す る ）Σ は 各ク ラ ス タ の個

数分だ けの 自由度しか もっ て い な い こ とに な る． クラス タの 総数を N
。（r）として ，

そ の よ うな状態は 2N ・ （「）個ある ． これ を用いて （21）を以下 の よ うに 書き な おせ る ．

z　・一　Evcr）2鑑 の
眠 Σ幽 1 −

P）
N

・
“NbqNc （「）

　 　 F　　 　　 　 　　 　　 　　 I’

こ こで ，q ＝ 2．！％は最近接ス ピ ン対の総数 ， ／Vbはボン ドの 総数 p　＝ ＝　w ］／（Wo ＋ Wl ）＝

1 − e
− 2K で ある 、　 q を 1 に した極限がパ ー

コ レ
ー シ ョ ン モ デル の 分配関数を与え ，

これ に よ っ て イジ ングモデル とパ ー
コ レ ー シ ョ ン の 関係が 明 らか にな る．それ だ け

で な くこ の 書き換えは モ ンテ カル ロ シ ミ ュ レー シ ョ ン の 新し い ア ルゴ リズム を導 く．

22 　Swendsen −Wang ア ル ゴ リズム

Fortuin−Kasteleynの 表 示 に もとつ いて ，　Swendsen と Wang は以 下の アルゴ リズム

を イジ ン グモ デル に対 して 考案 した． 3

Swendsen −wang アル ゴ リズム ：

ス テ ッ プ 0 ： 適 当に 初期 状態 の ス ピ ン 配置 （た と え ば ラ ン ダム な 状態 ）を 用

　 　 意 す る ．

ス テ ッ プ 1 ： 各最近接ス ピン 対ご とに 2 つ の ス ピ ン を つ な ぐ線を描 くかど う

　　 か を決め る．すなわ ち， も し 2 つ の ス ピンが 同じ向きを 向い て い るば あ

　　 い
， 0 以上 1 未満 の

一
様乱数 を発 生 して それ が 1 − e

− 2κ
以下で あれば線

　　 を描 く．それ 以外 の と き は ， 描か な い （すで に 描 い て あれば線を消す）．

ス テ ッ プ 2 ： ステ ッ プ 1 で で きたグラ フ の 各ク ラス タご とに 0 以上 1未満 の

　　 乱数を 発生 して ， そ れが 1／2 以下で あれ ば クラス タに 属するすべ て の ス

　　 ピ ン を 一1 と し
， そ うで な ければ ＋ 1 に す る ．

ス テ ップ 3 ： 1 に戻 る．

　 なぜ この ア ルゴ リズムで 正 しい サ ン プ リン グがで きるか を考え る ．そ の ため に

は， （22）か ら出発す る ．

　　　　　　　　　　　　　　z 一 Σ Σ w （Σ，
r）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Σ　 r

3R ．　H ，　Swendsen 　 and 　J．−S．　Wang ，　Phys．　Rev．　Lett．58 （1987）86．
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重みが Σ だけで な く r の 関数にな っ て い る の で ，マ ル コ フ過程 も Σ の 空 間の もの

で な く，ス ピン 状態とグ ラフ の 組 〔Σ ，
r）の なす空間内の マ ル コ フ過程を考え るの が

自然で あ る．Swendsen−Wang アルゴ リズム は こ の 拡大され た状態空間内の マ ル コ フ

過程 を 定義す るもの で あ り， 上記の 手続き を遷移行列の 形で あらわす と ， ス テ ッ プ

1 とス テ ッ プ 2 それぞれ に対応する遷移行列を用 い て

T ＝ 　T2　Tl

と書ける ．Tl はス テ ッ プ 1 の ，　 T2 は ス テ ッ プ 2 の 遷移行列で ある．

は ， ス ピン状 態は 変化しな い の で ，

7五（Σ
’

，
P

’

1Σ ，
P ）＝ △（Σ

’

Σ）× Tl（P
’

［Σ）

の 形 を して い る．逆に ス テ ッ プ 2 で はグ ラ フは変化 しな い の で ，

T2（Σ
’

，
r1Σ

，
r）＝ T2（Σ

’

Ir）× △（r
’

Ir）

ス テ ッ プ 1 で

少 し考 え る と明 らか に な る こ とだが ，実は Swendsen−Wang アル ゴ リズム の Tl（rlΣ）
と T2（Σ r）は Fortuin−Kasteleyn表現 （22）の W （Σ．T）を用 い て

と表せ る ． こ こで ，

T，（・1・）−

1

需 ・ 脚 一 署

　　　　　　　　w （r）≡ Σ w （Σ
’

．r），　 w （Σ）≡ Σ w （Σ ，r
’

）、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Σ ノ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 F 「

で あ る ．（と く に W （Σ）は 普 通の 意 味の ボル ツ マ ン 重み に他 な らない ．）

　 （23）を認め る と ，

（23）

（24）

　　　　　　　　　　　　　　　Iv（Σ ，
F ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△（Σ

’

，
Σ）樋

「
（Σ ，

r ’

）Vレ
厂
（Σ

ノ

，
r）Tl（Σ

’

，
r ’

iΣ，
r）M・」（Σ，

　r）＝ △（Σ
’

，
Σ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w （Σ〕，

P）＝

　　　　　　　　　　　　　　　 Vii（Σ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 照 Σ）

と な るが ，最後 の 式は 明 らか に （Σ．P）→ （Σ
’

，r
’

）の 入れ 替え に 対 し て 不 変だか ら ，

Tl が 詳細釣 り合い 条件を満たす こ とが わか る ．同様に 乃 も詳細釣 り合い 条件を満

たす．エ ル ゴ ー
ド性に つ い て は，Tl　T2 と もそれ ぞれ 単独で は明 らか に 満た さ ないが

T ＝ T2Tl はエ ル ゴ ー
ド性をみ た す．（た とえば ， きわ めて 小 さい が 0 で はな い 確率

で ， ス テ ッ プ 1で 1本 もボ ン ドが 描か れ な い こ とが 起 こ りえ る ． こ の と き ，ス テ ッ

プ 2 で はい か な る ス ピ ン状態 も等確率で あ らわれ る こ とにな る ．）しか し残 念なが ら

T は必ず しも詳 細釣 り合 い 条件を満 た さな い の で ，すで に行 っ た 証明の 適 用範囲外

に な っ て し ま う．

　 クラ ス タア ルゴ リズム の 収 束を証明する には 〔20）を示 した過程を思 い 出せ ばよ

い ． この 式 自体は詳細釣 り合い さ え 満た せ ば 成立す る ．つ ま り，Tl を作用 させ て も ，

T2 を作用 させ て も ， 自由エ ネル ギ
ー

は単調減少す る ．状態空 間が 有限集 合な ら 自

由エ ネル ギ ー に 下限が あるか ら，や がて 収束す る ．十分収束した 状態で は ，T1 を作
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用 させ て も T2 を 作用 させ て も 自由エ ネルギ
ー

が減 少 しな い はずで あ るが ，そ れ は，

（20）の 等号成立条件か ら Tlで つ なが っ たパ ス 上の 状態 i に つ い て （？、
＝

，Pi／W   が

等しい と同時に T2で つ なが っ た パ ス に つ いて も Qzが等しい こ とを意 味する．　 T2Tl

が エ ルゴ ー
ド的で あ る こ と は，任意の 2状態が Tl の定め る パ ス と 乃 の 定めるパ ス

の どち らか か または両方を使 えばつ なが っ て い る こ とを 意味して い る の で ， 結局 （？，

は 全て の i に つ いて 同じ値 を持たな けれ ばな らな い ．すなわ ち ， Swendsen−Wang ア

ルゴ リズム の よ うに ，個別 に は エ ル ゴ ー ド性を満た さな い 遷移行列で も ，組み 合わ

せ て エ ル ゴ ー ド性をみたせ ば ， 全体として は ，
モ ンテ カル ロ シ ミ ュ レー シ ョ ン は正

しい 分布 に 収束す る．

2．3　 クラ ス タアル ゴリズム に おける物理量 の計算

F は計算の 都合上現れ た 人工 的な もの で あ るか ら，通常われ わ れが 計算した い 量は

Σ にの み依存する物理 量 Q（Σ）で ある ．組み 合わせ状態 Σ ＝ （Σ，
r）が 重み W （Σ，

　P）
に 比例す る状態で 出現して い れ ば 第 t モ ン テ カル ロ ス テ ッ プで 実現す る状態 を

Σt ≡ （Σ‘，r∂として ，

Q， ≡ Q（Σt）；

Σ 町 Σ
，
r ）Q（Σ）

Σ ，1
’

Σ 剛 Σ
，
r）

Σ．F

とな るが ，

　　　　　　　　　　　　　 Σ⊃w （Σ ，
1
「
）； TU（Σ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1「

で あ る こ と を 使っ て F に 関する 和を 先に と っ て し ま うと ，

Q ε … Q（Σの＝
Σ叭 Σ）Q （Σ）
Σ

Σ Iv（Σ）
Σ

一 く 

とな り， 正 しい 平均値に等 しい こ とが 分か る ．だか ら，

〈Cl｝〉曜
・ ナ畆

　 　 　 　 　 t＝1

は 中心極限定理 に よ り長 い シ ミ ュ レー シ ョ ンの 極 限で 正 し い 期待値 に 一致す る こ と

が 分か る．

　 以上 か ら ， クラス タ アル ゴ リズ ムに お い て も ， シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 中に 登場す る ス

ピ ン状態 Σ に の み 注 目すれ ば ，通常の モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン と同じ様 に

物理 量の 計算が で き る こ とが わか っ た．しか し ， 実際によ く用 い られ る方法として ，

グ ラフ F を積極的に 物理量計算に活用する方法が ある ． こ こ で は ，
2点 相関関数 と

帯磁率に つ い て 考え る．
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2点相関 関数 くS，S」〉はス ピ ン状 態 に依 存 しな い 量

賜 （・）一 ｛嬬 纒忌ζ謬 多督蔑手葛、

を用 い て 次の よ うに 表せ る．

〈s 、s。〉
一

Σ剛 Σ）s，S」　Σ w （Σの 5βゴ Σ y （F）△（Σ，
r）s，Sj

Σ　　　　　　　　　　　Σ：T 　　　　　　　　　　　　Σ，r

　Σ⊃Iv（Σ）　　　　Σ⊃LV（Σ ，
　r）　　　　Σ⊃v （r）△（Σ1　r）

　 Σ　　 　　　　　 　　　　　 Σ〕　　 　　　　　　 　　　　　 Σ．P

ΣU （T）2
八厂・（F 〕△ tフ（r） Σ叩 ）△、メr）

「

　 　 　 　 　
F
　 　 − 〈△i」（T）〉

． Σv （r）2w ）

　 F
Σv （r）
r

つ ま り， ス ピン 状態の み に依存す る 量 Si　So の 期待値はグ ラフ の み に依存す る 量

△
η （F）の 期待値 に 等 し い の で ，ど ち らを 計算 して も統 計 誤差 を別 に すれ ば 同じ 結

果が 得 られ るはず で あ る ．実際には △
，j（r）を計算す る ほ うが 統計誤差 を小 さく抑

え られ る ．こ の た め， こ の よ うな グ ラフ に よる観測 量は improved　estimator とも呼

ばれ る ．

　 関係 式 〈S、Sj＞＝ 〈△ Zj （r）〉は 単に 計算に便利で あ る とい うだけで な く， クラ ス タ

アル ゴ リズム が なぜ 効率が よ いか を 示し て い る ．なぜ な らば ， こ の 関係式は ， クラ

ス タア ルゴ リズム で 生成 され る ク ラ ス タの 大 きさが ，相 関の 及ぶ 空間的な 範 囲 の 大

き さに等 しい こ とを示 して い るか らで あ る．

　 更に 帯磁 率を考え る と，Vc を ク ラス タ c の 体積 として ，，

・
一 暮〈Σθ動

tj 〉一 簧〈  ・（・）〉・e〈琴黒1＞
一 ♂〈￥→一 噸

とな る ． こ こで ， X は Vl≡ Σ、 曜／Σ，
　Veで 定義 され る平 均クラ ス タサ イズで あ る ．

2．4　 ク ラ ス タ ア ル ゴリズム の 収束の 速 さ

局所更新アル ゴ リズム の 動的臨界指数が 2 に近い こ とは ドメイン壁の ランダ ム ウォ
ー

クに起 因す る こ とを述べ たが ，前節で 分か っ た様 に，Swendsen−Wang アル ゴ リズ ム

で は ， ク ラ ス タが ド メ イン と同程度の 大 き さで ある ため に ， 動 的臨界指 数が 大 幅に

小 さ くな る こ とが 期待 され る ，

　 実際 Swendsen−Wang アル ゴ リズム に つ い て は，動的臨界指数が x 〜 0 で あ る

こ とが 知られ て い る ．

　　　　　　　　　　　　　　 丁 （xlog （7
「− Tc）

で ある とす る研究者 もい るが ，いずれ に して も，臨界点付近で は局所更新アルゴ リ

ズム に 比べ て き わ めて 速 く平衡状態に近 づ く．
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2．5　 Wolff によ る拡張

Swendsen−Wang ア ルゴ リズム は 連続 ス ピン 系に適用で き る よ うに Wblffに よ っ て

拡張され た． 4
彼の アイデ ア は 2 つ の それぞれ 独立 に も応 用の で き る アイデア か ら

な っ て い る ．

1．ス ピン 空間内の 鏡像面など を考え ， そ の 鏡像面に対す る鏡像変換をす るか しな

　 い か ，とい う離散 自由度に着 目して ，もと の連続 自由度 系を離散 自由度系とみ

　 な すこ と．

　 2．全 系を ク ラス タに分割するの で な く， ラ ン ダ ム に選 んだ 1点か らス タ
ー

トし

　　 て ， そ の 点 を含 む クラス タ のみ を生成す る こ と．

1 番 目の ア イデア は鏡像変換で 符号が変わ る よ うな カイ ラ リテ ィ
ー

や渦度 などの 秩

序変数が 重要で あ る場合に シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 効率化に 大 きな影 響を 与え る ． 2 番

目の ア イデアは 量子 系の ワ
ー

ムアルゴ リズム や 向きつ きル ープ アルゴ リズ ムなどを

考え る 際に 重要で ある．

　 4U 、　Wo 匿 ，
”Collect正ve 　Monte 　CarlQ　Updating　fDr　Spin　Systems ”

，
Phys．　Rev．　 Lett．

，
62 （1989）

361，
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3　拡張ア ン サンブル法

ク ラス タ ア ル ゴ リズム で 緩和が劇的に 速 くな るこ とが ある こ とが分か っ たが ， そ れ

には ， 相 関長 と クラ ス タサ イズが 同程度で ある こ とが必 要で ある ．Swendsen−Wang
アルゴ リズム の 場合にはそれが 成 り立 っ たが ，

一
般に もそれ が 成 り立 つ 保障は な い ．

拡張ア ン サ ンブ ル の 方法は クラス タアルゴ リズム とは ま っ た く異な るアプ ロ
ー

チで

遅 い 緩和の 問題 を解決する 試みで あ り， 多 くの 場合に 成功し て い る ．

3．1　 一 般論

拡張ア ン サ ン ブル 法に は 多く の 種類や流儀が あるが ， 基本的な考え方は ，
モ ン テ カ

ル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンで 用 い る重 み ，すな わ ち，詳細釣 り合い 条件 （6）に 登場す る

重み を平均値の 定義式 （1）に現れ る重み IU（E］）とは異な る もの に とる こ とによ っ て ，

計算全体の効率化を図 る と い うもの で あ る，た とえ ば ， モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レー
シ ョ

ン を重み IMo（≠Ilりに関して 詳細釣 り合 い を満た す よ うな遷移行列 を用い て 行 っ た

とす る． こ の と き，重み W に よる平均値 は R ≡ W 川 も として ，

〈Q＞＝

ζ
w （Σ）Q（Σ） 多煦 Σ）R （Σ）Q（Σ）

〈。（。）（？〔。）〉。

Σ w （Σ）
Σ

Σ馬 （Σ）R （Σ）
Σ

〈R （Σ）〉。
（25）

最後 の 表式 の （
・
→o は 重み W ’

o に 関す る期待値 で あ るが ， これ はモ ン テ カル ロ 法の

平均に置き換え られ るか ら，結局

　　　〈R（Σ）Q（Σ）＞Mc
〈  ＝

　　　　 ＜R （Σ）＞Mc

の よ うに ， RQ と R とい う2 つ の 量 のモ ン テ カル ロ 平均を計算す る こ とで 求め られ

る と い うこ とが 分か る ．

　 よ くあ る応用 は ， W が パ ラ メー タ （た とえ ば温度な ど） を含んで い て ，
1 度 の

シ ミ ュ レー シ ョ ンで 複数の パ ラ メ
ー タ の 値に お け る重み つ き平均値を求め る とい う

もの で あ る ．パ ラ メ
ー

タを X ， それ に対応する重み を 玩旋 とし ， さ らにそれ に 関

して 平均値を求め た い と 考えて い る X の 値を Xl
，
　X2

，

…
，
Xr とす る と ，モ ン テ カ

ル ロ シ ミ ュ レ ー シ ョ ン で は ， 各モ ン テ カル ロ ス テ ップ ご とに

姻 ・ 矯
）

（k − ・  ・・の

と Q（Σ∂を計算す る こ とで ， 撫 Q と Rk の モ ン テ カル ロ 平均 をすべ て の ん につ い

て 同時に 求める こ とがで きる．

　 拡張 ア ン サ ン ブル 法 の なかで と く便利 で よ く用 い られ る 方法 は ， 照 x と 脚b が

とも に 共通の 1つ な い し 少数の 量の 関数に な っ て い る場合で ある ．そ れ らを 義 （Σ）
t ＝ 1

，
2．… ．p とす る と ，

　 R も A だけの 関数にな るか ら ， 各モ ンテ カル ロ ステ ップ

で 魚 （Σ〕t）を 求め るか わ りに A
‘

≡ A （Σ∂を 求めて お き ， そ の 値を Q‘
≡ Q（E］t）の
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値と と もに ，すべ て の t に つ いて フ ァ イル に 出力し て 保存して お く．（通常の シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン にお い て ， 物理 量 計測の 回数は 108 回程度か それ 以下で あるか ら， 109

バ イ ト程 度の デ ィス クス ペ
ー

スが あれ ば これ は実行可能で ある ．）なぜな ら ， そ うし

て お くと以下の 式を用い て ，任意の X の 値に つ いて の 平均値を あ とか ら求め られ

るか らで あ る ．

　　　　　　　　　　　　　　　　 （Rx （A ，）Q ，＞Mc
　　　　　　　　　　　　　〈Q＞x −　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （26）
　　　　　　　　　　　　　　　　　〈Rx （A ，）＞Mc

3．2　再 重み付け法

上記の 拡張ア ンサ ンブル 法の も っ と も簡単な応用例は ， X が 逆温度 βで あ り，　 W β
が逆温度 βに お ける カ ノニ カル 分布関数， Mfoが あ る特定の 逆温度 βo に おけ るカ

ノ ニ カル 分布関数の 場合で あ り ，
これ は再重み 付け法 （reweighting 　method ）5 と呼

ばれ る ．　 Mfe， 恥 は と もに エ ネル ギ ー を 通し て しか 状態に 依存し な い の で ，重み の

比は

　　　　　　　　　　　　　　R β（E ）＝ ・

一〔β一β・）E

で 簡単に 計算で き る． こ の 例で は ， あ る特定の 逆温度で 1度普通の シ ミ ュ レー シ ョ

ン を行 い ，そ の 際に
，

モ ン テ カル ロ ステ ッ プ ご と の エ ネル ギ ー の値 E ， と ，計算し

た い 物理量の 値 Q オ を フ ァ イル に 出力 して お き ， あとか ら

〈Q＞s…

Σ ・

一
（β
一
βe ）Et

（2t
t

Σ ・
一（β一β゚ ）Et

t

に よ っ て 任意の 逆温 度に お け る カ ノニ カル平均値を 計算で きる ．

　 こ の 方法は簡 単だが 実用 的で 非常に 有力な 方法で ある ．第 1の 利点は，通常 の モ

ン テ カル ロ シ ミ ュ レー シ ョ ン の プ ログ ラム が あれ ば ， ほ とん ど手 を加え る 必要な く

計算が で きる こ とで あ る ，第 2 の 利点は ， 多 くの 問題に お い て は臨 界現象 に 興味が

あ り，そ の 場合臨界点近 傍の 比較的狭 い 範 囲を重点 的に調べ た い が ， 再重 み 付け法

はそれ に適 して い る こ とで ある ．

3．3　 再重み付け法の 問題点

一方，再 重み 付け法 の 欠点 は，第 1 に 実際 に 行 うシ ミ ュ レ ーシ ョ ン が普通 の シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ンで ある ために ，普通 の シ ミ ュ レー
シ ョ ンが緩和が遅 い もの で ある場合 ， そ

の 困難がそ の ま ま現れ る こ とで あ り， 第 2 に 以下で 考察す る よ うに再 重み 付け法で

精度 よ く計算で き る の は実際に シ ミ ュ レー シ ョ ン を行 っ た 温度の 近傍に 限 られ ， 広

い 範囲 の 温 度依 存性 を調べ る の に は向か ない こ とで ある ．

　 再重み 付け法に よ っ て 十分な精度で 物理量 を求め られ るパ ラメ
ー

タの 範囲を考え

て み る ．話 を具体 的に す る ため に ， 最 もよ く使わ れ る前節の 例を 考 え る．すなわ ち ，

5A ．　M ，　Ferrenberg　and 　R ．　H ．　Swendsen ．　Phys．　Rev，　Lett、61 （1988）2635．
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シ ミ ュ レー
シ ョ ン はある 温度に お けるボル ツマ ン 重み e

『
β゚ E 〔x 〕で 行 い

，
パ ラ メー

タ

X は逆温度 β，A はエ ネルギー E で あ る 場合で ある．再 重み付けの 式を

　　　　　　　　　　　　　　　〈e
−
（β
｝βωE （Σ）Q（Σ）＞D

　　　　　　　　　　　 〈  β
一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （27）
　　　　　　　　　　　　　　　　〈e

−（β一β・）叩 ）
〉。

こ の 式の分母分子が精度よ くも と まるこ とが実用 的な計算が可能で あ る条件で ある ．

分子 を考え る と

〈・

一（β一βのE （Σ）Q（Σ）〉・・　
一

　去￥凧 ・（E ）e
−
（fi−S°）E

＿蓬三＿
Q（Σ）

　　　　　　　　　　
一 去￥v職 （環

卿 ・）

　　　　　　　　　　
一 去薪

嬋 ）eT （fi’e・）EQ
（・） （28）

こ こで Ω（E ）は 巨視的な量 の 組 E を決めた ときに それ に対応する微視的な状態の 総

数，すな わ ち状 態 密度 で あ り，

Q（・ ）・

Ω苗）写 Q（・）

　 　 　 　 　 　 E （Σ｝鳳E

は E で 指定され る ミ ク ロ カ ノニ カル ァ ンサ ン ブル にお け る物理 量 Q の ミ ク ロ カ ノ

ニ カル 平均 ，

　　　　　　　　　F （）（E ）≡
− Te　lO9（T？t！b（E）Ω（E））＝ E − STo

は 自由エ ネル ギーで あ る ． 同様に （27）の 分子 は

〈e
−
（fi− s・IE（Σ）

〉・ 一 毳 
照 （El

・

一
（6− P・’E

（29）

式 （29）に お い て ，和 を と られ る 関数

ε
一β〔〕

Fl〕（E ）e
−（β一βD｝E　；　e

一βF （E ）

を 仔細に 眺 める と，まず ，
こ れが 逆温度 βにお けるエ ネル ギー分布関 数に 等し い こ

とが 分か る ． したが っ て ， こ の 関数は逆温 度 βにお け るエ ネルギ
ー

の 期待 値 E （β）
を 中心 と し た，ガ ウス分布 で 近似され る よ うな形 をし て い る ． この よ うな関数の 和

を精度よ く計算す るため には ， シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に お いて ， E （β）付近の エ ネル ギー

の 状態 が十 分 に 多い 回数出現しな くて は いけな い ．一方， こ の モ ンテ カル ロ シ ミ ュ

レー シ ョ ン で エ ネル ギ ー
が 実際 に出現す る頻度は 逆温度 βo で の エ ネル ギー分布関

tw　e一βaF °（E ）で ある ．した が っ て これ は ，　 E （βo）の まわ りの ガウス 分布 で ある ．もし ，

βと βo が 大き く異 な っ て い る とす ると ，
2 つ の 分布が 重 な りあわ ない ほ ど離れ て

い る こ とに な り， 和に 本来寄与す る はずの 状態が シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンで は ほ とん ど 出

現し な い こ と に な る ． こ の 場 合計算は 破綻 す る ．

一 801 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

講義ノート

　 実際に β と βo はどの 程度まで 離れ て い て も効率的な計算がで きるで あろ うか ？

これ に は分布の 幅を考えれ ばよい ．エ ネルギ ー分布の 幅 △E の 2 乗は

σ 一 β
2
〈E2 ＞一

〈E ＞
2 一 β

2
（△E）

2

で 熱容量 に比例して い る の で ， 分布の 幅は △E 〜 TV τ と表せ る．一 方， 2 っ の 分

布の 中心間の 距離は

1・（β）
一 貼 ）1一 驀・・ − T2・△β

よ っ て ， 分布が 重な る条件は

T 〜
「c ＞ T20 △β

つ ま り ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　△β〈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　TVO

とな る ． こ こで ， 分 母 に あ る熱容量 は 系の 大 き さで 規格化 す る ま え の 示量 性の 量 で

あ るか ら，系の 体積に 比例して おお き くなる。したが っ て ，大きな シ ス テ ム ほど ，
こ

の 方法で カバー で き る温度の 範囲が 狭 い こ とが分か る ． また ，比熱 は転移点近傍で

発散する （有限系で は サ イズの べ き乗で 抑え られ るが ）の で
， 転移 点近傍で は 再重

み 付 け法を行 うにして も ， 正 しい 転移点に 近い 温 度で の シ ミ ュ レーシ ョ ン を行 う必

要が ある こ と に な る ．

3．4　 マ ルチ カ ノニ カル法

再重み 付け法で は ， i妬 と して ， あ るパ ラ メー タ 値に お け る 通常の ボル ツマ ン 重み

が と られ た た め に ，シ ミ ュ レー シ ョ ン 中に 実際に 出現す るエ ネルギー
値 の 分布 は非

常 に幅の 狭い ガ ウス 分布 に な り， そ の 結果再重み 付け に よ っ て 実用 的計算が可 能な

温 度 範囲は狭 い もの に な っ た ．

　 しか し ，
一般論か ら明 らか な よ うに

， あ とで 再重み 付け平均を と るの で あれば ，

シ ミ ュ レー シ ョ ンで 使 う重 み が も との ボル ツマ ン 重み と 同じ 形を し て い る必要 はな

い ．ハ ミル トニ ア ン を e の 肩に載せ た 形をして い る必 要は全 くない ので ある ．マ ル

チ カ ノニ カル 法6
で は ， こ の 自由度を積極的に 利用 して ，物理量 の 組 A の 分布 関数

が 広 い 範囲で ほ ぼ一
定値 にな る よ うに Wo を調 節す る ．結 果 として ， 通 常 マ ル チ カ

ノニ カル 法で 用 い られ る ｝％ は どの よ うな モ デル の ボル ツ マ ン重み に も似て い な い

よ うな もの に な る．物理 量の 組 A として 最 もよ く用 い られ る の は ， やは りエ ネル

ギ ー で あ るが ， 緩和を早 く した りするため に ，エ ネル ギー
の ほ か に い ろい ろな 物理

量の 組み 合わせ が 用 い られ る こ と も多 い ，だか ら ，
こ こで は

一
般 的記号で あ る A の

まま議論 をす る こ とに す る ．

　
GB ．　A ．　Berg　and 　T．　Neuhaus ，

「’Multicanonical　ensemble ： Anew 　approach 　to　simulate 　first−order
phase 　transitiQns〜，

　 Phys．　 Rev．　 Lett．（1992）68；B．　A ．　Berg．”Multicallonical　simulations 　8tep 　by
step

”

， Comp ．　Phys．　Commun ．153（2003）397．
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　 マ ルチカ ノニ カル 法で はモ ンテ カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン をい くつ か の フ ェ
ーズに

分 けて 行 う．各フ ェ
ー

ズで シ ミ ュ レー シ ョ ン に つ か う重 み 関数は フ ェ
ーズ内で は

一

定で
， 各フ ェ

ーズの シ ミ ュ レーシ ョ ン の 結果に基づ い て ， 次の フ ェ
ーズで 用い る重

み 関数を決定す る．そ の 際 に 目的 とす るの は A の 出現頻度分布が で き るだ け均
一

にな る こ とで ある ， こ こ で 「均
一

」 とい う点はそれ ほど厳密で あ る必要はな い ，A
につ い て 極端 に サ ンプ リン グ され に くい場所が な くなれ ば それ で よ い ので あ る ．

　 各フ ェ
ーズで は モ ン テ カル ロ ス テ ッ プご とに得 られ た A の 値か ら A の 出現頻

度の ヒ ス トグ ラ ム H （A ）を 作る ．出現頻度が多い と こ ろはそ の 部分の 重みが 大きす

ぎた とい うこ とだか ら ， 次の セ ッ トで は ， 重み関数 として ， 前回使 っ た重み関数を

ヒ ス トグ ラム で 割 っ た もの を使 う。第 k フ ェ
ーズで 用 い る重み 関数 を W椚（A ）， 得

られ た ヒ ス トグ ラ ム を H （A ）とす る と，

・・押 鴎 噐陪 （30）

とす るわ けで あ る．（右辺分母 の 1は 一度も訪れ な か っ た 場所に 関し て ゼ ロ 割が お こ

る こ とを 防ぐた め ．）

　 前節まで の 部分で 明 らか な よ うに ， シ ミ ュ レー シ ョ ン で 用い る 重 み FN数　i・Vo が

どん な もの で あれ ， そ の 結果得 られ る巨視 的物 理量 の 組 A の 出現頻 度分布 関数が ，

平均値を求め る ときの 重み 関数 W に対応す る分布関数と十分重な りを持 っ て い さ

えすれば ， 再重み 付 け の 考 え方 を用い て 正 し い 平 均値 を求 め る こ とが で きる ． した

が っ て ， マ ル チ カ ノニ カル 法の 最終 フ ェ
ーズで もし A の 出現頻度が 十分に 均一 に

な っ て い れ ば ，（均
一

な分布 関数はど んな 関数 とで も大 きな 重な りを もっ て い るはず

だか ら）再 重み 付 けを して ， 任意 の パ ラ メ
ー

タの 値で 平均値 を求め る こ とがで きる

はずだ ， とい うの が 基本的な考え方で ある ．

　 こ の 方法は も うひ と つ の 利点 を持 っ て い る ．それ は，通常 の 重み と全 く異な る 重

み 関数で シ ミ ュ レー シ ョ ン を 行 うため に ， 緩和の 仕方 も 当然通常の シ ミ ュ レー シ ョ

ン とは異な り ， 通 常の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンよ りも早 く緩 和す る場 合が あ る こ とで あ る．

も し ，臨界点を も つ 系に対 して A ＝ E と して こ の 方法を 適用 する と ，シ ミ ュ レ ー

シ ョ ンの 最 中 ，
エ ネル ギ

ー
は 臨界温度 に お け る期待 値 を含 めて 広 い 範 囲を 上下す る

こ とにな る ． これ は ，温 度を 自律的に 変更して い る よ うな もの で あ り， 低温 （低エ

ネル ギー ）で
一 度秩序化 した 状態 もしば らくまつ と ， 高温 （高エ ネル ギー ）とな り，

自然 と無 秩序 状態 に 戻る， 再び 低温 に な る と再度 秩序化す るが ， 秩序 の 出方 は最初

の と きとは無関係で ある ．通常の エ ネルギー
や温 度一定の シ ミ ュ レー シ ョ ン で は ，す

で に 秩序 化 して い る状 態か らス タ
ー

トす る とい く ら待 っ て も別 の 秩序 状態 に 変化す

る こ とは な い ．た とえ ば，転移温度よ りも 低温で の イジ ン グモデ ル の シ ミ ュ レー シ ョ

ン で 大半の ス ピンが 上 向きに 整列 した状 態が
一

度出現す る と ， そ の 後 下 向きに秩序

化 し た状態は （系が 十分 に 大きけれ ば ）出現し な い ． これ に 対して マ ル チ カ ノニ カ

ル 法の シ ミ ュ レー シ ョ ン で は 両 者が 比較的頻繁に移 り変わ る こ とが観測で きる ．

3．5　 Wang −Landau 法

しか し ， 実 際 に マ ル チ カ ノニ カル法 を イジ ン グモ デルな どに適 応 して み る と，い ろ

い ろな 問題 点に 気付 く．もっ と も本質 的なの は ，分布の 幅が 広が っ て い く速度が 十
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分 に速 くない こ とで あ る ．た と え ば ，最初の フ ェ
ーズで 用 い る重み と して も っ と も

簡単に W ω ＝ const を採用した とする ． これ だと ，
エ ネルギーの 分布は高温極限に

お け る分布，すなわ ち E ＝ 0 の まわ りの 幅 酒7 程 度の ガ ウス分 布 にな る ，マ ル チ

カ ノニ カル 法の 手順に よ っ て こ の 範囲の 状態は次の フ ェ
ーズで は重み を下げ られ る

の で ，次の フ ェ
ー

ズで は ， E ・・0 付近 の エ ネル ギ ー を と りに くくな り，エ ネル ギ ー

空間で よ り広い 範囲の ラ ンダム ウ ォ
ー

クが実現する 。 とい っ て も ， 前回 ま っ た く足

を踏み 入れ なか っ たエ ネル ギー領域 につ いて は ，情報がない ま まで あ り， 当然こ の

領域で は 重み を うま く調節で きて い ない か ら ， そ の 領域に足を踏み入れ た とた ん進

み が遅 くな る ．結果 とし て ，前の フ ェ
ーズで 実現 した分布よ りも広い こ とは広 い が

それ ほ ど 目立 っ た広が りに はな らず ， 最終的に全エ ネルギー領域を カバ ーする 分布

が 実現す る まで に 非常に 多 くの フ ェ
ー

ズ を経な けれ ばな らない とい うこ とにな る ．

　 こ の 欠点 を劇 的に解消 した の が Wang と Landau に よ る マ ル チ カ ノニ カル 法の

改良で ある ． 7 普通 の マ ル チ カ ノニ カル 法 との 違 い は ，普通 の マ ルチ カ ノニ カル 法

に お い て は 各 フ ェ
ー

ズ 内で は重みが
一

定に 保たれ て い るの に 対し て ，改良法で は ，

フ ェ
ーズ内で も刻々 と重みが変化する こ とで あ る ．WL で は ， フ ェ

ーズの 終わ りで

な く， 各モ ン テ カル ロ ス イ
ープ が終わ る ご とに 以 下の 処理 を 行 う．

畔
）
（A ）← ・

一
η
圃

畔
）
（A ） （31）

こ こで ， η
（k＞は フ ェ

ーズ内で は
一定に 保たれ る 正 の 定 数で ある ． 各フ ェ

ーズの 終わ

りに

　　　　　　　　　　　　　　　η
（k＋⊥L

η
 
／2 　 　 　 　 　 　 　 （32）

など に よ っ て ，次の フ ェ
ーズで 用 い られ る値を決め る．通常は η

〔1）〜　e．1 程度か ら

初めて ， η
（k）〜 10

−8 程度に な る まで ， フ ェ
ー ズを繰 り返す．η の 値が 大 きい 初期 の

フ ェ
ー ズで は ， 同じエ ネル ギー

の 値 を続けて とる と ， 急激に その エ ネル ギー値に 対

するペ ナル テ ィが つ く （そ の エ ネル ギー
値 に 対す る 重み が 減少す る ）の で 系は 「強

制的 」 に 他の エ ネル ギ ー
の 状態 を と る こ とに な る．普 通 の マ ルチ カ ノニ カル 法で も

同 じ こ とは起き るが ， フ ェ
ー

ズ 内で は ペ ナル テ ィ が 重み に 反映され な いた め，改 良

法に 比べ る とは るか に マ イル ドで あ る．実際 に 改良法で は と くに ηが 大 き い 初期 の

フ ェ
ーズで は 分布関数の 広が り方が 普通 の マ ル チ カ ノニ カル 法に 比べ て は るか に 早

い こ とが 観測 され る ．

　 ただ し，モ ン テ カル ロ 法に 使われ る重みが 同
一

フ ェ
ー

ズ内で は
一

定でな く，前の

ス テ ッ プの 結果 に 依存す る と い うこ とは ， 厳密に はマ ル コ フ 過程で な い ， とい うこ

とを意味して い る ．それ はすなわ ち ， η
＝ 0 で な い 限 りWL 法で 得 られ る分布は 厳

密には どの よ うな重み に 対する 平衡分布に もな っ て い な い ， とい うこ とで あ る ．し

たが っ て ，
一般の 物理 量 の 期待値 を 計算 す る ため には ， η

＝ 0 か また は十分に 小 さ

い 値で 最終 フ ェ
ーズを行 っ て ， そ の フ ェ

ーズで 得 られ た情報の み に 基づ い て 計算が

行われ る ．

　
tF ．−G ．、翫 ng ，　D ．　P．　Landau 、

，’Efciellt．　mult ，iple−range 　randoln 　walk 　algorithm 　to　calculate 　the

density  f　states ，
’
，Phys．　Rev．　Lett．86 〔2001）2050，
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3．6　マ ルチカ ノニ カル 法における期待値の 計算

重み が エ ネルギ
ー だけ の 関 数で ある 場 合 ， 物理 量 Q の 期待 値は状 態 密度 Ω（E ）と

Q の ミ クロ カ ノニ カル 平均 Q（E）を用 い て

Σ Ω（E ）レy （E ）Q〔E ）

〈Q＞＝

　　　　Σ⊃Ω（E）VV
−
（E）

　 　 　 　 E

（33）

と書け る ．すな わ ち ， Ω（E ）と Q（E ）が 正 確に わ か っ て いれ ば ， W （E ）が ど の よ う

な もの で あ ろ うと ， 正 確 な期 待値 を計算す る こ とが で き る． よ くある応用 は Q（E ）
が 加法 的な量で あ る場 合だが ，そ の 場合は 中心 極限定理に よ り，系 自体の サ イズが

大 きければ相対 的に小 さな分散 しか もたな い ．だ か ら，エ ネルギー
が E で あ る状態

が実際に はそれ ほど多数回 出現し な くて も，か な り正 確な期待値を 知 る こ とが で き

る ． これ に 対して ，Ω（E ）はど うで あ ろ うか ．

　 上の 期待値を計算す る には ，Ω（E ）の 絶対値を正 確に知 る必要はな く， Eo を適

当な エ ネル ギー
の 基準値と して ，Ω（E ）／Ω（Eo）が 分かれば十分で あ る ．マ ル チ カ ノ

ニ カル 法で これ を最も素直に 求め るに は ，
1・Vo を 用い た シ ミ ュ レ ー シ ョ ン で 観測さ

れ るエ ネル ギー
値 の 出現状態分布つ ま りヒス トグ ラム H （E ）を使 う．特定の エ ネル

ギ
ー

値の 出現頻度は ， 重み と状態数の 積 （HD （ Ω xI ・Vo） で あ るか ら

Ω（・）・ 舞舞 器｝綿i
が 成 り立 つ ，長い シ ミ ュ レー シ ョ ンの 極限で は上の 近似は厳密に な る ．し か し

， 実

際 の 有限 ス テ ッ プの シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン で は ，個 々 の エ ネル ギ ー値が 実現され る回数

は 少な い こ とが 多 く， そ の ときに上の 近似式 を用 い る と統 計誤 差が 非 常に 大き い も

の に なる ．具体 的 に は シ ミ ュ レ ー シ ョ ン が 全部で 1V ス テ ッ プで あ り ， 相関 時 間が

T 〔xV2 で ある とす る と ， H （E）に関 す る独立 なサ ン プル数 は

N

再
咲

N7

で ある． こ の と き，上 の近似式で 得 られ る Ω（E ）に 関す る統 計誤差 は

　 、t　　 v
△Ω Ct
　　　函

とな る．

　 これ に対し て ，次に 述べ る 方法を用い る と，よ り精度の よい 評価が 得 られ る こ と

が ある． 出発点は詳細釣 り合い と同じ形 をした 式

7
「
（Σ

’1Σ）樋
・・1｝（Σ）＝ T （Σ1Σ

’

）秤
7

  （Σ
ノ

）

で あ る． こ こ で ， T は こ の 式を 満たす任意の 関数で よ く ， 実際に シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

で 用 い られ る 遷移確 率で あ っ て も よ い が ，そ うで な くて も以下は 成立 す る ． これ に
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対 して ， U・ro は 実際に モ ン テカル ロ シ ミ ュ レ ー シ ョ ンで 用 い られ る重みで ある．任

意に エ ネル ギー
の 値 E

，
E ’

を選び ，
　 E （Σ）＝ E ，

　 E （Σ
f

）＝ Et とな るよ うな全て の Σ，

Σ
’

に つ い て 上 の 式の 両辺 の 和 を とる．する と

T （EIE ）｝4i（E ）Ω（E ）＝ T （E ｝E
’

）w （Et＞Ω（Ei） （34）

が 得 られ る ． こ こで ， T（E
’IE）は ，

T （E
’IE）≡

Ω1｝）　Σ⊇　　ζ　　7
「
（x

’1Σ）
　 　 　 　 　 　 　 　 口31

「E ）＝E 〕 〔E 〔Σ
’
）＝E ’〕

で 定義され ，も し 7
「
（Σ

’1Σ）が遷移 行列で あれ ば ， T（E
’jE）は ，

「現在 の 状態 の エ ネル

ギー
が E で ある ときに次の 状態 の エ ネル ギ ーが E ’

で ある確率」 を意味する ． もし
，

ある定数 」 に対 して T （E ± JIE］）が 常に 0 で な い な ら ， （34）か ら

蜘 一 飆 一 冨鴛鵡謬1瓢 一 （
κ 一1T

（Ek＋ 11Ek ）H
岡

。（。、、　1、E ，＋1））・ 譜晶
（た だ し ，環 ≡ Eo ＋ 版 　E ≡ E κ ）が 得られ る． こ こで T （E

’ E ）は 「次の 状態が

E ’

で あ る確率 」 の ミ ク ロ カ ノ ニ カル 平 均

T （五7
／

IE）＝ 〈T （E
’

1Σ）＞E

と も書 く こ とが で き るの で ， モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レー シ ョ ン で 評価する こ とが 可能
で あ る ，す る と ， 結果 として ， Ω の評価が 得 られ る．重要な の は T （E

’1E）は マ クロ

な 物理 量 と 同様に 系の サ イズが 大 き い ときには比較 的少な い サ ンプ ル 数に よ っ て 精

度の よい 評価を得 る こ とがで きる 場合が ある こ とで ある ． 8

　 例として ， イジ ングモ デル の 拡張 ア ンサンブル シ ミ ュ レーシ ョ ンに おい て ， T （Σ
’1Σ）

が シ ン グル ス ピ ン フ リ ッ プの メ トロ ポ リス アル ゴ リズム の よ うな遷移確率で ある 場

合を 考え る．Σ
，
を第 i番 目の ス ピン 3 。

の み に おい て Σ と異な る状態 ， t（E
’

，珂 を

t（E
’

．E ）W （E ）＝オ（E ，
　Et）W （Et）を満たす 関数で あ る と して ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 レ
ヒ

7
「
（Σ

ノ1Σ）＝ t（E （Σ
’

〉，
E （Σ））Σ⊃△（Σ

’

，
Σの

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z＝ 1

とか けるか ら ，

躍 1・）一 ・（醐 ）・ 〈罌
・（・

’

・Σ
・）〉一 ・（釧 ・）・ 〈M （ガ ）〉・

　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　〔EC 「勹＝E り　　　　　　　　　 E

とか け る． こ こ で ， M （E
「

）はそ れ を反転す る こ と に よ っ て エ ネル ギーが Et に な る

よ うな ス ピン の 個数で ある ．すなわ ち ，こ の 場 合，Ω を評価す る こ とは ， 7
「
（E

’IE）
を 評価す るこ とに帰着 し ， T （E

’lE）を評価す る こ とは ，反転後の エ ネルギーが Et に

　
8J ．　S．、へ氣ng 　and 　R ．　H ．　Swendsen

， 」，　Stat，　Phys，106 （2002）245．
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な る ス ピン の 個 数の 期待値を 求め る こ と に 帰着する ． これ は ，明 らか に 示量性 の 量

で あ り， 精度よ くもとめ られ る． また ， こ の 例の 場合には ， （34）は よ りシ ン プル に

〈ルt（五1
ノ

）＞E Ω（E ）＝ 〈M （E ）＞E ’ Ω（E
ノ

） （35）

とか けて ，
こ れ はブロ

ー
ド ヒス トグ ラ ム 関係式 と呼ばれて い る ． こ の 場合 の Ω（E ）

を求め るため の 式は
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 K − 1

Ω（・ ）一

昌ll絵1農li
で あ る．

3．7　 レプ リカ交換法

マ ル チ カ ノニ カル 分布で は ， 分布が フ ラッ トにな る よ うに 重み 1・V（E ）を調節したが ，

あ る意味で は 分布が最 初か らフ ラ ッ トに な るよ うに 固定 され た方法が レプ リカ交換

法で ある ．
9

こ の 方法は ， 普通の モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レー シ ョ ン のプ ロ グ ラム が あ

れ ば ，非常 に 簡単な修 正 を行 うだ けで 使 え るよ うに な る こ とと ，大規模並列化 に 向

い て い る， とい う大きな 長所を も っ て お り，拡張ア ン サン ブル法の なかで も と くに

重要 な方法で あ る ．

パ ラ メ
ー

タ （たとえば 逆温度） X を含む重み Wx （Σ）を考える ．レ プ リカ交換

法で は L 個の 状態の組

と ，
L 個の パ ラ メ

ー
タ値 の 組

Σ ≡ （Σ1 ，
Σ2 ，

… 、Σ〕L）

X ≡ （X1 、X2 ，

…
，
XL ）

を考 え る ．通 常これ らの パ ラ メー タは とな りあ うもの が 近 い
，

つ ま り， Xi 〜 Xi＋ ／

で あ る よ うに と っ て お ぐ ま た
，
Wx

、

の こ と を簡単に 瑚 と書 く こ と にす る ．

　
9K ．　Hukug．　hima　and 　K ．　Nemoto

，

，鹽Ex 〔lhange 　Mon 七e　Carlo　method 　and 　application 　to　spin 　glass
simuLatiol ユs

”
，
J．　Pllys．　 Soc．　 Jpn．65

， （1996）1604．
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レプ リ力交換法 ：

ステ ッ プ 0 ： ランダム に初期 ス ピ ン 状態の 組 Σ を選ぶ ．

ステ ッ プ 1 ： 各 μ につ い て ， 第 μ レプ リカの 状態 Σ
μ

を更 新する． こ の とき

　　 に 用 い るの は 重み 珂佞に 従 う何 らか の モ ンテ カル ロ シ ミ ュ レ ーシ ョ ン の

　　 1 ス イ
ープで ある ．

ステ ッ プ 2 ： 隣接したペ ア （μ ， μ＋ 1）につ い て ， 確率

　　　　　　　　　　　　　　　　　 叫 （Σμ＋ 1）1・Vpt＋ 1（Σtt）
P・w ・p　・ 一 ・ （1，

　　 で ， Σ
μ

と Σ
μ＋ 1 を入れ 替え る ．

　　 行 う．

ス テ ッ プ 3 ： ス テ ッ プ 1 に 戻 る ．

1・i「

pa（Σμ）IV，＋ 1（Σμ＋ 1）

この 操作 を μ
＝ L2 ，… 、L − 1 に つ い て

）

　 レプ リカ交換法に お け る 「状態 」 とは L 個の レプ リカ状態と 1 か ら L まで の L
個の 数の 順列 P の 組み 合わ せ

　　　　　　　　　　　　 （Σ ，
P ）≡ （Σ 1．Σ2，…　 ，

ΣL ，
P ）

で あ る ． レプ リカ交換法に よ るモ ン テ カル ロ シ ミ ュ レー
シ ョ ン は ，

こ の 拡張 され た

状 態空間内の マ ル コ フ 過程で ある ．重 みは 単純な 重み の 積

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　　　　騒
厂
（Σ、P ）≡ II頂乍（ΣP （μ｝）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tl．＝1

で あ る． こ の 分 布関数で ， 量 〔？（Σp ω ）の 期待値を考え る と ，

　　　　　　　　　　　　　　　　 Σ 照 Σ
，
P ）9（ΣP （。））

　　　　　　　　　　　Q（Σ・… ）一

Σ’P

Σ噂 。）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 曲、P

分子だ け取 り出すと

　　　轟頭 珈 臨 ・） 一

咢 （ll　w ． （Σ・ （。 ｝
Q

））Q臨 ・）

　　　　　　　　　　　　　　
一

写（耳・
・レ

’

町 ・・ … ）Q（・・ … ）

　　　　　　　　　　　　　　一

；（ll［　Za）＜q＞・誠肝 ）〈C？〉・
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すな わ ち ， 任意の Q に 対 して

　　　　　　　　　　　　　　　Q（ΣP 〔。））＝ 〈  μ

が 成立す る ．つ ま り， 平衡状態で Σp ω
の 従 う分布は t に よ らず 監 に 比例する こ

とを意 味して い る ．

補足

本講義で は講義テキ ス トとして 本書き下 ろし ノ
ー

トの ほか に レ ビ ュ
ー

論文を用い た 。

本 ノー トは 講義 1 日目と 2 日目 （最初の 4 コ マ （1 コ マ …90分））の 内容に 対応 し ，

レビ ュ
ー

論文は 3 日目 （最後 の 2 コ マ ）で 用 い られ た ． この レ ビ ュ
ー論文は

　 Naoki　Kawashima　and 　Kenji　Harada ： J．　Ph｝
・s．　Soc．　Jpn．73 （2004）1379．

と し て 公表され て お り ， 通常の 論文と 同様に JPSJ ウ ェ ブサ イ トか らダウ ン ロ ー ド

可能で ある ．
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