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　初等的な連続体力学を 、 応力 （ス トレ ス ）テ ン ソル を極力表に 出さず 、 そ の か わ り運 動量の 流

れ を用い て書き直す。すで に連続体力学を学んだ人、そ うして実際に使 っ て い る人にも従来 とは

別 の 視点を提供で きれ ば と思 う。

まえが き

　本稿は学部 3年生 へ の 連続体力学 （弾性論と流体力学をすこ し）の 講義 ノ ー トをも とに作成し

た 。 学部 3年生 に連続体力 学は早すぎると い うの が 通説だ ろ う。 た とえば 、 ラン ダウの 理論物理 学

教程の カ リキ ュ ラ ム で は媒質 中の 電磁気 など と ともに 統計力学や量子 力学 、場 の 古典論を学ん だ

後に予定 されて い る。技術的に も、連続体力学には テ ン ソル やその 変換が 出て くるし、と りわ け応

力 テ ン ソル の 定義が 「面素の 向 こ う側 が 手前側 に 及ぼす 面積当 りの 力 」 とい う複合的な概念に も

とつ い て い て 、なんだか奥歯に物が挟 まっ たよ うで とっ つ きに くい 。で もとにか く、そ うい うカ リ

キ ュ ラ ム に な っ て い たの で 仕方な く、とい うの を 口 実に 、別の 見方 で 講義をし て み る こ とに し た。

　 その 見方 とい うの は 、電磁気学に つ い て先年旅立たれ た今井功氏が 著 された 貴重な本 「電磁気

学を考え る 」 国 の ア プ ロ ーチが ベ ース に な っ て い る。今井氏は 、Maxweil 方程式を中心に据 えた

通 常の 電磁気学の 教科書の 体系が 、質量 、運動量や エ ネル ギー
そ してそれ らの 保存則を 中心に展開

され る力学、流体力学ひ い て は量子力学の 体系化 とあま りに 乖離 し て い るの で 、電磁 気学も保 存

則をもとに書き直そ うと構想 しそれ を実現 され た。標語 的に Faradayの 視点に 立戻 ろ うとい われ

て い る。詳細に つ い て は是非原著をひ もとかれ る こ とをお奨め した い
3
。ま さに 「目か らウロ コ 」

の 本だ4。

　
1
本 稿 は、編集 部 の 方 か ら特に お願 い し て 執 筆 して い た だ い た記 事で あ る。

　
2E −mail ： ken．sekimoto ＠espci ．fr；Homepage ： http：／／www ．pct．espci ．fr1

−
sekimoto

　
3一

つ 例 を挙げ るな ら、通常 の 電磁 （Maxwell ）応 力 テ ン ソル に 現れ る電 場 と電 束密 度の 積 などが 、媒質中で 「それ ぞ

れ の 」 粗視 平均 の 積 に 因 子化 で き る 理 由が 、縦 平均 と横 断 平均 （流体 力 学の 知 見 ）を駆 使 し て 示 され る。
　

4
で きれ ば 奇特 な 方が 英 訳 を出 版 され るこ と も望 む 。
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　そ こ で
、 応力テ ン ソ ル と い うやや こ し い も の の 現れ る連続 体力学も 、 保存則 と りわ け運動量の

それ を用い て 書 き直す とど うなるだろ う？ と試み たの が本稿で ある 。 内容 の 完成度 も守備範囲 も

上記の 名著に は較べ るべ くもない もの で あるが 、それで もとこ ろど こ ろ 「へ え 、そ うなんだ 」 と

ち ょっ と驚き楽 しん で い ただければ本望で あ る。もしも運 あ らば 、流体だか 固体だか わ か らな い 物

（ガ ラ ス 、ゲ ル 、粉流体など）がしば しば議論に の ぼ る昨今の 物理で何か の 理解や記述の役に 立っ

か もしれない と い う楽観的な期待 もある。

　
一

言で い うと、応力 （ス トレ ス ）を使わない 連続体力学は なに も無理 をするわけで はな く、こ

の テ ン ソル を （負号っ き の 〉伝導性運動量 流束 （conductive 　momentum 　flux）に 置き換え るだ け で

あ る 。 しか し 、こ うす る とと りあえず 2 つ の 利点が ある。第 1に 、対流性運 動量流束 （convective

momentum 　flux一通常レ イノ ル ズ応力 と呼ばれ る）と対にな っ て 、全運動量流束の
一

部をな し統

一性が 良くなる 。 た とえば疎な粉体の 流れ が あ る地点か ら淀ん で押し合い へ し合い す るよ うな状

況で も 、 これ らの 運動量 の 観 点で 考える と見通 しが よい か もしれ ない
。 第 2 に 、応力は力の 概念に

頼 っ て 定義 され る の に 対 し 、運動量流束に は それ が な い 分、直接的で あ る
。 下に よ り詳し く述べ

るが 、もし も連続体力学 と電気回路網の 理 論の 対応を、運動量が電荷に対応す る （い ずれ 毫）保存

量）よ うに 見て行 くと 、
「運動量流束をつ か わない 連続体力学」 は 、「電流概念を用い ない 回 路網

理論」 に 対応す る 。
これで は分 りに くくて も無理ない で は ない だろ うか 。 運動量流束の 概念 自体

は多くの標 準的な連続体力学の 教科書に 出て くるし 、それ を元に運動方程式を導 くの で あ る。と

こ ろがそ の 運動量流束が 以降の 体系化に使われ る こ とは 筆者の 知 る限 り稀で 、む し ろすぐに応力

テ ン ソ ル に 追い 出され て し ま う。 勿論それ に はそれ な りの 利 点が ある の に違い ない が
一
度は 運 動

量に もとつ く見方を貫徹し て みて は如何だ ろ う。もし同意 されれば以下の 本文をお読み い た だ き

た い 。 本稿で は 、 古典論 （非相対論極限 、 非量 子論極限）に話を限 る 。 また 磁場 と の 相互作用に っ

い て も言及 しない 5
。 今井氏ご 自身が 上掲書 ［1］を敷衍して力学も含 めた、よ り

一般向けの 本 ［2］も

著 され た。そこ で 応力状態に も言及 され て い ると聞 く。幸か 不幸か筆者はそ の 内容 を （未だ ）知

らず、重複す る と こ ろ も ある と思 うが、本家の 今井氏の 向こ うを張 ろ うと い うもの で は な く、筆

者な りに楽しんで み た と思 っ て頂 きた い
。

　こ の 場をお借 りし て 、こ の 原稿に 至 るま で 議論や コ メ ン トな ど で お世話にな っ た方 々 に謝辞を

の べ た い 。
パ リ第 7大学の 学生に は 、 無謀な講義に つ き あっ て もら っ た 。 Drazen　Zan｛煽 氏 （パ リ

第 7大）に は演習を担 当し て もらっ た。生物 らしい m ポ ッ トを研究す る CREST の 小林亮氏 （広

島大 ）、黒岩章氏 （東北大）お よび ラボの 方 々 に は講義をさせ て も らっ て さまざまな コ メ ン トを頂

い た。土井正男氏 （東京 大）とその ラボ の 方 々 も同様で あ る。小 嶋泉氏 （京都大 ）に は 武道研 究

家の 甲野善紀氏 の お 仕事をご 紹介 い ただ い た こ とで 、視野が広が っ た ， 本稿で 引用した論文に っ

い て 、共著者や議論 の相手に な っ て もら っ た同僚で あ る宮本嘉久氏 （京都大）、 田中良巳氏 （は こ

だ て 未来大）、 大 信 田丈志氏 （鳥取 大 ）、 A1．fiin　Laverne 氏
，
　Claude　Gignoux氏 に も感謝す る 。 日

本語原稿作成には 京大基研の 計算機環境の お世話にな っ た 。

5
相 対論 的 弾性 論 に つ い て は、W ．パ ウ リの 「相対 性 理 論 」 （ち くま 学芸文 庫に 収 蔵）の §45 に 言 及 が あ る。
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1　 離散系の ニ ュ
ー

トン カ学

　厳密な公 理 的体系を作る の は 目的で ない し、し よ うとする と混乱して しま うの だが 、ニ ュ
ー ト

ン 力学の 基本法則 自体も運動量 を前面に 出して 書き換えを試み る 。
「運 動量＝質量 × 速度」 と い う

公式を忘れて 、無定義語 と思 っ て 読み は じめて い ただ きた い 。

1．1　 3 つ の 基本法則

（第 1法貝1亅）

　　運動量は ベ ク トル 量 で 、質量 の よ うに 常に保存 され る。

（第 IIa法貝1」）

　　相互作用 に よ っ て系に単位時間あ た り FaF （伽 は単位ベ ク トル ）の 運動量が 注入 され る と

　　き、力 F 卸 が働 くとい う。（ベ ク トル 量な の で 一F 伽 を吸取られ る とい っ て も同 じで あ る 。 ）

（第 IIb法貝lj）

　　速度ベ ク トル δ で 動 く質量 m は 、戸 ＝ 鵬 げだ け の 運 動量 を貯える 。

法則 Ilaに つ い て は漠然 と相互作用 と書い て 曖昧に な っ て い るが 、静電的、重力的、量子力学的な

効果に よ る遠達相互作用が 考えられ る
6

。 相互作用に よ る運動量の 移送を伝導性の 運動量の流れ と

よぶ。法則 Ilbの よ うに 運動量の 担体が 動くこ と に よる運動量の 移送を対流性の 運 動量の 流れ とよ

ぶ。法則 IIbは あ くま で 磁場 の 無 い 場合に 限 っ て 適用 され る。磁場存在下で は 正 し い 対流運動量一

速度 の 関係で ない だけ で な く、電磁場の 担 う運動量 （Poynting ベ ク トル ）な ど も こみ で保存しな

ければ な らな い ［1］．

　
6
これ らの 効果 を相当す る場 の 運 動 量流 に よ っ て 記述 で きれ ば 、す べ て 局所 的 に書 き換 え られ る。しか し それ に は 国

の 内容 とあ ま りに 重複 が 増 え るの で 、本 稿 で は 述べ な い 。な fO’　Van 　der　Wa 皿s カ の よ うな 媒 質 の ゆ ら ぎ に よ る 力 は 距

離 の 逆 「 乗 に 比例 せず か つ 本 来 2 体 相 互作 用的で は な い の で 保 存流と し ては 書 き換え られ ない （と思 う）。
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1．2　直接の 帰結

座標 系依存性； 質量に貯え られ る運動量は慣性座標系 の 変更に応 じ て 値を変え る 。

対生成： 運動量は 総和がゼ ロ に なるか た ちで 生成す る こ とが で き る 。

孤立系： 力学的に 孤立 した質点は
一

定の 速度を保つ 。

カと加 速度 ： 孤立 した質量 に力が加 わる と、質量の 貯え る運動量が 変化、す なわ ち加速が 生じ る。

作用 ・反 作用： 第 1法則に よれ ば系に 注入す る運動量は 系外の ど こ かか ら吸取 られ る。系外に は反

　　 対符号の 注入が あ ると い っ て もよい
。 これ と第 Ila法則をあわ せ るとい わ ゆるニ ュ

ー
トン の

　　 第 3 法則を意味す ると思 うの で 、こ こ では 法則 として別記 しなか っ た 。

ベ ク トル 性： 移送 され る運動量はかな らず し も、移送の 向きを向い て い ない 。反 平行の こ ともあ

　　 れば 、斜行 、直交 して い た りもする。これ らは 連続体に議論をすすめ る と登 場するだ ろ う。

永久循環： 運動量の 流れが物質の 運 動を引き起こ さな い とき、流れ は永続で き る。これ を内部 ［残

　　 留1応力 と呼ぶ 。また連続体に 議論 をすすめ ると登場す るだ ろ う。

1．3　 簡単な例

　L 重力下の 質点の 自由落下。遠達力 （重力 ）は
一

定率 戸 ＝− mg2 で 質点に運動量を注入 し、

　　こ れ が 運動量 を介し て 速度を変 える ：髪＝ 互

　 2．点電荷が別 の 固定電荷か ら静電相互作用 を うけ て 周 回する場合、前者に運動量が 注入 され つ

　　 づ ける 。 そ の 様子 を図 1 に示 す
7

。

　　　　　　　　　　　　　　　　。．de 　 輪  
・e＋dθ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
’
　 　

　　　　　　　　　　　　　 Uo 　　 O　　　　 ／　 丶

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／　　　　　　　 丶

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　。　 R 　　 笹
e

　　　　　　　　　　　　　　（a）　　　　　　　 （b）

図 1： （a ）半径 R で 周 回す る電荷 。 速度の 単位ベ ク トル ae も示 す 。 （b）角度 θ と θ＋ dθの 間に 電

荷の 質量が貯 え る運動量は Po砺 か ら Po砺 ＋dθ に変る。こ の 差は 固定電荷の 系か ら供給 され る。

7
注入 す る の は 固定 電荷を 支え る何か で あ る。
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3．壁 に 当る粒子 の ジ ェ ッ ト。
互 い に相互 作用 しな い 粒子 の ジ ェ ッ トが 円錐形 を した壁 に 当 る状

　 況 （図 2（a））で ジ ェ ッ トが 壁に加 え る力を知るには 、質点が壁に衝突す る際に移送す る運動

　量 ／秒を加えれば よ い r 流体の ジ ェ ッ トが 平らな壁に 当る状況 （図 Fig．2（b））で も、反跳 な

　 どがなければ ジ ェ ッ トの 束の 断 面を通 っ て流れ る運 動量 ／秒が壁 へ の カに な る。

（a ）

∠一

十

（b）

図 2： （a）相互 作用の ない 粒子 の ジェ ッ ト。 （b）流体の ジ ェ ッ ト。

　 4．物体に あたる粒子 の ジ ェ ッ ト。 図 3 の よ うな状況を考えよ う。 （a ）で は左右の ジ ェ ッ トの運 ぶ

　　 運動量と、2 重円錐型の 物体の 形状 と質量が わか ると、後者の 運動が わか る。（b）で は粒子 も

　　 円盤も重力を受け る とし よ う。図の よ うな初期条件か ら、円盤 は ど の よ うに動 くだ ろ うか ？

　　 円盤で な く非対称な もの だ とど うだろ う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）

（a）

　 　 　 　 　 　 　 　 　

z ＝ 0

図 3： 粒子 の ジ ェ ッ トを受ける物体 。 （a）重力な し （b）重力あ り

1．4　 コ メン ト

　ll］で は点電荷か ら電荷に応じた電気力線が伸び 、その それぞれ に （場に依存す る）張力 を付与

す る 。
い ずれ 張力を運 動量 の 流れ とみ る立場では 、電荷が 運 動量の 湧 き出しか 吸込 みか の よ うに

思えそ うだが 、本稿で は全運動量を見る と い う立揚で 、保存則
一

本で 通すこ とにす る。た とえば 、
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十分離れ て 静止 した 正負電荷か ら出発 し、そ こ に は運動量 の 流れ も搬送 も殆ん ど無視で き るとす

る 。 そ こ か らわずかな静電相互 作用 が 両者に反対向きの 運動量 の 注入を しは じ め る と同時に 、両者

はそ の 質量に 応じ て 加速されて運 動量 を蓄積する 。 そ うし て それぞ れ の 電荷か つ 質量は全運動量

を産み も消し もし ない 。別の 例 として 、正 負の 電荷が （§§L3 の 2 ，の よ うな固定点まわ りでな く）

双子星 の よ うに重心 の まわ りを周 回す る場合 も、静電相互 作用で 授受す る運動量は質量の 貯え る

運動量の 変化にそ っ く り使われ る 。 最後 の 例 として 、正負の 電荷で引合 うイオ ン 対が他の 短距離

斥力相互作用 （その 量子力学的詳細は 問わな い ）との 拮抗で
一定距離に 静止 す る場合に は 、静電

相互 作用 の 流し込 む 運動量 と斥力相互 作用の 引き出す運動量が ちょ うど相殺 し て あ る種の 運動量

循環を形成す る 。 静電相互作用を例に と っ たが 、 2 質点の 万有引力相互 作用で も類似 とす る。よ

り複雑な状況 も上記の よ うなバ ラ ン ス の 組合わせで あ ると考える 。

2　 力学回路網の 書 き 直し

　質点系を主に扱 っ た前章 と連続体 の 扱い の 架 け橋として 、離散的力 学要素か らな る系を考え て

みる。

2．1　 準備 ：作用素 として の ス カラ
ー流

　流れや流束、密度などは 系の 状態で は あるが、切 口や採 取量など測定条件次第で 測定結果は変

る。そ こ で これ ら の 量 を （測定条件を与え ると観 測結果を返す）作用素 とみ なす。こ れ は趣味の

問題な の で 、読み とば し て もらっ て もよ い
。

　い きな りテ ン ソ ル は 戸惑 うの で
、 電流や水流 の よ うな ス カ ラ

ー
量 の 流れか らは じめ る。あ る経

路にそ う流れ にそ っ て ア（s）＝＝」（s）at（s）を定義する
8。こ こで s は適 当な基準点か ら経路に そ っ

て 測 っ た経路パ ラ メ
ー

タ
ー

。また at は経路に接する単位 ベ ク トル 。」（s ）の 符号は が の 向きを逆

転すれば変 る。

定義 ：

ア（s）は接線ベ ク トル f（s）に作用し て ス カ ラ
ー ア（s）・ε  を返 す 作用 素で 、結果は 「t（s）の 向 き

へ の 通過量／秒」 を表わす。

　た とえば図 4 にお い て 、f（s）＝ a （s）なら ア（s）・a（s）＝」（s）を得 るが 、　t（sl）＝ ←a（s
’

））な ら

ア（8
’

）・（− a（st））＝ − 」（st）を得る。こ の 流路の 両端に 電荷の コ ン デン サ ーや水の プ ー
ル が ある と

す る と、こ れ ら に 時間当 りに 流れ 込 む電荷や水量 は 、 アを こ れ らに 向か う単位 ベ ク トル に作用 さ

せ ると得 られ る 。 もし結果が 負な らば 、コ ンデ ン サーやプ ール は 湧き出し で ある。

補足 1： 2次元 、3 次元に広が っ た流束 （flux）と区別 して 、 経路に沿っ て集中する場合に流れ （current ）

と い う語 を用 い て い る 。

　
8
転置

t
を使 うの は 、反変ベ ク トル と して 共変ベ ク トル £（s＞とス カ ラー積を つ く りた い か らだが 、面倒 な むきは 無視

され て よい 。
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　　猷
」（s）

　　　鬣

　　　舟

　　　チ
（a）

2（s）

（b）

ハ

ーt（s
’
）

図 4： （a）流れ Jt（s）； 」（3海 （s）．矢印は各 点で の ＆（s）を表わす。（b）こ の 回路か らの 流れ 込み を

測 りた い 向きの ベ ク トル
。 （i（s）を予め 上向きに決 めた の で 、下端で は負号が つ く。）

補足 2 ：後述する よ うに流束 アが 作用する対象は任意の 向きの 面素 ベ ク トル ftAで よい の だが 、そ

の 性質と整合する よ うに 「経路に 集中した流束」 を定義で きる ：

ア（・）− f．」 ・（螂 ）・・（・
− R （棚 ・ （1）

こ こ で R （st）は 経路 0 上 の パ ラ メー
タ st に あた る位置ベ ク トル

、 δ3 は 3次元 の デル タ 関数 。 こ の

流束ア（r ）をパ ラメ
ー

タ s で の 任意向きの 面素 舶 、 に作用 させ ると

んア（小 繃 一 紳 ［ん・・（・ 一・ 個）脚 圃 坤 ・ （2）

とな り、 冂内の 積分が 士δ（sS
− s）を与 え るの で （当 り前だが ）結果は 面素の 傾きに よらない ± 」（s ）

を得る9。

2．2　 力学回路網の法則

　ス カ ラ
ー量の 流れ に馴染ん だ あとで 、ベ ク トル 量 の 流れ を導入す る。 さしあた り真 っ 直ぐな流

路を考え る （図 5）。太 さと質量を無視で きる棒が手を押すカを （伝導性 の ）運 動量 の 流れ の 立場

で表わ した い
le
。ス カラ

ー保存量の 流れ の 扱い を拡張 し、運動量 （＝ ベ ク トル 性の保 存量 ）の 流れ

も作用素 G とみ なし、こ れが接線ベ ク トル h に作用 して 、そ の 点を通 っ て 移送 され る運動量／秒

G 漉 を値 とし て 返す よ うに し た い
。

図 5； 棒の 両端 を手 で押す時、手 に 向か っ て流れ 込 む運 動量／秒は 矢印の 向き を もつ ベ ク トル F ±

で あ る 。

　
9
符号 ± は （nt（s ）・勅 ＞ O ，く O に 応 じ て と る。

　
10
棒を離散力学的に イ メ

ージす るなら相互 作用する要素の 網 目で 、こ れ が ［対流性 の 運 動量 を貯め こ まずに］運動 量を

遅れ な しに 受 け渡 す とい っ た とこ ろ か 、

一 159一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

講義 ノ ート

運動量流 G の 定義 （前半 ）　 図 6 参照。

（1．）曲げや捩 りの トル ク の ない 棒に 沿 う運動量流は次 の か た ち をとる ： G ＝P 翻 孟．こ こ に a は

　　棒の 単位接ベ ク トル 。加速 しな い 棒に沿 っ て は G は均
一

である 。

（2．）出口におい ては 、出る向きの 単位接ベ ク トル を fi（°ut ）とすると 、 流れ 出る運動量／秒は 、 G・fi（°ut ）

　　 とかけ る 。

　　　　　合（・・o
〔蟄 ウ F
　　　　　　 il

　 　 　 　 　 A 〔in）
　 　 　 　 　 ノzI噌　一m所　噌　凶　　m胛　一
し 　ロ＿−h，　　　 　　 　ロ

　　　F圓

孅

図 6： 左 ； 定義 2，の説明 。 右； 外か らみた とき の 運 動量流 。

　定義に よ り、棒が 外に働きか ける力は 戸 ＝ G ・n（° ut ）＝ Ph （° ut ）。逆に 、外か ら力 戸（ext ）が棒の

端点に加わ る状況 （図 の （b））をわれ われ は運 動量の 流れ 込 み と考え る の で あ るが 、そ の 場合は 棒

内 の 運動量流を決める条件は G ・fi（inL 　P 侖（in）＝ii〔ext ）となる。 こ こ で外が働 きか ける対象は 棒

の 内なの で 、n （in）は 図の よ うに 棒の 内を向 く。

　曲げや捩 りの トル クを除外した こ とは 障害で はな い
。 網 目を組 めば そ こ を流れ る運動量 の 様子

がこれ らを特徴づ けるはずだ （下記 の 「Warren の トラ ス 」）。 質量 を も っ 棒も質量 の な い 微少 な棒

と微少な質量の 質点を交互 に並べ たもの を考えれ ばよい （下記の 「剛体棒の 加速 」）。

運動量流 G の 定義 （後半）　 図 7参照 。

　棒が 自由な結節点で 結ばれ て い る場合。それぞれ の 棒の 接線ベ ク トル を a（a ）（α 　＝＝ 1，
．．．

，
n ）と

し 、 棒内で の 運動量流を G（α ）＝ P （α ）a（a ）Q（α）t とする と 、 質量をもた ない 結節点で の 運動量保存

は
11

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　　　　　　 n

　　　　　　　　　　　　　o 一 Σ G（α ）・fi（α ）一Σ P （α ）fi・（α ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ＝1　　　　　　　　　 α＝1

とかけ る。こ こ で は す べ て の がα ）を結節点に 向 くよ うに さだめ る。12

　質量を も つ 結節点 の 場合にはそ の 貯える運動量 p も含め て 保存す るよ う修正 され る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　籌一 £ ・・… fi・…
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ＝1

（3）

（4）

11cf ．電 荷 と電 流に っ い て の Kirchh　off 　
’

s　lawに 準ず る。
12G

の 定義の が
α 〉の 向 き まで 直 す必 要 は ない 。す ぐ 下に 述べ る よ うに G は こ の 操作 で 不変 だ か ら。
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潔ノ
　　◎r解）

≠

黒ノ
　　　づ

・・
裔（2）

！
　　　会〔1）

　　　　　　　　　 図 7： 左 ： 質量の な い 結節点 。 右 ：質量をもつ 結節点 。

2．3　直接の 帰結

　 1．交換 a → （− a）に関 して G は 不変で ある。

　 2．G はテ ン ソ ル として 対称で ある
，
G ＝ Gt．

　 3．棒が圧縮 され て い る とき、 P ＞ O
，
引張 られ て い る とき P く 0で ある 。

　 4．棒は伸び縮み して よい
。

　 5．作用素 とし て G は棒 の 単位接線 ベ クトル に の み作用す る 。 しか し、そ の 結果は ベ ク トル な の

　　 で 、その 任意の 成分を抽出する こ とは許 され る 。 たとえば 、勝手 な単位ベ ク トル δを使 っ て

　　 作用素 Et・G は 運動量流の e方 向成分を与 え る。

電磁気学ない し電気回路網との対比 　力 学回 路は電気回 路 と十分似て い るだ ろ う。 こ こ で
一応 の

対応づ けを試み る13。

　　　　　 電磁気学な い し電気回路網理 論　← 　連続体力学ない し 力学回路網理論

　　　　　　　　　　　　　　　　　　電荷　 ⇔ 　運動量

　　　　　　　　　　　　　　　電荷の 保存　付 　運 動量の 保存

　　　　　　　　　　　　　充放電の レー ト　 e 　力

　　　　　　　　　　 電流密度ない し電流　e 　運動量流束な い し運動量 流　　　　　　　　（5）

既に イン トロ で 述べ た よ うに運動量 の 流れ をまともの 扱わ ない の は 、電流を禁句に した回路網理

論の よ うで 、窮屈で あ ろ う。

2．4　 簡単な例

Hooke の バ ネ　い わ ゆる線形バ ネの バ ネ 定数 を k
，
自然長か らの 伸び を △e と書 こ う。バ ネに沿 っ

て運 動量流は
一様で 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　G ； （
− k△のitat　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　
13
カの 位置 づ けは ［1］に も明記 され て い る （2章 §4）。た だ入 門 書 ［2］で は 力の 位置づ けが は っ き りし なか っ た とい う

読者の 感想を 伺 っ た 。
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で 与えられ る。こ こ で itはバ ネの 方向に沿 う単位 ベ ク トル 。

剛体棒の 加速 　太 さも伸縮 も無視で き るが 重 さの あ る長 さ L の 棒を、そ の
一

端か ら Xo の 距離 の

とこ ろを つ かん で 棒に沿 っ て 加速す る。 棒の 質量密度を ρユ，
加速度を δとする とき 、 位置 x で の

運動量流を求め よ う。（運動量流か ら い わ ゆる張力 ／圧 力が P の値 として得 られ る 。 ）δに 関し て

前 ［後】の 端を x ＝O［L］と約 束しよ う。各線素 dx の 質量 ρldx に （ρldx ）可秒の 運動量 を分配するた

め 、つ か んだ 点か ら運動量 を注入せ ねば な らな い 。点 x （＞ Xo ）で は 、それ よ り前方の す べ て の 質

量 ρ1（L − m ）に供給する運動量 （総計ρ1（L
− x ）d／秒）を流 してや らねば ならな い の で 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 δ

　　　　　　　　　　　　　　　　
G ’

研
； ρ1（h 夙 　 　 　 　 　 （7）

が 要求され る。同様に 点 m （〈 XO ）で は 、それ よ り後方のすべ て の 質量 ρ1X に総計 ρ1面 ／秒を流し

てや らねばな らない の で 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　・
・（

→
aa

）一 面 　 　 　 　 （・）

が 条件に な る。作用する単位ベ ク トル に負号がつ くの は 、後端に向けて 流す量 を測 るからで ある。

上 の それ ぞれを定義 G ＝ P 磁
オ と対照 し て 、

　　　　　　　　　　　　P − ｛
一

ρ1コじllδII， （0 ≦ x く Xe ），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9
ρ1（L

− X ）llδ1，　（XO ＜ X ≦ L）
）

定性的には 、っ かん で い る点の 前後で 圧 力 （前方）と張力 （後方）が 最大に な り 、 両端で はゼ ロ

とな る。（棒に乗 っ て 考え る ことは 出来ない
。 非贋性系だか ら。 ）ご覧の よ うに 導出過程で は 力を

使 っ て い な い
。

Warren の トラス構造　図 26（a ）の よ うなもの を Warrenの トラ ス と呼ぶ らし い 。簡単の ため、斜

めの 辺は 土45°

の傾 きとす る。また紙面の 2 次元に限 り、辺は質量 も伸縮も無視で きる棒 、 頂点は

質量 を無視で きる 自由なジ ョ イ ン トとする 。 点 P に真下 向け （左の 壁に 平行 ）に単位の 力を加 え

る とき、トラ ス 各要素で の 力学状態を知 りた い
。 また、壁は A と B で どの よ うなカを受けるだろ

うか
。

図 8：
“Warren 　Truss”

　運動量流の 見方では 、 まず縦成分の 運 動量 2t・G に つ い て 図 9 の 上 半分の よ うに斜辺 に 沿 う流れ

を決め て しま う。水平な辺は縦成分を全 く運 べ な い か らであ る 。
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懸鑼 　 　 　 £．G 个
A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 P

灘 爨． 彳　も　、 も f も
ぐ

・　　　　　　　 11
　 　 　 　 　 　 　 ‘

鍾
　 Aau
／モな　 tO−−−　　　　　　 　 　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　ウ 　

、…
7
−／ ・psXNS〃 ・xXk3〃 ・蟻 房

　 　 　 一＋．．−c■　 　　 　 　　 　　 　 　一一一一〇F　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
−− es

　 B
覊

鏤

P

，

図 9： 縦 （z）成分の 運動量流 （上図）と横 〔  成分 の 運動量流 （下図）。

　 これで 斜辺 の 力学的状態が 、縦成分 の み な らず横成分 も決 ま る 。 何故な ら各辺 の G の パ ラ メ
ー

タは 1 っ だ けだか ら。右上 りの 斜辺 に は圧力が
、 右下 りの 斜辺 には 張力が加 わ っ て い るこ と もわ

か る
14

。

　次に 、この 結果も使 っ て 次に横成分の 流れを解 く。 そ の 際、各斜辺の （横成分 の ）流れ を
一

部相

殺するか たちで 2 っ にわける と、同図の 下半分の よ うに 、端点 P側か らは じめ て 、徐 々 に 増加す

る運動量流の 循環が 生じ て い るこ とが わか る。図 中の 水平な棒に与 えられたベ ク トル の 向き （矢

印）と大きさ （数字）か ら、上辺 は 張力 、下辺 は圧 力が くわわ っ て い るこ とがわ ける。結果と して

下向き成分の 運動量は壁に向か っ て 流れ 、それ に加 えて水平成分の 運 動量 の 「渦層 1 が 壁に近 づ

くに っ れ大き くな っ て い る。最後に 壁に 加 わ る力が 求ま り
15

、
「て こ 」 の 原理 の 要領で求め るの と

合致する こ とが わか る 。 下向の 荷重は B に て 支え られ る。 意外 と面 白い な と思われ た方は 、図 10

の 配置に つ い て 同様の 手順を試 され ては ど うだ ろ う
16

。 通 常の 連続体力学では荷重に よ っ て 曲げら

れ た棒の 垂 直断面に おけ る剪断力が棒内の 曲げ モ
ー

メ ン トの 空間勾配をつ くる ［3］。 本稿の 場合 ト

ラ ス の 任意断 面 を通 る運動量 の 解析か らもこれ らの 量が 求まる。曲げ モ
ーメン トと運動量の 循環

に つ い ては最終章で も う少 しの べ る 。

A B

図 10；
“Warren 　trus5” ，　A と B は トル クの ない 固定点。

　
14G ＝PO 自

t

と お く と、斜 辺 の 方 向に よ っ て 、　G（t「）＝；　V7aat（右 上 り ：が ；（毒，毒））お よび G（a ）＝−
v 毎δが （右

下 り Dt＝（
11Vi
，
　 v 毎）） とな る。

　
15
た とえば 点 A に つ い て は 、図か ら £

’ ・G ＝− 7t を 読み取 り、壁 に 向か う単位 ベ ク トル （
− di）に 作用 させ て 7 を得

る。 z 成 分の 流れ 込 みは な い か ら、G ・（−di）；7diとい うこ とで あ る。こ れ が A に 加わ る力の 大きさと向きで あ る。
　

16
今 度は 荷 重点 か ら順 次決 め るわ けに ゆ か ない が 、適 当な配分を仮 定 する と最後に 決定条件が 見っ か る。
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運動量流の 永久循環と して の 内部 ［残留］応力17
　 図 2．4（a）の ような 2 次元 の 構造を考えよ う。水

平は棒と垂 直な棒は相互 作用 して い ない とす る 。 また 6 つ の 辺 の 伸縮は いずれ も無視で きる とす

る 。 簡単の た め斜辺は 土30°

水平か ら傾い で い るとする。孤立系 とし て の 定常条件は 4 頂点で の い

わ ゆる力の 釣合い 、あ る い は運動量 流の 保存条件で は完全に決 ま らない （hyperstaticな拘束）。 任

意の
一

辺 を除去す る と、唯一
可能な状態はす べ て の運動量流がゼ ロ で あ るが、こ こ に 6 番 目の 辺

を戻す ときに どの よ うな運動量流を内部に引き起こ すか 、 1 っ パ ラメ
ー

タが 導入 され る。

　例 と し て 、垂直な棒の 運動量 流 G ＝ P22t を P 　 ・＝ 1 （単位の 圧 縮状態）とす る と、垂直成分の

流れは （左 右対称性塵）つ か っ て ）図 11（b）の 上 図の よ うに決ま り、これで 斜辺 の 運 動量流が わか っ

た の で同 下図の よ うに水 平な棒の 運 動量流 （張力 にな る）も決ま る 。 それ ぞれ の 成分で 異な る双

子 の 循環が生 じて い る。

z．G 个

1 1

A

B

（a）

D

G

辺

（b）

図 11二 （a）Hyperstaticな系 （b）内部 ［残留］応力に対応す る運動量流の 例。運動量 の 成分に分けて

表示 して い る 。

　建築家 Buckminster −Rlllerの tensegrityや 、 多くの 楽器な ど も 、 張力 と圧 力 （及び 以下に 見る

よ うに 剪断力）をあえ て 作 る こ とで 目的の機能や動作を実現する。実験の セ ッ トア ッ プ など も 「遊

び 」 を抑えた い ときや 、一部に圧 力や 張力を集中した い とき は 、 全体として運 動量の 循環を無意

識 に設計 し て い る の で はな い だ ろ うか 。

輸ゴムの
” hoop 　stress

”

　輪ゴ ム が茶筒 の よ うな円筒の 回 りに巻付い て い ると い う状温を運 動 量

流の 見方で 解析 しよ う （図 12）。ゴ ム 中の 各微少 素片 （棒とみなせ る）は張力状態 P ＝ − T （く 0）

に ある としよ う。 そ の 運 動量流は したが っ て 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Gθ
＝− TO θ倉自．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （10）

　
17 「残留応力」 とい う呼称が よ りし ば しば使われ るよ うだが 、筆者とし ては 操作的なこ の 語 よ りは サブ 尺 度階層の 応

力とい うニ ュ ア ン ス の 「内部応 力」 を使い た い。
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ue
＋

　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 O＋dO

　　　　　　　　　　　　　　　Gθ　　o　　 ／

　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A

　　　　　　　　　　　　 O　　　　 R 　　　　　　　　　　　　　
−
％

　　　　　　　　　　　　　　　 （a）　　　　　　　 （b）

図 12： （a ）角度と接線ベ ク トル の 定義。R は円筒の 半径。（b）角度 θ と θ＋ dθの 間の 輪ゴ ム 素片 。

い わ ゆる張力を T とす る （i．e ．　P ＝ − T ）．下端は 一丁砺 で 引かれ 、上端は Tae
＋de で 引かれ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 づ
こ の 素片か ら流出す る総運動量1秒は なに か別 の 源か らの 注入運 動量 ／秒、 dH

，
に よ っ て補償され

て い る。

　　　　　　　　　　 G θ
・
（
− a

θ）十 Gθ＋dθ
・aθ＋de ＝ 7「血

θ
一Tae

＋ dθ ＝ dH ．　　　　　　　　　　　 （11）

他方 、 幾何学に よ り 、

　　　　　　　　　　　　　　　a・＋d・
− a・

一潴碓 吻 dθ
，

と

　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 ds

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
dθ ；

7i，

の 関係が ある。こ こ で fieは θの 向 きを向 く単位動径ベ ク トル 、　ds はこ の 素片の 経路長。

　以上 3 式をまとめ ると、次式を得 る ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 周　 　 　　 　　 　 T

　　　　　　　　　　　　　　　　dH 二 Te・dθ＝d ・ds・

（12）

（13）

（14）

こ れ が い わ ゆる 円筒が 輪ゴ ム の 素片 ds を押し拡げるカ／経路長で あ る 、 輪ゴ ム が 円筒を縮め よ う

とす る力 （円筒に注入す る運 動量／秒）は これ に負符号をつ けた もの で 、
“ hoop　stress ”

ともい わ

れ る。

　ノ
ー

ト： 輪ゴ ム の 状況 （図 12）と中心力で 回る質点の 状況 （図 1）の 類似は偶然で はな い
。 前者

は伝導型運動量 の 回流で ある の に 対し 、後者は対流型 （質量の 運ぶ）運 動量 の 回流だか らだ 。
い

ずれ の 場合 も運動量保 存は動径 方 向の 運動量 注入 を （外 向な り内向な り）必 要 とす る 。 ちなみ に

質点が 回 る場合の 軌道上の （1 次元 ）運動量流は 次の よ うに 書ける ：

　　　　　　　　　　　　　　 G（s）＝ m げ（t）［6（t）］
t
δ（s

− Sm （t））．　　　　　　　　　　　　　　　 （15）

こ こ で 5m （t）は 時刻 tで の 軌道上 で の 粒子 の 位置を表わす18
。 こ の よ うに 、運 動量流 の 立場で みれ

ば 以外 と近い 現象が ある の で は な い だ ろ うか 。

　
18

式 （15）を確 か め る に は 、軌道上 の あ る 固定点で 観測 して 、粒子 の 通 過が 正 し い 運 動 量 流を 与 え るか を 調 べ れ ば 良

い 。実際、通 過時刻を toと して 、そ の 前後に わ た っ て の G（s ）・O（s ）の 時間積分は ∫G（s）・a（s）dt＝m σ¢ o）を 与え る。

こ こ で 関係式 v
‘

（・）δ（・
一

・ 。 （の）一齧 δ（・
− t・）− at（s）」（t− t・）を使 っ た e
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1 次元バネ ・ビーズ系の 「尺取虫運動」　 剛体棒の途中を つ かん で前向きに加速すれば 、 前向き運

動量が後向きに流れ る箇所がある こ とを上に 見た 。 こ こで はさらに 「棒 」 の 弾 性を考慮して よ り

ダイナ ミッ クな状況を見て 見よ う。 少 し長い の で 、面倒なら とば して 次へ
。

一 モ デル ： 図 13の よ うに質点と Hooke バ ネが交互に つ なが っ た 1次元系を考え る。両端は 自由

端で 、 基準状態は静止し た バ ネ も 自然長の状態とする 。 n 番目の 質点の 変位は こ の 基準状態か ら

の変位 Un （t）で表わす 19
。 質点の 対

“

（n ，
　n ＋ 1）

”

を つ なぐバ ネの伸びは

一 一

　　　　　　　　　　　　…
°

　 …

1

　 12　　　
n −2
　

n 一且 n

　　　　　　　　　　　　
：L 堕　 謄

CUun ，umeJls

　　　　　 図 13： 質点とバ ネか らな る鎖 。 基準状態 （上図）と変形状態 （下図）。

　　　　　　　・蜘 1・
− x ・ ＋ 1　

一
　 Xn

− e・ 一
一Un − e・

Un ＋1許 蕩 ・　 （16）

変位は n に つ い て緩やか に変化する とい う近似を採用す る 。 伝導性の 運動量流 G
。。。 d は （cf．（6））

　　　　　　　　　　　　　　　　　G
・ ・ n ・ ・ 一鶴蕊

・

　 　 　 　 （・7）

と書ける 。 次に運動の 基本法則を質点に 関して 書くと 、

　　　　　　　　雛 偏 ・＿
・ ＋ ・cend 、（。 ，n ． ・、

・（
一・・）・

一∂（G

嬲
動

　 （18）

となる 。 これは、伝導性の 運動量流が対流性の運動量流に 転換 （またその逆）す る関係とみ る こ

とが で き る 。 第 Ilb法則 ， 廐 ＝ m 審分
， も用い て 、い わゆる波動方程式   肇 館 鳶離 を得る。以

下では 時間や質量の単位を m ＝た ＝ 1 となるよ うに とる 。 そ こで 運動方程式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂
2u

　　∂
2u

　　　　　　　　　　　　　　　　　　漂
＝

〜蘿
・
　 　 　 　 　 　 （19）

一 運動の 解 ： よく知られて い る ように
一

般解は

　　　　　　　　　　　　　　 u （n ，
t）； φ（t − n ）＋ ψ（t＋ n ）　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

と書ける 。 初期条件とし て 、t ＜ 0 ま で 基準状態にあ っ た系に t ＝O に おい て 左端の 質点に ほ ぼ ス

テ ッ プ関数的な変位あたえ る 。 反射成分がまだない t《 1 では u （n ＝ 0
，
亡）＝φo（t）と書ける 。 こ

こ で （ほぼ）階段関数 φo（t）は t〈 Oで 0、t＞ △ t （ただし △t《 1）で d（＞ 0）の 値をとると定義

する。t＝△t以降の全時刻で 自由境界条件 （左端 n ＝O
， 右端 n ＝L ）を設定する 。 自由境界を通っ

て運動量は流れない の で、

　　　　　　　　　　　　　 G 。 。 nd （
一
釧 。 ＝o

＝ G 。。 ndthln 一广 0
， 　 　 　 　 　 　 （21）

19Un ＝Xn − neo ．こ こ で 砺 は 自然長。
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一
」

したが ・ て ・ 鰍 ． ，

一 芻
＿ 、

司 とな る ・ これ らの条件を激 す解は上に導入 した階段関数を

使 っ て 次の よ うに書ける 。

u （n ，
t）＝ φo（t − n）＋ ［φD（t ＋ n − 2L）＋ φo（t − n − 2L）］＋ ［φD（t＋ n − 4L ）＋ φ （t

− n − 4L）］＋ ．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （22）

こ こ で φo（s）は上で 定義した 1段の 階段関数で ある 。 伸長パ ル スが 後向きに 通過する毎に
一

段ず

つ 前進する。
こ の様子を L ＝ 10の場合に図 14に示す 。

図 14： 横軸を空間、上向き縦軸を時間方向に、各質点の 位置を
一

定時 間毎に表わす 。 どの 質点 も

決し て 後退は しな い の で 、 対流性運動量流は 符号を変えない の は見て 明らか 。 伝導性運動量流は

圧縮パル ス と伸長パル スで は符号を変え る 。 （しか しこの 事とパル スの伝搬方向とは混同すべ きで

はない 。 ）

一 運動量流の解析 ：

［運動量1 全運動量は t ＞ △tでず っ と保存す る。重心は等速で 前進す る。 運動量を貯え るの は質

点で、パル ス領域以外では ほぼゼ ロ （静止）で ある。貯蔵運動量のパ ル スは 前進 も後退 もす る こ

とが見て取れ る。しかし対流性の 運動量流が符号を変えるわけではない 。 実際 、（dit・G 。 。 nv ）は常

に （ゼ ロ ない し）＋ tbの 向きを向く。

［運動量淘　とりわけ伝導性の 運動量流をみてみよ う。 これはバ ネを介して流れ る 。 これが 符号を

変え こ とは （dit・G 。。nd ）＝ 一鸛£
t
からわかる 。 実際 、 圧縮パ ル ス Ou／∂Tl 〈 0 の も とで は右向き

で 、伸長パル ス ∂u ／∂re ＞ 0の もとで は左向きで ある。
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2．5　章末の コ メ ン ト

　質点系や力学回 路網に つ い て あま りに くど か っ た か もしれな い 。すべ て 連続体記述か ら極限的に

導 くとい う考えもあるだ ろ う。けれ ども、粉粒体や メソ ス コ ピ ッ クな系 、ひ い て はア トミ ッ クな系

ま で 直接観察 ・直接制御 の 対象 とな っ て きた今 日 、 離散的な記述 もそれ 自体使 えるか もしれ ない
。

3　連続体力学の書き直し

　既に述べ た作用素と し て の 見方を連続体に適用す る と こ ろか らは じ め る。

3．1　準備 ： 作用素として の ス カラ
ー

及びベ ク トル 密度

　質量密度や電荷密度は ス カ ラ
ーの 密度で ある 。

これ らを微少体積 に作用 して 、その 中に ある質

量や電荷を返す （線形）作用素 とみなす 。 た とえば 質量密度 ρ に体積要素 dV を作用 させ る と質量

dm が得 られ る こ とを、

　　　　　　　　　　　　　　　　 ρ ：dV ト ナ （ゴm ＝

ρゴy 　　　　　　　　　　　　　　　　（23）

と書く 。 静水圧 は面 要素に 作用して 、 働 く力 （運 動量の 注入 ／秒 ）を与 える 。 これは p ： hdS 　H

dFp ＝ pfidS と書い て よい だ ろ う。重力の 効果はベ ク トル 性の 線形作用素 とみ て よく、体積要素に

作用す るな ら、質量密度と の 積作用素を っ くっ て 、す。 ρ ： dV 　H 　dFg ＝ （互ρ）dV ，
と表せ よ う。こ の

他 、量子力学の 確率密度 、気体論の エ ネル ギー密度など、単に見方 をす こ し変えた とい うだけ で

あ る。こ の 調子で 流れ の 密度 も作用素とみなそ う。

3．2　 質量 流束

　まず ス カ ラ
ー保存量 の 流束か ら。

定義 （図 15 を参照）質量流束 アは ベ ク トル 性の 線形作用素で 、面要素 湿 5 に作用し て そ の 面 要

素の 向きに通過 す る質量／秒 をゴ
ε ・hdS とし て 与える 。

本稿では流れ と流束の 区別 をし て い るが 、次元に つ い て これ ら の 対比 をし て お く。A を 質量 、電

図 15 ： 面素片 ft　dS を通過する質量流東とそ の 周辺 。
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　　　　　　　　　　　　　　　　 「ス トレ ス な しの 連続体力学 （試論）一運動量 の 流 れ を意識 して一」

荷 、エ ネル ギ
ー

の よ うな保存量 とす るとき、

流れ に つ い て は
20
、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 囚
　　　　　　　　　　　［current 　of　A］＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝［rate 　of　passing　of 　A］　　　　　　　　　　　　　（24）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［time 】

流束に つ い て は
21
、

［f・ux ・ef ・］迦 器弄
fAL

［，、。賑 ］
一

［A

驪
yL

【d・n ・・ty・… A ］・［・・1・・ity］・ （・・）

3．3　 運動量流東

　テ ン ソル 性で ある運 動量流束も考え方 は質量流束 と同 じで あ る 。

定義 ： 運動量流束 9 は 面要素　hdS に 作用す るテ ン ソ ル 性の 作用素で 、こ の 面要素の 向きに流れ

る運動量 1秒を 9 励 d3 で 与 え る。

　も うい ちど運動量 に特化 し て 次元の 関係をま とめ て お く。 力の 位置づ けに も留意 された い 。

　　　　　　　　　　　　　　　［m ・ mentum ］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ ［force］＝ Ipassing　rate 　of 　momentum ］　　 （26）　　　　 ［m ・mentUm ・CUrrent ］＝

　　　　　　　　　　　　　　　　 ［time］

　　　［・・u ・ ・ 一 … m ］ 一
【   

器掣 一
［momentum

［time］［area ］

］一鶻
］

　　　　　　　　　　　　　一
［   

得器
  ity］

一 ［一 舳 ・・ n ・1・y亅［・・1… ty］ （27・

3．4　 遺動法則

　 3 つ の 基本法則 に つ い て は既に述 べ た もの に おい て 「系」 を微少 体積 dV とそ の 質量 ρdV を も

つ もの と読み 替えればそ の まま で よ い
。

3．5　 連続体記述で の 対流性および伝導性の運動量流束

対流性の 運動i 流束 ；　 運動量 の 密度は ベ ク トル 量で そ の 流束はテ ン ソル 量で あ る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　 （運動量密度）； 砂 ，　　　　　　　　　　　　　　 （28）

　　　　　　　　　　　　　　 （運 動量流束）＝（g）conv ，＝ρ6♂ ，　　　　　　　　　　　 （29）

こ こ に ρは 質量密度で 、げ は質量 平均の （局所重心 ）速度で ある。

20
次の 事に注意 ： ［current 　 of 　A］≠ ［A ］［velocity ］．

21
非圧 縮に 限 っ て A 　＝［volume ］とす る と 【fiux　ofAi ＝［velocity ］．
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伝導性の運動量流東 ：　 対流性で ない 運動量流束の 部分を伝導性の 運 動量流束と呼ぶ 。
こ れ とい

わゆ る応力 （ス トレ ス ）テ ン ソ ル との 関係は

（9）cond ．
＝一σ （30）

で ある。

3．6　直接の帰結

　既述の よ うに運動量は ベ ク トル 量で あ るた めに さまざまな方向に対発生対 消滅で きる 。
い くつ

か具体例を挙げ る。

静水圧 の発生 粒子 を容器に 粗に詰めて 放置す る と （重力は無視す る）、反平行な 速度をもつ 2 粒

　　 子の 衝突で も、正 面衝突 しない 限 り衝突前とは違っ た 方向の 運動量 を対発 生する。これ を繰

　　　り返 し て い っ て つ い に 詳細釣 合い の 定常状態に 達す ると、運動量流束が等方的に なる 。
これ

　　 を静水圧の 状態 と考え られ よ う22。以下で はこ の 平衡化 を 「圧力の 等方化効果」 と呼ぶ こ と

　　 に す る 。

熱ゆらぎ 流体や弾性体の 内部で 自発的に質量、運動量、エ ネル ギ
ー

の 遍在が起 る 。 局所加 熱的な

　　 エ ネル ギ
ー
集中で は膨張に よる等方圧 力の 増加を もた らすだ ろ うが 、 異方的な運動量対の 発

　　 生もあ り得て 、（隣接反対電荷が 2 重極を生 じるよ うに ）隣接反平行な運動量 ベ ク トル が 4

　　 重極 （テ ン ソ ル 場 ）を生じ る。弾塑性体の 局所変形など で 可視化 され る こ とが あ る。メソ尺

　　 度 の物体が 中に あ ると こ の 自発 的運 動量 の 流れ が注入 され て Brown 運 動を引き起 こ す23
。

記述の 尺度変更に よる生成消滅 塩 の 結晶では原子的尺度 の 正 負の 電荷は 局所的に相殺 され て い て 、

　　 分極を誘起 しない 限 りマ ク ロ に は見えない 。同様に運動量に つ い し て も、原子尺度か ら様 々

　　 な尺度に至 っ て 運動量流束の 局所的な循環は通常外に 見えない 。 変形や流動を くわ える とそ

　　 の バ ラ ン ス か らの ずれ 分だけが マ ク ロ に観測 され る とも言 えるだ ろ う、 残留応力の 操作に つ

　　 い ては後章で ふ たたびの べ る。

3．7　基本構成関係 として の Young の 伸長則

　運動量 の 流れ の観点では 弾性体の 変形の うちで Young の 伸長条件 一側 面を 自由に して 1軸に 引

張 る／圧縮す る一が 最 も基本的で ある。なぜ な ら こ の 条件に おい て は唯
一

の 方向の 運動量が 唯
一

の 方向に流れ るか ら。引張 り方 向を a としよ う。 こ の 方向の 自然長 Loが L に伸ば された ときの

伸長比 を c ； （L − Lo）／Lo と書 く。Young の 伸長則は こ の 際の 張力／垂 直断面積 tが Young 率 E

を使 っ て t ＝ ，EE と書け ると い う。 こ れ は運 動量流東を使えば次 の よ うに表現 され る。

9 ＝− taat ＝ − Ec 窃at　　 （Young
，

s　type 　elongation ）． （31）
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運動量 の 流 れを意識 して一」

（Setup　of 　Young ’

stype 　elongation ）

図 16： Young の 伸長条件 9　＝＝− tdithtの 解釈。左 向き運動量 （円 内の 矢印）が右向きに流れ る （太い

矢印）ある い は そ の 逆 。

　図 16 におい て 、右側面に測定器を固定し 、左側面を誰かが 引張 っ た とす ると、後者 は左 向きの

運動量 を注入 し 、 それは 右 へ 流れて 、測定器に こ の 運動量を与え る 。 立 場を入れ替 え ると、右か

ら右向き運動量を左 へ 流す と言 い 換える こ ともで き る 。 変形を 主に考 えて い る と、Young の 伸長

条件は Poisson比 u に応じた横変形 （後述 ）を伴 っ て い てやや こ し く思え るが 、運動量を主に 考え

るな ら、側面か らの 他の 運動量の 出入 りの な い 最 も基本的な設定に な っ て い る
24
。

3．7．1　 簡単かつ 近似的な例

きa（

G’．（

κ

（b）

f’・G

図 17： （a ）1匝 方向に伸長 され た棒 中の th成分 の 運 動量 の 流れ 。（b）1障 方向に 伸長 され た板 中の

g 成分の 運動量 の 流れ 。 亀裂先端近傍で の 流れ の 迂回が 「応力集 中1 に 対応す る 。

運動i 流束の 集中 と拡散　太 さが 緩やか に不 均一な棒を引張る と （図 17（a））、（伝導性 ）運動量流

束は 近似的に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 9ty − t（x ）塗念
ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（32）

22
密に 詰ま っ た 粉体で は 履歴 を もつ 。Force−lineの 網 目は 運 動量 の 通 り道 を表 す 。

23Langevin
方 程 式は BroWin 粒 子 の 立 場で 運 動 量注 入 の バ ラ ン ス を表現 し て い る。

24
ど こ まで 類推 が あ るか わか らな い が 、量子 論 の 密 度 行 列 な ら 「純粋状態 」 とい うと こ ろ 。
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と か けるだ ろ う。運動量 の 保存を満たすた めに 、棒の 軸に 向か う運動量流 （断面積にわたる積分）

Tt
。t は軸に沿 っ て

一
様で な けれ ば な らな い

。
こ の こ と か ら 、

　　　　　　　　　　　　　　　　卿
一
（調 艇 ・　 　 　 （33）

こ こ に S（x）は軸上 の 場所 x で の 断面積で ある 。 細い とこ ろが切れやすい こ とは多 くの 運動量を流

すた めに構成要素が 強く引張 られ るか ら、とい え る。

　図 17（b）で は 、 亀裂先端が 亀裂面に 垂直な引張 りに際して 運動量流束の 集 中を うける事を模式

的に描い て い る。

　図 18 は教科書的な例だが、Young の 伸長条件下 で 引張 り軸 と θの 角をなす面素片 hS へ の 運

動量注入 g ・nd5 ＝ − ta（a ・ft）S がゼ ロ 角 の 場合に較 べ て 余弦 （a ・ft）の 分だけ薄 まるこ とを示

す。流れ る運動量 は あ い か わ らず引張 り軸を 向い て い る の で 、面の 方 向 h の 成分に射影す る と

更に余弦分小 さくな る ： が ・9 ・fts ＝ − tlat・fi「
2S ．他方 、 面に沿 う射影 （すな わ ち剪断成分）は

藍
・9 論 5 ＝− t（at・fti）（at・h）S とな っ て 1θ1； π ／4 最大値を とる 。 （こ の 例では線形近似以外の

近似は使 っ て い ない 。）

　　　　　　　　　　　　　　匿 ］ F
”

図 18： Young の 伸長下に あ る物体 （矩形 ）とそ の 力学状態の観測

3．7．2　ヤ ン グ型伸長へ の分解 ： 例．単純剪断

　式が 多い わ りには内容は ない の でお急ぎの むきは （52）の 下 へ 飛ばれ よ。

一
般の 微少変形　

一
般 の 微少変形は 基準状態 の 物質点の位置 X と変形後 の それ X ’

との 線形関係

で あらわされ る 。 X ＝ 0 を不動点に なるよ う全体 の 並進を除去す る と、（回 転を含む ）変形 を表

すテ ン ソル M をつ か っ て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 り　　　　　　り　　　　　　　 づ
　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 M ：XHX ＝ ・　MX 、

とな り、微少 さは Mtr 　 1 と書かれ る 。 そ こ で 変位場を

　　　　　　　　　　　　　　u （X ）≡ X
「 − X ＝ （M − 1）・X 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （34）

で 表す と、M は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ u ＝ M − 1 　　　　　　　　　　　　　　（35）
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一
」

で 与え られ る 。 こ こ で ▽ は X に つ い て の ナブ ラ演算子。25

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 づノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Young の伸長変形 　単純な一軸伸長

，
X ＝X ＋ 6X 麺 あ るい は M ＝ 1＋ Ei）tbtとは違 っ て 、　Young

の 伸長条件は横方向の 伸縮を伴 う。Poission比 u をつ か っ て x 軸に沿 うYoung の 変形 ．ir
’

　＝ 　LEx）　ll
は 次の よ うに書かれ る ：

　　　　　　　　　　　　L≦
x ）

・IHI ’

− t ＋ ・（丿（塗一t／yg − t／Z2 ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

あ るい は 、

　　　　　　　　　　　　　　　LSx）＝ （1 − EV ）1 ＋ E（1 ＋ u ）躍 ，　　　　　　　　　　 （37）

熱力学的安定性条件か ら 一1 ≦ v ≦ 1／2であ る 。 上付き添
一

一
L （x ）は Young 伸長の軸方向をあらわ す 。

変形の テ ン ソル の対称部分の と りだ し　 どの 教科書に も書かれて い るよ うに 、変形 の テ ン ソル M

の 反対称部分は 着目する要素の 変形に寄与し ない 。実際、近接 2 点の ベ ク トル ム X の 変形に よ る

結果は
26

　　　　　　 ｛1△xtH2 ＝ 　［△X 十 （M − 1）△ X ］
t ・

［△ X 十 （M − 1）△X ］

　　　　　　　　　　　− ll△Xrl2＋ 2△Xt ・（M − 1）（
sym ）・△X ＋ 0 （HM− ll12）， 　 　 （38）

とな っ て 、 微少 変形 の 範囲で は反対称部分が あ らわれ な い
。 変位 u を つ か うと （M − 1）（

sym ）は

　　　　　　　　　　　　（M − ・）
（・y ・ ）− 1｛… （・u ）

t

｝・ W ・s… 　 　 　 （39）

と書け る 。

対角化 された 3 軸変形 の運動量流束　まずは 変形の 主軸が x
，y，

　x 軸に 合致す る場合の 変形 、

　　　　　　　　　　　　　 M （sym ）＝ 1 十 δ
即
£ ♂ 十 δy 雪ガ十 δz　22t　　　　　　　　　　　 （40）

あ るい は W （sym ）＝δ
餌
倉が ＋ δ函が＋ δ

、
22tを考 えよ う。 微少変形 の 範囲で 3 軸に 関す る Young の

伸長の 積

　　　　　　　　　　　　　　　　　M （sym ）− LEf）　LEy）　LE！
）
　 　 　 　 　 　 （41）

で 書き直したい 27。こ こ で 既に定義した よ うに L！ジ≡ 1 ＋ Ex ［bdit　一　v （殍 ＋ 22t）］，　etc で あ る。問

題 は逆行列 の 計算問題

　　　　　　　　　　　　c溺1り（ii）一 （1），　　 （42・

　
25

よ り正 確に は 転置演算子
t をっ か っ て ▽ u で な くて ▽ut 　．（▽ u ）

t
で な くて （▽ ut ）

t
と書 くべ きで あ る。デ カル ト

座 標 で は 【▽ ut ］。 fi≡ 畿 ．

　
26

テ ン ソル A の 転置 At は ♂ ・
（A ・め 三 （A

‘・
砂

・
σに よ っ て 定義 し、対称部 分 ［反対称部分］は それ ぞれ A（5ym ）

i 氛A 十At）

［A（asym ）
≡ 告（A − At）｝で 定義する。

　
27
微 少 変形の 範囲で 積の 順 序は 不 問。
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　に 帰着し 、結果は

　　　　　　　　（iの一

，．誌一2。）（
1 一

レ u 　 μ

レ 1 −
〃 v

リ 　 レ 1 一
レ ）（1）

　　　　　　　　　　　　一 （蘇騫i、ili聡i）　　 圃

　となる 。 こ ん な こ とを して 何が得か と い うと 、
こ の E か ら Young の 伸長則に よっ て （伝導性の ）

　運動量 流束が求ま る の であ る ：

　　　　　　　　　　　　　 9cond己 一」E（cx　balt一トCy　99）t 十 Ex　22t），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（44）

　直前の 結果を代入す る と 、

9・・ n ・
一 一畜（δx 倉塗

ε
十 δ

y 雪雪
ε
十 δz22t ）

「 、論 一、の
幅 瑚 （畑 躍 ）

　　　　一
一畜 W お・mL

（、論 一，評
W 圃 ）・ 　 　 　 （45）

　となる。こ こ で Tr（W （sym ））＝δx ＋ 6y＋ δg
＝▽ ・u は体積膨張を表す。更に通常の 教科書の 形式

　 に書き直す ：

　　　　　9・ ・ n ・
一 一

、（1皇の（・W
‘S・Ml

　一　1・・（W （sym ！）・）
一

，（1至，の
琳 ・m ）

）・

　　　　　　　　一 一
μ ▽ u ＋ （▽ ・ ）

・ 一一1（▽ ・u ）・
− K （▽

・u ）・

　　　　　　　　 ；　一
σ 7　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（46）

　これ に よっ て 剪断弾性率 μ お よび 体積弾性率 K の 別の 表現が え られた 。

　単純剪断変形 へ の 応用 　角度 7 （171《 1）で特徴づ け られ る単純剪断

　　　　　　　　　　　　M
・・
… 一（1）一 ズ ー（∵）， 　　 （47）

　に 上 の 結果を適用す るには 、 対称部分 の 抽出と変形主軸の 同定をせ ね ばな らない
。 図 19 を参照 。

　変形の 行列 M7 は 、　xy 一面内の 回 転の テ ン ソ ル

　　　　　　　　　　　叫 ・ C鰹 1｝）… 者・蜘 　　（48・

　と対称変形の テ ン ソ ル V
ッ

の 積 （微少変形の 範囲で 順不 同）に書け る ：

　　　　　　　　　　　　・
・

− V
・
U

・ ，
・

・
≡ ・＋ 妾（d｝

＊ di＊t − 99
＊t
）　　　　　　　　　　　　　　　　　（49）
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．
i712 i7i

　　　　　　　　　　　　　 図 19； 単純剪断
，
∂Ux ／∂y ； ryの 構成

こ こで後者の テ ン ソル の 主軸を与 え るベ ク トル は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　
th＊ ＝

再
師 ）， 9

＊ ’7s（一廊 十 〇），　　2
＊ ＝ 2　　　　　　　　　　　　　　　　（50）

で ある．（40）一（43）の 結果を V
，

− Ll：：
）L！l：）Lll：） と置 い て適用す る と、

　　　　　　　　　　　　　　　　　・
・

− L（瓢 ・臨 　 　 　 　 　 （・・）

を得 る 。 したが っ て 、 運動量流束は
28

　　　　　　　　　　　　・ 一 一E
，（1｝の

鄒 ＋ ・
、（ilrJ．）i

・
’9

’t

　　　　　　　　　　　　　 ＝
μッ（

一鋤
＊t

＋ 9
’

ti＊り

　　　　　　　　　　　　　 ＝ 　　− itty（tht｝
f
十 多塗り．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（52）

単純剪断変形 状態の見方　図 20 を参照。単純剪断 とい うの は 操作的に 特徴付 け られ て い るだけ

telastic　nratevrJal ノ

伽 Ydノ

　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　 （Stmple　shear ｝

　　　　　図 20 ： （回転を除い た ）剪断条件に お ける運動量流束 9 ＝ − tsor（xy 十 yx）．

で 、変形の 主軸に即 して 見れ ば 同じ強さの 圧縮 と伸長が 直交 して い る ［混創 状態で あ る。もとの

座標軸に もどる と様 々 な見方が で きる。運動量流の 立場で い うと、上面 の 板に 注ぐ運動量は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 9 ・
雪；

一
μツ£ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（53）

28
μ
；

2（・＋．〉
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の 力で 板を左 に 引き戻 そ うと し、或は 同じ状態 の 物質 を ＝ 軸に垂直な左右の 平行板で 支えれ ば右

の 板は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　9 ・命 ＝ 一
μツ 雪　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）

の カで下 方に 引かれ る 。 今度は運動量の x 一成分に の み 注 目する と、それ は

　　　　　　　　　　　　　　　　 彭
オ ・9 ＝一

μ
1Ygt 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（55）

によっ て 下方に流れ、上の 水平板か ら注入した運動量が 下の 水平板に 伝導する こ とを示す 。 さらに

　　　　　　　　　　　　　　　　　（一ずり・9 ＝

μつ
・詑‘

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（56）

は また別 の 見方を示唆する。

粘性流体の 剪断流　弾性体か ら粘性流体へ の 形式的移行は （46）に お い て u − v τ
，1 と置き換 え、

次に ttT，t ト→ η，
とすれ ば得られ る 。 体積変形に つ い て も同様 に K エ，1 → くと扱えるが 、液体 の圧

縮は （非 臨界状態の 遅い 流れで は）通常無視す る、これは K （▽
・の や く（▽ ・の を有限に保 っ て

K → oO とする こ とすなわち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽ ・vt ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（57）

を課すこ とに な る
一方で 、件の 有限値を等方 の 圧 力項 として 残 すこ とになる 。 こ うし て 次式を得 る e

9・・ 。d − 一
・［▽ v ＋ 岡 1…

　 　 　 ＝　　
一

σ ．

単純剪断 流の （伝導性 ）運動量流束は知 られ た 次式になる ：

　　　　　　　　　　　　　　　　9 ＝ 一
ηウ（ゼ ＋ 雪的 ．

（58）

（59）

剪断性の 運 動量流東の 例： 連続弾性体で の 内部応力　線状の 要素 を使 う力学回路網 との 記 述の 違

い は 、い わゆ る剪断的な変形に よ っ て 運動量をその 方 向以外の 向きに流せ るこ とで ある。その 結

果 、図 21（a ）の よ うな状況で 運動量の 循環が マ ク ロ に生 じ る こ とが あ る 。　 「コ 」 の 字型 の 枠の う

ち左右の 縦 の 辺 はそれ ぞれ 運動量流

　　　　　　　9 ＝7 （勿
‘

十 鍵ら　（左の 辺 ），　　9 ＝− T （砌
‘
十 Pt‘）　（右の 辺）　　　　　 （60）

に よ り m 一成分の 運動量を y一方 向に 伝導 させ る。

　同図 21 の （b）は レ セ プ タ
ー

タ ン パ ク質が リガ ン ド分子 を結合す る様子を模式的に示 す 。 左 図と

同様な状況が 生 じ て い る。 リガ ン ドが 深 く結合 され るに したが い 、それ と レ セ プ ターの 結合は タ

ン パ ク質を変形 させ る 。 これ が 引き起 こす タ ン パ ク質内の 運 動量の 流れ は リガン ドも組 込 んで循

環回路 をつ くる。上 の リガ ン ド部は左 右に 引張 られ 、タン パ ク質の 底辺 は圧縮的にな っ て い るの

で 循環 の よ うすは図 （a ）の 矢印に類似す る 。 シ グナ ル 分子 をなるべ く可逆に検出 した い 場合に は 、

タ ン パ ク質変形の エ ネル ギ
ー

コ ス トと リガ ン ド結合の エ ネル ギ
ー

ゲ イン の 相殺 も図られて い ると

思 う圏。
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糶
鷓

（a）

基ム
層

鳳
0

細

　

　
跏

『
口
U
朏

（b）

図 21： （a ）（上図）バ ネ とそれを押し込 める 「コ 」 の 字型の 枠 。 （下図）対応す る x 一成分運動量 （di・9）
の 循環 。 （b）左 図に似た状況 を実現する

“

伽磁 cεd 愈
”

機構。

3．8　積分型 の 運動量保存則

　運動量の 流れ を意識する形式で 運動方程式を書 くと、Euler描像で 全運動量流 9 を使 うか 、　 La−

grange描像で伝導性運動量 g，。nd の みを使 うか に よ っ て 、 それぞれ

　　　　　　　　　　　　　　　禦 一
・ノー

▽ ・・，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Dv一

　　　　　　　　　　　　　　　ρ
吾

＝ ρf　一▽ 『σ・・nd ，

と書ける 。
こ こ で 、 Lagrange微分 D 〆Dt は

　　　　　　　　咢・

鸛
α f ＋ 刺 ‘

誓
＋ ‘）− Q（鋼 一咢・ （σ・▽）Q

（61）

（62）

で 与えられ 、また全運動量流束 G ＝ g。。nv ＋ g。 。 nd の うち、対流性の 運動量流束は 9e。。v
　2

ρ痴
£
，

伝導性の それ は g。。。d ＝ 一
σ で あ る 。 これ らは標準的な 事柄で あ るが 、 積分表示 の 保存則か らの

導出をまとめて お く。

　任意の 1 成分の 保存量密度 Q に つ い て 、固定 された 体積 Vo をめ ぐるバ ラン ス の 式は

　　　　　　　鉱 Q（酬 ・ − f。。

∂Q
黔 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　一 ム・岬 y ・膳 剛 ・〔− h ）dS 　 （63）

と書ける。こ こ で sQ は source 　termD た とえ ば質量密度 Q ＝

ρに つ い て は 、　source 　term は な く、

　　　　　　　　　　　　乱
∂’

篝
孟）

・・ 一
一

乱｛ dS

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
− − f。

。

・ ・
（粛 　 　 　 （64）

他方 X 一成分の 運動量密度 g ；ガ ・
（ρのを選 べ ば souroe 　term 　hS遠達力／質量 f を介し て あ り得て

，

　　　　　　f。。

∂（
弩

剛
・匠 鵡凶 ・艇 ・ 乱・断 （郷

　　　　　　　　　　　　　　　　一 乱凶 ・ゐ匪 ム・ ・（bt・・）dV 　 （65）
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とな る 。 跳 か 成分の 運動量密度に つ い て も同様 の 関係 をたて て 、それ らをあわせ ると、

　　　　　　　　　　鉱 （・卿 一 f。。

・・ゐ・・漏 9 ・f・・dS

を得る。さらに 、積分領城 V （t）を物質 ［質量］移動に 追尾 させ ると 、

　　　　　　　　　　凱 、
剛 一 f。 ，t幽

一ゐ吻
恥 ポ h ・S

（66）

（67）

を得る
29

。 Lagrange描像で は 特に V （t）が 流体 中の 固体粒子 （ビ
ー

ズ ）の 領城だ っ た りし て もよ

い 。（そ うい う意味で は積分型の ほ うが使 い で が ある。）

　以 上 で い ちお う枠組み の 説明は終わ る。沢山積み残 した とこ ろが あるが 、それ らに つ い て は 終

章で 列挙す る。次章で は少 し複合的な例など を挙げて み る。

4　 応 用

4ユ　円筒状の 固体の 軸 回 りの 回転

　軸対称性の ある問題に 運動量保存則 を適用す ると、ある種の 関係式が得 られ る。先ず太 さの 無

い 円状の 回転体に つ い て 述べ 、つ づ い て 厚みの ある回転 円筒につ い て 調べ る。

4．1．1　 軸回 りに 回転す る円 状物体

　図 22 よ うに輪ゴ ム の よ うな も の が 円対称 を保 っ て角速度 Ω で孤 立回転して い る 。 重力や摩擦

は 無視し よ う。 半径を R ， 経路長あた りの 質量を ρ1 とする。遠心力で 広が ろ うとす る輪ゴ ム は ど

れ だ けの 張力を受けるだ ろ うか。運動量 の 流れ の 観点で は次の よ うに こ たえ る。任意の 固定角度

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Z

Ω

θ
　

θ

（

8

　　　　　　　　　　　　 図 22 ： 軸回 りに 定常回転する 円状物体。

θで の 断面 を横切 る全運動量流 （厚みが ない の で fluxでは な く current ）Jt。 t を 考える 。
こ れ はゼ

ロ で なければな らない 。さもなければ別の 固定角度 θ
’
で は前者 と の 角度差だ け回転 され た JI

。 t
が

29
詳 細 撓圃 ＋ ▽ ・（（・σ防 一 Pgl ・ 聘 ＋ ▽ ・（〆 ）］ 一 曜 ， ま た 鮎 、。

（pMdv 一

ん〔。 ［畠（ρの＋ ▽ ・（卿
亡

）］dV 一
隔 ［響 例 ▽ ・の ］dV

一
ん、，，

　P＆
’

，　dV 一
ん、，

（ρ卿 一
ん、，、

（▽ ・

9… d）dV ＝ん〔，）
（ρノ剛 一1』v （t）

9… ポ fi・dS・
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あっ て 、その 差分を両端以 外 の ど こ か外 か ら供給 （「力を加 える 」）せ ねば ならない
。 さて こ の ゼ

ロ で あ る べ き全運動量 流は対流性の 寄与 Gc。 n ．
＝

ρ1Ω
2E2

εθ銘と、伝導性の 寄与 Gc
。nd

＝pe θebか

らな る の で 、直ちに P ＝ 一
ρ1Ω

2R2
（負号は張力を表す ）が 求まる。遠心力などを使わず に答が求

まるの はす こ し驚きか もしれ な い
30

。

　た とえば 、輪ゴ ム の 半径 を R ； 2．0［cml ，
断面積 を D ； 1［mm2 ］，

質 量 （体積 ）密度 を ρ3 ＝

12【9／cm3 ］とする と 、Ipl＝ o．48Ω
2
［Pa］＝ ［N ！皿

2
］とな る。毎秒 10 回転 （Ω 己 10 × 2π1sec）だ と

lPl　tt ・2［kPa］とな り、ゴ ム の ヤ ン グ率　（200MPa 程度）で の 伸長比 は 10
−5

程度で 無視で きる。

4．1．2　 軸回 りに 回転す る円筒状物体

　図 23 の よ うに 、 半径 Rl と R2 の 間を 占める物体 （
“

タ イヤ
”

）が角速度Ω で 定常回転 して い る 。

上の例 と同様の 理 由に よ っ て任意の 固定角度の 断面 を横切 る全運動量流束 g の 積分はゼ ロ でなけ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Rl　 R2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
1

　＿，、

e＋ △0

0　
丶

図 23： 半径領」或Rl ≦ r ≦ R2 を占め る 「タ イヤ 」

れ ばな らない
31

。

　　　　　　　　　　　　　　　　∂（・）・ 广鰰 一 ・ 　 　 　 （68）

動径方向の 弾性変位 Ur が 微少 とい う仮定の 元で は 、半径 r で 面を横切 る対流性 の 運 動量流束は 3

次元質量密度を ρ3 と して

　　　　　　　　　　　　　　　　　9conv・ee ＝

ρ3Ω
2r28

θ　　　　　　　　　　　　　　　　　（69）

で 与えられ 、同 じ点で の 伝導性の 運動量流束と Ur は （等方弾性体の 構成方程式の 円筒座標での 書

き換え）

　　　　　　　　　　9・・n ・
・e・

一 一無 一
（1 ＋鍔留，v ）

・ 藩囮 　 　 （・・）

と書け る 。
バ ル クの 問題で は条件 （68＞の みで は ur の詳細は分 らない が 、具体的に 局所的な釣合い

方 程式 （＝＝運動量 の 保存則）を解い た結果は

　　　　　　　　　　Ur − 9［一・
3

・ （・
一・2・ ・（・1・＋・Rl）r ・1三ll擘］　 （・・）

　
30 ゴ ム の 伸 び が 無視 で き ない と、ρ1 も R も張 力 か ら無撞着 に 決 め ね ば な る ま い が 、そ れ は 運 動量 流れ の ア プ ロ

ー
チ

に 固有の 問題 で は ない 。
　

31
以上 の 議 論 は 軸対 称性が あ るか ぎ り、内部 応力が 存在 して い て も成 り立 つ 。
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の か た ちをし て お り、係数 B は （68）を満足す る よ うに決定 され る 。

4．2　静止流体の 力 学

　動き 暉動量］の ない とこ ろに も伝 導性 の 運動量の 流れ はあ ると い う例を更にみて み よ う。

4 ．2．1　 静水圧の 空間変化

　図 24（a）の よ うな鉛直容器 を満たす流体 （上端は 自由表面 ）では 、 下 方に ゆ くほ ど静水圧が高

くな っ て い る。運動量流の 見方で は 、流体を高 さ毎 の 層に分け、その それぞれ に鉛直成分の 運動

量が重力源か ら注ぎ込 まれ る と考える。こ の 成分は 自由表面や側壁に流れ込 む わ けに は い かない

の で 、 皆が底面に むけて 流れ る （図 の 下向矢印）。
こ の た め 、 下方に ゆ くほど （伝導性 ）運動量流

束が混み 合 い 、圧力の 等方化効果 （既述 ）と相俟 っ て 静水圧 の 増加 をもた らす 。

　図 24（b）の よ うに流体が 水平／垂 直で ない 領域 を占め るときは、その 領城を （a）の よ うな矩形に

細分して 矢印 つ き曲線の よ うな順に継ぎ足 して ゆけば圧 力差が も とま り、高さだ けの 関数で ある

こ とも理解され る。

　　　　　　　　　　 （a｝ 1．　　　　 （b）

幽

．
．． …

』．．．1

竺 …

図 24； （a）矩形領域 （上 面は 自由表面）を 占め る流体 へ の 運動量 の 注入 とそ の 後の 流れ。（b）圧力

は 高さに 依存 して 、壁や介在物の 形状に よらない
。

4．2．2　 ア ル キ メデス の 浮力

　図 25 に示す黒 い 物体には 、静水圧 に対 応す る次の 伝導性 運 動量 流束が 表面か ら流れ 込む 。

f，．．

　g
・
（
一・）dS・一一

臨副 ・ （72）

こ こ で ∂VF は流体に接する物体の 表面で 、 そこ で の 単位法ベ ク トル h は （習慣に よ っ て ）物体か

ら外向きに 選ん だ。これ と物体 自体の 質量 へ 向けて重力源が注入 する運 動量 と の 総和が い わ ゆ る

物体に働 く力 とな る
32

，

32
液 体 の 外 側 に も大気 圧 の 静 水 圧が あ るが 、そ の 高 さ依 存 は無 視 で き る とし て い まは 論 じ な い ．
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図 25： 0bject（black）in　a　fluid　with 　different∂VF．

4．3　膜

4．3．1　任意形状の 閉じた膜の 幾何学

　 3 次元 空間内に任意形状 の 滑 らか な閉じた 面 （膜 ）が与えられた と して 、その 各 点で の 主曲率

κ1，
κ1 お よび 外向き単位法ベ ク トル 允が 与えられ る と、表面積分に つ い て の 次の 等式

躍　　　（κ1 ＋ κ2擁d5 ； O
　 且osed

（73）

が成 り立つ 。これ を物理的な議論を用い て 納得 し よ う。

　い ま膜が
一

様な 表面張力 7 を も つ と考え よ う。 これ は 静水圧の 2 次元 版で 、局所的な接 平面の

正 規直交基底を a⊥ ，1 ，
a⊥ ，2 とす ると、面内で 等方な運動量流束は g ＝ − or（a⊥

，
1砥，1 ＋ a⊥ ，2硫，2）と

書ける。

　も し膜状の微少 面要素△S が平坦 ならそ こ か ら流れ出る全運動量／秒すなわち周辺積分 fo△ s　9・ane

はゼ ロ で ある （GaussGroen の 定理
33

の 2 次元版の 簡単な例）。 ただ し a は △ 5 の 境界 ∂△ S の 各点

で 面に接 しか っ 境界に垂直な外向き単位ベ ク トル 。もし膜状の 微少面要素 △5が 曲率を もて ば 、 そ

こ か ら流れ出 る全運動量／秒 はゼ ロ で な くな り、 運動量保存は Laplaceの 圧 力 r

）
・（κ1 ＋ ］C2）に よ る

膜 内部か ら膜へ の 運動量 の 注入 に よ っ て補償 され る
34

：

ゑ　　 9 ・ade＝7（κ1 ＋ κ2）船 5・
　 △5

（74）

そ こ で膜表面を微少なパ ッ チワ ーク （曲面素）△5 に 分割 した 各々 で こ の が 成 り立 っ 。そ して 、

す べ て の パ ッ チ ワ ークを張 り合わせ る と、境界で の 運動量 の 流れ は 境界を共有す る パ ッ チ ワーク

ど うし で 打ち消し あ い 、（74）の 左 辺 をす べ て の △ S に つ い て 足 し合せ た もの はゼ ロ に なる。した

が っ て （73）とな る 。

33
朔 d5 ＝∫（▽1）dV ；e・

　
34Laplace

圧 力 とい うの は こ の 式 を認 め るた め の 道具 に すぎず、閉曲面 の 内部で 圧 力が
一
様か ど うか は まっ た く問題

で は ない
。
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4．3．2　 風船の 復元 力

　Hertzの 接触理論 ［5］とい うの が あっ て 、 た とえば丸みを 帯び た均一
な 等方弾性体を硬 い 平板に

押付けた 際の微少変形の 復元力は 、押付 けた距離35の 312一乗に 比例するこ とが 知 られ て い る。接

触する前 の 弾性体 の 表面が 局所的に楕 円面で あれば羃指数は半次元解析的な議論か らも説明で き

る 。 気体で 膨 らん だ風船に つ い て も同 じ レ ベ ル の 解析が で き るだ ろ う。こ こ で は 運動量の 流れ の

見方で 扱っ て み る 。 （そ の 必 然性は 無 い の だ が 。 ）

　図 26（a ）は Hertz の 問題 と同様の 状況設定で 、簡単の た め に 風船は 半径 R の 球状 とす る 。 平板

とゴ ム 膜の 問に凝集力 （cohesive 　force）がない とす る 。 距離 δだけ押付ける と、図 （a）で 濃 く塗 っ

た接触面は （良い 近似で ）半径　R2 −
（R 一δ） ty　Vi］i5をもつ 。風船膜を介 して どれ だけの 運

動量／秒が平板に 流れ るか わかれば すなわ ち復元力がわ か っ た こ とにな る。

　接触面 の 縁で は ゴ ム膜か ら板 へ の 直接の 運 動量の 流れ は 無 い の で 36
、 板 に 流れ る対称軸成分の

運動量／秒は風船内部の 静水圧が半径 偏 の 接触円盤 を通 っ て流 し込む 2π R （△p）δとみ て よい だ

ろ う。これが 復元力で あ る，こ こ で △p は 内部圧 と大気圧の 差で あ る。

　そこ で 復元 力 と押付 けた 距離 δとは Hertzの 場合 とは違 っ て 比例 関係 にあ る。これは簡単な実

験で 確か め られ る。ちな みに 硬い 平板の か わ りに短冊 （図 26（b））や細い 円柱 （図 26（c））に押付け

ると、更に小 さな 羃乗則が得 られ るか とい うと、こ とはそ う単純で は な い
。 押付けた もの の 縁は

ゴ ム膜の 形状に特異性 を産み 、 それ を介 して膜内を伝導す る の 2 次元的運動量流が流れ 込む 効果

を無視で きない 。

〔a ） （b） （c）

図 26 ： （a）平板に 球形の ゴ ム 風船を押付け る。同じ く、短冊 （h）お よび 細い 円柱 （c）に 押付ける。

35indentation
，interpenetration など

36 ゴ ム 膜は 平板に なめ らか に 接する。
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4．3．3　液適と液橋

　液体内部 の 運動量 流と液表 面の 界面張力に よ る運動量流の ど ちらも意識 しまし ょ う、と い うの

がこ の 小節の 主 旨である 。

天 井か ら懸垂す る液滴　すで に 薄い 液膜で 覆われ た水平な天 井 （風 呂場 の 天井 ）か ら徐 々 に液滴

が成長し て つ い に 滴下す る とい う現象に つ い て 考えてみ よ う （図 27）。 運動量 の 鉛直 （x−）成分に

の み着 目す る。慣性や対流性の 運動量流れ は無視で きる準静的な状況で 、図の 波線で 示 した断面

（薄い 液膜 よ りは下で か つ 液滴の 殆ん ど よ り上 ）で ど の よ うな運動量収支が あるだ ろ うか 。 特に 、

天井が 波線 より下 の 部分か ら受ける力 と、この 部分に加わ る重力 との 大小 関係は ど うだ ろ うか 。

　 1 つ の 方法は、波線の 断面で 鉛直成分の 運動量の 流れ を全部積分す るとい うもの で ある。こ の

際に は 、液滴内部の 静水 （負）圧 の 寄与 と、液滴表面の 切 口 で の 表面張力の 寄与 を合計すべ きだ 。

前者の 静水負圧 は 、 波線以下 の 部分 の 質量が こ の 面を引張 る効果 と思 い そ うだ が 、 更に懸垂 した

表面の 曲率に よる Laplace圧力の 効果を減殺せ ねばな らない
。 後者の 表面張力は 液面に沿 っ て 運

ばれ る運動量の うち鉛直成分だ けが 正 味寄与す る。

　も う
一

つ の 方法は 、波線の 断面以下 の 部分に流れ 込 む全運 動量／秒 を計算する と い うもの で あ

る 。 これ は重力定数に この 部分の 質量を乗じたもの がすべ て である。 運動量保存則に よれば 、ちょ

うどこれだ けの 全運動量／秒が 駆け登 っ て 、あるい は液滴内部の 負圧 ある い は表面張力 とし て 波

線の 断面を横切 っ て 上に流れて ゆ く。 圧 力分布や表面形状の 詳細は知 る必 要が ない
。

　結果 として は 、 大小 関係の 答は 「等し い 」 とな るが 、保存量は都合 の よい 所で 勘定すれ ば よ い 、

と い う例で ある 。

図 27： 湿 っ た天井か ら懸垂す る液滴

液橋　粉粒体を液体に浸し て それを乾燥させ て ゆ くと 、 粒子 同 士 の 間に液体 の 橋が で き て （図 28）

粒子 間の 有効的な引力相互 作用を及ぼす こ とが ある。粒子間の 直接の 接触相互 作用は さて お い て 、

こ の 液橋の 作る引力をそ の 形状か ら見積 も っ てみ よ う。 重力 の 影響は 無視す る （毛管長よ り小 さ

な尺度で 良い 近似 ）。懸垂液滴の 例 と同様、都合の 良い 場所 で 全運 動量 の 流れを求め ると い うアプ

ロ
ー

チ をと る 。 液橋が軸対称性をもつ とし 、そ の 最も くび れた所を通 る面で 対称軸に 平行な成分

の 全運動量流を評価 し よ う。切 口 を円とみた て て そ の 半径 を Rmin とす る。これ は 円周上で の 主 曲

率半径の
一方 とみ な し て よい だ ろ う。 それ に直交する方向 の も う一

つ の 曲率半径 （反対符号）を

観察ある い は 見積 もっ て ro とする
37
。これで 内部の Laplace圧 力 （負圧 ）△p ＝ ty（Rmin

− 1 − ro
− 1
）

37
粉体の 本など で r 。

〜（粒径）110とか い う見 積も りを 見る こ とが あ る。
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　　　　　　　　　　　　　　　　 図 28： 2粒子 間の 液橋

が決 まり、液体内の 運動量流は π R監in△p とな る。これ に切 口 の 円周にお け る表面張力に よる運 動

量 流 一2TRminT を加 える 。
　 Laplace負圧 の 表式を代入 し て 、全運動量 の 流れ 、従 っ て 液橋に よ る

凝集力は次式に なる ：

　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 Rmin
　　　　　　　　　　　　　　 Fb

，idg，
＝ − 7 π Rmi。（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＋ 1）．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 「o

強 い 負圧 （Rmi 、
》 ro ）の 元で は 、括弧内の 1 は 無視で き、表面張力の 直接の 寄与 （Ct 守Rmin）に 較

べ て 、凝集力は Rmin！ro 倍 強くな る こ とが わ か る。

4．3．4　 内圧を支える円筒状の 管

　長い ゴ ム風船を膨 らませ て 内圧 が 外圧 よ り △p 高い 状態で 放置す る とき 、ゴ ム 膜の θ一方向の 張

力は こ の 圧力差に 直径を乗 じたもの にな る。回転する輪ゴ ム の 例 （既述） の よ うに、ゼ ロ サム 則

を使 うと説明しやすい
。

　　　　　　　　　　 図 29： 内圧 の 加わ っ て い るパ イプ （Rl ≦ r ≦ R2 ）

　図 29をゴ ム風船の 長軸に垂直な断面と見た とき、軸を通 る直径 （仮に 水平 1θ＝0，
π ］とし よ う）

を横切 っ て 流れ る全運 動量流はゼ ロ で な けれ ばな らな い
。 さもな い と外 部か ら運 動量 を注入せ ね

ば ならない か ら。

　他方で 内部の 過 剰圧 は こ の 直径に垂 直な成分の 運 動量を軸長 さあた り 2Rl △p1秒だけ流 し込 む 。

そ こ で ゴ ム膜は これ をちょ うど打ち消すだけの 運動量 （従 っ て 張力 ）を流 さねばならない の で あ

る 。

　厚み を無視で きな い パ イプの 問題 にな る と 、 ふた たび ゼ ロ サ ム 則だ けで はすべ て は決 ま らな い

が 、法則 自体は 以下の よ うに確か め るこ とが で きる 。 （面倒なむ きは 次節に 飛ばれ よ 。 ）
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　以下で は 外部の 静水圧 （大 気圧 ）は 無視す る 。管の 物質内 で の 運動量流束は 対称性 を考慮し て

次の か た ちを とる ：

　　　　　　　　　　　　　　9 ＝σ （r）6r直r 十 t（r ）∂θeθ 十 ど（r ）δ之 6． ，　　　　　　　　　　　　　　　（75）

内圧の あると きは σ （r ）＞ 0お よび t（r）〈 0で ある。管 の 端は 自由とし て e（r）＝ 0 とお く。物質内

で の 全運動量 の 保存則 0 ニ ▽ ・9 は
38

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 tdr＝ d［rσ］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔76）

を与え る。これ を境界条件

　　　　　　　　　91．．．A1 ・δr
＝σ （R1）＝△p ，　　 91r＝R2

・∂r
＝ σ（R2）＝0　　　　　　　　　（77）

の もとで解 くと tや σ が決ま る
39の だが 、仮に解かな くて も、これ らの 条件だけか ら水平な直径を

横切 っ て流れ る全運動量 の ゼ ロ サ ム 則は 導け る ：

　　　　　　　　　　　・舛   一 ∠1か圃

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ 　2ey［R2 σ（」配2）− Rl σ（Rl）1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　　

− 2δyR1 △P ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（78）

4．4 　定常流の 力学

　定常流 の 問題は場の 量が 時間に よ らな い と い うと い う点で 静水力 学に近い （問題が 楕円型な ど

に な る）。し か し後者と の 違い は著し く、剪断流が伝導性 の 運 動量流束を生じ る 。 また一般に は流

体粒子はその 流線に 沿 っ て加 速 され うる の で 、 対流性運動量 流束を分離し て 議論で き るとは 限ら

ない
。

4．4．1　 重力下 の Poiseuille 型の流れ

2 次元系　： 図 30参照。間隔 2L の 鉛直な板の 間を流れる定常流で は 、対流性運動量 9。。 n ．
＝

ρvz222t

は 鉛直方向に
一

様な の で 伝導性運動量 と完全に切 り離され る
40

，
▽ ・9c。 nv

＝ O．他方 、重力源は至

る と こ ろ
一

様に鉛直方向成分の 運動量を注 入 して くるの で 、こ れ が 下流に 累積 しない よ うに 側壁

にむ けて鉛直方向成分の 運 動量を移 送せ ねばな らない （図 中下部の 横矢印 ）。これが 剪断流れ に

よる伝導性運動量流束で 、中央か ら壁 に 向か うに した が っ て 混 み合 っ て くる
41

。 したが っ て 均一

Poiseuille流の 運動量流束は 、流れ場を知る前に決ま っ て し まい 、速度場 （図中上部の 縦矢印）は

後か ら決 ま る。具 体的に は B を 高さに よ らな い 係数 として 、伝導性の 運動量流束は

　　　　　　　　　　　　　　　 ⊆7cOnd＝ B ［2塗
オ
十 di2t］十 Pol　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（79）

38
▽ ・9 − ［磯 ＋ ε・協 ＋ ε・調・［・ ω 餓 ＋ 姻 δ・ε・ 屈 （・）e・e・1・そ こ で ・ − e・［寄＋ 甼 ］一≒［禦

一む］・
こ

業 蔀 琶。謙鑞 狂留 師 。果 。 弾性 。 。依 。 。、t，V、
　 　 　 　 　 1　 　 　 　 2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 1　 　 　 　 2

40
逆 に 言 うと、太 さが 不 均一な管 で は 対 流性 運 動 量の 流線 にそ う不 均

一
も管壁 へ の 力を 生 む。

41
重力 下の 完全 流 体で は こ の 逃げ 場 が な い の で 定 常流 は っ くれ ない 。
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図 30： 鉛直板間をながれる流体。 下向運動量 （〔x 速度）の 分布 （上部の 縦矢 印）と、その 運動量

の 流れ （下部の横矢印）。

と書け （Po は今は定数）、注入 と移送の バ ラン ス

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 0 ＝ ＝

ρ『
一▽ ・9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（80）

か ら
42

　　　　　　　　　　　　　　 9。 。 。 d ＝一
ρ9謬岡 ＋ 鋼 ＋ Pe　1．　 　 　 　 　 　 （81）

を得る 。 流体が鉛直方向の長 さあた りに壁 （x ＝士L）を下 へ 引く力も粘性率や速度場に無関係に

決 まる ：

　　　　　　　　　　　9 ・愈 ＝ 9cond・倉 ＝

ρgL （− 2）　　 wall 　at　x ＝ L ，　　　　　　　　　　　（82）

　　　　　　　　　9 ・
← th）＝9。 。 。d

・
（
− t＞＝＝　PgL （

− 2）　 wall ・at ・x ＝− L．　 　 　 　 （83）

流れ場はこれ らが決ま っ てか ら構成的関係に よ っ て与えられ る
43。

　重力に よる注入運動量を横にい なす とい う事情に 関して、「鉛直な管内に貼 りつ け られ た弾性

体」 も同様に扱え る 。 （ただ し貼付けは 内部 ［残劉 応力を生 じない よ うに 行われた もの とする 。 ）

図 31の よ うに弾性体は重力の せい で 多少垂れ下が るが 、その変形を知 るまで もな く伝導性の運動

量流束は

　　　　　　　　　　　　　　　9cond＝一
ρgx［蕊

ε
十　th2t］十 Pol　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（84）

とな り、変位場はこれか ら求まる
44

。

　
4脇 £

・
（B ［2tt＋ t2t］＋ Po　1）！2｛嶷， したが っ て B 三一

ρgx ．

　
43

▽ ・げ ＝ 0 を 満 たす 流れ を げ ＝ u ．（x ）2 （−L ≦ x ≦L ）と し、構 成 的 関係 もつ か うと、（84）は

　　　　　　　9・end
− 一

・陽 ・
麟 ＋ （… n ・p ・・ed ）］・ … 一一

・・1（・ 〉［…
t
・ 飾 …

とな る 。
こ れ を 上 の 結果 と 比 べ て ηv2 （x ）＝ pgx を 得る 。 い わ ゆ る 粘着境界条件 〜J。（土L ）＝0 の もと で 解い て

v、（＝ ）＝ ＿
ρg／（2η）（L2 − x2 ）が も とめ る速度場で あ る 。

　
44

変位 場を a ＝u （x ）E と書 き、非圧 縮 性 ▽ ・♂＝0 も仮 定で きる とす る と、▽ ♂ ；び （  ¢ ガ と固定 境界条件か ら最

終的に 冒＝一
咢（L2 − ♂）2 を得る。
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図 31； 鉛直板 間に 固定され た弾性体。重力 な し （左 ）と重力あ り （右 ）。後者で は 、注入 され る運

動量は 鉛直板に流れ 、 板に 近 づ くほ ど混み 合 う。

3 次元 系　； 問題を軸対称に拡張して も、運動量 の 流れ の 見方はそ の まま使える ；注入 され た鉛直

方向成分の 運動量は動径方向に放射状に移送 され て 壁に達す る。伝導性の 運動量流束を

　　　　　　　　　　　　　　　9． ． nd 　ヨ B ［壱9 壱雰十 ∂γ θ皇］十 Pol　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（85）

と書き 、 （対流性流束は湧出しゼ ロ で ある こ とを知 っ た上 で ）〇三
ρ互一▽ ・9 を筒内 r （＜ R ）に適

応する と B ＝
− sρgr，

したが っ て

　　　　　　　　　　　　　… nd
− −1・・畷 輝 耄］・ P・・ 　 　 　 （・・）

を得る。こ の 結果は 円柱座標の 微分公式を使 うまで もな く、次の 運動量バ ラ ン ス を考えれば よい ：

半径 r 以内に 注ぎ込 む運動量／秒 π 尸ρす（鉛直方向の 単位長 さあた り）は 、こ の 半径の 円筒側面を

出る総流量 2πγ 9 ・Er　＝＝　2πrBaz に 等し い c こ れ か ら B ＝一
ρgr12 を得 る 。 例に よっ て 流束や弾性

体ア ナ ロ グ問題の 変位は あとで 求まる
45
。

応用 1　 重力で な く管に 沿 う圧力勾配に よっ て Poiseuille流が 引き起 こ され る場合の 運動量バ ラン

ス はど うな っ て い るだろ う。壁 へ の 移行は変 らない が 、下流にむか うにしたが っ て 圧力に よる運

動量流が 吸い 取られて 弱 くな っ て行 く。（以下の 「ゲル 中の 浸透」を参照。）

応用 2　やは り軸対 称の 流れ で 、 今度は 重力を 無視す る 。 図 32 の よ うに 、内側の 円柱 （半径 Ro）

を速度 V で 引き上げ る ときの 抵抗力 （軸方向の 単位長 さあた り、下向に大き さ F とする）を知 り

た い
。 外側 の 円筒 （内径 Rl ）は 固定す る 。 こ の 例で は 、 内側 の 円柱が 鉛直方向の 運動 量 の 供給源

で 、これが 動径方向に流れ出る。伝導性の 運動量流束を

　　　　　　　　　　　　　　　9cond＝ ηφ（r）（δγ e皇十 雀さ壱募）

と書くと、半径 r の 円柱側 面を通 る総流出量 は

fr。 d、。＿

・皇・卿 ・ 一 ・… ip（・）

　
45

ニ ュ
ートン 粘 性 流 体の 構 成方程 式 g。。 nd

＝
ρ翻

一
η（▽fi＋ ▽

¢

の ＋ pl に が 二2tv。（r ）を 代入 し 、得 られ る式

g。。nd
＝一

ηu二［ε。鳶 ＋ E。el］十 Pol と 上 の 結 果 を 比 べ て
ηv2 ＝ipgrを 得 る a 境 界 条件 v。（r ＝R ）＝0 も 考慮 し て

v。；一
鍔（R2 −

r2 ）が で る。弾性体ア ナ ロ グ問題 で は変位場 雹司σ亀 が σ ＝一
器（R2 − r2 ）と求ま る。
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、遜轟q 」

図 32： 同軸状 の 剪断流

とな り、これ が総注入量／秒 （即 ちカ）を F とすると、

　 　 　 　 F
φ（「 ）＝

2舜ηr
（fa≦ 「 ≦ R1）

を得る。最後に F を速度 と結び つ け るため 、構成的関係 φ（r）＝ 一望 を代入 して 流体の 速度場

v （r）＝一蓋≒ln】屠を得 、　v （Ro）＝ V を課 して

　　　 2π ηVF ＝
　　 109（R1／Ro）

を得る 。

　以 Eの 例で は 対称性の おかげで 問題が 実質的に 1 次元に還元 され た 。 その おかげで 保存量が 流

れ や変位を求め る前に 決ま っ た。運動量 の 流れ の 見方に都合 の よい 例だけを選んで きた との 批判

もあるだ ろ う。それで も 「カ 」 の 直観だけで 押し きるよりは見通しが 良 さそ うだ とい う印象を筆

者は も つ の だが 、ど うで あろ う。

4。4．2　 遅い 沈降

　流体に 多数の 小 さな粒 子が懸濁 して い て 、重力 に よ っ て ゆ っ くり沈 降して い る状況を考えよう

（図 33参照）。懸濁粒子 は側壁の 影響は受けない （free　slip　boundary）と仮定す る。また水平方向

の 不均一
を生 じ る対流は な い も の とする。

図 33： 懸濁粒子の 遅い 沈降。塗 り潰 し の 濃 さは 粒子濃度 （実際は連続的に分布 ）を表す。左 図で

は 底面が懸濁液 を支え、右図で は 天 井面が支 える 。 円 内矢印は運 動量 の 向 き、太 い 矢印は 運 動量

移送の 向きを示す。
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　鉛直方向の 成分 の 運動量の 流れ方をまず粒 子サ イズ で 考える。周 囲の 流体 よ りも密 に運 動量 注

入 を受ける粒子 は流体の み の 場合に比 べ て 余分の 運動量 を下に 向か っ て 流す 。 圧力の 等方化効果

（既述 ）によっ て 、こ の 運動量流れは横方向に も拡散する 。

　つ ぎに 同じ流れ を粒子間の 平均間隔 よ りも粗い 空間尺度 で 見 ると、ある高 さ z の まわ りの 厚さ

dz に注入 された鉛直成分の 全運動量／秒は 、最終的に それが 流れ出 る べ き壁 （左 図で は 底面 、右図

で は天 井面 ）に 向か っ て移 送され る 。 静水圧 の 議論 と同様に 、こ の 流れの 混み合 い 方が 圧 力分布

を決め る。粗視化 した質量密度 ρ（z）が高 さ g の 関数 と して 与えられ る と 、 各高さでの全運 動量注

入 が決ま り、準定常的な圧力分布 p（z）は左 図の 場合

P（・）・一 ・Pa・・ ＋ ∬
叩

・（・）gdz
’

，

また右図の 場合

　　　　　　　　　　　　　　P・t・
＝・　P（・）・ 塩 ・（・

t

）・d・
’

と与え られ る。こ こ で 液の 上 面を Z ＝ Zt
。 p 、下面を Z ＝ Zb

。ttom に と っ た。

4．4．3　 ゲル 中の浸透

　ゲル は きめ の 細か い ス ポン ジの よ うな も の で 、そ の 弾性の か な りは エ ン トロ ピ
ー

的起源 を もつ
。

こ の 弾性は伝導性の 運動性流束の 一端を担 う （浸透圧 ）。 浸透圧 自体は静的なもの で 、ス ポン ジを

握 っ て感 じ る復元力が それで ある。流体力学的にはゲル は細管の 網 目で 、流体を流す （溶媒の 浸

透）には Poiseuille流の よ うに粘性抵抗 を伴 う。以下で はゲル 中の 浸透流が浸透圧 とど うか かわ り

あ うか を運動量の 流れ の 視点で扱 う。そ の 手な らしに質量流束か らは じ めよ う。

質量流束　図 34 にお い て 、非圧縮の 流体が 円柱の 高さ 0 か ら L にあ り、そ の 中で Zl く z ＜ z2 を

ゲル （ス ポ ン ジ ）が 占めて い る。さし あた りゲル の 体積分率 φは
一

様 とす る。底面は閉 じられ て

V

L

2「2

V

z1

0 ζ黼

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 V 　 　 v

図 34： （左 図）溶媒 とその 中の ゲ ル （陰 をつ けた部分 ）（右図）溶媒の （平均）速度。

い るとす る 。
い まゲ ル が 全体 として 速度 V で 下降する と 、 ゲル 中の溶媒の 上昇速度 Vs は どれだ け

だろ う？ 質量あるい は 非圧縮なの で 体積保存を適用するに もい ろ い ろな 目の つ けどこ ろがあるだ
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ろ う、た とえば実験室系で
一定の 高 さの 断面 を考 える と、全体積流束は 0 で なければ い けな い か

ら 、 （1
− iP）vs 一

φy ＝ 0 を得る
46

。

運動量流東　上 と同じ状況で 、但 しゲル の 下降がその 上端面に加 え られ た力 F ／断面積に よる と特

定 しよ う （図 35 の 左 図を参照）。こ の 力はゲル の みに働い て 溶媒は こ の 面 を自由にす りぬける と

する。流体の 上端面は大気圧 下の 自由表面 とす る c 重力 の 効果は無視し、簡単の ためゲル と側壁の

摩擦は な い もの とする 、 最後に 浸透は ゆ っ く りで ある と し 、対流性 の 運動量流束を無視する
。 （マ

クロ な ス ポ ン ジ で は良 くない 近似か もしれ ない 。）

LZl

ZI

P
。，．　嵳 P．tm　 L n 。

図 35 ： ゲル E面に加わ る力 に よる運動量 流束 、 溶媒圧 力 、
「浸透圧 」

　加 えた 力は 下向き の 運動量 を こ の 面か ら下方に 流す。こ の 保存流は 底面 z ＝ ・　O で 容器に移 され

るまで 管中を流れ る （図中の 9毳t）。

　ゲル の 下端 より下の 溶媒は こ の 流れ をすべ て 担 うの で そこ の 静水圧は 大気圧 よ りF 高くな っ て

い る。他方ゲル の 上端 よ り上の 溶媒はそ うで はな い 。溶媒の 静水圧 をゲル 内で も定義す るなら
47
、

それ は 上端か ら下端に むか っ て 単純に増大す る （右図の p の グラ フ ）。

　最後に ゲル の 網 目の 中を通 る伝導性 の （鉛直方向の 成分の ）運動 量流束は、ゲル の 上 端で は注

入 に よ っ て F で あ るが 下端は 自由表面で 0で あ る。途中の 高 さで は上端か ら下端にむか っ て 単純

に 減少 する （右図の Hzzの グ ラ フ ）。

　後の 2者は合せ て最初の 全運動量流束に等 し くなるべ きだか ら、い っ ぽ うの 減少は他方の増大を

正 確に補償す る 。 両者の 移行の メカ ニ ズ ム の 基本は Poiseuille流で の 壁 へ の 運動量流 （図 30）で

ある。実際の ゲル で は Hz。
に 応 じ たゲル の 圧縮がお こ る。

4．5　 ニ ュ
ー トン のゆ りか ご

　対流性 の 運動量 流束と伝導性 の それ が 往来す る例 として特 異な相互 作用 を も つ 1 次元粒子 系の

古典力学的な衝突に つ い て 紹介す る。粒子 は 中心間の 距離が ある
一

定値 （「直径」 ）以 下に接近し

たとき の み そ の 「重複 」δに応 じたゼ ロ でな い 2 体斥力 智 を及ぼ しあ うとする 。 ち ょ うど直径だ

け離れて い る状態を 「ち ょ うど接触す るJ と言 うこ とにす る。図 36（a）の よ うに ちょ うど接触し

て 静止 する n − 1個の 粒 子に左端の 粒 子 が衝突す る状況 を考え る 。

　
46

ゲル の 端面 で吸 込 む／吐 出す 溶媒 を考え て も よい が 、その 場 合 は異 な る座 標 系を往 来 せね ば な らない 。

　
47

直接に 測 定で き るの か 知 らない 。
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一〇一 一〇◎○一一 ＞ x

　 x　　 　　　　　 x 　　 ．．．　 x
　 　 l　　　　　　　 2　　　　 n

（a ）

12108642

　 − t
　 　 　 2　 　 4　 　 　 　 　 　 　 　 　 6　 　 8

（b）

図 36： （a）ちょ うど接触する n − 1個 の粒子に左 端の 粒子が衝突す る。 （b）n ＝ 4 の 場合の 重心位

置 vs 時刻 （数値計算結果 ）。

　 α 》 1だ と実質的に ドミノ倒し の よ うな 2 体の 剛体衝 突の 連鎖が お こ っ て 、最 も右端 の 粒子が

全運動量 を もら っ て飛び 出す。い わ ゆる ニ ュ
ー

トン の ゆ りか ご とい うお も ちゃで よ く見 る （と思 っ

て い る）現象で ある。

　実際の 鉄の 玉 の 衝突は §§43 ．2で の べ た Hertzの 接触 （α ＝ 3／2）が 妥当す るこ とが確か め られ

て お り、ぶ つ か っ た左端の 粒子 の わずか な反跳 を含めて ど の 粒子 もわずか に 運動量をもらい 、長

時間後に はす べ て互 い に離れて しま う。

　奇妙なの は α ↓0の 極限、直径以下に近づ くやい なや
一

定の 斥力が働 く場合の 運動量の 分配の さ

れか た で ある ［6］。 図 36（b）に α コ 1／10 で の 数値計算の 結果を示す 。 α 》 1 の 場合とは 逆に 、 標的

粒子 の す べ てに等しく運 動量が分配 され 、しか も互 い に ち ょ うど接触する状態を維持す る。Gallilei

の 相対性 によ り、入射粒子 と標的粒子の 立場をい れ か えて もよ く、また
一

般化して 、ち ょ うど接

触す る nl 個の 標的 粒子に 、ち ょ うど接触する n2 個の 入 射粒子 をぶ つ けて も、グル
ープ 内の ち ょ

うど の 接触状態を維持 した ま まで 、 nl 単位の 質量 と n2 単位の 質量の 間の 2体衝突が 起 こ る 。

　図 36（b）を例に とっ て衝突に 際して何が起 こ るか を考えてみ る。

一入射粒子 Xl は左端の 標的粒子 z2 と重複す ると斥力に よ っ て 運動量を後者に与 え る 。

一こ の 粒子 x2 は それ を貯え る間もな く右隣の 粒子 x3 と重複す る 。 なぜ な ら加速は ちょ うど接触

の 条件を破 るか ら。

一こ の 重複が 起こ っ た途端、粒子 x2 は運動量 の 貯蔵 （加速）をやめ る 。 なぜな ら左 の 粒子 Xl と右

の 粒子 x3 か らの カが相殺す るか ら。

一他方で こ の 粒子 x3 は それ を貯え る間もな く右隣の 粒子 ＝4 と重複す る。

一後者 x4 は加速 され るや い なや左 の 粒子 x3 と の 接触が 切れ て 運動量 の 貯蔵をや める 。

一右側に 隙間の 生 じた粒子 x3 は 再び右に加速 され 、左 の x2 との 接触が切れ る。

一粒子 x2 は 入射粒子 と の 重複が あ る限 り 、 上記 2 段 目に 戻 っ て 同様の 動きを繰 り返す 。

ポイ ン トは極限 α ↓0で は これ らの
一

連の プ ロ セ ス の サイ クル が 標的粒子同士 の あ い だ に無限小

の 隙間と速度差しか もた ら さな い こ とで 、それ に よ っ て標 的粒子 グル
ープの ち ょ うどの 接触状態

は 事実上 維持 され る。そ うして 上 の サイクル が ぐるぐる回る間に入射粒子は標的粒子 τ2 との 重複
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（これは有限）を通 し て 運動量を移送し つ づ け、最後に離れて 行 く。 上 述の サ イクル は対流性 の 運

動量流 と伝導性 の 運動量流 の 相互 転換が 輻輳 し、ま とめて 運動量 の 流れ と見 る の が わか りやすい

の で はない だろ うか 。

5　 おわ りに

　個人的には複数の 角度か らも の を見る の は気に 入 っ て い るの で この よ うな試み をお こな っ たが 、

運動量の 流れ などで奇 を衒 わな くて も応力で 間に合 っ て い る、とい うむ きには 特に押 し付けたい

とは 思わ な い e 電気回路を電流抜 きで議論 した い 人も い て よい と思 う。

　ともあれ 本稿で い い たか っ た の は 、力 と違 っ て運 動量 は そ の 保存性の お かげで 「途中は適当に

流し て お い て 、見た い 所や見やすい 時点で だ け観測す る」 こ とが で き る と い うこ とだ
。 今 ま で に

ど こ か で 「カが伝わ る」 とい う表現をした り出会 っ た りされた 際になん だか後 ろめたい 気が して

お られ た な ら 、 運動量が 流れ る とい う見方の 素直さが 通 じる の で は な い か と思 う。

　本稿で 論じなか っ た こ とや、不 十分に しか 論 じられ なか っ た と思 っ て い るこ とは 多い 。もし こ

の 先に広が りがある と した ら、ご興味を持たれ た方の ご貢献に期待す る。

1．まず体系と して は、今井氏の な され た運動量の 見方に よる電磁気学やそ の 相対 論と の 融合が

　 で きて い ない 。場の 運 動量 を使わず、なお か つ Lorentz力など の 効果を運 動量 の 流れ で議論

　 で きる の だ ろ うか 。 運動量 の 流れ の 見方が ミク ロ 尺度 ・量子 系に ど うつ なが るか の 言及 も皆

　 無で ある 。 古典力学が原子 の 安定性 を説明で きない の は運動量流束を もち こ ん だ とて変 らな

　 い が 、その 事情を 十分理解 して い ない せ い か 冒頭の ニ ュ
ー トン カ学の 書き直し も不透明感が

　 ぬぐ えない 。

2．曲げや捩 りの 運 動量流束を つ か っ た取 り扱い が 不 十分で あ る。［3］な ど の 議論は 特定の 形状

　 の 棒や面 の 曲げ に 特化 され て い るが 、
モ

ー
メン トを運 動量流 の 循環 とみる こ とで 膜やバ ル ク

　の 現象に も敷衍で きない か 。 た とえば薄い 弾性板 をたわ めて 円筒 をつ くると、§§4ユ．2 の ゼ

　 ロ サ ム 則 の 議論が使 えて任意角度で の 断面 を横切 る全運動量はゼ ロ にな るの だ が 、こ こ で 相

　 殺するの は対流性 と伝導性の 運動量で は な く、板面の外側の 流れ （張力に対応 ）と内側の 流

　 れ （圧縮力に対応）の 2重層である 。 これ は運 動量流束 の 渦層で もあ る。モ
ー

メ ン トや角運

　 動 量 とい っ た参照点を要す る量を局所的な要素に 分解で きるの だろ うか 。ヘ ビ の 這行 （し ゃ

　 こ う）の 力学を解析す る と体内で 作 る曲げ モ
ー

メ ン トが 変る場所で外 に力 を加えて い るらし

　 い 48
。 だ とする と、棒 へ の 外 力が 曲げモ

ー
メ ン トの 勾配を作 る、とい う受動的な弾性論の 逆

　 を実現 して い る よ うで 興味が ある．

3．対 流性運 動量 と伝導性 運動量 の 相互転換とい う視点で の 展開が不 十分で ある 。 金槌で 釘 を打

　 つ の に 、手の 力で 打つ な ら槌 の 質量は 要 らな い
。 予め槌 の 重 りに 運動量 を貯え て 、 それ を

一

48
こ れ は小 林 亮氏 （広 島 大 ） らの CREST チーム の 方か らの 聞 きか じ り。曲解 し て い るか も しれ ない 。
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「ス トレス な しの 連続体力学 （試論）
一

運動量 の 流 れを意識して一」

気に釘に 注ぎ込 む の が 効率よ い 打 ち方だ ろ う。 ボ ク シ ン グ で よ く効 くパ ン チはイン パ ク トの

瞬間の 姿勢が大事 らしい
。

ピ ア ノなど の 打鍵も底を打 つ 瞬間の 運動量 の 通 り方 を制御して い

るの で は な い か 。武道研究家 の 甲野善紀氏 の 介護動作 の 研究にお い て は 、筋力で 持ち上げ よ

うとして腰を傷めな い よ う、い っ た ん対流性 の 運動量に 貯え て か ら放 出とい う方法が
一

部使

われて い る よ うに 思え る 。 これ ら人間尺度の 現象に 限らず 、粉粒体の 運動や 天体系の 運動

など、運動量の 流れの 見方は思考の 助け にな るだ ろ うか 。

　最後に個人的な興味と し て 、運動量の 流れ の 階層性に つ い て少 し述べ たい e
エ ネル ギー保存に

関して荒っ ぽ く言 うな ら 、熱力学構造 とい う体系が 適用 され る場合には仕事 とエ ネル ’i−一変化の

欠損分 と して 熱が あ り、操作で き る尺度に応じた熱や熱力学ポテ ン シ ャ ル の 階層性が 考え られ る

［7〕。運動量保 存に 関し て は こ れ に相当す るよ うな体系はあ るの だ ろ うか 。内部 ［残留］応力は運動

量 流束の 循環が 閉じ る尺度よ り粗 く見 ると無に等し い 。熟した果物は 内圧 と果皮の 張力の 拮抗を

保 っ て い るが 、 果物を積む ときには
一

切考慮しな い
。 イ オ ン 結晶の 正負イオ ン の 相 互作用が お り

なす運動量循環も原子 尺 度 よ り上で は見 えな い
。 仕事と熱が転換で き る場合 があるよ うに 、小 さ

な尺度の 運動量循環が 上 の 階層に顕在化 した りその 逆 と い うこ ともあ るよ うだ 。 それ らの 事例を

見 る と、階層移行に は 平衡か ら遠い 過程／操作を要す るよ うにみ え る ［8］。降伏限界 を超えて変形

させ る と反対 方向へ の 変形の 降伏 限界が 下 る とい う Bauschinger 効果は 、運 動量循環を 3 つ の 弾

塑性要素の フ ラ ス トレ ーシ ョ ン で 実現す る簡単なモ デル で 説明で き る ［9］。ガ ラ ス 状態で 引き延ば

された ゴ ム は除荷後に も （構成方程式の 表す）様 々 な緩和モ ードの 間に 内部応力／運動量循環をた

め込み 、 再加熱の 時点で マ ク ロ な運動量流に転換する （メモ リ
ー

効果 ）［10］。 運 動量の 尺度移行に

何か第 2法則的な限界やそ の 他の rule 　of 　thumb は あるの だろ うか。

　わか っ て い るよ うで わか らな い 運動量で あ る。
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