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編集部註 ：本稿 は、2005年 7 月 27 日〜29 日 に京都大 学大学院理学研究科に お い て 行わ れ た講義を も

と に し て 作 られ て い る。ノ
ート起 こ し に は当時 の 京都大学の 大学院生 で あ っ た西野貴博 （現 （株）グ ラ フ ィッ

ク 〉が尽力して い る 。 しか し、2010年 6 月 6 日に 田 崎秀
一

氏が 亡 くな っ た た め に 、本講義ノ
ー

トは 未完で

ある 。 尚 、 原稿 フ ァ イル は多辺 由佳氏 （早稲田大教授）に よ っ て 発掘 され て い る 。
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1　 は じめに

　
“
What 　is　the　origin 　of 　irreversibilit，y　as　stated 　by　the　2nd　law　of 　thermodynamies ？

” 2

“

How 　ca 且 one 　reco 且cile　the　2雄d　law　of　ther皿 odynamics 　with 　dynamical　time　reversibility ？

”

etc … Those　questions　have　been　asked 　by　many 　scientists 　over 　the　years，　And　they　are

precisely　the　questions　which 　were 　repeatedly 　asked 　to 皿 e　by　Ilya　Prigogine
，
　Novel　Prize

Winner　in　Chemistry　of 　1977
，
　 when 　1　 worked 　at 　the　International　Solvay　lnstitute　for

Physics　and 　Chernistry
，
　Brussels

，
　from　1989　to　1993　as　one 　of　his　postdocs．　By　that　time

，

Physics… his3　School　reached 　an 　intensive4　coIlclusion 　that
，
　if　dynamical　resonanccs 　occur

in　an 　 in且nitely 　extended 　 system
，
　 irreversibili七y　naturally 　comes 　out 　from　the　reversa ！

system ．

　序論 1957年の Kubo 論文 などで 、 線形応答理論が確立す る と 、 平衡か ら遠 く離れた状 態

や非線形応答を扱える統計理論 の構築が 試み られ 、1960年代 まで に は 、 Nakajima ． Zwanzig
，

M 。ri らに よ う種々 の 射影演算子の 方法 、
　Keldyshの Green関数法 、

　Zubarevの 非平衡 ア

ン サン ブ ル 法など で 、よ く知 られ た理論が提唱 された 。 しか し 、 例えば
、 Zubarev ア ン サ

ン ブ ル の 正 当性 、 Keldysh 法の 収束性の 吟味など は行わ れて お らず 、非平衡状態 は 、平衡

状態に 比 べ 十分理解 され て い ない
。 近年 、 特に 2000 年以 降 、 数理物理 の 分野で 従来 、 量

子場や 無 限に拡が っ た系の 平衡統計力学の 研究に 用い られ て きた代数的方法が 、無限 に

大 きな複数の 量子系 と同時 に 相互作用 す る系 に 形成 され る非 平衡状態 の研 究 に適用 され、

非平衡定常状態の 存在 、 そ の エ ン トロ ピ ー生 成の 正値性 な どが 示 され て い る 。

2　 0 ＊

代数の 方法

　通常の 量子力 学 に お い て は量子 状態は Hilbert空 間の ベ ク トル で 表現 され 、物 理量は

その ベ ク トル に 作用する Herlnite演算子 とし て 記述 され る 。 しか し 、 無限系に お い て は

Hamilt。nian は ill−definedで あ り、 従 っ て 、 状態の 発展演算子 e
−ifftも定義で きない

。 そ こ

で Hamiltonianを陽に用い ず に 、局所物理 量 の みが表に現れ る よ うな方法が 有効で あ る 。

本 稿に お い て 用 い る ひ 代 数 に よ る記述 はそ の ひ とつ の 方法で あ る 。

2．1　 C ＊
代数 の 定義

Def ．1 （ひ 代数 の 定義）

積が 定義 され た 複素線 形空 間 瓢 が 次 の 性 質を満た す とき 、 瓢 を ぴ 代数 と呼ぶ
。

2編集部註 ：本節は 、 2010年 2 月に 田 崎秀
一一

氏に よっ て書かれ た最後の 文で ある。
3編集部註 ：（？）が あっ た 。

4
編集部註 ：（？）が あ っ た 。
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1．各元 A ∈ 數 に つ い て 次式 を満たすノ ル ム UAHが 定義 され 、 そ れ に つ い て完備で ある 。

［［All≧ 0 （等号成立 は ．4 ＝ 0 の と きの み）

1c川 1詞 clHAIL （c ∈ c ）

［A ＋ 孟洲 ≦1］　A ，・ ll＋ ll　A2　11師 a 皿 gle 加 equali 切

IAIA2　N≦II　A ユ 11NA2　il（product　inequality♪

2．以 上 に次の 性質を満た す全単射 A ∈ 飢 → 謝 ∈ 剔が 定義 され る 。

　　　　　　 （clA1
−F　e2A2 ）

＊

＝ c歪Al 十 c甕A奎

　　　　　　 A ＊ ＊

　＝ A
，　（AIA2 ）

＊

　T 　A登A歪

　　 但し 、 A ユ，
A2 ∈ 瓢、　 Cl

，
c2 ∈ c 。

3．ノ ル ム は 0 ＊

性 を持 つ
。

　　　　　II　A “A　11− H　A 　112（A ∈ za）

　例 と して 、 spinless 　fermion、　 spinless 　bosonを表す C ’

代 数 を紹介 す る 。

例 1 （spinless 　fermion の CAR 代数）

ak を、反交換 関係 ［ak ，
α剤

k ∈ Rd 、 δ（k）は d 次元デ ル タ 関数お よび ［A ，
B ］＋ ＝ AB ＋ BA で あ る

。

（2．1）

（2，2）

（2．3）

（2．4）

（2．5）

（2．6）

（2．7）

　　　　　　　　　　　 ＋
＝ δ（k − k’

）　1 ， ［α 島 α副＋
＝ 0 を満 た す演 算子 とす る 。 但し、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ の とき 、 d 次元

空間上 で 定義 され た二 乗可積分 関数 f（k）∈ b （f ∈ b⇔ ∫褫 1！  P ＜ ＋DQ となる 関数）

に つ い て 、

　　・ （！）・ ／聯 ）・・ 　 　 　 　 　 　 　 （… ）

とお く。 単位元 1 およ び α （fi）
＊ …

α （fn）  （g1）… α （9m ）の 型の 有限項 の 和で 任意 に 近似

され る元か らな る集合 MCAR は 0 ＊

代数となる （こ れ を 、 単位元 1 と a （f）か ら生成 され る

ぴ 代数 と よぶ ）。

　a （f）は 次の 性質を持つ
。

CARI 　Cj ∈ C
，
　fj∈ bに つ い て a（Cl　f1＋ 02　f2）− el α（！1）＋ c鬘a （f2）（つ ま り、 対応 ノ→ a（！）

　　 は 反線形で あ る）。

CAR2 ［a（f1）， α（f2）］＋ ＝ O

CAR3 ［α（ノ1），
α（f2）＊］＋ ＝ （fi，f2）1 。 但 し 、（fl，　f2）＝ ∫dhf ，（k）

’f2（k）。

　さら に 、 11α（！）11TIML2（但 し 、　i｝fll2＝ 》（fl　f））。
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説盟　（CAR1 ）、（CAR2 ）は 自明 。 （CAR3 ）は 、

［・げ・）・
・剛 ・

− 1吋 d却姻
・

ア・（ict）［甲 制・

− 1・ψ騨 ）w ）・（k
− kt）・一 （ん f2）・ （2．9）

と示せ る 。 α（！）の ノ ル ム は 、（GAR2 ）か ら 0 ＝ 2α（f）2 とな る こ とと 、 （CAR3 ）お よび C ＊

性 よ り、

11α（f川4 − 」1α（！）
＊

α（ノ）｝12判 （α（！）
＊

α（！））
’

α（！）
＊

α（！）II− 」1α（！）傾 ！）α（の
＊

α（川

二 II・（∫）
＊

｛（！，！）1 一
α（！）

＊

α（！）｝・（／）ト （ノ， 川 ・（！）
s
α（川 一 （！」）llα（！）「「2

か ら 、 IIα（f）1ト V
〆

げ， ！）と求め られ る 。　藁

注 ： Hilbert空 間 bに つ い て 、 条件 （CAR1 ）一（CAR3 ）を満た す元 a1 （！）と単位元 か ら生

成 され る 0 ＊

代数を 瓢1 と α2（f）と単位元か ら生成され る 數2 があ る とする 。 する と、1対 1

か つ 上 へ の 写像 α ：2〔i → ％ が 唯
一一

つ 存在 して 、（1）α （CIAI 　＋　c2A2 ）＝ 己1α （．41）＋ σ2α （A2）、

（2）α （AIA2）； α （A ，）α （A2）、 （3）α （A
＊

）＝ α （A）
＊

が 成立 し （こ の よ うな写像 α を ＊一同型 とよ

ぶ ）、 全て の f ∈ bに つ い て α （α 1（！））＝ α 2（f）とな る ［B ：atelli −Robinson二Theore皿 5．2．5］。

つ ま り、（CAR1 ）一（CAR3 ）に よ り、0 ’

代 数は （
＊一同型 を除 き）

一
意に 定 ま る 。 これ を

り上 の CAR （Canonical　Anticommutation 　Relation）代数 と呼ぶ 。

例 2 （spinless 　boson の ccR 代数）

ak を 、 交換関係 ［ak ，
α制 ＝　6（k − k’

）　1 ， ［ak ，
α司 ＝ 0 を満たす演算子 とす る 。 但 し 、k ∈ Rd ．

δ（k）は d次元デ ル タ関数お よび レ主
，
Bl　＝ ・　AB − BA で あ る 。 こ の と き 、 d 次元空 間上 で 定

義された 二 乗 可積分 関数 ノ  ∈ 向 （f ∈ b ⇔ ∫d酬ノ（k）12く ＋ oo とな る関数）に つ い て
、

　　IV・（f）・ ・xp （毒伊げ 陬 ＋1瑚 ・）・n｝）　 　 （… ）

とお く。 IV （f1）… W （ん）の 型の 有限項の 和で 任意 に近似 され る元か らな る 集合　U〔CCR は

ぴ 代 数 とな る （つ ま り、単位 元 1 と W （！）か ら生 成 され る C ’

代数）。

　W （f）は次 の 性質を持つ
。

CCR1 ！∈ りに つ い て
、　W （

− f）；　W （f）＊

。

CCR2 乃∈ bに つ い て W （！、）剛 ノ，）− e
’”m （∫・・f・）〆2W （ノ・ ＋ f・）・

　　 但 し 、（fi，
　f2）＝ ∫砒 ！1  

＊

！2   。

　さ ら に 、 W （0）＝ 1 、　W （f）＊W （f）＝ W （！）W （！）
＊ ＝ 1 （つ ま り、W （f）は ユ ニ タ リ

ー
）

で 、ゼ ロ で ない ！∈ bに つ い て IPIx（f）一一　ill＝ 2。
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説盟：（CCR1 ）と W （0）； 1 は 自明 。 ［A ，
　Blが A お よび B と可換な場合 、　eAeB 　＝ 　eA

＋ Be ［A ，B 】／2

と な る こ と と定義 よ り、 （CCR2 ）が 示せ る ：

w （f・）w げ2）

一 剛 ・ 瑚 ・xpC ［f・・｛f，1　（k）鰍 ノ・（購 趣 （・）鰍 蝋 ｝］／・）
； liY（ノ1 十 f2）exp （一｛（fi， プ12）一 （プ

「

2 ， ！1）｝／4）； W （プ
「

1 十 f2）exp （− ilm（ノ1 ，ノ12）／2）

（CCR2 ）と Im （f，
　f）＝ 0 よ り W （！）W （f）

’ ＝ W （f）W
厂
（
一
！）＝ W （f −

！）＝ 1 。 同様 に

W （！〉
＊W （ノ）＝ 1 な の で 、W （！）は ユ ニ タ リーで あ る 。　IW（！）

− ill＝ 2 に つ い て は後述 。

注 ： Hilbert空 間 りに つ い て 、 条件 （CCR1 ）一（CCR2 ）を満た す元 W ，（f）か ら生成 される

C “

代数を M1 と 鵬 （のか ら生成 され る 飢2 が ある とする 。 する と 、 1対 1か つ 上へ の 写像

α ：數1 → 瓢2 が 唯
一

つ 存在して 、 （1）α （CIAI 十 c2A2 ）鬲 c ρ （Ai）＋ c2 α （A2）、 （2）α （AIA2 ）＝

α （A ，）α（A2）、 （3）α （A
’

）＝ α （A ）
＊

が 成 立 し （こ の よ うな 写像 α を＊一同 型 と よぶ ）、 全 て

の ノ∈ b に つ い て α （Wl （f））＝ 嬲 （f）とな る iBratelli−Robinson：Theorem 　52 ．8｝。
つ ま り、

（CCRI ）一（CCR2 ）に よ り、C ＊

代数は （
＊ 一同型を除き）

一
意に 定まる 。 これ を b上 の CCR

（Canonical　Commutation 　Relation）代数 と呼ぶ 。

Def ．2 （飢 の 元の ス ペ ク トル ）

A ∈ 數 に 対 して （λ1 − A ）の 逆元 ∫賦 均 … （λ1 − A）
− 1

∈ 數 が 存在する よ うな複素数 λの

集合を レ ゾ ル ベ ン ト集合 と呼び 、 r （A ）と書 く。 この とき 、 R λ（A）を λに おけ る A の レ ゾ

ル ベ ン トと呼ぶ 。 A の レゾ ル ベ ン ト集合 の 補集合

σ （A）≡ r （A）
c

（2．11）

を A の ス ペ ク トル と呼び 、 その 拡が り

ρ（A）≡≡ sup ｛1λi： λ∈ σ （A）｝

を 、 A の ス ペ ク トル 半径 と呼ぶ 。 大 まか に 霽 えば 、　 A の ス ベ ク トル が A の 固 有値 に 、
ス

ベ ク トル 半径力  A の 固有値の 大 きさの 最 大値 にあた る。

Prop ．1

A ∈ 瓢 の ス ペ ク トル 半径 は ρ（A ）＝ lim
．
＿，． 　IIAn　Hi／n で あ る 。

　（説明）レ ゾ ル ベ ン トを λの 逆べ きに 展 開す る と、

翩 ）一 ・ず 十 薯款｝　 　 （2a・2）
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とい う級数が 得 られ る 。 複素級数の 場合を思い 出す と 、
こ の 級数は

　　歯昂 凶
・

　 　 　 　 　 　 （… 3）
　 　 　 　 n＝0

が 収束す る とき 、 絶対収束する 。 よ く知られ て い る ように後者の 正 項級数は 、 Al ＞ （収束半径

の 逆数）＝ limn＿
。。

　tトAnIIi／n の と き収束 し、1λ1＜ （収束半径 の 逆数）の とき発散す る 。 よ っ て 、

レ ゾ ル ベ ン トが 存在しな い 最大の λ1、 つ ま り、ス ペ ク トル 半径が ρ（A）＝ 　limn
→ 。 。

　MA” lli！n

が 理解で きる 。

　詳しい 証 明は 以 下 の 通 り。 まず 、 product 　inequalityか ら 、 1レAn＋ m
　li≦ 11・・1m　1111An　11が 言

える の で 、自然数 π（〉）m に つ い て 、 n ＝ ［n ／mlm ＋ q （q ＝ 0 ，

… m − 1、［xl は x を越 えな

い 整数 ）が 成 り立 つ こ とか ら

　　 11An［11／n

　@≦　　トト
ArrLlt　［kl／ nllAgll】！

が 成り 立
つ 。 n に つ い て上 極 限を と る と、limn．→ 。 。［k］　！n　・ −i／ m よ

　　lim 　・up　1
［A・　

111
／ ・≦1im ・up・11AMII［kl／・FIA

・”i
／ n− 1剛

ﾁ 　
　

　n − ♪ DQ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 呪

OQ 続 い て m に つい て下 極 限

取る と 　　1im 　・up　llA”

ll ’1n≦Hrn　inf　liAM　l

@t ／ m 　　　n→DO　　　　　　　　　　　
　　　7

L−→DQ

i2．14）

（2．15）

（2 ．16 ） 一般に上極 限は下極
限

以上で 、 両者が一致すると き 極 限が存 在 するの で 、 α A ≡limn→。。

llA ” V ！ n は存 在 する。
特に、 α A ≦ 1

酬工 ／ m で あ る。 　さて、上の 考察 よ り 、p （ A ） ≦ aA が言える 。 そ こで、ρ （ A ） く α A

仮定
す

ると
、α

A
≦

14 鵬 II1加、つま り、1 ≦］ AM11 ／ 畷と
矛盾する こ と

を 示 そ う 。 ま ず

ω ≡〜π 蜘 を 1のn乗
根 とすると、log（xn−1） ＝

　
2Z ＝i 　log （ Z 一 ω k ） と な

、これ
をX で微分す ると 　　立。÷諺£1 ・ g

（
納器1 ・9｛fi（

2 一ω・）
｝一

1 ・ 9（ zn− 1）一罪讐 　　k±1　　　　 　　　　　　　　　　　　k＝］　　　　　　　　　　　

　　 　 　　　 　 　　 　 階＝ユ 両辺 をz ！n 倍

て、1／z→AfA
とお く
と、

　
　　（ 　　　 An1 −一　

　　

λ ’ n ） 隔立（・−w
fi ） − 1 　 　 　 　 （ 2 ・17

　　
　 　　　　　 　　 　 恥＝ 1 λ ω 一k ∈r （A ） の とき 、 右辺 、従って、 左 辺 は 存在 する

次 に、 仮 定 ρ （ A ）くα
Aよ

り 、任意 の θ ∈ R に つ い てα Aei θ∈ r （A ）と な る 。 よ っ て

αA≦園≦αA＋1 を
満

たす
λにつ いて

　

　　　

　（
　　

　 An1一　
　　λ

n ）

− 1《・

一叢
）−

  氏 秩 i ・ 一 ・ 嘆 ） − 1 − （ ・ 一 酷 ） − 1 　　　

　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　 　　陀
二1

　　
　　

　　　 n 　　　
　

読
Σ （λω

一・

− A ） − 1 誤 （・A

λ）（卿一 k・− A）− 1 　 　　　 　　k＝1 　
　

　

　≦
11AUI

・ 。 一λ1・up
1 （ ’ … − A ） 一 ’ ll2 　 　 　　　 　 （ 2 ．

8
） 　

　　　
　
　　 　 　 　 aA ≦ IM ≦aA 十 1 一295一 N 工
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仮定 よ り、有界 閉集合 偏 ≦ 國 ≦ α A ＋ 1 は レ ゾ ル ベ ン ト集合の 部分集合で 、関数 or →

］1（71 − A）
− ill

は レ ゾ ル ベ ン ト集合上 、連 続なの で 、 （2．18）式最右辺 の 上 限は有限で あ る 。

任意の c に つ い て 、（2．18）式最右辺が E 未満に な る よ うに 2δ ＝ λ一 aA を選ぶ 。 と こ ろ

で 、aA の 定義か ら 、 n が 十分大 きい と 、 llA” ili！n ＜ aA ＋ δ。 よ っ て 、 11（AA ）
nll

〈 ｛（aA 　＋

δ〉／（aA ＋ 2δ）｝
n

→ o＠ → o 。）とな る ・ 以上か ら・結局・

　　　　1
鴨 ・ ・一（・曙 ≦ 1

鯉 ・ ・一詈

　　　　　　　　　＋ 1
鵯 ・ ・一睾　 ・一

諾 ・ ・ 　 　 （・・19）

ε は任意なの で
、 limn→ 。 。

1 −
　1 一

殺
1 ≦ ［レ4嚠／嫉 に矛盾す る 。 　轟

Prop ．2

A ∈ 瓢 に 対 し て 、

1．A が ユ ニ タ リー
（AA

＊
＝ A  A ＝ 1）な ら

　　　　　ρ（A ）＝ 1
，

σ （A）⊂ ｛λ ∈ o ・1λ1− 1｝

d

）

（

　

　

　

（

　　　　・一（ ）
一ユ

）
”

一

（　）
−1

）
一’

一・・
つ ま り・1・Mn − ・・ 【1・・

鰄 一 ・・ ・ ・・…

2，A が 自己随伴 （A ＝ 才 ）な ら

　　　　 ρ（A）− i囚 b σ （A）⊂ H 闇 1闘 川 n，
σ （A2）⊂ ［o，　ilAl鬥

（pr・ Qf ）

1，に つ い て 。

　 まず 、 （弊 性 と A   4 ＝ 1 か ら 、

圃 12− ll 
＊

酬 二 ll（An
− 1
）

＊

崩 A 洞 IHI（An
− 1
）

＊

An
− 111 … − 1［1il− 1

よ っ て 、 前の Proposltionか ら

　　 ρ（A ）＝ lim　lレ4nEE1／n ＝ lim　1 ＝ 1
　 　 　 　 　 　 n −＋DQ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n → OQ

が 分か る 。 同様に 、ρ（A
’

）＝ 1。

　次 に 、 A
− 1 ＝ 浄 が 存在 す る こ とか ら、e ¢ σ （A ）か つ λ≠ 0 の と き 、

　　（λ・イ
1
）一 細

一・

（
1
− 1 − A
λ ）

（2．20）

（2．21）

（2．22）

（2，23）

（2．24）
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とな るの で

　　　（… 一・A
−・

）
”1

　・…
’
・・f・・・・・…L な い ⇔ G・− A）

一’

轍 し ない 　 　 （・・5）

が 言 え る 。 よ っ て 、 σ （A
− 1
）＝ σ （A

＊

）＝ ｛λll／λ ∈ σ（A ）｝。 従 っ て 、 λ ∈ σ （A）な ら、1λ1≦
P（A）T ： 1か つ 1／1λ1≦ ρ（Aつ ＝ 1、つ ま り、σ（A）⊂ ｛λ ：1λ1； 1｝。

2，に つ い て 。

　 まず 、 0 ＊

性か ら

　　　11A2
”
Il＝ lA＊ 2n

− iA

、

2n
一1

凵＝ MA2n
− 1

【
2 ＝ ．．，＝ 11Ait2

”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．26）

よ っ て 、 ス ペ ク トル 半径 の 公 式 よ り

　　　ρ（A ）＝　lim　ilA2
”
］li／2n ＝　IAI］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．27）

　 　 　 　 　 　 児 → DO

とな る 。

　次に 、 A ！（2　All）11＝ 1／2 ＜ 1 よ り、土 il＋ A1 （2ilA［［）の 逆元が存在 す る 。 よ っ て 、

　　　K − C・・ ＋
、liAU）（1・ ＋

、ri／IAト1）
一’

　 　 　 （… 8）

とそ の 逆元 は 定義で きる 。 A ＊
＝ A で あるか ら

　　　　　κ 一C・・＋
，崙II）

−1

　（
　　　　A ＊

孤 十

　　　2HAII）− C・・＋
、riAH）

− 1

（・・＋
、1含1）

　　　　　一 （狂 十

　　　2凶 ）C・・・
、1含11）

−1
　・一　K

− ・

　 　 （・・29）

つ ま り、K は ユ ニ タ リーで あ る 。 こ の と き 、

　　　・一κ 一 ・・（il十

　　　2HAII）
− 1

　 　 　 　 　 （・… ）

の 逆元が 存在 し 、

　　　A ； 2illAH（1 十 K ）（1
−

」K
『
）
− 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．31）

こ れ よ り、

　　　・・ − A − ｛…
’i凶 ｝（鵜ill会トK）（・・一… 　

un’

　 　 （・・32）

とな る の で ・短 ・ （A ）は 1牽鍋 1・ ・ （κ ）と同値で あ る ・ よ っ て ・・ よ り・

　　　 λ 一 7．ilALI
　　　　　　　　　 1＝ 1e λ

＊

＝ λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．33）
　　　 λ一ト 2ilレ411

つ ま り、 σ （A ）⊂ R 。
こ れ と ρ（A ）＝ IIAIIよ り、σ （A ）⊂ ［一］IAH，　ilAIL］。
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　さ らに 、 （λ1
− A2）＝ （V貫1 −

、4X 〜
’賃1 ＋ A ）よ り、 λ ∈ σ （A2）は

、 A ∈ σ （A ）また は

一》X ∈ σ（A）と同値で あ る 。 よ っ て 、 ±》ヌ∈ 団 瑚 ，1國 ］⇔ o ≦ λ ≦ 1凶 P。
つ ま り、

σ （A2）⊂ ［o ， 11、4112］。 楽

注 ：w （f）をCCR 代数を定義する演算子 とする とき、li1− w （f）11＝ 2 を示す。 まず、　u をユ

ニ タ リ
ー とす る と、IIUAU＊ll≦ HUMFAIUIUII＝ 11A［1。 よっ て 、 11U4U＊11≧ llU＊U4U “Ull ＝

ilAM、
つ ま り、　liu4u“ ll＝ ＝　i1All。 さて 、 λ ∈ σ （w （f））とす る と 、 w （f）は ユ ニ タ リーな の

で λ ＝ eie と表せ る 。
こ の とき 、

　　　　　　　　　　　　　　　vv・
　iW （

一i（e ＋ π

　　Iiノ牋
）
ノ）

とお くと、W （f）の 性 質か ら WiW （f）曙 ＝ − e
−iew

（！）とな るの で 、

2 ＝ 1 −
｛
− eL

θ
λ｝∈ σ （1

− W ，　W （プ）Wf ）

が い える 。 よ っ て 、2≦ ρ（1 − 　WiW （！＞vvr）＝ ［11　一　w ，w （！）Wf 　H＝ 111− w （f）1。 他 方、

「1
− W （f）H≦ ll111一

ト11W（∫）II＝ 20　　d』

Def ．3A

∈ Utが 自己随伴で その ス ペ ク トル が正の 実数の 部分集合で ある とき 、 正値で ある とい う。

PrOP ．3

ヱ．自己随伴 な A が 正値で ある必要十分条件は III− A ／11AIIH≦ 1。 さらに 、 自己随伴 な A

　　 が 」1i− AH ≦ 1 を満 た すな ら A も正 値で あ る 。

2．正値元 、41A2 と、正の 実数 cl　c2 に つ い て 、　 CIAI 、　 CIA1 ＋ c2Ai は 正値で ある 。

3．任意の 自己随伴な尤 A に つ い て 、 2 つ の 正値元 A ± が存在し ． A
＋A＿＝ 0、 ．4 ＝ A ＋

− A −．

　　 が 成 り立 つ
。

4．A が 正値 oA ＝ B 零B とな る よ うな B ∈ 2tが 存在 す る 。

（pro・ f）

1 に つ い て

　A が正 値な ら σ （A）⊂ ［0 ， HAII｝な の で 、σ （1 一 4／liA」）＝ ｛λ ：llA！1（i一λ）∈ σ （A）｝⊂ ［0，
1｝。

よ っ て 、 ρ（1
− AfVAID ＝ ii1− AIH ノ乱llR≦ 1。

　逆 に 、σ （A ）　一 ＝ ｛λ ： 1 一λ／［トAli∈ σ （1 − A ／HAII）⊂ ［− 1
，
1］｝⊂ ［O，

211AI｝］、よ っ て 、　A は正

値で ある 。

　 さ らに 、 11− Al［≦ 1 な ら σ（A）＝ ｛λ ： 1 一λ ∈ σ
一
（1 − A ）⊂ ［− 1

，
1ユ｝⊂ ［O ，

2］と な る の

で
、 A は 正値で ある 。
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2 に つ い て

　cr1 ＞ 0 なの で 、σ（c1Al ）； ｛λ ： λ／cl ∈ σ（A ，）｝⊂ ｛λ ； λ／c， ∈ ［0 ， 11Aill］｝r ：［0 ，
011 ．41旧。

よ っ て 、 c、A 、 は正 値で あ る 。 他方 、 4 は 正値なの で 1 よ り111　一．Aゴ／iレ矧iII≦ 1。 そ して 、

P ＝ clllAill！（clllAlll ＋ c21A21i ）とお くと 、o ＜ P ＜ 1か つ

　　　　　　　　　　噛 ・ （・
一

・満 一
。 1繍鵠 ，ll

よ り、

　　　・一

｛Pll会il1＋ （・
− P）1．iil｝…

一
　ti会lll・ （1 −

・） iL　一　tl　Aiil ・ ・ （・・34）

よ っ て 、CIAI ＋ C2A2 ／（CillAil ＋ C211A2 ］1）、 従 っ て 、　 CIA1 ＋ C2A2 は 正値で あ る 。

3 に つ い て

　lx［＜ 1 の とき、

− ma　2 項定理 よ り、 Vi
’
＝
’
EiJ＝ 1一

Σ窪1（2n
− 2）！xn ／（22n

一1
（n

− 1）ln1）。

こ こ で 、 0 ≦ x 〈 1で 1 − x ≦ e
− x と liMn−＋ 。。｛log　n

−
　：鴛；i　i／k｝が 存在 す る こ とか ら 、

　　　卿 婁織 ，

一 窺（
　　　　11
− −

　　　2k）・
、諺。

脚 （甼器 ）・
，轟

を満た す正tw　K が 存在す る 。 よ っ て 、Σ陰1（2n
　− 2）！／（22n

− 1
（n

− 1）！nl ）は収束する 。 よ っ

て 、 IIOII≦ 1 の と き 、

煮、繕謬
！

鍔傷，
≦揮髴 ≧ll8！1，≦暮鐔紹 1，。 ，

一 ・（N ，
M − ・・）

となるの で 、次の 級数は 劉 で ノ ル ム 収束す る 。

D （・）一 ・一

書、鐸
！

雛，

vT ＝
−
IEの 一

般 2 項展開よ り、

　　　　　・− m 　＝＝・… ・シ黔
（書 訊 窰譜諜 。 ，）

2

となる の で 、

　　　　D （・）
2

− （・ 一

書、舞 響
！

噐，）
2

　　　　− ・ 一・薯，鐸
！9i淑 雲，舞 孕

！

雛，）
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　 oo

　　　　
− ・一・

薯，鐸
！

畿1
＋ ・

霧、銑 響
！9傷，

一 ・一・

（235 ）

（2．36）
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さて 、 ．4が 正値な ら 、 1 よ りH1− A／UAII11≦ 1 とな るの で 、

　　即 111／2D

（1
− −

　　MAil）　 　 　 　 　 　 （・・37）

が 定義で きる 。 また 、 A が 自己随伴な の で B も自己随伴 とな り

　　　B
＊ B − ・

2
一 凶 ・ （1 − −

　　1凶 1）
2

− i叫 一・・ 面）一 ・ 　 　 圏

が い える 。

　 さ らに 、

　　　・

「1卦 薯讃織 ，
＝ 一 　vS − … 　 　 （・鋤

なの で 、BAiAli 　
1／2

、 即ち 、
　B は 正値で あ る

。 そ こ で
、
　 B を A の 平方根 と呼asn　B 　・＝＞

tTA
と

記す 。 特に 、 自己随伴 な A に つ い て A2 は 正値なの で 正値元 〜
／頭 が 定まる 。 こ れ を IAIと

記す 。

　さて 、 自己随伴 な A に つ い て 、A 土
； q刈 ± A ）／2 とお くと、題 意 を満た す こ とを示 そ

う。 A 　 ・ A
＋
　
一

．A ＿は 自明 。　 IAIは A と可能交換 な 1 − A ／NAilの 級数 な の で 、　A と交換 す

る 。 よ っ て 、

　　　　　　　4A
＋
A ＿ ； （レ11十 A ）（1AI一ノ4）＝ A2 十 ノ4レ輯一］A レ1− A2 ＝ o

次 に 、 A ± が 正 値で ある こ とを示そ う。 ど ち らの 場合 も同様な の で ん の 場合を考 える 。

　　　　　　　　　　　　　　　　An ＝ πA三（1 十 n4Z ）
一1

とお くと、

　　　　　　　　　レ引A
η

＝ A − Ar
匹 7　A ＿An − A ＿ ； − A ＿（1 十 児A2 广

1

なの で 、

　　　　　111AIAn− A＿il2＝ ilA− （1 十 η AZ ）
− i112 ＝ ll（1 十 nA ≧）

−1A2
（1 ＋ η ノ1≧）

Nlll

　　　　≦ ll（1 ＋ η疋 ）
一・

．4！Flll（1 ＋ nA2 −）
− tH

　 ：＝主ll1＿（1 ＋ η疋 ）
一・IIII（1 ＋ η疋 尸 ll

1＋ η 疋 の ス ペ ク トル は ［1，
0Q ）に含 まれ る の で 、 （1 ＋ 瓢 42）

− 1
お よ び 1 − （1＋ nA ≧）

− i
の ス

ペ ク トル は ［O，　1］に含 まれ る 。 よ っ て 、上 式右辺 は lfn 以 下で 、　liMn＿。。　IIIAIAn− A − ll＝ 0

とな る 。 他方、

1礁 《凶
1／41ん 1112（・1・ ＋ 疋 ）

− 1／2

囚
1・・

｝Al
・／・

）
2
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は 正値なの で 、

　　　　1・一

缶卜 1・一

嵎会剤・ 11鶻llr　
l1
袈1個

A ［

缶1
ん 1

　　　　・ ・＋ 1旧纛［ 右陣國 μ
Al

缶IA
− 11

− 1 （n → 。・） （… ）

よ っ て 、A＿は正 値で あ る 。

4 に つ い て

　A が 正値の とき 、 A ＝ B ＊B と な る こ とは 3 の 証明 の 過程で 既 に 示した 。 逆に 、
　B ＊ B は

自己随伴 な の で 、 3 よ りB ＊ B ；0 − D 、 CD 　＝ ・　O を満たす正値元 C
，
　D が 存在する 。 こ の

とき、

　　　　　　　　　
一
（BD ）

＊

（BP ）＝
− DB ’BD ＝

− D （o
− D ）D ＝ D3

右辺 は 正値元 D の 3乗 なの で 、 左辺 も正値で ある 。 よ っ て 、 σ （（BD ）
＊

（BD ））⊂ （
− oo

，
e］

逆 に 、 自己随伴 元 S
，
　T を用い

、 BD ＝ S ＋ iT と表す と （つ ま り、 S ＝ ｛（BD ）＋ （BD ）
＊

｝／2 、

T ＝｛（．BD ）
一

（BD ）
＊

｝／（2i）とお くと）、

（BD ）（BD ）
’

＝ （S ＋ iT）（3 補 τ）＝ 　s2 ＋ T2　＋ i（TS − ST ）＝ 一（BD ）
＊

（BD ）＋ 2S2 ＋ 2T2

右辺 は 正値元 一
（BD ）

’

（BD ）、2S2、2T2 の 和 な の で 、左辺 は 正値で あ る 。 よ っ て 、任意の

負数 λ ＜ 0 に つ い て 、（λ1 − （BD ）（BD ）
＊

）
− 1 が 存在す る 。 とこ ろが 、

　　　　　（λ1 − （別 ））
＊

（BD ））｛1 ＋ （BD ）
“

（λ1　一（BD ）（BD ）り
一1
（Bl ））｝＝ λ1

よ り、（λ1・一（BD ）
＊

（BD ））
− 1

の 存在が 分か る 。 よ っ て 、 σ （（BI ））
＊

（BD ））⊂ ［O，　Oc ）。 以上か

ら 、 σ （D3 ）＝ σ （
一
（BD ）

＊

（BD ））＝ ｛0｝となる 。 実数 λ に つ い て 、 ω ＝ e2Ti ／3 と置 く時 、

　　　　　　　　　　 λ
31 − D3 ＝ （λ1

− D ）（λω 1 − D ）（λω
21 − D ）

で 、 D は 自己随伴な の で 後半の 2 因子 は常 に逆 を持つ
。 よ っ て 、 λ

31 − D3 が 逆 を持つ こ

と と λ1 − D が 逆 を持 つ こ とは 同値で 、σ （D ）＝ ｛λ∈ R ： λ
3

∈ σ （D3）｝； ｛0｝とな る 。 結

局 、
ス ペ ク トル 半径 の 公式 よ り トID」1＝ O とな る 。 ゆ えに 、　 B

’ B 　・一　C は正 値で あ る 。　る

2．2　 數 に お け る時間発展

　σ
＊

代数に よ る方法 で は直接分布 関数 を扱わ な い た め 、 Heisenberg描像で 時間発展 を考

える必要が あ る 。 そ こ で 數 に お ける 時間発展演算子 η を次の よ うに 定義す る 。

Def．4 （時間発展の 定義 ：強連続 な ＊一同型群）

A
，
B ∈ 以 に対 して

1．7 ジ 蟻 → 瓢 は線形写像で Tt （AB ）・．
　Tt （A）T・t（B ），

τt（A
“

）・ ・ 　Tt （A ）
＊

を満た す 。 件 同型丿

一 3Q1一
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一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

講義ノ ート

2．Tt
＋s （A）瓢

η τe （A）7To （A）＝ A ，（群 の 性質）

3．lim
，→ e　l　1　Ts （A ）− Tt （A ）［1＝＝ 　o， （強連続性）

PrOP ，4

77tを 數 上 の 強連続な
＊一同型群 とする と 、 Tt （1）＝ 1 か つ 【η（A）1＝ 11All。

（proof）まず 、 斌隔 （A ））＝ A よ り、

　　　　　　　　 Tt （1）； 7Tt（1）Tt （T ＿t（1））； 7t（1τ＿t（1））± Tt（Zt （1））＝ 1

さて 、 A ∈ 鋭 を 自己随伴 とする と、λ∈ r （A）に つ い て 、〈A1 − A）
rm1

が 存在す る 。 よ っ て 、

（λ1− ・，凶 ）Tt（（λ1 − A）
一工

）− rt （λ1
一
砺 （（λ1

− A）
− 1
）・ … rt（（λ1 − A）（λ1

− A）
一ユ

）− Tt（1）＝ 1

が 存在す る 。 よ っ て 、λ∈ r （η   ）で あ る 。 逆に 、λ∈ r（τ，　（A））な ら

　　　　 ワ＝ 盂（（λ1 − Tt （A ＞）
− 1

）（λ1　一一．
．
t1
）＝

窺 （（λ1
一

η （A ））
− 1
）zat （Tt （λ1

− A ））

　　　　＝・… T− ・（（・・一
・ （・））

− 1

（・・一
η （・）））一 ・一・（・）一 ・

よ り、 λ ∈ r（A ）。
よ っ て

，
r（A ）＝ ＝ 　r （Tt（A ））、つ ま り、 σ 〔A ＞＝ σ （Tt （A））とな り、IIAII＝

ρ（A ）＝

ρ（Tt（A ））＝ 117，（A ）11が 言える 。 A が 自己随伴で な い 場合は
、　 HAIe2＝ ll・4＊

／11i＝ llT（A   4）！1＝

liT（A ）
’
Tt （A ）ll；II7‘（A＞II2か ら 、 9］Ail＝ 11r，（A ）llが 書 える 。 　品

PrOP ．5

強連 続な 乳同型群 η に つ い て 、瓢 の 稠密 な部分集合 D （δ）で 定義され た線形演算子 δが存

在 し 、 A ∈ D （δ）に つ い て

　　　　　7・
t （A ）

− A
　　　　　　　　　　

一δ（A ） − O　 　 lim
　 　 ‡

一・O　　　 t

が 成 り立 つ
。 ドメ イン D （δ）で 定義 され た δの を Tt の generatorと呼ぶ

。 さ らに 、

　　」 1 ∈ D （δ）か つ δ（1）＝ O

　 ji　A 、　B ∈ D （δ）な らば AB ∈ D （δ）で δ（AB ）＝ Aδ（B ）＋ δ（A）B が 成 り立 つ
。

　 iii　A ∈ D （δ）な らば 謝 ∈ D （δ）で δ（A ）
＊

＝ δ（A
＊

）が 成 り立 つ
。

（proof）集合
・D （δ）を

　　　D （・）謳 ・ 器ズ・・e啣 ・）・α 〉 ・・ ・ … 圃
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 、

（2．41）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．42）

と置 こ う。 まず 、 D （δ）が 稠密 で あ る こ とを示そ っ 。 任意の A ∈ 餌 に つ い て 強連続性か ら

IIAa＋ 説
゜°

・轟 （・）湖
゜°

… ビ
・／・A −

，f，
°G

書・
一

・〆・

｛・
・ （細 ｝

一 ∠
° °

酬 袖 （A）
− A ｝ ・f，　

° °

　…
一

・

　lfi　… （・）　
一
　AII − ・ （・ 一 ・）　 （・・43）
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実際 、 任意の c ＞ 0 に つ い て 、 M を億 45e綿
く c／（4」凶 D とな る よ うに 選ぶ と 、 Tt の 強

連続性 よ りα を十分小 さ くとる と SUPo
〈 t〈 αM 　ITt（A ）

− AIIく E／2 とで き 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
oo
　　　　　　　　　　　　　　　　　E　　 E

　　　　　≦ 　 　 　 　 ， 　 　
dse

− s5
＋ i ＜ E

　 （2・44）

が 霄 える 。
つ ま り、D （δ）は 數 で 稠 密で あ る 。

　さて 、 A
α

∈ D （δ）に つ い て 、

・（A ・ ）ず 害・
一

・／・

7
・＋ t（A ）一 ∫

° °

咢鞠 ・）・一・e
・／・A

・

一

記
1

… 撃 姻

なの で 、

　　　　　
嘱

｝±
A

・

斗
ε
言／α 一

｝
− t／α

・
・

一

記
1

・・e   （A）・2
　　　　　≦

e

≒
一 オ／α

ll・・ U・ 説
工

… 撃 i鳳 馴

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
’

・一

∠
1

…
° 母

　 　 （・・45）

IIA・ 副 1・f。
°°

副 娩 （・）
− All

ズ酬 廊 （・）
一

蝋 …
一

・ll・11・f。
M

　　　　　　　　　　　　　　　　　 十
一
　　　　　　　a 　 IA［1→ o （t → o＞

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α

そ こ で 、A
α ∈ 1）（δ）に つ い て

　 　 　 　 　 　 　 1
　　　δ（ノ1α ）…ヨ ー｛ノ1

α

一 A ｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．46）
　 　 　 　 　 　 　 α

とお くと 、 明 らか に δは線形で 、

　　　　　τt（A α ）
− A ，Cl

　　　　　　　　　　　
一δ（A α ）　＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．47）　　　li皿

　 　 　t→o　　　 t

が 成 り立つ 。

　さて 、斌1）＝ 1 か ら

　　　酔
（11

− 1
− ・ 一 ・ 　 　 　 　 　 　 （・・48）

とな るの で 、   が 成立 。 また 、 A
，
　B ∈ D （δ）の と き 、

　　　　 Tt （AB ）− AB
　　　　　　　　　　　

− ｛δ（A）B 十 Aδ（B ）｝
　 　 　　 　 　 　 t

　　　一 典
一4

・，（・）
一・（A ）η （B ）・ ・（A）・・（B ）

一・（A）踊 哩
一 B

− A・（・）

　　　　≦ 哩
一A

− ・（A ）1［・11・・

，（B ）1・ 1［・（A 川 Tt（B ）
一・ II・ ll・ 幣

（β

｝
一B

− ・（・）

　　　　
一
→ 0　（t −→ 0）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2。49）
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よ っ て 、（ii）が成立 。　A ∈ D （δ）な ら 、

　　　　　樊
一A ＊

一・（群
「t（
÷

減
＊

一・（A ）
・

　　　　−

Tt （A）
− A

　 　
一δ（At

） 一 ・ （t − ・）　 　 　 　 （・．5・）

よ っ て 、 （iii）も成立 。　“

例 3 （spinless 　fermion の 自由時間発展）
窺CAR 上の 写像 ぜを次式を満たす兆 同型 として 定義する 。

　　ザ（・ （ノ））・ ・ （e
’h・tf

）− f　dk（遡 ・晦 　 　 　 　 （・… ）

た だ し （eih
・tf

）  ≡ eiWktf （k）と した 。 す る と 、 generator は

　　・・ （・ （ノ））− 1齲 梱 ）
＊

・k　・ … （・h・f）　 　 　 　 （・・52）

とな り、α （f）∈ D （δo）で あ るに は ∫嚠 畷 ！  12く ○○ で なけれ ば な らな い
。

こ れ か ら 、

即 nera 右or が 瓢全体で は 定義で きな い こ とが 分 か る 。 因み に 、 上 記 Propositiomの 証 明中

に 出て きた a（f）α
は

　　　　　　　　　　　　　・（f）・ 　・＝　fdiC｛、｛1翫｝
＊

ak

とな る 。

例 4 （spinless 　boson の 自由時間発展）

以CCR 上 の 写像ぜ を次式を満 たす
＊一罰型 として 定義す る 。

　　糊 プ）） … p（k｛f… （・
・… f（・））悔 ＋f・・（…

let
！  ）・A｝）

　　　　　　　　− w （eih
・‘f）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2，53）

た だ し （eihetf）  s 　einletf（k）とし た 。

PrOP ．6

Tt を強連続 な 光 同型 群 とし 、 y ＝ V ＊

∈ 2しを 自己随伴な元 とする 。
こ の と き 、 rt を次の 積

分方程式の 解 とす る 。

　　・・
一 ・ ＋ ・ズ蝋 （・）　 　 　 　 　 　 （・・5・）

す る と 、 （i）Ftは ユ ニ タ リ
ー

で 、 〔ii）几＋ 、
＝ 　1’

tTt （r 、 ）か つ 侮丿

　　 ず（A ）≡ 恥 （A ）rl （
∀A ∈ m ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2．55）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 304 −
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は 強連続な ＊一同型群 とな り、 ず の generator　6v は ∀A ∈ ．0 （δ）（δは Tt の gellerator）に 対

して 定義 され

　　 δ
y
（A ）； δ（A ）十 2【V ，

A］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．56）

が 成 り立 つ
。

（proof ）与 え られ た 積分方程式を逐次代入する と

　　r・　
一 ・＋ ・ズ晦 （v ）・ぜ碗 ズ幅 （v ）7s2 （・ ）

　　　　　　・ … ・ 靨ぜ 嘔 ・
…

ズ幅 （・副
… T

・ n （・）・ …
（・・57）

が 得 られ る 。
こ の 無限級数が 存在 し 、 tの 連続関数で あれ ば 、

こ れ は 、 積分方程式の 解で

ある 。 とこ ろ が 、 1属、 （v ）… 7 。 n （v ）”≦ 11’ s 、 （v ）II… 7 。 n
　（v）11＝ llVIInよ り

』

、、

　 t＞ o の と き

対応す る絶対級数 は以 下の よ うに 収束 する ：

・＋ ズ崛 v） ・ …
・ ズ晦 ズ画 一r

・ズ觚 （v ）rs2 （v ）・
・
’・

・n （v ）・ 一一・

・ ・＋f，
td

・II・ ・ （V ）li・ … 耀・勗 か辱 … ∬酬 ・ ・（・）Ts2 （V ）
・

”
・ 。 （・）lf・＋ …

≦ 1 ＋f，
‘

・・llVl［・ … ・ズ呱 ズ晦 一… ズ酬 VII・

・ …

　一 1＋ t・［IVII＋ … ＋ 篇畔 ＋ … 一 ・
11Vlgt

＜ ＋ 。。

t ＜ 0 の 場合 も同様に 収束す るの で 、（2．57）は ノ ル ム 収束し 、

　さて 、 （2．57）の 右辺 は t に つ い て 微分可能で あ り、微分す る と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　 　　 　　 　　　 　　 　　 d

　　　　　　　　　　誘
几 ＝ i「tTt （v）　及び

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誘
「卜

｝
蝋 v ）「1

を満た す こ とが分か る 。 よ っ て 、

　　　　　　　昜（r士r歪）一 咢≒P言＋ r・響一 ir・7t （V ）ri
一盛r古η （V ）r誉一 〇

よ り、 r亡r歪＝ P〔｝r古＝ 1 。 逆 ｝こ 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　誘（Pt「の＝ 一
嘱 （v ）・

「歪「・］

よ り

　　　　　　・歪・一 ・一 一イ婀 町 芸巧ト ・か齢 凧
一・］

従 っ て 、 t ＞ 0 の と きは 瓦 （t）≡ 溶43［［鞘r
、
− ill とお くと 、

dR 、（t）

　 dt

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 305 一

（2．58）

積分方程式の 解 とな る 。

一 II嘔 一・II・f，
’

・・11［・（・），
・言旧 】ll・ ・1・ 1ズ酬 ・怨 一 ・ll− ・11叩 ・（の
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が 成 り立 ち

・≦ 〜1浩
l

l
l亡

凧
一 ・II一 号ll当

I

I
I亡

際
オ）

≦ ・

一・il・ ・tR
・（t）

一 牒 ｛・
一・11・ il・R ・（・）｝イー 陣 伴 一・11・II・・（s）｝・ ・ （・・59）

つ ま り、 1
「
押 ε

＝ 1 が 得 られ る 。 よ っ て 、 Vt はユ ニ タ リーで ある 。

次… 毒賦 。。

一 ・ と

d
瀟

「き「‡＋s
＝ ip蛮1

コ
t＋sTt ＋ s（v ） （2．60）

よ り、

　　　r：r ，＋ ．　
＝ ・＋ ・ズ呶 調 ・ ・

2

∠冠   幅 翫 ・・ （・）

　　　　　　　　　・ … ・嘱属ズ嗾 一・
… ∠

砲

臨 ・t・
　（v ）・・＋・2 （v ＞… T

・＋ ・n （v ）＋
…

　　　　　　　一 ・ ＋ ・ズ蝋 （・））・ ・
2

∠
古

蝋  細 嚇 ））

　　　　　　　　　＋ … ・ヅ嘱  一1
… ∠

砲

齲 （Ttl　（v ）Tt、（v）… T・n （v））・ …

　　　　　　　一 畑 ズ幅 伽
・

ズ… f，  ・T・・翫 〔・）

　　　　　　　　　＋ … ＋靨嘱   一・
… ズ話蝋 y ）7t2 （v）… r ・，，（y）・

…
）

　　　　　　　＝ 　　Ts （rt）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．61）

つ ま り、 r
，＋t ＝ ：r

，
7
幽
s （rt）。

　最後に τ派A ）≡ r而 A）環 が 、強連続な ＊一同型群 で あ る こ とを示そ う。 4 は 明らか に

線 形で あ る 。 そ して 、

　　　　　TtP
厂
（AB ）＝ 1

”
t7t（AB ）丁誉＝ rtTt（A ）Tt（B ）r歪＝ rtTt（A ）r歪r オη （B）r諺＝ 7γ（A）T ，

v
（B ）

　　　　　ず（A つ 一 恥 （A
＊

）rf・− r、Tt（A）
＊r卜 （恥 凶 r歪）  7

，

v
（A）

＊

つ ま り 、 ぜ は ＊一同型 で あ る 。 そ し て 、

　　　　　ず（ず（A））＝ rtTt（FsT，s（A）r叢）r；＝ rtrt（r ，）Tt（τs（A ））Tt （r；）r芸

　　　　　諮 恥 （］コ、）Tt＋ 、（A ）　r ，　（r 、）
＊1
’
x　 ・　1

”
，＋，

Tt
＋、（A）r磊 ＝ 祖 。（A）　 　 　 （2．62）

よ り、T
，

v は群 で 、

　　ll7rJ
！

（A）− Al ＝ ［1　1
”
，　7T，（A）rご一 AII≦ IIrオ（Tt （A ）− A）r誉11十 1［r，Ar 歪一 ノlrrll十 KArl− All

　　≦ ｝1乃 （A）− AII十 MAIIIFi’

茸
一 111十 llAllllTt− 111→ o　（t → o）　　　　　　　　　　　　　　　　（2．63）
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よ り強連続で もあ る 。 さらに 、 A ∈ D （δ）の とき 、
ノ ル ム 収束の 意味で

　　　　
ず（
禦 一

卿
譬

孟
一 ・μ

五

｝識 ＋
「

〒協 ・ A≒
1

　　　　
−→ δ（A ）

一
トiVA − iAV ‘δ（A）十 i［V ，

　A］　（t
−

→ 0）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．64）

が 成 り立 つ
。 但し 、 t → o で 、　ll（T，（A ）一 4）1t一δ（A）」→ o 、　ll（几 一 1）／t，

− iVlt→ o と な

るこ と を用 い た 。 よ っ て 、ず の gelleratorδ
u

は 、 δ
v
（A）＝ ・ 　6（A）＋ t［税 、41で あ る 。 　凸

　系が 自律的に 変化す るだ けで な く、外か らの 操作 に よ っ て 変化す る場合 を考え る必要が

あ る 。
こ の とき 、 系の 時間発展は 時間に依存す る摂動を受け る 。

こ の 発展 を記述す る ＊一同

型写像 を考え よ う。

PrOP ．7

Tt を強連 続な ＊一同型群 とし 、 V （t）＝ V （t）
＊

∈ 勉 を ノ ル ム 連続 な 自己随伴元 とす る 。 こ の と

き、rt，s を次の 積分方程式の 解 とする 。

　　r ・
，
・　

＝ ＝ ・＋イ鵜 画 一 （v （・・））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．65）

す る と 、 （i）rt，
S は ユ ニ タ リ

ー
で 、ω rt，， ＝ 1’

t，，
，
Tt

、
＿

。 （rt，
t，）か つ 侮丿

　　弔凶 ≡ r・，。rt．、 （A ）r嵳、 （
∀A ∈ X）　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2．66）

は 究 同型 で 、Tis （A ）＝ 螺声 （磁、（A ））か つ
∀A ∈ D （δ）に対 し

　　藷蜘 一環（・凶 ・ 棚 ，
A］）　 　 　 　 　 （瑚

が 成 り立 つ
。

（proof）前同様 、級数

　　辱 ・＋シズ亙   婦 1
… ∬

聖

・・扇 胴 ）7・・
一

・（・（・・））’”
… − s （v （・・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．68）

が 存在．し 、 tの 連続関数で あれ ば 、
こ れ は 、 積分方程式の 解で ある 。 とこ ろ が 、

　　　1陶 ＿5 （v （t1））… 7tn ＿s （v （tn））ll≦ ITt、
＿s （v （tl））1… llTtn＿s （v （tn））lj＝ KCt

，
　s）

n

（但 し 、 K （t，
s）≡ SUPs

く ． ＜別y （T ）1）よ り、 t＞ s の と き対応す る絶姆級数は以 下 の よ うに

収束す る ：

　 　 　 　 　 　 OG

・ ＋ Σ ズ砺 ズ晦 一・
… ズ♂嬬 叩 （v   ）T・・

一
・（v   ）… T ・。

・− s （v   ）

，∴蕘κ （可 呱 ズ畆 …f．

　
・・

　・・、

　　　甥
一 ・＋ Σ

κ （9t’llzcl：．
）tn

− … 咳 ＋ ・・ 　 　 　 　 （・・69）
　 　 　 n；ユ
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t 〈 0 の 場 合 も同様に収束す る の で 、 （2．68）は ノ ル ム収 束し 、 積分方程式の解 とな る
。

　　さて
、 （2．68）の 右辺 は t に つ い て 微分可能で あ り、 微分する と

　　　　　 　　　　d　　　　　　　　　　　　　　　　 d
　　　　　　　　語

「・・
− il’

t，・ T・一・ （v （t）） 及び
詔 ・

一 一・
・i・Tt−

・仰 臆 ・

　を満 たす こ とが分か る 。 よ っ て 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　誘（「ち・ 「z・）＝ 乞「
ち5T ト ・（照 ））「z・

一乞「
ち臨 （y （舌））「is− °

　よ り・r
  驚s

＝ r
。 ，。驚 5

” 1 。 逆 に ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d

　　　　　　　　　　　　　　読（「試・
「志，・）＝ − i［7t− s（v （t））・

「x，・「t・s］

　 よ り

　　　　・z，
・

一
・イ 帽 ・ （・）），

・調 … か緋 （・）），
・x，

・一 ・］

　従 っ て 、T ≧ t＞ s の と きは 島 （t）慕 πd剛r島r右
，，、

− 111とお くと 、

　　　　撃 一 II・孫・
一

・凵・庖 【i［一 （・（V））螺 一 ・」II

　　　　　　　　　　・ ・燗 か帆 r− ・II・一 ・K （T ，
・）R ・（・）

　が 成 り立 ち

　　　　　・≦ i蒜 ill・Z，
・

・ ＋ i芸筈響
）

・ ・

一・κ唖 ・（・）

　　　　　一ズ・・磊｛・

一・K ・・ ，…
’

R ・（t
’

〉｝一か・・

一
… 瑚 際

）一・K （珊 の｝・・

　つ ま り、r毳。
P

ち、
＝ 1 が 得 られ 、 几，s が ユ ニ タ リー

で あ るこ とが 分か る 。

　　次 … さ、み L、

一 ・ と

　 　 　 　 d

　　　　読
「宣・み 一 i「毒・，・1

’
t・… 一

・（照 ）〉　 　 　 　 　 　 　 　 （2・70）

　 よ り、

・乱轟 一・＋獣 ぜ 瞬 … f．」
2

　d幅 脇 ））娠 陶 ）… 副  

一 ・＋シズ亙1帽 ・・か・鰍 （T・・
一

・ ・ （・（・・））T ・・
一

・ ・ （v （t2））・・・… − 3d （v （・・）））

一
鰍 （・＋ シ∠冠 遍 … ∠擁 … 陥 ））T・・

一
・ ・ （v （・・））”・

… 一
・・ （・（・・ ））））

　 ＝ TSi＿s （rtSl）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．71）
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つ ま り、 rt，，， ＝ Ts
、，．，Ts ，

＿s （rt，，、）。

　続 い て 、

煮凶 ゴ 晒 一s（A）rf，s （
∀A ∈ 飢） （2，72）

が
＊一同型で あ る こ と を示 そ う。 環 は 明 らか に線形で あ る 。 そ して 、

　　　　環c4B）＝ 1
「
t
，
、 Tt＿。 （AB ）rl．s ＝ 1”

t
，
。 Tt＿s （A ）Tt＿s （B ）rこs

　　　　　　　　　− r・
，
、
r・．。（A ）r ，Z。

r
ち，

7t．
、（B ）r；

，
．

一 擺（A ）鵜 B ）

　　　　毒（A
＊

）… rt，、Tt−。（A
＊

罵
，
，

− r・。
7tt−

。（A）
＊r営广 （r ・，、婦 A）r差，）

＊

一毒（A ）
＊

なの で 、弔 は ＊一同型で あ る 。 さ らに 、

　　　　舜，（磁、
（A））＝ r’，、，

、
Tt

、
．．

。（rt，t、
7・t＿t，（A）F，Xt、）rl，，S

　　　　 − r・、，
。η 、

一
，（rt，・、）Tt、

一
，（Tt− ・、 （A ））rt 、

一
、（r婦 r去．。

− r ・．。7t− ， （A罵 ，

一 城二（A）（2・73）

が 成 り立つ
。

こ れ と 、 rt，t ＝ 1 を利用す る と 、

∀A ∈ D （δ）に 対 し

　　　　
輪 （A）

ガ
軸

一 覊（
輪 （

歪
） A

）− 72
，
k（

騒

響
濡 A

）

　　　　一 畷r・＋評 （Al
− Ar

鑷 ）… is（F−
「

弩
一 1

）＋頑
「古＋陀

芳
一 1

五）
　　　　 → 煮 （δ（A ））＋ 鴪（

− iAV （t））＋ ・藁（iv （t）A）（h → 0）　 　 　 　 （2．74）

つ まり、

　　　蕩・薦（・）一唱（・（・）・ 柚 ）， 刈）　 　 　 　 　 （・・75）

が成 り立 つ
。 但し 、ゐ一

→ o で 、11（蝋 A ）
− A ）／h 一δ（A）U→ o ・ 1（Ft＋h，t　一　1）！h

− iy（t）11→ o

となる こ とと写像 A → 襟（A）が連続で あ る こ と を用い た 。　吊

2．3　 0 ＊

代数上 で の 状態

　さて 、
これ まで は可 観測量か らな る複素代数 、 C ＊

代数の 構造 を見て きた 。 可観測量は

観測毎に 様々 な値を と り、 状態に よ っ て
、 そ の 確率が 異な る

。 よ く知られ て い る よ うに 、

確率変数の 生 起確 率 を知 る こ ととあ らゆ る次数の モ ー
メ ン ト （可 観測量の べ きの 平均値 ）

を し る こ とと 同等で あ る 。 従 っ て 、 各可観測量 の 平均 を知れ ば 、状 態が わか る こ とに な

る 。 そ こ で 、0 ＊

代数 鋤 、t：一の 「状態」ω を次 の 性質を持 つ 瓢 か ら複素数 σ へ の 写像 とし て

定め る 。

Def ．5 （状態 の 定義）

A
，
B ∈ 數

，
α

， β∈ C に 対 して

一
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1 ．ω （α A ＋ βB ）＝＝ 　a ω （A）＋ βω （B ＞ 櫞形性丿

2．ω （．4慣 ）≧ 0 〔正 値性）

3．ω （1）＝ 1　（規格化丿

を満た す写像 を状態 と呼ぶ 。 性 質 ヱは 、和 ・ス カラ
ー
倍の 平均が 平均の 和 ・ス カ ラ

ー
倍に

なる こ とを意味し 、 性質2 は正の 値をと る可観測量の 平均が 非負で ある こ とを g　
’ifk質3は 、

い つ も ユの 値を とる可観測量の 平均が 1で あ る こ とを表 して い る 。

Prep ．8 （状態の 性質）

i ω （A ）
＊ ＝ ev（A

＊

）

ii　lw（A ＊B ）｝≦　 ω （A
’A）ω （B

＊B ）　 （Cauchy−Schwarzの 不等式）

iii　w （・4囎
＊
β・4）≦ NBI［2w （A   4）

fv　Lω （A）1≦ IIAI［　 （ω の 連続性 ）

proof

（i）に つ い て ：状 態の 正 値性 よ り、 任意 の 複素数 λに つ い て

　　　　　　　 ω （（A ＋ λ1）
＊

（A ＋ λ1））一 ω （A
’A ）＋ λ，

“

・v（A ）＋ λω （A
＊

）刊 λ12

は 実数 。 よ っ て 、Im （λ
＊

ω （A）＋ λω （A
’

））＝ 0 となる 。 こ の 式 で 、λ ； 1、λ ； iとす る と、

それぞれ 、 Im ω （A
“

）＝
− lm ω （A ）、　Re ω （A

“

）＝ Rew（A）が得 られ 、 ω （A
＊

）漏 ω （A ）
＊ とな る 。

（ii）に つ い て ：再び 状態の 正値性 よ り、 任意の 複素数 λ につ い て

　　　o ≦ ω （（A ＋ λB ）
＊

（A ＋ λB ））一 ω （A
＊ A ）＋ λ

＊

ω （B
＊ A）＋ λω （A

“B ）＋ iλ12・v （B ＊ B ）

こ こ で 、 t を任意の 実数 とし 、 λ ＝孟ω （A
’ B ）

＊

と と る と 、 （i）よ り ω （B   4）； ω （A
’ B ）

＊

とな

る の で

　　　　　　　　　　 0 ≦ ω （A
＊A ）

一
ト2t1ω （A

＊ B ）［
2
十 t21w（A

＊

β）12ω （B
＊

B ）

こ れ か ら 、 右辺 ．O 判別式 は非正で なけれ ばな らな い ：

　　　　　　　　　　　　o ≧ 1ω （A
＊B ）｝

4 一
ω （A

＊A ）［ω （ノ1
＊B ）

2
ω （β

＊B ）

ω （A
＊ B ）＝0 の と き与式は明 らか で

、 ω （A
＊ B ）≠ 0 の とき ［ω （A 男 ）12≦ ω （A

＊ A ）ω （餅 B ）を

得 る 。

（iii）に つ い て ；

　　　　　　　　　　　　　　・ 一（
　　 B ＊ B
1 −

　　 11Bi［2）≦
ll
誹

1L
・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 310 −
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なの で
、 1 − B ＊B／llBl［2 ∈ 瓢 は正値で 、 1 − B ＊B ／IB｝12＝ B ’＊B ’

を満た す B ’

が 存在する 。

よ っ て 、 正 値性 よ り

　　・≦ ・ （（瑚
・ B ’A）・ （A

・B ’・B ’

・）一 ・ （崩 ）
一

ω （A

｝吾諤
A ）

　 　 （・・76）

よ っ て 、ω （A
＊B ＊BA ）≦ ilBH2w（A

＊A ）。

（iv）に つ い て ：（i）を用 い
、 （ii）で B → 1 とし た不等式 、 （iii）で A → 1 、　B → A とした不

等式 を用 い る と

　　　　　　　　　1ω （A）1＝ 1ω （、4
＊

）1≦　ω （A
・A）≦ v澗 F＝ IIAH

を得る 。　 轟

例 5

數 を n × n 行列か らな る ぴ 代数とする と 、 上 記の よ うに 定義した状態 ω に対し て 、正値

か つ Tr（ρ）＝＝ 　1 を満た す行列 ρが 存在 して ω （A）＝ ＝ 　Tr （ρA）と表され る 。

（pr・・f）

　正 規 直交基底 を ｝eゴ〉，（ゴ＝ 1
，
2

，

…
，
n ）とす る と 、 A は次 の よ うに 展開で きる 。

　　 A 一 Σ 蚓 ・i＞〈・jl・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2・77）
　 　 　 　 　 zゴ

よ っ て

　　 ω （A ）一Σ ・・」
・ （］・・〉〈・ゴD 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2・78）

　 　 　 　 　 　 　 ij

となる
。

　そこ で 、 ρを次の よ うに 定義す る 。

　　 ρ ≡ Σ ・ （1ei＞〈・ゴ1）・
ゴ〉〈・11・　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2・79）

　 　 　 　 　 ij

こ の よ うに定義 した と き

嘲 一 Tr［Σ ω （1のく小 ・
、

ゴゴ

〉〈・・1・］一

昇
・ （1鵬 1臨 〉綱

　　　　　　　一

写鰍 （Iei＞＜eゴ1）一 ・ （昇輔 ）一 ω   ， 　 （… ）

が 成立 して い る 。
こ こ で ［［lr　（］eゴ〉〈e εIA）＝ 〈eilAle ゴ〉

＝ α iゴ を用 い た 。 明 らか に A ニ 1 の と

き、賢 （ρ）＝ ω （1）＝ 1。 以 下 、ρが 正 値行列で ある こ と 、つ ま り、エ ル ミー ト行列で 固

有値が 全て 非負で あ る こ と・を示 そ う。 まず ・ρあ＝ ω （1ej×eil）
’
　＝ 　w （let＞〈ej　D 篇

伽 よ り・
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ρは エ ル ミー トで あ る 。 よ っ て 、対角化 す る こ とが で き、その 固有値 は全 て 実数で あ る 。

μゴを固有値、1幹ゴ〉を対応 する規格化 した 固有ベ ク トル とする ：ρ1吻 〉＝ 酬吻 〉。 する と 、

1吻 ×蚓 ∈ 數 は明 らか に 正値な の で 、 ω の 正値性か ら 、 固有値が 非負で あ る こ とが分か る ：

o ≦ w （レゴ〉〈・…D − T ・ （・1吻 〉〈qゴD− pa」・Tr （1Pj＞〈蚓）＝
μゴ

■

　こ れ まで繰 り返 し述べ て きた よ うに 、 0 ＊

代 数の アプ ロ ーチ で は 、 Hilbert空 間を排 除し

て きた が 、状態 を決 め る度 に Hilbert空 間が 導入 され 、
　 Hilbert空間の 性質と状態 ω の 性

質が 強 く関係 して い る 。 こ の 出発点とな る の が 、次 の Gelfand−Naima ［rk −Segalに よる定埋

で ある
。

Prop ．9 （GNS 表現）

數 を α 代数 、 ω を状態 とする 。 する と 、 Hilbert空 間鋤 と、そ の 元 Ω 、 瓢 か ら 幻ω 上の

有界演算子 め集合 8 （S5w）
へ の

＊一同型写像 π
ω が存在 し 、

ω （A ）＝ （Ω ，
π

。 （A ）Ω） （
∀A ∈ Wt）

秘 ＝ ｛π
ω （A）Ω ： A ∈ 瓢｝ （Ω は 幻ω

の 巡 回ベ ク トル ）

（2．81）

（2．82）

が 成立す る 。 （2．82）右辺 の バ ーは 、Hi2bert空 間の ノル ム に つ い て 閉包 を と る こ とを意味

す る 。

　Hilbert空間 、

＊一同型 、
ベ ク トル の 組 （s ω ，

π
ω ，

Ω）は σ
＊

代数 數 の （8 （S5w）の 元 と して の ）

表現を与える 。 こ れ を GN β表現と呼ぶ 。
　GN β表現 は 、

ユ ニ タ リー
変換を除 き一意的に定

まる 。

（pr・・f）

　2 つ の 元 A
，
B ∈ 瓢 に つ い て 、 ω （（A − B ）

＊

（A − B ））； 0 の とき 、 A 〜 B とする と
、 関

係 〜 は 同値 関係 に な る 。 そこ で 、 A ∈ 數 を含む同値類を x ［Al と示 し 、

幻o ＝ ｛x ［A】： A ∈ E〜し｝

とお く。 SO に 、 和 ・ス カ ラ
ー
倍を ClxlA ］＋ C2X ［B］≡ X ［CIA ＋ C2B ］（C1 ，

e2 は複素数 ）、 内

積 を （m ［Al ，
x ［B］）≡ ω （A

＊ B ）で 定 め る 。

　こ の 定義は代表元 の 選び 方に よ らず 、 （・）．・）は内積で あ る 。 まず 、 1V ∈ 數 を ω （1V
＊ 1V）＝ O

を満た す元 とす る と、Cauchy −Schwarz の 不等式か ら 、 1ω （N
＊ A ＞1≦　 ω （N

＊ N ）ω （A
“ A ）＝ 0

とな る こ とに注意 す る 。 A ’

、　Bt をそ れ ぞ れ 妖刈 、　 x ［B ］の 別 の 代表元 とする と 、A − A ’

、

B − B ’

は 、 前記 の N に あた る 。 よ っ て 、

ω （（・、A ＋ ・、B ・一　C ，A
’ 一

・・B
’

）
＊

（・・A ＋ ・・B − elA
’ − C・B

’

））
一 ・1ω （（A

− A ’

）
＊

（・iA ＋ C・B − C ・A ’
・− C・B

’

））

　　　　　　　＋ ・iw（（B − B
’

）
＊

（e・A ＋ ・・B − el　A
’

　一 ・・B
’

））− 0 （2．83）
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よ り、CIA 　＋ 　C2B と CiAt 　＋　C2B
「

は同じ同値類に属 し 、 C1 コ慶囚 ＋ C2X ［B ］は代表元に よ らず

に 定 ま る 。 また 、

ω （A
’＊

功 一 ω （A
＊

B ）＋ ω （（A
’ − A）

＊ B
’

）＋ ω （（BLB ）判
＊

一 ω （A
’

B ）

よ り、＠［A］，
x ［B ］）も代表元 に よ らない 。 さ らに 、

・
＠［．4］，

x 囚）； ω （A ツA ）≧ o

　（．x［A］，
，T ［A］）＝ w （．ギ A）＝ 0 な らば A ・wO か ら x ［A］は 幻．

．の 零元 x ［0］に等しい 。

・
＠囚 ，

x ［B ］）
＊

＝ ω （A
＊ B ）

半
一 ω （．B

’ A ）＝ （x ［B］，x ［A］）
・
＠［c］，

c 、コc［刈 ＋ e刺 B ］）＝ ω （o
＊

（c、A ＋ 62B ））＝ ＝ ・c、ω （σ
＊ A ）＋ e2 ω （c

＊B ）

　＝ CL （x ［o］，
m ［A］）十 c2 （x ［c］，

x ［Bユ）

な の で 、（∵ ）は 内積で あ る 。

　Siieをノル ム Ix［A｝1≡ V（x ［A］，，T ［A］）に つ い て 完備化 した Hilbert空間を鉱 とする 。 A ∈ 數

に つ い て 、 rw （A ）m ［Bl ≡ ．T ［AB ］と定め る と 、π試A ）は 角ω
上 の 有界演算子 に拡張で きる 。

　実際 、 ψ∈ 玩 とする と 、 点列 ｛Bn ｝畏1 ⊂ 以 が 存在し 、 ユim
階 。。 1x［Bn ］　一　v

’

　1＝ o となる 。

こ の 時、

1π ω （A）x ［Bn ］
一

π
ω （A ）th

・
［Bm ］＝ ［x ［A （B ・re

− Br
，。川 ＝ 　ω （（Bn

− Bm ） A
＊A （Bn

− Bm ））

≦ 1凶 1 ω （（Bn
− Bm ）

＊

（Bn − Bm ））＝ 【IA［1［x ［Bnl − x ［Bm ］1→ 0 （n ，m → DQ ）

つ ま り、 点列 ｛x ［Bnl｝艶 1 は 鶏 の Gauchy 列 とな り、 収束する 。 極 限を π w （A）ψ と記そ う。

写像 ψ → π試み）ψは 明らか に線形で あ る 。 そ して 、

レτω （A ）x ［Bn］i二 　 ω （B 奇A
＊
メIBn）≦ IIAII　ω （B 瓷B π ）＝ HA− x ［Bn］1

で n → oo と して 、医試A）刷 ≦ 1レ4旧劉 を得 る 。
つ ま り、 π

ω （A）∈ 8 （めの。

　こ の とき、写像 A ∈ 2［→ π
ω （A ）∈ B （Si）w ）は

＊一同型 （即 ち 、 線形で 、π
ω （A ）

＊
＝ π

ω （A
＊

）

か つ π
ω （A ）π ω （B）＝ π ω （AB ））に な る D

　 こ の こ と は 、 次の 関係 か ら分か る ：

・
蝋 CIA ＋ C・B ）＝［C ］　 ＝ x［C・A σ ＋ C2B σ］＝ 　C・X［A σ］＋ （・2Pt［BO ］＝ ｛e・π

ω （A ）＋ C2 π
ω （B ）｝X ［Oj

・
（x ［Bl， π ω （A ）

＊

¢ ［oD ＝ （π ω （A ）x ［B］， x ［01）＝ （x ［AB ］TX ［c］）＝ ω （B
＊A ＊c ）

　； （．T ［B］lm 匚A てC］）・・（x ［B ］，
π

ω （A
’

）x ［0］）
・

π ω （A 、）7T
’
w （A2）x ［Bl　・＝・　m ［A 、A2B］　一　Tw （A 、A ，）m ［B ］

　こ こ で 、Ω ＝ x ［1］とお くと 、｛π ω （A）Ω ： A ∈ 2し｝＝ ｛x ［Al 二 A ∈ 2し｝＝ 幻o よ り、 Ωが 巡

回ベ ク トル で あ る こ とが分 か る。 さ らに 、 （Ω ，
π

ω （A）St）； （xlll ，
x ［周）； ω （A ）も成 り立 つ

。

　最後 に 、 別の 表現 （鉱 ，垢 ，
　n ’

）が あ る とする 。
こ れが 師ω ，

π
ω ，

Ω）とユ ニ タ リー
変換で 結

ば れ る こ と を示 そ う。 写 像 σ ：S）w → 玩 を

こ厂（π ω （A ）Ω）＝ π乙（A ）Ω
’

（
∀
・4 ∈ 瓢）

覧
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と定義す る と、｛πw （A）Ω ： A ∈ 級｝は 鶏 で 稠 密なの で 、U は s ω 全体で 定義で きる 。 さ

らに 、

　　　　　（碩 嶽 A ＞Ω
’

），
・

・ （・）・）一 （姻 ・
’

，
・（・ ・ （・）・））

　　　　一（嶽 A）Ω〜π氛B ）・
’

）一（・〜嶽 眠 （・）・
’

）一 （・
’

，
・畠圃 Ω

厂

）

　　　　一 ω （A
＊B ）一 （・… （A

＊

・）・）＝ ：： （・ ・ （A ）・・
7・w （B ）・）　 　 　 （・・84）

よ り 、 U ＊

（垢（A）Ωり； π
ω （A＞Ω。 よ っ て 、U の 定義と組合せ 、 ひび

＊

（垢（A）Ω
’

）＝ u （π w （A）Ω）＝

71
’
w （A

「

）Ω
’

か つ σW （π ω （A ）Ω）篇 研 （垢 （A ）Ω
’

）＝ π
ω （A ）Ω を得 る 。

つ ま り、 σ が ユ ニ タ リ
ー

で あ る こ とが 分か る 。 さ らに 、

σ
＊

πん（A）σπ
ω （B ）Ω 篇 σ

＊

πb（A）π畠（β）Ω
’

； σ
＊

π畠（AB ）Ω
ノ ＝ π

ω （AB ）Ω ＝ π
ω （A）π

ω （B ）Ω

か ら 、 〔ハ祐（A）U ＝ π
ω （A）も言え る 。　轟

　GNS の 定理 に よ り、 C ＊

代数を Hilbert空 間上 め有界演算子 として 表すこ とが で きる 。 そ

して 、そ の 部分集合の 性 質に よ り、 状 態 を特徴付け る こ とが で きる 。 こ の ため に必 要な概

念 を 2 つ 説萌し よ う。

Def ．6 （von 　Neumann 代数）

Hilbert空間 勇上の 有界演算子の 全体 8 （旬 の 部分代数 凱 に つ い て 、

　　 £りL’ ＝ ｛a ∈ 磐 （」う）；　［a ，
b］≡ ab 一うα ＝ 0　

∀b ∈ Σ肌｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．85）

を 鯲 の CO エnrnutant 、（fm
’

）
t

＝ 頭
”

を bicornmutantと呼ぶ 。 鯲
”

謳 凱 を満た す代数を von

Neumann 代数と呼ぶ 。

Prop ．10

C ＊ 代数 瓢 の 状態 ω に 関す る GNS 表現を （幻ω ，
π

ω ，
Ω）とする と 、

　　　　　　　　　　　辧 … ｛π
ω （A ）：

∀A ∈ i〜〔｝
〃

（； π貳餌）
”

と記す）

は von 　Neum 齟 丑 代数 とな る 。

（pr・・f）
　

一
般 に 、代数 凱 の 元 は 田τ

’
の 元 と交換す るの で 、弧 ご 皿

”

。 こ れか ら、皿
” と交換す る

元 が 全て 蹴 と交換す る こ とが 分 か るの ぞ、皿
”’

⊂ 顛’

が 分か る 。 他方、最初 に示 した 関係

で 皿 → 凱
ノ

とお くと 、 蹴
’

⊂ IMirtが得 られ るの で 、 £Mt　＝　EMM とな る。ゆ えに 、 SIJIt「
　・・　smtt”

・ れ か ら直ち ・ （剃
”

一姻
一

一 姻 ）
〃

帽 え ・ ・ “

’
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Def．7 （factor）
ぴ 代数 2しの 状態 ω に つ い て GNS 表現 を （鉱 ，

π
ω ，

Ω）とし 、 mt ＝ π
ω （瓢）

”

を付随す る vo 皿

NeUtnann 代数 とする 。 鯲 と EM’
の 双方 と交換する 元 が 単位 元 1 の 複素数倍に 限 る 、

つ

ま り、

　　　　　　　　　　　辧 ∩衂 ＝ ｛cl ：
∀
c ∈ C ｝（＝ C1 と記す）

とな る と き 、 状態 ω は factorで ある と言 う。

2，4　平衡状態　
一 KMS （Kubo −Martin −Schwinger ）状態 一

　a “

代数が 記述 す る無 限量子系 に 、カ ノ ニ カ ル 分布や グ ラ ン ドカ ノ ニ カ ル 分布に相 当す

る状態を導入 す る こ とが で き る 。 まず 、 解析 的な元か ら定義 し よ う。

Def ．8 （解析的 な元）

at を 0 ＊

代数 數 で 定義され た強連続な
＊
洞 型群 とす る 。 複 素面 内の 領域 厶 ＝ ｛2 ： Ilmzl＜

λ｝とム 上 で 定義 され た 関数 f ： 厶 → 數 が 存在し 、

ω tが 実数の とき、f（t）＝ σ f（A ）。

（ii）　Z ∈ 厶 に つ い て 、 次 の 極 限が ノル ム の 意味で 存在 す る （強解析性 ）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 f（z 十 h）− f（1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 lim
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h→ o　　 　　 h

の 条件が 成 り立 つ と き 、 A は at に対 して 解析的で ある と言い
、
　f（z）＝ σ

。（A ）と記す。

Prop ．11 （解析元 か らな る稠密集合の 存在）

任意の at に つ い て 、全複素平面で σt に 対 し解析 的な 元全体の 集合 數
σ
は 、 σt の 下で 不 変

な ＊一部分代数で か つ 數 で 稠密で ある 。

（proof）まず 、
　A

，
　B ∈ 2し

σ
とする と

、 C か ら級 へ の 強解析的な関数 f
−
（x），

h（z）が 存在して 、

任意の 実数 孟に つ い て ！（‘）＝ σ ε（A）、h（t）　＝ 　ff‘（B ）が 成 り立 つ
。 こ の とき 、 複 素数 c1

，
c2 に

つ い て 、 cげ（2）＋ e2h （z）、 ノ（z）h（2）、　f（ガ ）
＊

は 、 強解析 的で 、

　　　　 C ・f（・）＋ C2h （・）L 疔
・・f（t）＋ C2h （t）− C・σ ・（A）＋ C・σ t（B ）一 σ t（C・A ＋ C・B）

　　　　ル ）ん（x）L一亡
一 ノ（帥 ¢）一

σμ ）σ ，（B）一
σ，（A8 ）

　　　　 f（x
＊

）
＊
L＝t

＝ ！（t）
＊＝ σ t（A ）

＊ ＝ σt（A
＊

）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．86）

つ ま り、CIA ＋ C2B
，
　AB

，
A “

∈ 數
。

で あ り、 2匸
。

は ＊一部分代数で あ る 。 加 えて 、

　　　　　　　　　　　　　　 ！（x 十 h）
一

ノ（z ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

−
9（z） − o　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 lim

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h− ・O　　　　　 h
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とす る と 、

　 　 　 h 両O　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
」

　　　　　　　！（2 十 h）
一

！（x ）
　　　　　　　　　　　　　　

− 9（9） ＝ 0　 　 　 ＝ linl
　 　 　 　 h → o 　　　　 ん

つ ま り、 σs （f（x））は強解析的で 、ff
。（f（t））　・ ・　a 、（σ t（A ））・ ・

　at （σ
。 （A））。 ゆ えに 、 σ

， （A ）∈ 級
σ

とな り鵯 が σ 不変で ある こ とが分か る 。

　次 に 、 稠密性 を示 そ う。 任意 の c ＞ 0 と A ∈ 數 に つ い て

　　　　　　　　　　　　　頗 崖轟・
− s2fE2a

・ （A）

とお き、こ の 元が σ t に つ い て 解析 的で あ る こ と を示そ う。 C か ら 瓢 へ の 写像 八g）を

・m
聯 ＋

禦
圃

… （・（・）） 一
酔 （

ル ＋ ん1綱 一
・（・））

ル ）一 鵡濃ゼ
団 〜

姻

とお く。 す る と、leT（s
− z ＞

2
／E21

　＝ 　exp ［一（52 − 23Rez ＋ Re之
2
）／E2】よ り、右辺の 積分 は 収束 し 、

數 の 元 を定め る 。 同じ理由で 、

　　　　　　　　　　9（・）一鵡轟
2（Eii

，

GZ）e −・・
一

・・
2fE20

．（A ）

も飢 の 元で
、 、不等式 leα 一 1 一

α 1≦ Σ毘01 α 1鮭 2
／（
・
n ＋ 2）！≦ Σ雛o 國

η ＋ 2
／鷺 ！＝ 1α 12eidを

利用 す る と任意 の 複素数 g に つ い て h → 0 で

蟶
調 一

・蝣 齢 ｛・撃 一 12
島（
…斗 ≠姻

・雌 ・寧 一 ・一
・h（s

≠
h2

斗 ≠1圃

・ ！・UIA［［　／二畿｛
i2（
≒

｝ん12exp
（

2ん

≒
）
− h2

）・ 誹
一嗜 一 ・

を得 る 。 よ っ て 、 f（z ）は 強解析 的で あ る 。 そ して 、

　　　　・（・）一罵轟・
一瞭

姻 一 ∠：轟謬 蝋 ・）一 咽

つ ま り、A
，
は at の 解析元で 、　f（x）＝ σ。 （A ， ）で あ る 。

　次 に
、 任意の A ∈ 凱 に つ い て

、

　　　　　　　　　　　　　弊 述 ｛》
響

姻
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とお くと
、
Bn ∈ 瓢

σ
か つ

　　　　11B・ 　
− AII − nf

．z−za・− n2 ・
2

｛a ・（A ）− A ｝ 一 罵籌凶 飾 凶
一A ｝

　　　　≦∠訟舞〆 1」a ・／・ （A ）
一且1ト ・ （n → 。・）

よ っ て 、 數
σ
は 瓢 で 稠密で あ る 。 　 ‘

De £ 　 9 （KMS 状態）

at を強連続 な ＊一同型群 と し 、 鵯 を σt に つ い て 複素平 面全体で 解析的 な元 全体の な す ＊部

分代数 とす る 。 ノ ル ム につ い て稠密か つ σ 不変な 瓢
。

の 兆部分代数が 存在 し 、 その 任 意の

元 A ．B に つ い て 、 状態 ω が 条件

ω （A σ w （B ））一
ω （翩 ）． （2．87）

を満たす とき 、 ω は βに お け る σ 一KMS 状 態と呼ば れ る 。

例 6 （有 限次元 の 場合）

鍛 を n × n 行列か らなる ひ 代数 とし、H ＝ 研 ∈ 瓢 を用い て σ 。 （A）＝ eiHSAe
’iHs

と定め

る と 、 βにお け る σ 一KMS 状態 、
つ ま り、 ω （A σ

、s （B ））＝・　w （BA ）を満た す状 態は 、密度行

列 ρ　＝ 　e
”6H ／Z （Z 　 ＝ 　［1］re

一
βH

）で 表され る カ ノ ニ カル 状態で あ る 。

（pr・ ・f）

　まず 、 前述 し た よ うに 、 ω は密度行列 ρを用 い て ω （A） ＝ Tr（ρA ）と表 され る 。 σiS （B ）ニ

e
”fiHBeBE で あ るこ と と KMS 条件か ら 、

蚊・A ・
一βH

・ ・
β

り一 T・（・BA ）

で なけれ ば な らない
。 H ＝

、U ＊ よ り、 H は 実固 有値 h」 （ブ＝ 1… n ）を持つ
。 対応する固

有 ベ ク トル を 1吻〉とし 、 A ＝ 1娩 〉〈ψ，［、β 司 ψκ×螺 とお く。 す る と、

〈ψ祕 〉・
一β（賊

娠 一 T ・（…
一
吻 ・

β

り一 ［［hr（・珊 一 くψ・1・臙

とな る 。 ゴ ＝ h．　 ・i − ’とお くと、〈ψ11ρiψ‘＞ePhi − 〈ψゴ1ρ1zv’

」＞ePhj − （定数）とな る の で 、

＜娩囿娩＞efihi＝ 1／Z とお け る 。 さ らに 、ゴ＝ k とお くと

　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 e
『

βんゴ

　　　　　　　　　　（ψ、1ρ1ψ、〉・

『
β（h・

’hfL
〈ψゴ1ρ1ψ抽 一 δ

，、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z

つ ま り・ 〈ψllρ1ψi＞＝ δ琶ユe 繊 7z が 得 られ る ・ また ・ 規格化条件 Trρ一 Σゴ
e
−，ah 」　／z 　＝ 　1 よ

り、 Z ＝ Σje
冖
砺 とな る 。 よ っ て 、

　　・
一 Σ 脚 榊 く峠 Σ 噺 穿く峠 Σ4 脚 ・1一響 轟

　 　 　 　 　 ti　　　　　　　　　　　　　　　　 葩　　　　　　　　　　　　　　　　 1
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例 7 （Spinless　Fermion の Grand 　Canonical 分布）

α（f）＝ 　f　f（k）’

ale　dkか ら生 成され る CAR 代数 2tGAR 上で ＊一同型 e お よび ＊一同型の 強連続

群 σ s を・それぞkL　e （a （f））x 一
α（f）お よび

卿 ）− 1e− ’β・… 噸 k）
・

α・dk

で 定め る 。 但 し 、 β、 μ は温度の 逆数 と化学ポ テ ン シ ャ ル で あ る 。 O 一不変な （つ ま り任意

の A に つ い て w （0 （A））＝：：　w （A）とな る ）− 1で の σ
一KMS 状態を ω とす る と 、

轍 … 一 嚠 一 ｛
… ｛・ （・（f・）

’

・（9」

0

））｝一 ：淵 （288 ）

こ こで 、

　　・ （α 
＊

α（9ゴ））− 1・畷聖！塔　 　 　 　 　 （・・89）

一
般 に （2．88）の 関係 を 満た す状態は準 自由状態 と呼ばれ る 。

　お お まか に言 えば 、
こ の KMS 状態 ω は 、 密度行列 ρ　oc　emec

” 一
副 ‘H 、　N は 、 それ ぞ

れ エ ネル ギ
ー

及び 粒子 蜘 で 表 され．る状 態に相 当する 。

（proof）まず 、 卜分大 きな lklに つ い て G （k）＝ 0 とな る 関数 （］（k）を選ぶ と、全て の s ∈ C

に対 して emi
β（Wk

一
μ）SG （k）

＊ は 2 乗可積分で あ り、σs （α（G））が定義で きる 。
つ ま り、こ の よ

うな α（の は σ s の 解析元で 、 特に次式が 成 り立 つ ：

σ ・ （・（・））− 1・

一’・・… … （
一
・G （晦 呵 ・

一
… 噸 嚇 一 ・（a） （・… ）

但し 、 σ（k）　・ ・ 　e
−・e（Wk 一

μ）G 〈h）であ る 。 よ っ て 、 十分大 きな 科に つ い て 0 とな る関数 プに

対 して 、 KMS 条件と正準反交換 関係か ら

　　 ω （・（f）
＊

α （G ））一 ω （σ．i（・（c））a （！）り一 ω （・（G）・（の
＊

）一 （c ，f）一
ω （・（！）

＊

α（G））

つ ま り、ω （α（f）
＊

α（G ＋ G ））＝ （G ，f）を得 る 。 こ の 関係は 任意 の f，
G ∈ りにつ い て も成立

す る （∵ 十分 大 きな 圃 に つ い て 0 とな る 関数 ∫の 全 体 は 自で 稠 密）。

　任 意の 9 ∈ bに つ い て G （k）＝一　9（k）／（1＋ ermβ（Wk ’
μり∈ りか つ G （k）＋ G （k）＝ 9（k）となる

の で

　　・ （・（・）
・

α（・））一 働 イ・・讐 疆 ・  一峠 靨宰1 （・・91）

　次 に 、 n ＝ 0 、　m ＝ 21 （1 ； 1
，
2

，

… 〉と し よ う。 上 と同様 に して

　　　　 σ（・（9・の
…

α（9・）・（G））； ω （σ ．・（・（G ））・（9、か ・・α（9、））

　　　　 一 ω （a （G ）・（9・∂… α（9・））一 一
ω （・（9・∂… ・（9・）・（a ））
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が得 られ るが 、 こ の 式で G （k）一ト　G （k）＝ g1（k）とお くと ω （α （g2i）… α （91））＝ Oが 示せ る 。

複素 共役 を とる と ω （α（91）
＊ … α（g21）

”

）：＝　O も得 られ る 。

　続い て 、n ＋ rn ＝ 21 （Z＝ 1
，
2

，

… ）とす る と、n ＋ m − 1は 奇数なの で 、

　　　　 ω （・（∫・）
＊ …

・ 
＊

α（9m ・一
α（9・）・（の）

　　　　 ＝ ・　w （σ 司 （α（G））α （f1）
＊ …　α（fn）

’

a・（9，n ）… a （92））

　　　　 ＝ ＝ w （a（G）・   
… （ム）

＊

α（9m）… ・（9・））

　　　　 一 （o ，！i）ω （a・（ゐ）
＊ … ・（ん）

＊

α（9m）
… ・（9・））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
一

ω （・ げ、）
＊

α （σ）… ・  
＊

α（9m）… ・（9・））
　 　 　 　 　 　 n

　　　　
＝

署（
　1）

フ
ー
翻 ω

輿議階
（9・ ）’”“（・92））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ （− 1）  （・（f・）
＊ …

・  
＊

α（の ・（9m）
．…

・（9・））
　 　 　 　 　 　 n

　　　　
一 Σ（

− 1）
」
− 1
（劬 ・ （唖 二浬

・（・・ ）
…

α（・・））
　　　　　　戸 　 　 　 　 　 　・ 

・を除 く

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
一

ω （a（プ、）
＊ …

・ 
＊

α（9m ）… α（9・）・（σ））

こ の 式で 、G（k）＋ G（k）； g1（k）とお くと、（G ，ゐ）＝ ω （a（fj）＊

a（g1））なの で 、

　　　　 ω （α 
＊ …

α（fn）
’

α（9m ）…
α （9、））

　　　　　
一Σ（

一・）
ゴ
ーエ

・ （a （f」）
“

・（・・））・ （撃
・ （・・ ）… ・（・・））　 （・・92）

　　　　　　」＝：1 　 　 　 　 　 　 　 ・ 
・ を除 く

が 得 られ る 。 n ＜ m の 場合 、 （2．93）を繰 り返 し使 うと 、 ω （α（f、）
’ … α（fn）’

a （9m ）…
α（g、））

が ω （α（9h、）
…

α （9km．。 ））＝ 0の
一次結合で 表 され 、 0 にな る こ とが 分か る 。　n ＞ m の 場合

も同様 に 0 となる 。 n ； m 　＝ ＝ 　2 の 場合に は

　　　　　ω （・（！・）
＊

α  
＊

α（9・）・ （9・））

　　　　　謳 ω（α（ノ、）
＊

α（9、））ω （α（ゐ）
＊

α（92））一ω （α 
＊

α（9、））ω （α（ノ、）
＊

α（92））

　　　　　− de・（
ω （α  

＊

α（91）） ω （α（f1）＊

α（92））
ω （α  

＊

a （9、）） ω （α 
＊

α（92）））
とな り、n − m ・・　 k − 1 で 与式が 成 り立 つ とすれ ば 、

　　　　　ω （・ 
＊ … ・  

寧

α（91・）
・一・（92））　 　 　 　 　 　 　 　 　 （2．93）

一

　　　 　　　　　α（fj）＊を除 く
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は行列式 det｛ω （α（fi）＊

a（gゴ））｝1≦ゴ」郵 の （ゴ1）余因子 ムゴ1 の （
− 1ソ

＋ 1倍 となる の で 、（2．93）か ら

　　　　ω （・  
＊ … α  

＊

α （91e）… α（9・））
　 　 　 　 　 k

　　　　
一 Σ（− 1）

ゴ
ー1

ω （・（ん）
＊

α（・q・））ω （撃
・（91e）… α（9・））

　 　 　 　 　 丿
濡1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a （fj　）’を 除 く

　 　 　 　 　 　 k

　　　　＝ ・ Σ ω （・ 
＊

α（9・））△
、・

− d・t｛ω （・ 
＊

・（9ゴ）〉｝・≦，、≦k

　 　 　 　 　 ゴ＝1

が得 られ る 。 よ っ て
、 帰納法に よ りn ・ ・ m の 場合の 与式が証明され る 。

　最後 に 、 n ＋ m が 奇数の 場合 に は 、ω が θ 不変なの で 、

（2．94）

　　　　・ （・ 
＊ …

・ 
＊

α（・・ ）… ・（・・））・ ・ （・（・（ノ・）
＊ ・・

 
＊

α （・・ ）
…

・（・・）））
　　　　＝＝・（・（・  り… ・（・ 

＊

）e （・（・・ ））… ・（・（・・）））
　　　　一 （− 1）

n ＋皿

ω （・ 
＊ …

α（fn）
＊

α（9柵 ）… α（91））

　　　　：＝ 一
ω （α（f1）  ・・

α（fii）
’

a（9m ）
…　α（91））＝ 0　　　　　　　　　　　轟　　　　　（2．95）

例 8 （2 つ の 部分系が 異なる温度 、 化学ポ テン シ ャ ル を持つ Spinless　Fermion の 状態）

｛ah ／，
｛L＃，λ，｝＝ δλλ

’δ（k − k，

）、　｛ateλ ，
a，κ’λ’｝＝・　O を満 た す消滅演算子 α船 （λ＝ 1

，
2）を用 い

、

　　　　　　姻 一

耳1ム（晦 ・褫 　（￥fiム（・）12dk・ ＋・・）
とお くと 、 α （f）か ら生 成 され る C ＊

代数 數CAR とする 。

＊一同型 0 お よび ＊一同型 の 強連続群

σ s を 、 それ ぞれ ◎ （a（f））＝一
α （ノ）お よび

　　　　　　　　　　u
・・（・（f））一

写　f　・””A（軸 犠 （・隔 褫

で 定め る 。 但 し、βλ、μλ は αkA で 表 され る系の 温度 の 逆数 と化学ポ テ ン シ ャ ル で あ る 。 e一

不変 な 一1で の σ 一KMS 状 態を ω とす る と 、

一 一
… 劇 一｛

… ｛・ （a （f・）
・

・（・・）

0

）磁 ・

：嬲1＠96）

こ こ で 、

　　ω （・ 
・

・（9ゴ））一Σ／褫 藷諜黌亨1　　　　　　　　 （297 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ

　お お まか に 言 えば 、 こ の KMS 状態 ω は 、 密度行列 ρ 〔x 　e
一
Σλ βλ〔ffx一μ溝 ）〔ffλ 、 1Vλ は 、

そ れ ぞれ α lexで 表 され る 系 の エ ネル ギ
ー

及 び 粒子数丿で 表 され る 状態 に 相当す る 。 また 、

こ の 命題の 証明 は 前の 例 と同 じ なの で 省 略す る 。
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PrOP ．12

σt を強連続な
＊一同型群 とし 、σt に つ い て 複素平面全体で 解析 的な元か らな る ＊一部分代数を

數σ
とす る 。

（a）βに お ける σ
一KMS 状態 ω は σ 一不変で あ る 。

つ ま り、 任 意の A ∈ 飢 お よび ．g ∈ R に

　　 つ い て ω （σ s（A））＝＝ 　w （A）。 特に 、 A ∈ 2tσ か つ z ∈ C の と き、 ω （σ 。（A））＝
ω （A ）。

（b）状 態 ω が βにおけ る σ 一KMS 状態で あ る必要十分条件 は 、 ノル ム に つ い て稠 密か つ

　　 σ 不変な Ptσ の
＊一部分代数が 存在 し 、 その 任 意の 元 A

，
　B に つ い て 、 状態 ω が 条件

　　　　　 ω （σ 一d612 （A）σ ifif2（B））＝ ca （BA ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．98）

　　 が 成 り立つ こ とで あ る 。

（proof） a に つ い て A ∈ 瓢
σ

とする 。 する と 、 z の 解析関数 ω （σ 。（A ））は 、 0 ≦ Imz ≦ β

を満たす z に つ い て 、 有界とな る ：

　　　　　　　　　　 ω （σz （A））1≦ 11σx （A ）1［≦　sup 　11σis（A ）11≡ ルf
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 O≦s ≦6

とこ ろで 、 ω が KMS 状 態なの で 、ω （σx ＋ tBCA ））＝＝ 　w （1σ ¢β（σ。（A ）））； ω （σ2 （A））とな り、z

に つ い て 周期 韻 の 周期関数で もあ る 。 よ っ て 、任意の x に つ い て 有界 1ω （σ x （A））1≦ M と

な り複素関数論 の Liouvilleの 定理か ら、U／（az （A））は定数で なけれ ばな らない ：ω （σ 。 （A））＝

ω （σ o（A ））＝ ω （A ）。 こ れ と 級
σ
が 2しで 稠密 で 、 A → w （σ s（A ））、　A → ω （A）が 連続で あ る こ

とか ら 、 ω の 不 変性が 言える 。

b に つ い て ω が KMS 状 態で あ る とする 。 する と、（a）か ら A
，
　B ∈ 數

。
につ い て

　 ω （σ 一、β／， （A ）σ剃 ， （B ））一 ω （吻 ，（・．、β1・（A ）・ Wf ・ （B ）））一 ω 画 β（B ））一 ω （BA ）

つ ま り 、 （2．98）が 成 り立 つ
。 逆に （2．98）が成 り立 つ と 、 A ∈ 數

σ
に つ い て

　　　　　　　　 ω （σ脚 ／・（A ））一
ω （σ．i6／2（1）細 ・（σ。凶 ））ニ ω （σ 。 （A ））

よ り解析関数 ω （σ 。（A））は周期 眉／2 の 周期 関数で 、

　　　　　　　 sup 　lω （σ 2 （A））1＝　　　sup 　　lω （σ z （A））1≦　　sup 　　［1ais（A）11
　 　 　 　 　 　 　 x ∈C 　　　　　　　　　　　o≦lrriX≦β12　　　　　　　　　　　0≦s ≦β12

とな り 、 LiouVilleの 定理か ら定数 とな る ：ω （σ x （A ））＝・　w （A）。 よ っ て 、 A
，
β ∈ 數 σ に つ い て

　　　 ω （A σ
、β（B ））一 ω （σ 一W ／、（A σ W （B ）））一 ω （σ ．W 〆・ （A）　a ・β／・ （B ））一 ω （BA ）

つ ま り、ω は KMS 状 態 とな る 。　 昂
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PrOP ．13

σ
， を強連続 な

＊一同型群 とし 、 y ＝ y ＊

∈ X
σ

⊂ 瓢 を自己 随伴で σ につ い て複素数全体で 解

析 的な元 とす る 、 こ の と き、r
， 、　 r 、 を次 の 積分方程式の 解 とする 。

　　r・
・一 ・ ＋ ・f。

’Sd

・
・r ・… ，（・），　r・　・＝ ・一

イ・晦 鵬 　 　 （・・99）

する と 、 （i）　r， 、 r
，
は任意の 複素tw　s で 解析的か つ 鶏 の 元で 、 ω r51 ＝ r， 、（iii）　X3に お

け る σ
一KMS 状態 ω に つ い て

　　　　　　　ω （r飴／、
Araβ／・）

　　 ω v （A ）≡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．100）
　　　　　　　ω （「ま、ノ、

「・β／・）

は強連続 な光 同型群 σぎ（A）≡ T
、
σ

、（幻鞜 に 関する βに お け る KMS 状態に な る 。 さ らに 、 ω

が βに お け る唯
一

の σ 一KMS 状態 とす る と、ω v は βに おける唯
一

の σ
v −KMS 状態 となる 。

（proof）与え られ た積分方程式 を逐次代入する と

　　r… ＝ ・＋邑ヅ 呱 君幅 …

∬
2

幅 （V ）a ・2 （・）
’・’

・
・． （・）　 （2… 1）

　 　 　 　 　 　 　 n ＝＝1

が得 られ る 。 各項の 被積分関数に含まれ る σ s
， （V）はあ らゆ る複素数 sゴに つ い て 解析 的な

の で 、級数 の 各項 もあ らゆ る 複素数 s に つ い て 解析 的で あ る 。 そ し て 、8广 砺 とお くと

ズ蝋   Sn − ・
… ズ觚 （v ）aSz （・）… f・

・n （・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0≦t≦L

但 し 、 K （s＞≡……islSUPD〈 t〈 1 ”σ
，t（V ）li。 よ っ て 、

一 ’ ∠
1

暢   鏑 ・

≦ 畷
1

鸛 ズ妬 ・

≦ 【・ヅ鵡 か始
・

・・∬嘱 （・）a ・・2（v ）… 蝋 ・）

・・∬酬 偏 （v）… 2 （・）… a
・・n （v）！l

・・∬　　　
K

鶉
P

量∬呶 ∬塀 ・
… ∬幅 （・）as2 （・）・一畑

η ＝10Q

≦ Σ
K（・S）

n

く t 。。

（2．102）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．103）
　 　 　 　 　 　 　 　 n ！
　 　 　 　 　 n ＝1

とな り、 rs を定義 する級 数は任 意の 有 界集合 ｛s ∈ C ： 同 ≦ R ｝ （R ＞ 0 は任 意の 実数 ）

で
一

様 に 絶対収束す るの で 、任意の 複素数 3 で 解析 的で あ る 。 さらに 、実数 srで 成立 する

関係 式

　　　　叫 ）一 ・ ＋ 盞砺 （ガ嵯 煽 …

ズ幅 ・（v ）… （・）… a
・・（・））

　　　　一 ・ ＋ シ躯 ズ幅 … ズ卿 蝸 （v ）σ 。
s
＋ 。， （v ）… c・

・
’
・ … （v ）
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の 右辺 は任意の 有界集合 ｛st ∈ Cli 引 ≦ R｝ （R ＞ 0 は任意の 実数）で 一様に絶対収束

し 、 各項 は任意 の 複素tw　s ’

に つ い て 解析的で あ る 。 よ っ て 、右辺 は s
「
の 解析 関数で

、 実

数の st で σ
、

，（Ts）に
一
致する 。

つ ま り、 rs は σ の 解析元で ある 。

　馬 に つ い て もべ き展開

　　r
・
一 ・・量（

一

ψ 勗 ズ嘱 一・
… ズ帆 （V ）・

・． − i（V ）… a
・、（・） （・・1・・）

　 　 　 　 　 　 　 n＝＝1

か ら 、 s に つ い て の 解析性 と σ に 関する解析元 で あ るこ とが 分か る 。
　 s が 実数の と きべ き

展 開 と r
，
の ユ ニ タ リ

ー
性 か ら rgi ＝ pg ： rs となる の で 、

一
般の 複 素数で もこ れが成 り

立 つ
。

　次 に 、σ
。
．（V ）

＊
・ ・　as （V

＊

）＝ σ
，（V ）と rs の べ き展開 よ り、

rk 一

　　　　　＝＝ 　Ts ＝ r；
1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．105）

とな るの で 、σ の 解析元 A と複素数 s に つ い て σy（A）＝＝ 　rsσs（即砿
1
で ある こ とが 分か る 。

そ し て 、

　　　　ω （P／61 、
σど

、β1、 （A）・話〆、（β）r卿 ・）

　　　　一 ω 幅 、、
・・ β・・σ

輝 （A）・：／1，／、
ITI

・踟 ・（B ）・瀞 … ）
　　　　一 ω （σ 一iβ／・（・）・：嘉／，

r・β・・
σ

・β・・（・））
が 言 える 。 さて 、 s

，
tが 実数の と き Vt

＋s
＝現 σ診（r 。）か ら r

，

・・
　a

。（r：1）か つ r計 コ σ
。 （r＿s ）

が 言 え、こ れ を S に つ い て 解析接続 して 、恥 ／2
＝

％ ／2（丁二lfi12）、r毒／2
肅 σ ＿

卿 2（P剃 2）を

得る 。 よ っ て 、

（・憐叫 ぜ 妬 ズ蝋 （・剛 … a
・
’
・n （・））

＊

・＋ Σ← i・）
・

∠
1

蝋  一・
… ∠  瓶 （晦 一 （・）… 婦 ）

・

1・曇剛 ぜ 娠 … ズー 一 （v ）一・
嘱 伊）

　　・ （σ
輝 （A ）・：払／、

r
剃 ・・

溜 ・（・））一 ・ （・ 一・・／・（A ）σ 一・β・・（・・β／・）・ 卵 （・：／／，／、）
・・β・・（B ））

　　一 ・ （幅 （A・i6／2）a ・fi！・（・：擁 ・））一 ・ 幅 ／鼎 ・甸 一 ・ （・1・1，職 β・・）

以上 まとめ て 、

　　　　　　　　　　　　　　ω （r馳／、
σ Y、β／、 （A ）・話／， （

B ）P・βノ・）
ω v （σ Y、β〆、 （A ）・括〆、 （B ＞）一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω （rle1、
F

，β／・）

一

ω

鶉 謡L ・ （・・） （2，106）
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とな るの で 、 ω v が σ
v −KMS 状 態で あ る こ とが 分か る 。

　さて 、 最後に ω が 唯
一

の KMS 状態の とき ω v も唯一
で ある こ とを示そ う。 ω   を任意の

σ
v −KMS 状態 とす る と 、 r’＿ief2 ＝・＝

　a ＿ifi／2（r赫2）、　r講2
＝ σ

卿 2（r＿Wf2）よ り

L ・・1・σ 一
・β・・（・）一 ・一・…

σ一1・／・ （・）σ 一1… 幅 、）・：訟／、
一 ・r

・，／・ （鰯 、）

　　　　　・綱 β）r赫，
− r・β／・

σ ・β／2（P −・β〆・）触 ・（B ）r劾、
一 ・拍ノ、 （r −t”／・

B ）

が 得られ る の で 、r％／2
＝ Ptt31eに注意する と 畴 が σ

v−KMS 状態な の で

　　　　　・ V（L ・β／・
σ 一1・1・（・）… β・・ （・）  ・）叫 （・ ・／獅 ・・幽 β1・ （・）・勘、）

　　　　　一 ・V（・y，，／・ （A ・勘、）・箔，・ （・一副 ）一 ω V（・一・β／・
硯 ・置・β1・）

よ っ て 、 次の 状態は σ 一KMS 状態に な り 、 そ の
…一意性か ら ω に 等 しい ：

　　ω v（「一“ ／・
A「！，β／，）

　　　　　　　　　　　　　＝ ＝ ω （A ）

　　　・Cr（F −一・，3／2r ！w、，）
これ か ら 、 ωvが ω v に等 しい こ とが わか る

ω v （A）一

・ （「嵳β／，
孤 β／・） ・V（r −

・e・・r／／e，，鵡 β／・  、、）
・ （・あ、、

Tl
β／・） 畷 r− ・β／・Pあ／，

r・β／・rと、β，、）
一妬 凶 　 ■
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（注）ω を ひ 代数 數 上の 強連続群 σt に 関する KMS 状態 とし 、 （幻ω ，
7rw

，
Ω）を ω の GNS

表現 とす る 。 す る と 、at は von 　Nellmanl1代数 π
ω 似）

” 上 の ew’　［itに 拡張され 、Ω は a−KMS

状態で あ る ：

（Ω，
A∂

：

話β（B ）Ω）＝ （St，　BA Ω） （A ∈ π
ω （瓢）

”

は任意の 元 ，
B ∈ π試瓢）

”

は解析元）

な お 、 Stoneの 定理 に よれ ば 、　S5ω で 稠 密に 定義 され た （非有界な ）自己随伴演算子 L が

存在 し、∂オ（A）＝ eiLtAe
− iLt か つ eiLts2　＝ ＝　stとなる 。

Def ．10 （端点 KMS 状態）

ぴ 代数 餌 上 で 定義され た 強連続群 砺 に 関する KMS 状 態が 複数存在す る と き 、 KMS 状

態 ω が 他 の KMS 状態 ω 1 、 ω2 と 0 〈 λ＜ 1に よ っ て ω ； λω 1 ＋ （1 一λ）ω 2 と表す こ とが で

きない 時 、ω は端点状態で あ る と言 う。

Prop ．14 （端点状 態 と factor状態の 同値性 ）

0 ＊

代数 蹴 上 で 定義され た 強連続群 σ亡 に 関する KMS 状態 ω に つ い て 、 ω が 端点状態で あ

る こ とと factor状態で ある こ とは 同値で ある 。

（proof）　 fac七〇r 状態で な ければ 端点状態で な い こ とを示そ う。 ω の GNS 表現を （SiVw， π
ω ，

Ω）

とする と 、 ω が factor状態で なければ 、 単位元の 複 素数倍で ない Tt ∈ π
ω （鱗）

’

∩ 71w（則）
”

が

存在 し 、 状態

　　　　　　　　　　　　　　　　 （TiS），
　AT ’s｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A ∈ π〆飢）
”

）　　　　　　　　　　　　 v（A）≡

　　　　　　　　　　　　　　　　　（T
’
Ω

，
T ’

Ω）

が 定義で きる 。 B ∈ π
ω 〔瓢）

”

を 軌 の 解析元 とすれ ば Ω は KMS 状態なの で

　　　　 （TtΩ ，
Asi6（B ）T

’

Ω）＝ （Ω ，
T ’

  4TtSi，B（B ）Ω〉＝ （St，　BTt   4TtΩ）

　　　　 ＝ （Ω ，
T 「’ BATis ））； （Ω ，

T ’＊

・BAT ’

Ω）． （2．107）

よ っ て 、 幹G4a膩β））＝ V （BA ）とな り g も KMS 状態で ある 。 さて 、 血　・ ・ HT’．n ”
2
／（2［IT’H2）

とお くと 0 ・ ・ ≦ 1／2 か つ ・一
鎧 ll講 正値元 なの で ・

幽 ・

ω （A ）

響
・ （A ））

−

1圭。 （｛・ 士 轟 ｝  （・）｛・土 轟 ｝
1／2

・）
は共 に状態で 、 KMS 状態 で もある 。 明 らか に 、

　　　　　　　　　　　　・ （A）一
！ltll．E！av

・ （・）＋ ≒9P− （A）

な の で 、 ω は端 点状 態で は な い
。

　逆 に 、ω が 端点状態で な い とす る と ω とは 異な る KMS 状 態 ω 1 、 ω 2 と正数 0 く λ く 1 を

用 い ω 　 ＝ ＝ λω 1 十 （1 一λ）w2 と表 され る 。 ∫）ω
の 任意の ベ ク トル π

ω （A）Ω，
π

ω （B ）Ω （A
，
B ∈ 劉）

をと り前者に つ い て 共役線形 で 、後者に つ い て 線形 な写像

πω （A）Ω ，
πω （B ）Ω → ω 、（A

＊ B ）
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を考える 。 ω （A
＊ A ）≧ λω 1（A  A）と ω （讃 A ）＝ （Ω ，

π w （A ）
“

7r
ω （A）Ω）＝ 　i17rω （A）St・112よ り、

1・ 、（A  B ）1… （翻 ）・ ・（・
・ B ＞・去・ （紬 岡 →　・ ・ （・）・旧1・ ・ （・）・ll

となるの で 、上記の 写像は有界で ある 。 π試助Ω型の ベ ク トル が 幻ω
で 稠密なの で 、 Riesz

の 定理か ら B （S ． ）の 元 3 ’

が あ りω 1（A
＊B ）＝ （  （A）St，　Si7rw（B ）Ω〉と表 され る 。 特に

、

（π w （A ）Ω ，
S ’

r
． （A）Ω）・ ・

　Wl （A   4）≧ 0なの で S ’

は 正値 で ある 。 さ らに 、

（πω （A）Ω，
θ

’

π
ω （0）π ω （β ）Ω）＝ ω 1〈ノ1

＊0 β）＝ ω ⊥（（0
＊

メ1）
＊

β）

瓢 （π 。 （α π
ω （A＞St，　s

’

π
。 （β）Ω）＝ （π 。 （孟）Ω，

π
。 （o ）s

’

π
。 （β）Ω）

よ り、 3 ’

π
ω （の ＝ π 。 （o ）3

’

となるの で S ’

∈ π試數）
’

が 分か る 。 ω ≠ ω 1 なの で 、 S’

は単位元

の 複素数倍で は ない 。

　さて 、
こ こで は解説しない が 、 富 田 ・竹崎理論 に よれ ば 、共役 線形な写像 」が 存在 し 、

」
2
　 ・ ・ 1、（」Ψ

，
・」Φ）一 匝 Ψ）、 」Ω ＝ Ω、A ’

∈ 7T。 （Wt）
’

に つ い て 」・
t3L／2A ’S2 一 瀞 Ω お

よび 任意 の A ’

∈ π w （Ut）
’

に つ い て JA ，

」 ∈ π
ω （鱗）

”

とな る こ とが 分か っ て い る 。 そ こ で 、

S…＝一　 JS ’

」 ∈ π w （鱗）
”

に つ い て 考 えよ う。 （Ψ ，
5Φ）＝ （3

’

」Φ
，
ノΨ）＝ （」Φ

，
　S’JΨ）＝ （3 Ψ

，
Φ）

よ り明らか に 5．は 自己共役で ある 。 まず 、 状態 ω 1 は σtの KMS 状態なの で 、 不変で もあ

る 。
つ ま り、

（π 。 （A ）St，S
’
π

。 （β）Ω）＝ ・ ω ・（A
“B ）一 ω ・（tr，（A

＊ B ））一 ω 1（σ ・（A ）
＊

σ ・（B ＞）

＝ （∂
：

t（π ω （A ））Ω，
s’Eit（π貳β））Ω）＝ （e

’iLt
π bl （A）Ω ，

s／

e
揖

π
ω （B ）Ω）

＝ （π ω （A）Ω，
e
−’iLts ’

eiLt π ． 〈B ）Ω）

よ っ て 、 e
−ibts ’

eiLt ＝ S 「

が 成 り立 つ
。 こ れ か ら 、 S ’

e
±fiL／2 ＝ e

土 βL ／23 ’

も言 える 。 次 に 、

五Ω ＝ 0 （こ れ は L の定義か ら導か れ る ）か ら 、 SΩ ＝ JS ’

」Ω ； J θ
’

ε餌 μΩ ＝ JeβL／25 ’

Ω ＝

3’

愉 ＝ 5 ’

Ω となる の で 、 ω 1（A
’B ）＝ （πω （A）Ω，

π
ω （B ）θ

’

Ω） ・・ （πω （A）Ω ，
π

ω （B ）θΩ）も分か

る 。 以下 、 s ∈ π
ω （Ut）

’

を示 そ う。 する と 、 1 の 複素数倍で な い s ∈ π
ω （x）

「

∩ π
ω （瓢）

”

が存

在するた め 、 ω は factor状態で は な い
。 さて 、 任意の A

，
　B

，
　C ∈ 鱗 を σ の 解析 元 とす る と

Ω、ω 1 が KMS なの で

（π ω （A ）Ω，
π

。 （o ）επ
。 （B ）Ω）一 （Ω，

π
。 （A

＊

σ）s・r
。 （B）Ω）一 （Ω，

π
。 （σ ．・β（B ）〉π 。 （A℃ ）sΩ）

一 ω 、＠ 、β（B ）且℃ ）一 ω ・（σ 一i．13（の σ 一乞β（B ）且
＊

）− w ・（σ 一w （oβ）A
＊

）

＝ （Ω，
π Lv （σ ＿匪β（OB ））7rw （・4

＊

）SΩ）＝ （Ω ，
π

ω （A
＊

）S π
ω （0 ）πω （B ）Ω）

m （π ω （A）Ω ，
3π

ω （o ）π ω （B ）Ω）

つ ま り、 π
ω （C ）3 ＝ Sπ ． （0）か ら θ ∈ π ω （窺）

’ となる 。 　 轟
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Prop ．15 （端点状態間の 非同値性）

C ＊

代数 以 上で 定義 された強連続群 σ t に 関する異な る β一KM5 状態 ω 1 、 ω 2 の aNS 表現 を

（S1 ，
π ］，

Ω1）、（S1 ，
π 1 ，

Ω1）とする 。 ω 1 、ω 2 が端点状態な らば U π1（A）σ
＊

＝ π2（A ）を満た す

ユ ニ タ リ
ー

変me　U 二幻1 → h2 は存在 しな い
。

（注）証 明で は状態 ω ＝ （ω 1 ＋ ω 2）12の GNS 表現 を （s5，π
，
　s2）とす る と き 、 射影演算子

、P ∈ π（Pt）
’

∩ π （Ut）
tt
が 存在 し 、 ω 1（A）＝ 2（Ω ，

　P π （A ）Ω）、 ω 1（A ）； 2（Ω ， （1
− P ）π （A ）Ω）と表

され る こ とを示す 。 こ の とき、状態 ω 1 と ω 2 は互 い に素と言 われ る 。
つ ま り、 同じ βに対

応 す る異 なる 端点 σ 一KMS 状態は 互 い に 素で ある 。

（proof）仮定か ら状態 ω ＝ （ω 1 ＋ ω 2）／2は σ
一KMS 状態で 、ω 1（A

＊A ）≦ 2ω （A
’A ）で あ る 。

よ っ て 、 ω の GNS 表現 を （角 ，
π

，
Ω）とする と 「端 点状 態 と factor状態 の 同値性 」の 証 明

と同様に して 、 P ∈ π （Pt）
t
∩ π   ）

”

が 存在 し 、 ω 1（A）＝ 2（Ω ，
　P π （A ）Ω）とな る こ とが分

か る 。 特 に 、P は 正値で あ る 。 さらに 、ω 2（A ）＝ 2w （A）一
ω 1（A） ・ 2（Ω， （1

− P ）π （A ）Ω）

で あ るか ら、 1 ＿ P も正値で あ る こ とが 分か る 。 よ っ て 、P ｛1 ± （1
− P ）／4｝は 正値で 、

o ≦ α ≡ 11｛P （1
− P ）｝

112ΩII212（≦ 1／2）とお くと き

　 　 　 　　 　 　 　 2
　　　q ±（A ）cr　　　　　　　　　　 （Ω ，

P ｛1 ：ヒ（1
− ∫）

）／4｝π （A ）Ω）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．108）
　 　 　 　　 　 　 　1 ± α

も状 態で 、か つ ω 1　 ・＝ ｛（1 ＋ α ）P ＋ ＋ （1
一

α炉＿｝／2 とな る 。 以 下 、 ｛P （1 − P ）｝
lf2S

）　・ ・　O を

示そ う。 もし 、 こ うで ない な ら、

（1＋ α ）P ＋（A）
一

（1
一

α ）9 −（A ）一 （｛P （1 − P ）｝
112

Ω
，
π （A ）｛P （1

− P ）｝
1／2Ω）≠ 0

な の で 、 状態 ψ± は ω 1 と異 なる 。 さらに 、σ オ の π（數）
tt

へ の 拡張を 5‘ とし、毎 の 解析元 を

A ∈ π（鋤
”

とする と B ∈ π 似）
”

に つ い て P ｛1 ± （1 − P ）／4｝B ∈ π （窺）
”
なの で

（Ω ，
P ｛1士（1

− P ）／4｝B〜デis（A ）Ω）＝ （Ω，
AP ｛1土（1

− P ）／4｝B Ω）＝ （Ω，
．P｛1士（1− P ）／4｝AB Ω）

が 成 り立ち、 p 士 （B σ iβ（A））＝ V ±（AB ）、
つ ま り g ± が KMS 状態 で ある こ とが 言える 。 こ

れ は 、 ω 1 が 端点状態で あ る こ とに 反する 。 よ っ て 、｛P （1
− P ）｝

i／2S2 ＝ 0 で あ る 。
こ の と

き 、 任意の A ∈ 數 に つ い て

P （1
− P ）π （且）Ω 幕 ｛P （1

− P ）｝
／／2

π（且）｛P （1
− P）｝

1／2Ω ＝ 0

で 、 Ω は巡 回ベ ク トル な の で 、 P （1 − P ）＝＝ 　O 、
つ ま り P が 射影演算子 とな る 。

　以 下 、 u π 1（A ）漏 π 2（A ）U を満たすユ ニ タ リー
変換 び が 存在 しな い こ とを示そ う。 まず 、

P角 か ら 砺 へ の 写t＊ Vi と、玩 か ら 負 へ の 写像 V2 を 、 Vl　P π （A ）〜厄Ω ＝ π 1（A ）Ω1 お よ び

V2π 2（A）Ω2 ＝ π （A）（1
− P ）轟 Ω と定め る 。 す る と、

IV，　P π （A）VEΩ112＝ IIπ 1（A ）Ω1　H2＝ ： ω 1（A  A ）＝ ILPπ （A ）〜
rr2　St　［12
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とな るの で Vl は P 幻全体に 拡張で きる 。 さらに 、 P ∈ π （數）
’ よ り、 任意の B ∈ 瓢 に つ い て

π 1（B ）Vi　P π （A）〜厄Ω ＝ π よ（BA ）s2ユ F ：　VIπ （B ）P π （A）源 Ω が成 り立 ち 、 π 1（B ）V，
＝・　VPt（B ）が

言える 。 同様に 、 11V，tr2（A）St211＝ Ilvr2（A）St211とな りV2もS2上に拡張で き 、 （1
− P ）巧 ； 協

お よび π （B）馬 ＝ 玲 π 2（B ）（B ∈ 瓢）が 成立す る 。

　さて 、 U π 、（A）＝ π 2（A）U を満た すユ ニ タ リ r 変it　U が存在す る と仮定 しよ う。 する と

π （B ）V2UViP 　＝ ＝ V2π2（B ）uve ＝ V2　V
’
π 亠（B ）佐 P ＝ V2UVi 、Pπ（B ）カ

ミ全て の B ∈ 數 に つ い

て 成 り立 つ
。

つ ま り、V2［fVIP ∈ π（Wt）
t
で あ る 。 1 − ．P ∈ π （瓢）

”

で もあ るの で 、　V2σViP 　＝

（1 − ∫
）

）V2UVLP　 ： V2UVIP （1 − 1）
）＝ 0 。 よ っ て 、

　　　Uσπ エ（A）Ω1【1＝ ElIらσπ1（A ）Stlil＝ UV2UVLPrr（A）V
〆

百ΩU＝ 0　　　　　　　　　　　　（2．109）

π 1（A ）Ω1 は 鉄 で 稠密 な の で U ＝ 0 とな り、U の ユ ニ タ リ
ー

性 に反する 。
つ ま りU は存在

しない
。　 昂

2．5　漸近ア ー ベ ル 性 とエ ル ゴ ー ド性

Def．11 （漸近ア
ーベ ル 性）

ぴ 代 数 瓢 上 で 定義 され た 時 間発 展 Tt が

　　　1無 III
［砺 剛 ・ II＝ °

，
∀A

・
B ∈ Ut

　 　 　 　 　 　 （2・11°）

を満 た す と き 、 漸近 ア
・一一ベ ル 性 を持 つ とい う。 た だ し 、 A

，
　B 双方が 奇数個 の Fermi 演算

子 を含む と き ＋ を 、 そ れ 以外の とき 一を と る 。

Prop ．16 （ク ラ ス タ ー性 ）

強連続な ＊ 同型群 σ s に 関する KM9 状態 ω が端点状態で 、
　Fermi 演算子の 偶奇性 を変えな

い 時 間発 展 rt が 漸近 ア
ー ベ ル 的で ある とする と 、 偶数個の 免 rmj 演算子か らな る B に つ

い て は

　　　1血 ｛w （AT，　（B ）C ）
− w （AC ）ω （Tt （B））｝； O

　 　 　lt］− op

が 、奇数個 の 麁r加 演 算子 か らな る B に つ い て は

（2．111）

　　　lim　ω （AT，（β）C ）＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．112）
　 　 　 ltト oo

が 成立す る （ク ラス ター性 ）。 B が 麁 r加 演算子 を奇数個含む と きlimlt｛．一、。。
ω 色 （B ））＝ 0

とな るの で 、 こ の と きに も前者 の 関係が 成立 す る 。

（proof ）ω の GNS 表現 を （鉱 ，π ω ，
Ω）とす る 。 漸近 ア

ーベ ル 性 の 役割を見 るた め 、　Hilbert

空間 鶏 が 可 算個 の 正 規直交基底 ｛ej ｝界1 を持つ 場合 に限 っ て 証 明 し よう。こ の と き次の

複素 数の 性 質 を用 い る ：
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〈RC ＞複素数列 ｛Cm ｝帋＝ 1 に つ い て 、　 iCm1≦ M （m ＝ 1
，
2

，

… ）を満た す正 数M が ある な

　　　ら 、 収束す る 部分列 ｛Cmn ｝器 1 が 存在する 。

　任意に 点列 ｛tm｝（limm→ 。。 翫 ＝ ＋co また は 一
〇〇）を とり、B が 偶数個の Fermi演算子

か らな る場合に は Bn ．≡ π ω 色 m （B ））
一

ω （Ttm （B ））1、奇数個の Fermi演算予か らな る場合
　 　 　 へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　も
に は Bm ≡ π

ω （Ttm （B））と置 こ り 。 自然数 の 組 ＠の に （ゼ1 ，ゴ1）＝ （1，
1）、（212，ゴ2）＝ （1，

2）、

（臨 ゴ3）ニ （2，
1）、 （嘱 ゴ4）＝ （1 ，

3）、 （嘱 ゴ5）＝ （2 ，
2）、 （i6，ゴ6）； （3，

1）… と番号をつ け る 。

さ て 、 複素数列 （ei 、 ，
B

．
ej

、）に つ い て
、 ［（eip　Bme

ゴ、）1≦ 11Bm　11≦ 21【BU ＜ ＋oo で あるか ら 、

複素数の 性質 くRC ＞よ り、 収束部分列 （eiL ，鷯
）
e」1）を持 つ

。 そ の 極限 をb、 とし よ う。 次 に 、

数列 （ei， ，
倉翻吻，）の 収束部分列 を （ei、 ，

君鼎eゴ、 ）、極限を b2、数列 （ei， ，
BA2）eゴ， ）の 収束部分列

を （ε如 齶 ）
e
ゴ3）その 極限 を b3とと り、 以上 を繰 り返して 極 限が 砿 で あ る数列 （ε加 甜 ）

e
ゴk）

を と る 。 する と 、 部分 列 ｛飾 懦 」、
に つ い て 、 ｛鑰

）
溜紬

は ｛鮒
）
溜＿1 の 部分列で ある

か ら 、 全て の k ＝ 1
，
2

，

… に つ い て

　　　　　　　　　　　　　　　　lim（ei， ，
　BAm＞eゴk）一 砿

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m −→oc

が 成立す る （カ ン トール の 対角線論法 ）。 さて 、有限個の 基底｛eゴ｝の 線形結合で 表 され る

ベ ク トル ψ，φに つ い て 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 K

　　　　　　　　　　（ψ，瑠 のφ）一 Σ（ψ，
・ik）（・・、 ，岬 ・ゴ、）（・ゴ、 ， φ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝＝1

とな り
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 K

　　　　　　　　　　lim（ψ，碑 ）
φ）一 Σ（ψ， ％ ）biC（・ゴ調 ≡ X（ψ， φ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 m −→DO
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

が 成 り立 つ
。 Kψ，

か際）
φ）！≦ 2Hv“IHIBItllip11なの で 、ψに つ い て 共役線形で φに つ い て線

形 な写像 x（ψ，φ）は有界 と なる ：Lx（ψ， φ）1≦ 2 ψ1「1iBl［　ll　O，　11。 よ っ て 、　Rieszの 定理か ら 、

恥 上 の 線 形演 算子 X が 存在 し 、 x （ψ，φ）； （ψ，
X φ）か つ 任意 の ψ， φ ∈ 玩 に つ い て

1imm→ 。。（ψ，鏘
）
φ）＝ （ψ，

X φ）とな る （｛倉無
）
｝は X に弱収束す る）。

こ の と きX ∈ π
ω （瓢）

’t

とな る 。 実際 、任意の At ∈ π
ω （m ）に つ い て 、直   鼎L 倉鋤）A ’

で あ るか ら

　　　　　Kψ， （A
’x − x ．4’

）φ）1
　　　　 ≦ 1（ψ，At（X − B溜m ）

）φ）1＋ 1（ψ， （A
’Bhm）一β忽）A ’

））φ）1＋ 1（ψ， （X
− Bhn））A

’

φ）1
　　　　 ； KA

醜

ψ， （x ＿か圃
　 　 　 7γL ）φ）【＋ Kψ，（X

− ∠≧際
）
）A

’

ip）1→ 0 （m → Oc ）　　　　 （2．113）

よ っ て 、 A ，X − XAi が 成立 す る 。

　まず 、 B が 偶 数個の Fernli演算子か らな る場合 を考え よ う。 す る と 、｛驫
n ）
｝は ｛倉司

の 部分列なの で 、彦鯉 ＝ π
、 （rtin（B ））一 ω （殊 （B ））1 と表せ 、η の 漸近 ア

ーベ ル 性か ら 、

任意の ．4 ∈ 數 に つ い て

　　　　　1（ψ， ［πw （A ），
彦s7z）

］φ）1＝ 1（ψ，
πw （レ1，

1ヲ塩 ］）φ）

　　　　 ≦ ilψ間π
ω （［A ，　Bt一］）冂Ilip11≦ IIψMgbH11［A ，　TtI

， （B ）］ll−→   　（m → DC ）
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が 成 り立ち 、

　　　　 1（ψ， （π ω （A ）x
− x π

ω （A））φ）1

　　　　≦ Kπ
ω （A）

＊

ψ， （x
一倉際）

）φ）1＋ 1（ψ， ［π、v（A），
君無）

］φ）1＋ 「（ψ， （x 一君無）
）πω （4）φ）1

　　　　 → 0　　（m → OG ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
−
　　　　　　　　　　　　　　　（2．114）

と な り、X ∈　rw （SW）
t
が分か る 。 よ っ て 、　 X ∈ π

ω （級）
’
∩ π

ω （數）
” とな る 。 さて 、　 KMS 状態

ω は 端点状態なの で 、factor状態 とな り、X ＝ xl （x ：複素数 ）が 結論 され る 。
つ ま り、

　　　　　lim （ψ， ｛・
。 〈r、in（B ））一

ω （T 、；n （B ））1｝φ）− li皿 （ψβ傑
）
φ）− x 〈V，

，¢）
　 　 　 　 柵 → oo　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 鵬 →DG

とな る 。 特に 、ψ＝ φ＝ Ω とと る と右辺 は 0 なの で x ・ ・ O、つ ま りX ； 0 が分か る 。

　次に B が 奇数個の Fermi演算子か らな る とし よ う。 偶数個の Femmi演算子か らな る A ∈ 鱗

に つ い て は 、B が 偶数個の Fermi 演算子か らなる場合の 推論 と同様に して 、 ［π w （A），
X ］＝ 0

がい える 。 A ∈ Ptが 奇数個 の Fermi 演算子か らな る と きは 、 漸近ア ー ベ ル 性か ら

　　　　 Kψ， ［π ω （A），
彦際）

］＋φ）1＝ 1（ψ，
π

ω （レ1，
・B

塩 】＋ ）φ）1

　　　　 ≦ ilψ【｝II7「
。 （【A ，

B ・in］＋）11ildi11≦ 1［ψ1田φ旧］［A ， η伍（B ）］＋ II→ 0　（m → oo ）

が言 える の で 、

　　　　 Kψ， （π辺 （A）x ＋ Xrrw （A ））φ）1

　　　　≦ K7T“w （A）＊

ψ， （x
− 2舮）

）φ）i＋ 1（ψ， ［π ω （A ），
B鶏n ）

］＋ φ）1＋ Kψ，（x 一倉hn））π w （A）φ）i
　　　　 −→ 0　　（m −→ DO ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．115）

つ ま り、π〆竕X ； − X π
ω （A）とな る こ とが 分か る 。 特に 、 殊 （B ）も奇数個の Fermi 演算

子 か らな るの で 、
これ よ り、

　　　　　　　　0 ＝ （ψ，（か舘）X ＋ X 君無）
）φ）→ 2（ψ，

X
『2
φ）　（γTl．一→ OQ ）

つ ま り X2 ＝ Oが分か る 。 以下 、XW ＝ 0 を示そ う。 まず 、 偶数個 の Fermi 演算子を含 む

A ∈ 歙 に つ い て は 、 ［7T
’
w （A），

X ］＝ 0 と ［π ω （A ），
X ＊

］； ［X ，
π

． （A ）
“

］
＊

＝ O よ り、

　　　　　　　　　｛πω （A）・
X ＊X ］：＝　X “

［π ω （A ），
Xl ＋ ［π ω （A）e　X

’

】X ＝ 0

とな り、 奇数個の Fermi演算子 を含む A ∈ 數 に つ い て は 、［πw （A ），
X ｝＋ ＝ o と ［πω （A）， X

＊

］＋ ＝＝

［X ，
π

ω （A ）
＊

］‡
＝ 0 よ り、

　　　　　　　　［π ω （A ），
X ＊ X ］＝

− X ＊

［π ω （A），
X ］＋ 十 ［π ω （A），

X ＊

］．X ＝ 0

とな る 。 つ ま り、X ’X ∈ 7r
ω （飢）

’
で ある 。 上述 し た よ うに X ’X ∈ π

ω （販）
”

で もあ るか ら 、 状

態 ω の factor性 に よ り、x ＊ x 　・ ＝ 　yl　〈y は複素数 ）とな る 。 y ＝ o な らば fiXll2　一 　MX ＊x 　li　一 　o

よ りX ＝ 0が 言 え 、 y ≠ 0 な らば X 　＝ 　ylX ／y　＝ ＝　X ＊X21y　＝ 　O とな る 。
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　以上 をま とめ る と 、 任意 の 点列 ｛tm｝に つ い て 部分列 ｛塩｝が存在し 、 任 意の ψ， φ∈ 島

に つ い て

　　　　　 lim （ψ， ｛π
ω （Ttin（B ））

− eB ω （Tt；re（B ））1｝φ）＝ lim （ψ，
倉無）

φ）＝ O
　 　 　 　 　 m →OG　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

−÷OQ

が 成 り立 つ
。 た だ し 、 B が 偶数個 の Fermi 演算子 か ら な る場合は EB ＝ 1 で 、 奇数個の

Fermi演算子か らな る場合は EB 　＝ ・　O で あ る 。

　以下 、任 意の ψ， φ∈ 巧ω に つ い て

　　t．Lil9｝σ．
（ψ・ ｛π

ω （Tt （B ））
− 6B ω （Tt（B ））1｝φ）＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・116）

を背理法で 示そ う。 t → o。 の 場合 に 限 り検討す るが 、　 t →
− oO の 場合 も同様で あ る 。 結

論が 成 り立 た な い とする と 、 あ る ψo ， φ06 ゐω
が 存在して 、 あ る正 数 eo に つ い て は 、 どん

な に 大 きな T に つ い て も t ≧ T か つ

1（ψo ， ｛π
ω 〔7・

t（B））一
εB ω （7・

t（β））1｝φo）i＞ εo

とな る tが存在す る 。 そ こ で 、T ＝ 1 とお い た とき、こ の 不等式を満たす tを tl、T ＝ tl＋ 1

とお い た と き、こ の 不等式 を満た す t を t2、　T ； t2 ＋ 1 とお い た と き 、
こ の 不等式 を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ト 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
ハ

満たす t を t3 … の よ っ に tm を定め る と 、 点列 Bm … πω （Tt．，、 （B ））一
舶 ω 色試β））1 は

1（vt　o ，
　Bmdi。）1＞ Co か つ 前半 の 仮定 を満た す 。 よ っ て 、 前半の 推論 か ら部分列 ｛君鯉｝が と

れ 、 lim
，n→。 。〔ψ。 ，醜

し）
φo）＝ 0 とな る 。

こ れ は Amの 作 り方 Kψo ，
彦舘）

φo）i＞ Eo に反す る 。

ゆ えに 、 （2．116）が 成 り立 つ
。 特 に （2．116）で ψ ＝ π ω （A ）

＊

Ω、φ＝ Tw （C ）Ω とお くと

　　o
  聖。．

（・・ 凶
＊

Ω
，｛・

・ （η（B ））一
騨 鳳 β ））1｝嘱 o ）Ω）

　　　　  鑑 ｛ω （ATt（B ）0 ）一 ・・ ω （η （B））ω （ACY）｝　 　 　 　 　 （2瑚

が得 られ る 。 　　 轟

例 9 （spinless 自由 Fermion の 漸近ア ーベ ル 性 とクラ ス タ
ー

性）

自由 Fermionの 場合 、 α（f）＝ ∫dilf（k）
“

ah の 時間発 展 は Tt （α（f））∫褫 ！ 
＊

e
一盛ω ・古

幅 なの

で 、 Rie皿 a 皿 皿 一五ebesgue の 定理か ら

11［・（9）’

，
・Tt （・（f））］・li　・　lfdkf（k）

’

・（k）e
− ’・ ・t

→ ・ （t → ± ・・）

よ り、漸近 ア ーベ ル 性が 満た され る こ とが 分か る 。

　上 記の Propositio1エか ら、grand　canonical 状態は ク ラス ター性 を満た す こ とが 結論 され

るが 、
こ れ を A ≡ α げ1）

＊

α （f2）、 B ≡ α （g 、）  （g2）に つ い て 確かめ て お こ う。

ω （ATt （B ））一 ω 凶 ω （Tt （B ））＋ ω （α （f、）
＊

Tt （α（92）））ω （α （f2）77e（α（9、）
＊

）） （2．118）

一 331一
N 工工

一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

講義ノ
ー

ト

こ こ で 、

　　　　w ・（…（B ））− ／鵐黯
（k，）

＊

　　　　＝ ω （B
十 1 ）

　　　　・ （・ （fl）
＊

Tt （・（・・）））− 1冨々
五

斃鵯署
幅

→ ・ （［ト ・・）

で あ るか ら 、 次式を得 る ：

　　1搬
・ 團 β））＝ ・ （A ）・ （B ）

5

（2．1ユ9）

3　熱浴 と相互作用する量子系

3．1　 平衡近傍

　ω が Grand　canonical 状態 で あ る とは 、 σ x
＝

η α 一
μx に 対 して KMS 状態 に あ る と きを

い う。 た だ し こ こで α
，

〜 eiNSAe
−iNs

を意味する 。

Prop ．17

Gra皿 d　ca 皿 onicaJ 状態 ω に 対 して 相 互 作用 V が σ
。
に つ い て 解析的で α （V）； γ （これ を

ゲ ージ不変 と呼ぶ）か つ 摂動 時間発展 ず が 漸近ア ーベ ル 的で ある な らば

　　、彑i轟 ω （ず （A ））一
蜘 的

で あ る 。 ただ し ω γ は σぎの KMS 状態で ぜ ，
σ彭は 次式で 定義 され る 。

　　　磊ず （A） 一 　 ・
，

・
｛・・（A ）欄 ｝， 震 。 凶 胡

　　誌軸 一 ・x｛・・ （A ）一μ・ （A ）・ i［・，
　A］｝，

・ 濫。 凶 一 A

こ こ で κ は ゲ ージ変換 の 生 成子で あ る 。

　（証明 の ア ウ トラ イ ン ）

　　　ω 一 ⊥
。

一
β啣 N ）

　 　 　 　 　 　 　θ

　　 ω 。
一 ⊥ 。

一・侮 ・一
μN ＞

　 　　 　　 　　θ v

（3．1）

（3．2）

（3．3）

（3．4）

（3．5）

　
5
編 集部 註 ：こ こ で 著者 は 、？？？？？？？？？？？？？？？？？？？？？？？？？ を つ けて い る 。こ こ い らの 議論が 不完全だ っ た

と思 っ た の で あ ろ う 。
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に対 して r
β
　ii　emS （H −pN ）e

一β毋 ＋v 一
μN ）とす る と 、

　　 ∈）　”　Tr　e
『

β（H
一

μN ）＝ Tr　Vfie
一
β（u ＋v 一

μN ）

　　。 一 ⊥
，

一
β脚 ・ L 「・e

’，°（H ＋ ｝ ）

　　　　　　θ 　 　 　 ［［1・　Tse“ （H ＋y −・N ）

　　　　一 ⊥ 「
β

，
一β（H ・・ 一

・N ）

　　　　　　e 〈rβ＞v

となる こ とか ら

　　・   一響詣
）

が成立する 。

　さらに ぜ （C ）＝ ei〈
H ＋v ）tCeLi （H ＋v ）t よ り

　　　　　　　　　ω v げ （A）re）t＿ 。。 卿 げ （A））ω v （rβ）
　　 w （ず（A））＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ ω v 凶　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 づ

　　　　　　　　　　 ω v （rβ）　 　 　 　 ω v （rβ）

が 示 され た 。

（3．6）

（3．7）

（3．8）

（3．9）

（3．10）

3．2　 熱浴 と相 互 作用す る有限量子系

　ω を熱浴の grand　canonical 状態 とし、q ，＝ 1／e 、
exp ［一β（，lll

’
s
− pa　N ，）］（初期状態）とす

る 。 系 との 相互 作用 を ’w 　（t）を変化 させ る こ とで 系の Hami ］tonianを 篤 → ff“ V （t）と

変 化させ る 。 ただ し t ＝ 丁 以 降は 唄の＝
蜘 とす る 。

つ ま り

　　v （・）・ ・ （t）覗櫛 溜　　　　　　　（3・1・）

とする 。 また Vu＋ Wo の 相互 作用の 下 で 、系＋外界は t → o 。 で新 しい 平衡状 態に漸近する

と仮定す る 。 こ の と き σ
∫

≡ 1／θ 、
’emp ［一β（Hs ＋ ％

一
μ凡 ）1とする と、次 の 熱力学第

一
、

第二 法則 を示す こ とがで きる 。

　　　 δQ‘ ＋ δZe ＋ δ隅 ＝ b （σ ∫［H 、 ＋ Vo］）
− Tr ＠ ∫∫

， ）＋ （SE　（t，
ω o）， （第

一
法則） （3．12）

　　βδQ・
一 一T・（・ fi・9 ・ f）＋ Tb（・il ・9 ・∂

− S （・∫1・ u・）＋ δS （オ・
ω ・）、

・（第二 法則 ）（3・13）

　 ただ し

　　　δ昂　＝ 　μ 慨 （N 、）
一
碩 凡 ）｝， （物質移動）　　　　　　　　　　　　　　 （3．14）

　　6・V，
− f，

‘

diU（V・（・）・ 姻 ）d・
，
・ （仕事） 　 　 　 （315 ）

　　 δ（〜t　謹 　　｛しJt（Hs 十 V （t）十 ω （t））
一

ω （Hs）｝
一δZ，

一δPV，．（熱）　　　　　　　　　　　　（3．16）
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また 、

δ6 （ちω の，
δ3 （ちω 。）→ 0 （ω 。）（t → ＋ 。。）

3 （σ f1σT ）iTr ｛σ T （lo9σT −
　log　af ）｝

　 　 　 キ

σT … 里↓T σ藪賜丁

回 ・x噸 （Hs ＋ 叩 ））｝一
・

（3．17）

（3．18）

（＆19）

（3．20）

さらに 、Systemに流 入す る熱流 を考える 。 そ の た め に まず 、 系の エ ネル ギ ー変化と粒

子数 変化 を考 える 。

　　・J・・（t） ・・ 静匹 ＋ v （t）＋ w （t））

一 卿 匹 ＋ ffB＋ v （t＞＋ w （t），
Hs ＋ v　（t）楓 ω］）＋ 峡四 ）＋ 碗 ））

一 卿 ［H ・ ・v （t）＋ ω （‘）］）＋ ai，（吻 ＋ 雌 ）） （3．21）

こ こで 第一
項 目を 餌δ（V ＋ w ）， 第二 項 目を仕 事をあ らわす もの として P （t）とお く。

　次 に粒子流 み・ω を考える 。

　　」・ ・（t） 一 靠・岡 一 ［11・・（i（［∬ ・ ＋ H ・ ＋ v ・（t）＋ w ・（t）・，
・Ns ］））

　　　　　 ＝ dit（i［v （t＞＋ w （t），
i＞団）

　　　　　 一 砺 （α （v （オ）＋ ω （t）））

た だ し こ こ で Ns ＋ 1＞B ＝一
定 よ り

　　 ［Ns 十 1＞B ，
Hs 十 HB 十 V （t）十 u ／T （t）　，

　Hs　一’トV （t）十 lv （‘）］＝ 0

なの で 、

　　 lv（t）＋ w （士），
ハ箏ト ［NB ，

　v （t）＋ ω （t）］≡ − iα （v （の＋ w （t））

と した 。

　よ っ て 熱流 Jq（t）は次 の よ うに 定義 され る 。

　　 ゐω ≡ あ （t）
− P （t）

一
μみ遍 ）− ait（（δ

一
μα）（y   ＋ w 　（t）））．

　こ こ で 、 熱 力学第二 法則 を示す 。

（322 ）

（3．23）

（324 ）

（3．25）

ω を熱 浴の grand 　canonical 状態 とし 萄 ヨ ω   σ ‘ とする 。 さ らに物理 量 の 時 間発展 を次

の よ うに 定義 す る 。

　　 Tt（B ） … e
藪毋 B ＋Hs ）tBe

−i（UB ＋ Hs ）t
，

　 　 　 d

　　　蔗
「オ

＝ iPtTt（v （t）＋ ω ω），
P・

− 1

　　 覧（B ） ＝ 　rt7t（B ）ri
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とする と、

　　藷携 （i［HB ＋ H
’
・ ，

・B ］＋ i・［v ・（t）＋ w （t），
B ］）

また 砺 （B ）漏 の（恥η （B ）rt）とな る 。

（3．29）

　　 S （剣砺） ≡ 鰍 lnρr 　lnρ0）

　　　　　　 一 砺 （1｛一，（F歪1nρ。P∂− lnρ。）

　　　　　　 ＝ 毒（lnρo
一

單 n ρ・r歪）

　　　　　　 ＝ 　
一ゆ（r オ［ln　Po　，　rl】）

　　　　　　 ＝ 　鬱（βrオ［石rB＋ 石
尸
s
一

μ （N β ＋ Ns），r套ユ）

　　　　　　 ＝＝ 　iβ［lj（rt（δ一
μα ）rτ）＋ β［・（rt［Hs 一

μ八Vs
，
P；］）

　　　　　　 ＝ 　
一
βδ9 ‘十 βEIJ（r，　［Hs

−
pa　Ns　i　r讃）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．30）

ただ し

　　 ρo　・ v 　e
”β（砺 ＋ Hs 一

μ（IVB＋ Ns ））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （331 ）

で あ り、 また こ こ で 最後の 等号は

　　磊鯛 ・一
・・ ）r，

’

）… 　・… （（δ一
μα）（v （の十 w （t）））− i」g （t）　 　 （・．32）

よ り、

　　卿
一
峨 ）一 ・ズ岬 ）− i・・Q ・ 　 　 　 （・・33）

となる こ とか ら分か る 。

　 こ こ で t≧ T の と き 、

　　　… 毒・
一β（H ・ ＋ v

・
“

・・Ns ）

　 　 　 　 　 （・・34）

　　静… ・ ・
if… v ・（t）・

− 1…
，
・7・

　一 ・ 　 　 　 　 　 （… ）

とする と 、

　　 s ＠ 砺）　＝＝　茗βの（δ（rT）P耋・）
一

β（の（rT ∬ sp 嵳・）
一の （lls））

　　　　　　　　
一
βP （V6 ＋ Wo ）

一
ω T （Ve ＋ Wo ）】　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．36）

とな る こ とか ら

　　 fiδQ，
　＝ ＝ − Tr （σ ノlnσ ノ）＋ lli（ln　af ）一β［釧 ッTH5 協 ）一釧 ∬5 ）］＋ 0 （w ・）＋ Ot．（3．37）
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V （t）

time

図 1； 相互 作用ポ テ ン シ ャ ル の 時間変化

また 右辺 第二 項 、 第三項は次の よ うに して簡単化で きる 。

　　 di（lnσ ノ）
一β［研 物 H5 停）ユ ＝ コ奴σ・［lnσ 厂 β（7THsl

’i　’　Hs ）D
　　　　　　　　　　　　　　 − Tr （σ漁 丁

1nσ
∫ッ｝））

− Tf （σ琶lnσ∂＋ Tr （σ蘯lnσの

　　　　　　　　　　　　　　 ＝ h （σ ゴlnσ∂＋ 〔翫 （σ T （ln　aT 　
一

　ln　af ））

　　　　　　　　　　　　　　 ＝ 1｝（σμn σ∂
− S （σ ノiσ T）　 　 　 　 　 （3．38）

　 よ っ て

　　 βδ（〜t
＝ − Tr （σf　log　af ）＋

’
Tr （σ 碁09 σの

一 S （σ f　1σ T ）＋ δS　（t，
ω 0）

つ まり熱力学第二 法則 が 示 され た 。

　こ こ で ω o → 0 の と き （つ ま り熱力学的接触が 行わ れ た とき）

　　 βδQ，
　S − Tr （σ f　1・9 σ

∫）＋ Tr （σ 乞玉・9 σ∂

（3，39）

（3．40）

つ まり Clausiusの 不 等式が 導か れ 、 さらに 図 4 にあ る各ス テ ッ プOj　V の 増加量 をゼ ロ に

な る よ うに した と き （つ ま り準静 的仮定 ）の と き

　　 ffδQ ，　・r − Tr（σ f　1・9 σ
∫）＋ Tr （σi　l・ 9 σの

が 実現 され る 。

　 また 次の こ とか ら相対 エ ン トm ピーは常 に 正で あ る こ とが わ か る 。

　　ρ・ ≡ Σ len＞Pn＜e 。 1，　P・
≡ Σ lfn＞an〈f。 1

とす る と

　　・剛 一

写觀 （1・ P・

一
Σ 亅〈e。 if，n ＞21

・・9m
　 　 　 　 　 　 　 T 猷 ）

　　　　　　　
一 一

ひ 1縣 ＞12ユ・ 鴇

　　　　　　　≧
− ln（Σ P 。 1〈・。 lfm

n ｝m

〉煢）
　 　 　 　 　 　 　 ＝　 0

と な り常 に 正 で ある こ とが わ か る 。
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3 ．3　非平衡定常状態

　こ こ で は よ く理 解され て い る状態 （局所平衡状態 〉か ら 出発 して 、 非平衡定常状態を構

成 した い
。 t ； o一で 複数個 の 熱浴が それ ぞ れ 平衡状態にあ る と し 、 t＝　O＋ で 熱浴 と有限

系 を接触 させ 、 そ の 緩和 し たあ と つ ま りt ＝ ＋ oo で の 有 限系の 状態を調 べ る とい うこ と

をした い 。

　　　　　　　　（t＝ 0−）　　一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 一ヨ幽b・（t＝ 0＋）

　　　　　　 Bath （T・・μ・＞　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 B・th （T、 ，μ、 〉

蹴 h ＿ ［ 〕＿ ，T、，Uk ）

［⊃ ロ ［
　　　　　　　FInite　System

］
図 2： 有限系 と熱浴 を接続 し た概念図

　まず Filed代数 3 を定義する 。
こ の Filed代数は σ

＊

代 数 を満た し 、 次 の 写像 （
＊−aute −

morphism ）を もつ
。

1．時間発 展 Tt

2．ゲ ージ 変換 α

φ
は α

φ1
α

φ2
‘ α

φ1＋φ2
を満た し 、φ∈ RL とす る 。

3．  ＝ α
φo

で 表現 され る、involutiveな変換 ◎ 。

4．時 間反転 t

　　　　　b7，t − ・Zt ，
　 t2　＝ ：　1 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．44）

こ こ で 1
，
2

，
3 の 変換 は互 い に可換で ある 。

　直感的 に 書 くと時間発展 丁， は

　　 Tt （A）〜 eiH
‡Ae

−iHt
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．45）

の よ うにあ らわ され る もの で 、またゲ ージ変換 α
φ

は

　　・
φ凶 一 ・xp ［・Σ φ・N ・］A ・xp ［一・Σ州 　 　 　 　 　（・・46）

の よ うに あ らわ す こ とがで きる 。 また 0 は Fermi 粒 子の 偶奇性 をあ らわす と考えれば 分

か りや す い 。

　 また それ ぞ れ の 熱浴 と系の 分 割を行 う。
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1．物理量

『 ＝ （S｛ ）躯 。肌
  （S

「

，   …   　S「

N ）reserv 。irs

2．generator

　　　　　δ
v
（A ）＝ δ（A ）− i［v ，

A］

　　 に よ り構成 され る 時間発展 の 分割 。

　　　　　ず ； 憂
1）

  …   　f！
N ）．

　　各餐の は 錫 に作用する 。
こ こ で各 婿ゴ）は次を満た す。

　　　　　号
ゴ）
（A） − A

， （∀A ∈ Y、， ゴ≠ん）

　　　　　挽押 一 卿 拶 （t，
・s ∈ R

， ゴ翔

（3．47）

（3．48）

（3．49）

（3．50）

（3，51）

3．ゲ
ージ変換の 分割

　　　　　・
φ

一

禮唖 3・
…

・ 噸
’

　 　 　 　 　 　 （・・52）

　　 ゲ
ージ変換 も同様に 次を満た す。

　　　　　螺（A ） − A
・ （∀A ・ 銑 ・ ゴ≠k）　 　 　 　 　 （… 3）

　　　　　蜘 ＄1− ％
’

）a8
’

，

（φ1， φ・ ∈ R ，
・ 」≠・）　 　 　 　 （・・54）

また

　　融 ＄
L
醜餐

鳶）
， （購 一 1

，

…
，
N

，
・t ∈ R

，φ ・ RL ）　 　 　 （・・55）

が 成 り立ち 、 か つ 時 間反転 L に対して

　　 ・汐）
・遜 空一 翻）

t 一 遭 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．56）

が成立す る 。

　さら に 1，の よ うに ぜ が 分割で きるこ とか ら D （δ
v
）＝ D （δ）とな り次の こ とが わ か る 。

　　　δ（A）　＝：： δ
v
（A ）十 i［V ，

A］，
∀A ∈ D （δ）　　　　　　　　　　　　　　　　（3．57）

　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　δ
v
  一 Σδ

ゴ（A），
∀A ・ D （δ〉

．
　 　 　 　 　 　 （3・58）

　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

ただ しこ こで δゴとは 、 f ゴ〉
の generatorで ある 。

　 また y の 重要 な部分代 数 を定義す る 。
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1．可観測量部分代数 A ∈　sr， ゲ ージ不変な物理 量全体

2．偶奇部分代数

　　　　　亀 ； ｛A ∈ Yle （A）一 ± A｝

　　 Fermion 生成消 滅演算子 を偶数個／奇数個含 む物理 量

3．次 の 二 つ の 性質を満た す ノ ル ム が稠密 な部分代 数 亀 ．

　　　　　　　か 臨 剛 ・ ＋・・ （A ・ ％ ・ ・ ・… n・・
＋），

　　　　　　　だ・・1隔 剛 ・ ＋・・ （・ ・
B ・ 亀 咽

（3．59）

（3．60）

（3．61）

　　 この よ うな性 質を もつ 院 が 存在する こ とを Ll（亀 ）漸近ア
ーベ ル 性 と呼ぶ

。 また 、

　　 熱浴との 相互作用 V は 銑 の 要素で ある 。

　それぞ れ の 熱浴 は無 限系で 平衡状態 に あ り、か つ それ ぞれ の 熱浴 ご とに温度や 化学ポ テ

ン シ ャ ル が 違 う。
こ の よ うな状態を統

一
的に 記述す るた め 、 KMS 条件に よ り各熱浴を特

徴づ ける
。

　まず 、 曜 を次の よ うに 定義す る 。

　 　 　 　 　 　 　 N

　　・S（昨 H招、
。
詑み迎 （e

’D ・” Be−’，D ・

り 　 　 　 　 　 　 （3・62）
　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝＝1

こ こ で 町
1
は 潘 目の 谿 の 鹸 の 騰 喝

一 （・1・
1，

・

…
，の は 播 目の 黼 の 化学ポ

テ ン シ ャ ル
、 exp （D ，）は 有限 自由度系の 初期状態 を表して い る 。 また ω は温度 一1 の と き

の 鰐 に対する KMS 状態 を表す。
こ こで 、 系が KMS 条件を満た して い る とは

　　 ω （A σYi（B ））　＝ ω （ノiヱ3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．63）

で ある こ とを意味す る 。

　こ こ で generator鵐 は次 の よ うに与 え られ る 。

　　・
・ 　（・）　・ 　一

Σ6・　（P」（  ）
一

・點P圃 ）・ i［D ・ ，
・Al 　 　 （・・64）

こ こ で g皇）は α ！2、
に 対す る genera 七〇r で あ る 。 （e λ は RL の λ成分が 1 とな る単位 ベ ク ト

ル で s ∈ R で あ る 。 ）

　 また
、 後の Prop．で 書 くが 、系の 分割方法に よ りどの よ うな変化が 生 じる か 調 べ る た め

locally　modi 丘ed 　state ω
’

を定義する
。

こ れ は

　　 ff＝＝： 3｛o   Sl   一■’  〔ヂ聾　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．65）
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とい うよ うに 、上 の KMS 条件 に よ る分割 とは別 にす る 。 こ の 分割に対 す る 、温度 一1の

と きの σゴに 対す る KMS 状態 ω
’

は

　　・X
’

（・）¶ 麹殻頚 。誰
D 乙記

・ ・

  zD

り　 　 　 　 　 （・・66）
　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

で 表現 され る 。 こ こ で 6j，μ」
は σ劉の と きと同 じで ある 。

　こ の ω
’

が locally　modified 　state で あ る とは δ
ω

， と δ
ω
が 次の 関係 を満たす と きで あ．る 。

　　 δw
’ （A）一δ

ω （A ）＝ i［W ，
AI

， （∀孟 ∈ D （δω ））　　　　　　　　　　　　　　　（3．67）

こ こで W ∈ 2しは selfadjoin 七で あ る 。

Prop ．18 （定常状態の存在）

Ttが Ll（9L）漸近 ア
ーベ ル 性 を満た すと き

　　　lim ω o η （A）！i1　w ± （A）， （∀A ∈ 『L ）　　　　　　　　　　　　　　　　 ．　 （3．68）
　 　 tv ± oo

が それぞ れの 初期状態 ω に対 して 存在し、晦 は Tt 不変で あ る 。

6

PrOP ．19

η が L1 （3
’

L）漸近ア ーベ ル 性を満た し 、 礁 に よる KMS 状態が 一
意 的に 決ま る と き ω に 局

所 的な摂動 を加えた ω
’
に 対 して も 、

　　 、盈 ω
’

・ Tt （A ）一
、盟 ω ・ Tt （A）一 ω ・ （A ）， （∀A ∈ S’

L）　 　 　 ． （3・69）

が 成立する 。

　こ の こ とか う定常状態 ω 士
は熱浴の 温度 と化学ポ テ ン シ ャ ル に よ り決定され 、 分割の 仕

方や 有限 自由度系の 初期状 態に は よ らな い こ とが わか る 。

PrOP 。20

Ttが Ll （洗 ）漸近 ア
ーベ ル 性 を満 た し 、 鰐 に よ る KMS 状態が

一
意 的に決 まる と き、

　　 ω ±
一 ん

干 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．70）

が 成立する 。 た だ し こ こ で ♂ は 面 （A ）＝ ω （t〈A
“

））で 定義 され る 。

Prop ．　21 （定常状態の 安定性）

Tt が Ll （srL）漸近 ア
ーベ ル 性 を満 た し 、 帽 に よ る KMS 状 態が

一
意 的に決 ま り、 M φ11er写

像 ・rf・ （・ 1・mt − ♂
一’

Tt）が i… r ・・bl・ の と き定常状 態 ・ ・ は 局所 的 な飆 ・対 し て次の

意味で 安定で あ る 。

　　　　　 w
＋ （B

’

Tt （A）B ）
　　　　　　　　　　　　　 ＝ w

＋ （A）， （∀A」B ∈ gり．　　　　　　　　　　　　　（3．71）　 　 　 li皿
　　 t−・± 。 。 　 ω ＋ （・B ＊ B ）

また こ れ は 、 w ＿に 対 し て も同様の こ とが 言 える 。

6
こ こ で Ruelle の 2000 年 の 文献を引用し て い た 。
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PrOP 。22
一

般 に 0 ’

代 数に お い て 、 密度行列 ρ1 ， ρ2 に 対する相対 エ ン トロ ピー 3 （ρilρ2）は

　　 S （ρ11ρ2）＝ Tr ｛ρ1 （logρ1
− 109ρ2）｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・72）

で 与え られ て い る 。 こ れ に対 して 、 相対エ ン トロ ピー生成の 陽な表現が小嶋 ら7
や Ja齬 ∫6

と PiUet8に よ り相対 エ ン トロ ピー S （ω 1ω t）が次の よ うに与えられ る 。

　　s （・ i  一

Σ瞭 囎
　 　 　 　 　 　 」

）一
… 　（Ds ）・ ・ 國 　　　　 （3・73）

こ こ で ω 、
… ω 。 Ts で 、ゴ番 目の 熱浴 との 間に流れ る熱流 咢は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　考≡ 諏 y ）＋ Σ μ望）
gk

」〉
（V ）　 　 　 　 　 　 　 　 （3・74）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ＝ 1

で 定義 され る 。
こ の とき、相対エ ン トU ピ ー

生成量 Ep ＠∂≡ 読5 （av　lWt）は Tt が 漸近ア
ー

ベ ル で ある と き limt
→ 士 。 。

　Ep （CVt）は 収束 し 、

　　　鑑 Ep 團 一 E・回 ≡ Σβ… （功 　 　 　 　 　 　 （3・75）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ

で あ らわ され る 。 また Ep （ω ＋）≧ 0
，
　Ep （ca＿）≦ 0 が 成立する 。

　（有限系 に対する証明）

　 初期分布

　　　・・
一 蝪・

一
聯

一
・・馳 一 ・ 　 　 　 　 　 （・・76）

と時間発展 η に 対 して Wt 　11　Lv 。 Tt なの で 相対エ ン トロ ピーは 次 の よ うに して 計算で きる 。

　　　S （ω ILVt）　＝ 　Tr（ρt （lnρ重
一 lnρo））

　　　　　　　 ； 　　［「を（τ＿t （ρ0）（T ＿−t （lnρ0）
− lnρ0））

　　　　　　　 − Tr （ρ。（lnρ。
− Tt （1nρ・）））

　　　　　　　一 ズ認 が （P・T・
・［琴嶋

一
晒 ）］）・

r
］…（・・　（Ds − Tt （Ds ）））

　　　　　　　
一

琴所 蜘 （咢）
− tUt （Ds ）・ ・ （Ds ）　　　 （・… ）

こ こで 齦 系で 矚 ， ・顕 ら凶 訓 葛 ， 小 頚 餅 ・［H ！
」）

，A］で 与え られ ・ 全 ハ ミル

トニ ア ・ ・ H 一 Σ鵠 ・ V で ある こ とか ら ・ 隅 】一 ［H ，
・H ・］・ ［噌

）

］一 ［瓦 N剄
7
編集部註 ：小 嶋等の 1988 年や 89 年の 論文を引用し て い た 。

8編集部註 ：彼等の 2001 年、2002 年 の 論文を引用 し て い た 。
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　が成立する
。

よ っ て system と熱浴 ゴとの 間を流れ る熱流 写は次の よ うに 変形で きる こ と

　を上の 最 後の 等式で 用 い た 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 L

　　　　群
一
ら（v ）・ Σ ・脚 （v）＝ ・ 　− i［制 ・ Σ副 N綱

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ＝ 1　　 　　　　　 　　　　　 　　　　　 　　　 λ＝・1

　　　　諾嵎 ）
一赱艦 ・ （級

ゴ）

）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 λ＝1

　さらに S （ω 1ω t）≧ 0 よ り

　　無
・幽 嘸 ÷牒 ・ （幗 ・ ・

で ある こ とか ら次の こ とが 分 か る 。

　　E幽 ）一 Σ伽 ・ （咢）
一

・ab・　（Ds ）
彑 箪 伽 ． （穿）≧ ・

　 　 　 　 　 　 　 　 」

　同様 に t →
一

〇〇 の と きは 3 （wlWt ）≧ 0 よ り

　　t！・IP
。。÷尻 ・（・ 國 ・ ・

な の で Ep （ω 一）≦ 0が 分か る 。　 ■

PrOP ．23

温度が 一1 の と きの 状態 ω t は

　　 瑠 ≡ 7「
1
σ凱 ，

eTt
≡ ず

』1
η

に対す る 時間 tの KMS 状態で 、 その generator は 次の よ うに 与え られ る 。

6£
t・
（A ）・ ・　6w（餅 引幅 ＠ （v ））・

A］，
　 ・A ・ 咐 ・

）− D （6・ ）

（3．78）

（3．79）

（3．80）

（3．81）

（3．82）

（3．83）

PrOP ．24

7t が Ll （YL ）漸近 ア
ーベ ル で か つ Meller 写像 ・

γ± が invertibleの とき温 度 一1 に お け る定

常状態 ω 土 は

　　 ωご
±

… 7；
1
σ擁 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （3．84）

に 対す る KMS 状態 とな る 。 δ
w （V ）∈ ff

’
L の と き geη er 跏 r 酷 は次 の よ うに あ らわ され る 。

　　・9（A）　＝＝　6w（A ）・ ・濫蝋 （V ））・ ・］・　 ・A ・ D （職 　 　（・・85）
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　有限系に お い て は 、

＊−automorphism 暢 に 関する KMS 状態 ω は density　matrix に 対応

する 。

P・
一卸 トシ＠

一

書脚 ）］ （3．86）

Z は 規格化定数で 、防，
Hj

，磯
）
，罅

）はそれ ぞれ ゴ番 目の 熱浴の 温度 、
エ ネル ギ ー

、 化学ポ

テ ン シ ャ ル 、 粒子数オペ レ
ーター を意味 す る 。

　こ こ で 式 （3．78）よ り

　　T・・（… （v ））一 一

シ組鴟
一書一 野・N！

・1

）一 一

書鮒 ） （3．87）

となるの で 、 Prop．24 よ りwt に相 当する density　matrix の 時 間発展 ρω t は次の よ うに なる 。

　　P…
一剥

一

シ＠書・贈 L か・ （州
す る Liouville−von 　Neumann 方程式 その もの で あ る こ とが 分 か る 。

　 さ らに t → ± CQ とする と

　　艇
一 剥 一

シ＠シ
・
罅 ・一摩 ・ （咢））］

とな る 。
こ れ は ま さに MacLennan −Zubairevに よる定常 分布で ある 。

（3．88）

こ こ で 、ρω
，

； T−t （ρw ）とな っ て い る こ とか ら分か る よ っに こ れ は density　matrix に対

3．4　 Spinless　Fermion 系 の 非平衡定常状態

（3．89）

こ こ で は 具体的に Spinless　Fermion系にお い て 二 つ の 系が 相互 作用す る場合 を考える 。

　　　　・ げ） ・

写∫岬 ）a・・ 　 　 　 　 （3… ）

柳 ）） 一

琴／
褫 断 （晦 　 　 　 　 （3… ）

　　　　　 V　　≡ 　　a （Ul ）
＊

α （u2 ）十 a （n2 ）
＊

a （Ul ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．92）

　こ こ で k は波 数 、λ は系の番号で 、
こ こで は 1 また は 2 で あ る 。 ま た u1

，短 は次 の こ と

を満 たす 。
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　　嚇 ）一 ｛『
（k）1：1，

こ の と き初期状態 は

　　・ ＠ （／）・ （・））一

剤 ・磯 鶉粤・

とで き 、 時間発展 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

顧 ）一 ぜ 凶 ＋］E］）　in
　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ；1

瞬 ）一 ｛
Ou2

（k）

−

り
白

＝

＝

λ

丶

く

（3、93）

（3．94）

ズ幽 … 广
14

ち ［T・X（y ）・ ［舜 、 （v ）… ［T・・ （・）， ・ （A）］… ］］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3．95）

と表現で きる 。 また 、 Tt （α （ノ））＝ α   とす る 。

　こ の と きδ（A）≡ 岳η γ （A）1t．一，。。
に対 して

　　岳・ （α げ）團 ・（・ げ））・ i［v ，
・a ・（f）］）

が 成 立 す る こ とか ら 、 次 の こ とが 言 え る 。

　　ム（klt） 一 煽 ・ 圃 ＋ 乞蝋 配）1d嚇 （賜 幽

　　 fA（k；0） ＝　ム （k）

こ こ で は 、 時間微分が 残 っ て い るの で 、 次の よ うに 変形する 。

鯛 ＝ ・　 ・
’W

・・‘il・岡 … 呵 。、．、隔 隔
．

。 、、剛

　　　　　　　　　　 嫁（fO）φx （k
「

；！）ρ
軌 ’lt

齶 畷
＋1

（卿 姻 φ・（k
’

lf）e瑠

（3．96）

（3．97）

（3．98）

　　　　　　　　　 A （＋ ）（ω融）（ω le・X
− ’lwtex

十 io）・

φ・ 綱 一 綱 ＋
A囎 、）

・

　　　　　　［畴 （卿 ／蝶響禁！。 ＋／認 説1讐禁i。］

・f・・
’

（3，99）

（3．100）

こ こ で

　　　・ 一 ｛訟：1
蜘 ） − ／疏

。 鵯
）
豊。

A （土 ）
（ω ） − 1 − Ml ±）

回 碯
土 〉

（ω）

（3．101）

（3．102）

（3．103）
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と した 。

　こ うして 、時間発展が 分か っ た の で 、t → oO で の 系の 状態を調べ る 。

ω ，（・ げり・ （9））一 ω （7 ．
v
，
・　（ft）

＊

α （9，））一 ω （・ （e
−’w ・’ft）

＊

α （・
一’ω

燭 ） （3．104）

こ こ で 、

θ

一
嫉 ・℃

ム （岡 一 φλ （k；ノ）

・／認
。ぼ

（…
一

・
・
1・）t 畷

＋ ）
隔

一
ωk ’λ ＋ io

）

捨畿薯
）鰤 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3ユ05＞

　　dk’
幽 λ

一
嚇 ）t

　 ・ X・（k）・ip・・（k
’

・f）
・1　　　　ω 和λ

一 cak’X 十 io　A （＋）（ω k’X）
圭：隼 φλ（k；f）

とな る こ とは 、

　　論 箪 ・ 　 　 　 　 　 　 　 （3・… ）

よ り分か る 。

　よ っ て 終状態は

駟 （∫）  （切）＝ ω （α （φ（ノ））
＊

・ （φ（・）））一写／褫
血

黔 肇
；

’
广

（・ 1・7）

とな る こ とが わか る 。

　非平衡量子統計力学の 代数的 ア プ ロ
ー

チ 講義概 要　「微 視的運動の 動力学 的 ［生質か ら巨

視的な不可逆現象が どの よ うに 導か れ るか 」とい う統計力学の 基礎 的問題が 、 近年 、 無限

量子系の 立場か ら再吟味され てい る 。 講義で は 、こ の アプ ロ ーチ につ い て最新の トピ ッ ク

ス を交 えて 解説す る 。

　量子力学の 数学的定式化で は 、 通常 、 状態を表すヒ ル ベ ル ト空間か ら出発し 、 そ の 上 で

定義され た エ ル ミー ト演 算子を物理 量 と解釈 する 。 こ の と き、測定に よ り観測され る 量

は 、 演算子の 固有値で あ り、
ヒ ル ベ ル ト空 間の ベ ク トル はそれぞ れ の 固有値 の 観測確率の

情報を担 う （
”

状態
”

と呼ばれ る ）。

　こ の よ うなアブ U 一
チは 、 無 限に 拡が っ た系 に は （例 えば 全系 の エ ネル ギ

ー
が無 限大に

な るの で ）適用で きない
。 代わ りに 、 有限な観測可能量 の つ くる非可換代数か ら出発して

「観測値 」あ る い は 「平均の 観 測値 」を与 え る もの と して 状 態 を導 入 する とい う方針 を と

る 。 こ の 定式化は 、無限系 の 熱平衡状態 をよ く記述す る こ とが 知 られ て お り、近年 、非平

衡状態の 研 究 に も用 い られ て い る 。 講義で は 、こ の 方 法の 基本 か ら出発 し 、非平衡系 へ の

ア ブ m 一チ を解説 する 。

　 シ ラ バ ス

　 1 ． オ リ エ ン テ
ー

シ ョ ン 　 （量子力学 の 定式化 ）
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　 2 ．C ＊代数 1 （有限可観測量のつ くる代数 ：C ＊代数 、
ユ ニ タ リー性 ・

エ ル ミー ト性 ・正

値性 、 ス ペ ク トル ）

3 ．C ＊代数 2

4 ．C ＊代数 3

5 ．　散舌L理言侖1

6 ．散乱理論 2

7 ．平衡状態 1

8 ．平衡状態 2

9 ．平衡状態 3

（状態、Gel’fand−Naimark −Sega1構成）

（時間発展、時間発展の 生成子 、 複素時間へ の 解析接続）

（散乱理論 ）

（代数的 ア プ ロ ーチ に おけ る散乱 問題 ）

（Kubo −Martin−Schwinger条件 と平衡状態 ）

（平衡状態 の エ ル ゴ ー
ド性 、Clausiusの 不等式）

（自由 Bose気体 の Bose−Ei丑 stein 凝縮 、 自発的対称 性の 破れ ）

10．非平衡定常状態 1

11，非 平衡定常 状態 2

12．非平衡定常 状態 3

13．非平衡定常状態 4

14．非平衡定常状態 5

（Ruel正e の 理論 ：定常状態の 存在）

（定常状態 の エ ル ゴ ー ド性 ）

（量 子開放系 の 定常状態 ：量子 ド ッ ト）

（量 子開放系の 定常状態 ：
一次元 XY モ デ ル ）

（相対 エ ン トロ ピ ー と相対エ ン トロ ピ ー
生成）

4 熱 ・ 統計 力学 とエ ル ゴ ー ド理論

　熱平衡状態は ア ン サン ブル に よ っ て 記述で き、マ ク U な物理量 は ミク ロ な情報か らア ン

サ ン ブ ル 平均と して 求め られ る 。 非平衡状態を表す ア ン サ ンブ ル をどの よ うに表すか は 問

題で あが 、 物理 的状態が 確率的で ある とすれ ば記述可能で ある 。 以下で は非平衡状態の 性

質を混合的力学系の 性質と して 考える た め エ ル ゴ ー ド理 論を考察する 。

4 ．1　 序； 熱力学と動力学

　平衡系の 熱力 学で は 「孤 立 した系を放置する と、それ 以上 変化しな い 落 ち着い た平衡状

態に達す る」 とい う熱平衡 の 存在 を 巨視 的な系 に お い て 成 立す る 経験則 と して 認 め て い

る 。

一
方で 、熱力学 を微視的にみ る とあ らゆ る系は 力学の 法則 に 従 っ て 時間発 展 して い る

の で 、 熱力学 と力学が 両立 す るた め に は 熱平衡に 相 当す る力 学過程が存在 しな くて は な ら

な い
。 し か し、与 えられ た系の 運動状 態は 時々 刻 々 と変化す る の で 熱平衡に対応する力学

的状 態は複 数あ り、力学系 と して 、平 衡状態の 存在を保 証す る条件が 問題 とな っ て くる 。

　あ る系 で熱平 衡 に対応す る力学過程が 存在す るため に 、 Boltzman は 一
定の エ ネル ギ ー

をもっ た孤 立系は十分長い 時 間の 後に は熱平衡状態 に 達し 、その 後はそ の 周辺で 小 さなゆ

らぎ が あ るが 、 ほ とん どそ の 状態 に 留 ま り続 け る こ と を 「長時間平均値 ＝ ア ン サ ン ブ ル

平均値 」 と い う形 の エ ル ゴ ー ド性が 成立する として 定式化させ た 。

　あ る 力学量 f は 十分時間が経 っ た後 に 巨視的 に は 熱平衡の 値 をと る の で 、 初期 状態 Xo

か ら出発 した 軌道の 長時間平均 〈f＞x 。
は 熱平衡で の 観測値 くノ〉。g と 同

一
視で きる 。 さ らに 、

一 346 一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

「無限系 の非平衡統計力学」

熱平衡の
一意性か ら 、 長時 間平均は 初期状態に よ らず

一
定値 〈f＞を と る と考えられ る

。

一

方で
、

エ ネル ギ ー面上 に
一様 に分布する統計集団 （ミ ク ロ カ ノ ニ カル 分布〉を考え 、 初期

値 をその 分布にわ た っ て 平均 した もの を考える と、力学量 アの 時間平均 〈！〉が ミ ク ロ カ ノ

ニ カル 分布に わ た る平均 ［f］mc と一致す る こ とを示す こ とが で き

〈ノ〉＝ ［fjm。 ， （4．1）

の よ うな 関係 とな る 。
この 性質をエ ル ゴ ー ト性 と呼び 、 ア ン サ ン ブ ル と力学の 性質だ けか

ら熱平衡 に あ る系 の さまざ まな量 を計算で きる 。
つ ま り、孤立系の 熱平衡状態を ミ ク P カ

ノ ニ カル ア ン サ ン ブ ル に よ っ て 表 され る統計 的状態 と して 議論 を進め て い くこ とが 可能 と

なる 。

5　有限 自由度系の 平衡統計力学

　 この 節で は 、N 個 の 同種粒 子か らな る古典力学系にお い て
、 平衡熱力学の 諸性質を動

力学の 枠組み の 中に どれ だけ作 り込め るか を見て い くこ とに しよ う。 簡単の ため 、 系 と外

界 との 物質の 移動は 考えない
。

5．1　状態と測度

　統 計力学で は状態 は 統計 集団で 記述 され る が 、 その 根 拠 に は 長時 間平均が 相空 間平均

と
一

致 する とい うエ ル ゴ ー ド性 を根拠 にす る こ とが 多い
。 しか し 、 長時間平均で 議 論が で

きる な ら、そ もそ も系の 状態 を記述す る の に統計集 団を持ち込 む必要が ない 。 こ こ で は 、

「（熱力学で 扱われ て い る ）系 の 状態は物理量 の 測定結果 に よ っ て 決 まる 」 とい う事実 か

ら出発する と、系の 状態が
一
般に確率分布に よ っ て 表され る こ とを示 そ う。

　N 個の 同種粒子か らなる古典力学で は 、 系の 運動状態は 、 n ＝ 3N 個 （あ るい は固定され

た物体を考える 場合に は n ＝ 3N − 6個 ）の
一

般座標 ％ と一
般運動量 pゴ

の 値の 組 （相空間

座標）に よ り指定 され る 。 ただ し 、 粒子 の 入換 えに よ り移 り変 わる座標 は 同
一

視す る 。 従 っ

て 、 こ の 系 の 物 理量は 相空 間上で 定義 され た 関数 ！ ＝ f（qL，

…
， 9n，p1，

…
，Pn）… f（q，p）

で 表 され る 。 さて 、
こ の 系に つ い て 、 物理量 f を測 定 した とし よ う。

一
般 に は 、 測定値は

測定 の 度 に揺 らぐだ ろ うが 、そ の 平均値 ω （f）は確定した意 味を もつ 。 そ して 、様 々 な物

理 量の 測 定値 の 平均 を定 めれ ば 、状 態 を定め る こ とが で き る 。 物理量 f に 対 して 平均値

w （f）を対応 させ る 写像 f → ω （f）∈ C は 、明 らか に 次の 性 質を持 つ べ きで あ る 。

（S1 ）　 線形性 ： ω （α ノ＋ 9）＝ α ω （ノ）＋ ω （9）　 （α ∈ C ）

（S2 ）　 正 値性 ： ノ（g， p）≧ 0　 ⇒ ω げ）≧ 0

（S3 ）　 規格化 ： 常に 1 （q，p）≡ 1 と な る物理 量 ⇒ ω （1）； 1
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つ ま り、 w （f）は規格化 され た正値汎関数で あ る 。

　次に 、最 も
一

般 な確率分布 に つ い て 考えて み よ う。 例 えば 、カ ノ ニ カル 集団は 相空 間上

で 艤 され 紛 欄 蜘 鋲 ・x ・（
− H ／（k・T ））1・・（z ・ 分醐 数 … ま温灘 ・ はボ

ル ツ マ ン 定数）に よ っ て 表 され る 。 分布関数が 与え られ る と 、相空空間の あ る 部分集合 A

で 表され る 運動状態が 実現す る確率は

　 　 　 　 1 ＿＿廴 ゴz

　　五ヂ 亙 　 　 　 　 　 　 　 　 （・・1）

で 与え られ る 。
こ れ を

一
般化す る と、相空空 間の 部分集合 A ⊂ r で 表 され る運動状態の

実現確率 μ（A ）を定め る こ とが 、最 も
一

般の 確 率分布 を考え る こ とに な る 。

9
こ こで 、 確率

測度 μ とは相 空間 r の
“
可測 な

” la
部分集合 A に実数 μ（A）を対応 させ る集合関数で

， 次

の 条件 を満たすもの で ある 。

（M1 ）μ（ ）＝ 0

（M2 ）可測集合 A に 対 し μ （A）≧ 0

（岡 鋸 … 梱 測で A
・nAle　 ＝ ・ Q 絢 贓 Q棚薯嘱 ）

（M4 ）μ（r）＝ 1

　そ して 、 Rieszの 表現定理 に よれば汎関数 ω は ある 確率測度 μ に 関す る積分で 表す こ と

が で きる 。 こ こで は 、 Rieszの 定理 の お お まか な 内容 を紹介す る に留め る （正 確な 内容に

つ い て は 、例 えば猪狩 1］定mp　6．18参 照）。

PrOP ，25

平均値を与える 写像 ω （正値汎関数）に つ い て
、 確率測度 μが存在 し

・ （！）一 ∠炯 燗 （5．2）

と表せ る 。 こ こ で x ； （q，p）、　 dx　＝　dqi… dandPi… ＠ π
で P は相 空間で あ る 。

（proof ）

　 9編集部註 ： こ の 箇所 に 、著者は 、 ？？？？？？？？？？ を つ けて い る 。

　
10
集合 r の 部分集含の 集ま り （集合族）A で

（A1 ）砂∈ A

（A2 ）A ∈ A に 対し X ＼A ∈ A

（A3 ） A
ゴ

∈ F （ゴ ニ 1
，
2

｝

… ）に対し U 巽1．4ゴ
∈ A

を満 たす もの を σ 集合体 と呼び 、A の 要素を可測集合 と呼 ぶ 。
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　相空間の 部分集合 A ⊂ M の 特性関数を XA （x
’
）とお く：

　　… （x ）一 漁 ・）一 ｛1瓢　　　　　　　 岡

汎関数 ω を用い て 測度 μ を μ （A）≡ ω （XA ）とす る と 、
こ れ は相空間 M 上で 定め られ た測

度 とな る こ とが 以 下 の よ うに示せ る 。

1．μ （φ）＝ ω （X φ）＝ 0

2．μ （A）＝ ω （XA ）≧ 0

3．μ（M ）＝ ω （1）＝ 1

・璃 鱗 一 φ （洲 ， ・c・、
A

、
　
・一

・：」
　・A

，

よ り・（u、紛 一 Σ
、 鵬 ）

　IUeszの 定理 に つ い て は 、 ノが 実数値 関数の とき 、 Aj ＝ 倒 c
ゴ≦！（x

’
）＜ c

ゴ＋1｝とお くと

f（・x ）÷ Σ⊃ゴらXA ゴ （m）よ り

　　ω （ノ）÷ Σ ・
・
ω 幅 ）− 1炯 μ（姻 　　　　　　　　　　（5・4）

　 ■
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5．2　 孤立系 に お け る 平衡状態 の 存在 と混合性

　まず 、 考えてい る系が 、 自律的時聞発展に よ っ て平衡状態に ア プ ロ ーチ する過程につ い

て 考えよ う。 こ の と き、系 の 状態 を表す相空 間座標 の 時間変化 は 、正 凖方程式 ：

　　¢・
一

∂

鵠
P）

戸广
一

∂

鵠
P）

（ンー 1
・
・

… 功　　　 岡

に支配され る 。 初期点 （q（
0）

，p（O））≡ Xe か ら出発 した運動方程式の 解 曲線が時刻 tに至 る点

を （q（士），p （切 ≡i ．mt とす る と、解 曲線 は初期点 Xo を mt に対 応 させ る変換 Tt ： Xo → Xt で

表す こ とが で きる 。 T， は相空間か ら相空間へ の 写像で あ り、

　　　　 （のTo ＝ （恒等 写像）

　　　　 （i’i＞Ts 。 Tt ＝ Ts
＋ L

　　　　 （iii）TtXo は t、　Xo に つ い て 連続

とい う性質を もつ
。 こ の 写像 Ttを 「流れ 」 と呼ぶ 。 以下 、 重心運動 と剛体 回転 の 自由度

を凍結 し 、ハ ミル トニ ア ン H だ けが 運動 の 恒 量で あ る とし よ う。

　流it　T， を用 い る と 、 物理量 fの 時刻 tで の 関数形 は ノ。 Ttで 与えられ る の で 、そ の 時刻

tで の 観測値／ 平均値 は

ω t（f）≡ ω （！。 T・）一

ノl　f 。 T・＠）pa（dx） （5．6）

とな る 。 また 、こ れ に よ り時刻 t で の 状態 唾 が 定 ま り 、 対応 す る測度 を μ‘ とすれ ば

・t（f）一 　f． f（・）幽 ） （5．7）

が 成 り立つ
。 関数 ！として 、相空 間上の 集合 Acr の 特性関数 x4 を選ぶ と測度の 時間発

展が 次式 で 与え られ る こ とが 判 る ：

綱 勘 （）・・）一 β・ 伽 ）・（姻 イ如 ＠）・（姻 一

・（牢 ・） （5．8）

　次 に 、状 態の 時間発 展 を考える 。 物理 量 は 相空 間 ヒの 関数 な の で 、そ の 時間発展 は 写像

T を 用 い て f‘（q， p）＝ f　（T，（q ，
　p））とな る 。 また 状態の 時間発展 は 、ont　（f）iE　tU　（f 。 Tt）と

与 え られ 、Rieszの 定理か ら測度 の 時間発展則

ん炯 絢 圃 一 ん隅 ＠）・ （d・） （5．9）

とな る 。 平衡状態で あ る た め に は 、時 間発展 に つ い て 測度 は 不 変で な けれ ばな らず、Ttの

測度が 、 με
篇 μ とな る不変測度 の と きに・

、 平衡状 態が 記述 で き る 。 しか し 、

一一・ecの 力学

系 は 多 くの 不変測度 を持 っ て お り、 物理 的 に 意味の あ る 不変測度 を選択す る必要が あ る 。
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　状態は時間が経て ば 、 平衡状態に変化する ：ω t　（f）繊 ω
。 q （f）。 初期 密度 ρ＠）の とき

状態は ω 　（f）＝ fM　f （x ）ρ（x ）paeg（dx）と表せ 、時刻 tで の 状態は

　　卿 ）諭 ・ 恥 ）・贓 ・・） 　 　 　 　 （・… ）

とな る 。 オ→ OQ とすれば 、 平衡状態

　　蝋 ！）一 ん炯 働 圃 　 　 　 　 　 　 （・ユ ・）

に 達するこ とか ら 、

　　t！！POO　fM　f ・ 恥 ）編 働 一 ん！＠）綱 　 　 　 （… 2）

と表す こ とがで きる 。 g （x）≧O
，
　fM　9 （勾 μ，q （dx）≧0 を満たす関数 g （x ）を用い る と 、確

率密度は

　　　　　　　　　9＠）
　　 ρ（x）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5ユ3）
　　　　　　fM　9　（x ）絢 ゆ ）

とな り、 平衡状態に つ い て 以下の こ とが 言える 。

　　　鱈鵠 穿1鍔（dm）

瓢 幅 （d・） 　 　 侮 4）

無 んノ・ 恥 ）・（嘱 圃 一 々（脳 傾 ）ん・（脳 岡 （5．15）

　つ ま り、 任意 の 物理 量 ノ、 g の 相 関関数が そ れぞ れ の 平衡測度に よ る ア ン サ ン ブ ル 平均

の 積に 緩和 して い る 。 こ の 性 質は混合性 と呼ば れ 、 平衡状態の 存在 は混合性の 問題 に帰着

され るこ とが 分か る 。
こ の よ うに 、Liouville方程式に 従 っ て 時間発展す る 密度 分布 関数 ρ

を使 えば 、熱 平衡状態 へ の不 可逆過程 を記述 する こ とが で きる

　線形応答 と混合性

　次に 、 鈴木の 表記
11

に 従い 線型応答理論を用い て 混合 性に つ い て 考えよ う。 摂動 A （q ，p）f　（“）
の 下 で の ハ ミ ル トニ ア ン を n 。 ＋ A （q， p）！（t）とす る 。 そ の カ ノ ニ カ ル 分布 で の 物理 量 B

の 平均 〈B ＞は 、確率密度 ρo 蕭 ε
一β筋

／昂 に よ る平均 を 〈B ＞o とし て 、線 形応 答理論 か ら

〈・〉一 く解 ひ く畑 脚 ＋ … 〈・〉一 く榊 ｛
一
く・恥 無 く・B 叫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．16）
11
編集部註 ：こ こ で鈴木増雄 の 教科書な い し 論文を引用 し て い た 。
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　とな る 。

一方で ハ ミル トニ ア ン 7to＋ A の カ ノ ニ カル 分布で の 物理量 B の 平均は 、

　　　 〈B ＞＝ 〈B ＞o ＋ β｛一〈AB ＞o ＋ 〈A＞o〈B ＞o｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．17）

　とな る の で 、 両者が 一致す るに は

　　　　lim　〈AB （t）＞o ＝ 〈A＞o（B ＞o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．18）
　 　 　 t−→十 co

　を満たさ なけ らば ならな い
。 これ を満た すた め に は混合性が必要 とな る こ とが 分か る 。

　5．3　 混合性 と動力学

　 5．3．1　 準備

　　測度とは 、 あ る範囲の 集合に 非負の 実数 ある い は oO を対応 させ る集合 関数で 、 次の 性

　質を もつ もの で あ る 。

　Def．12 （σ 代数）

　集合 X の 部分集合 の 族 ．4 が次 の 条件 をみ た す と き 、 X 上 の σ 一加法族 と よぶ 。

　 1．A ∈ 〆し＝ ＞ X＼A ≡ AC ∈ ノし

　2，A ∈ A な らば U題ユ
A

冊
∈ A

　 3．X ∈ A

　Def ．13 （測 度）

　A を X 上の σ 代数 とす る と き 、 μ が （X ，A）上 の 測度で ある とは 以下が 成 り立 つ こ とで

　 ある 。

　1．μ（φ）＝ 0

　2 ．∀A ∈ A に 対 し 、0 ≦ μ（A ）≦ Oo

　3．Ak ∈ A ，瑠 ∩ん 空 φ （k ≠ t）な らば 、μ （U陰1　A∂ 一 Σ果1 μ （A 。 ）

　　集合 とその 上の σ 一加法族 の 組 （X ，A ）を可 測 空 間 、それ に測 度を加 えた （X ，
A

， μ）を測

　度空 間 とい う。 X 上で 定義され た実数値関数 ！： X → R は 、 任意の 実数 α に つ い て の 集

　合 ｛x ∈ X ： ！＠）〉 α ｝が 可測 集合 で あ る時 、可測 関数 と呼ば る 。

　 　保測変 換

　　写 像 丁 が 測度 μに 関 して 保測変換 で あ る とは 、 測度空 間 （X ，
A ，μ）に つ い て 、　X 上 で 定

　 義 され た 写像 T が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一 352 −
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　　　　　　任意の A ∈ A に対し 、 T − IA
∈ ．4 で か つ 、μ （T

一工A ）； μ（A）

を満た す と こ とで ある 。

例 10

パ イこ ね変換

　軌道が 互い に 重な らず、か つ 相空間の 面積 を保 つ 簡単な系 として 、パ イこ ね変換が知 ら

れ て い る 。 図 1の よ うに 、 面積 1 の 正 方形 ［0 ，
1）× ［  ，

1）をそれ 自身に 移す全単射で ある変

Pt　TB を考える 。

　　恥 ）一惓1）、穿）1：ll遠1　　　　 （・ 1・）

ま た 、 0 ＜ α 〈 1 と し ん は 関数方程式 の
一

意解

f・
・（・）・一 ｛

α f。 （2x）

（1 一α ）fa（2x − 1）．螺 ：1　 　 （・2・）

で 定義 され た 関数 とする 。 こ の 関数方程式は連続で x に つ い て増 加関数で ある とい う性 質

を もち 、

　　 μ。 （［O，
x ）x ［0，y））一 ん ω ん ω 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （5．21）

に よ っ て 正 方形上 に 測度 μα
を定め る こ とが で きる 。

写 岡 ・ ［・，
　y）　一 ｛豚 1：訛［跨 ）。 ［。，

、，
． 1）諺i　 （522 ）

で あ るか ら 、 y ≦蚩と y ＞ iの どち らの 場合 も

　　 μ。 怖
1
［O，

・・）・ ［0，Y））一 ム （x ）f。 （y）一

μ。 （［O，
　x）× ［O，

　ty））　 　 　 　 （5．23）

とな り、 変換 に よ っ て 測度が 保 たれ るの で 、 こ の 測度に つ い て パ イこ ね変Pt　TB は保測変

換で ある こ とが 分か る 。

5，3．2　 エ ル ゴ ー
ド性 と混合性

　 工 丿レゴ ー
ドtl生

　 保測変換 T が エ ル ゴ ー ド的で あ る とは 、 T
一IA ＝ A を満 たす任意の 可測集合 A ∈ A に

対し 、μ （A ）＝ ＝ 　O あるい は 1 が 成立す る こ とで あ る 。 ただ し 、 （X ， ．4 ，μ）を測度空 間、T を

X 上で 定義 された保測変換 とする 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 353−
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 →

　　　　　　　　　　　　　　　図 3： パ イ こ ね変換

PrOP ．26

保測 変換 丁 が混 合的な らば T は エ ル ゴ ード的で あ る 。

　（proof ）

丁
一1A

巳 A を満たす ∀A ∈ X に対 し 、 関数 ノ、
　 g を A の 特性関数 XA とする

　　f・（・）　一 一

・c・）一 綱 … （・・）… ｛1螺
こ こ で 、 平衡状 態と混合性 の 関係か ら

「■→ ［コ ■ 國

1！卿 ）姻 働   胤 1ノ（・・）働 （呵 ・＠）働 岡

で あ り、左辺 の 被積分 関数 は

　　 プo 男 ω 竺
焔 。 男 ω ＝ Xr −

・A （x ＞＝

）（IA（x）

とな るの で 、

（5，24）

（5．25）

（5．26）

　　1沖 睡 ）醐 一1・・ （x ）μ傾 ）一 幽 ）　 　 　 （・27 ）

右辺 も同様 に して 、μ（A ）
2

とな る 。 よ っ て μ（A ）＝
μ（A）

2
とな る こ とか ら 、 μ（A）＝

0 または 1 が 成立 する 。 　 暉

　Birkhoffの 個別 エ ル ゴ ー ド定理

（X ，A ， μ）を測 度空間 、　T を測度空間 X 上 で 定義され た 保測変換 とする 。 こ の と きほ とん

ど全 て の X の 要 素 m に対 して 、

　　　・皿 主立魚 ）・ 胴 　 　 　 　 　 　 　 （・．28）
　 　 n → oo γL
　 　 　 　 　 t＝O

極 限が 存在す る 。 こ こで 、f ： X → 0 は 可積分 関掌で あ る 。 さ らに ほ とん どすべ て の X

の 要素 x に 対 し、

　　 ノ
＊

（T ＝）＝ ∫
＊

（x ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5・29）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 354 −
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が成立 し （f＊
の 不変性）、 全空 間の 測度が有限　μ（x）＜ oo な らば

　　匹鰰 圃 級岬 μ（d・ ）　 　 　 　 剛

等式が 満た され る 。

　 つ ま り、 任意の 力学量に つ い て 、 そ の 長時間平均の 存在が Birkhoffの 個別 エ ル ゴ ー ド定

理 か ら保証 され る 。

PrOP ．27

保測変換 丁 が エ ル ゴ ー ト的で あ る とは 、 任意の 可測関数 f ：X → R に つ い て

　　臨 重肺 ）一 々＠）・（d・ ）
　 　 　 　 　 　 t ＝＝〔〕

が ほ とん ど すべ て の x ∈ X に つ い て 成立する こ と と同値で あ る
。

（531 ）

　（proof）
エ ル ゴ ード性か ら、可測関数 ！：X → R が 、ほ とん どすべ て の ，x ∈ X に 対 し f　（Tx ）　・ ・　f　（m ）
を満た す な らば 、 関数 ！は ほ とん ど い た る とこ ろ 定数で ある こ とが い える12

。
こ れ よ り、

f＊

（Tm ）　＝f＊

＠）＝・！
＊

とな る よ うな 定数 ∫
＊

が 存在 し 、 Birkhoffの 個別 エ ル ゴ ー ド定理 か ら

　　fxf（x ）　dtS　（x）一 ψ ・ ω ぜ 　 　 　 　 　 （5・32）

とな る 。
こ れ よ り

　　謁 £ 価 ）一ト 々〔x ）μ 伽 ） 　 　 　 （5・33）
　 　 　 　 　 　 t1＝O

とな り、 （5．31）が 得 られ る 。　 ■

　こ れ は初期位相点を x 、 時刻 tの 後の 位相点 を 7コt．T と して
、
　 Lebesgue 測度ゼ ロ の 集合

を除 く全て の 初期位相 点に 関して 、 その 刻 々 の 時刻の 位相点の 関数 ！の 時 間平均 をと り、

n → OQ に した と きに 、 あ る
一

定 の 極限値があ り、 その と きの 極限値が 相 空間平均 と等し

い こ とを示 して い る 。 また 、 関数 ／の 長時間平均が 平衡状態の 値に近づ か な い よ うな 、X

の 初期位相点は実際上 存在 しない こ と も主張して い る 。

　混合性

　（X ，
A

，μ）を規格化 され た 測度 μ をもつ 測度空間 、　T を X 上 で 定義 され た保測変換 とし

た と き、任意の 可 測集合 A
，
B ∈ A に対 し 、

　　無 μ （AnT
− tB

）一
μ （A ）μ （B ）　 　 　 　 　 　 　 　 （5・34）

が 成立 する と き 、 変換 T は 混合的で あ る 。 混合性は エ ル ゴ ・一一　F
一
性 よ り強 い 概念で あ り、保

測変換 丁 が 混合的な ら 、
T は エ ル ゴ ー ド 的 と言 え る 。

　
12
編集部註 ：こ こ で 小路 口 の 論文 を 引用 し て い た 。
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5．3．3　 特異測度

　エ ル ゴ ード 的な系で は 長時間平均か ら不変測度が 一意的に 決 まる よ うに 見 え るが 、

一

般的に多数の エ ル ゴ ー
ド測度 を持 つ 力学系が 存在 し、測度 に よ っ て 見 えて くる物理 現象も

異 っ て くる 。 特異測 度 とは μα
と μα

’ が 互 い に 特異 的な場合 、μα （A）＝ 0、PSα ，　（A）≠0 と

な る A と μα （B ）ニ 0、μα
・ （B ）≠0 とな る B とい っ た 異なる測度が 存在 して し ま うこ とで

あ る
。 特異測度の 例 と して

、 Cantor 測度が ある 。

例 11

特異測度の 例

Cantor集・合は ［O，　1】を三等分 して その 中央の 開区間を取 り除 き、次に残 る 閉区間を各三等

分 して 中央 の 開区間 を取 り除 き 、 以下 同様 の こ と を繰 り返 して で きる 集合で ある 。 fcを
次の 方程式の 解 とし て 定ま る Cahtor 関数 と し

f・　（・）一 ｛款：：：∵岩難｝
測度 を μ。 （［0，

x））＝ ＝ 　f。 （x）と定め る 。　C を Cantor集合 とす る と

・ 一 ［，
・］＼｛（

12
　　　　　　
　

3
，3） ・儲） ・儲） ・ …

（5．3

j （5．

） と

り 、
険

（（12　
　

　

　　3， 3 ））一ん（1）一 んG ）− i

1 − ・ と なるので、Cantor 集 合に対 するCant

測度は 　　　 　　・・e（G，1）・G・1 ）
僑）…）

　 　＝＝・・c（ G ，1））…c（ G ， 1

） ・ … 一・ 他方 、 Cantor 集合に対する Lebe

ue測度は　　　　　・・ （（9・ 書）・ G 著） ・ 儲 ）

…）一 鼻・… 　 　

毳（ 1） n−1 またμ c（ ［0，1 ）
） ＝fc （1）

＝1、μ L（ ［ 0

1）
）

＝1 なので μc＝μc （［0 ， 1

）一
μ c（ σつ＝1 μ

乙
＝μ L（［O， 1

）一μL（c

j＝0 （

D37）

5．38）

i5．39）

（ 5．40
（
5
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つ ま り、μ，
と μL は互 い に特異的で あ り、 特異測度が存在す るこ とが 分か る 。 これ は、混

合的定常状態は 一
意 的に は 決ま らず、様 々 な安定 した 定常状態が 存在す るこ と を示 して い

る 。 多 くの 力学系に は複数の 不変測度が 存在 し 、 測度に よ っ て 見えて くる物理現象 も異な

る 。
つ ま り、 望 ま しい 性 質を持 っ た不変測度を決定する こ とが 重要とな る 。

5．4　 Pollicott…Ruelle の 共鳴

　指数 関数的不安定性 を持 つ 拡大写像 あ るい は公 理 A 写像 （ny双 曲系 ）T に つ い て 、 μを

平衡測度 とし、滑 らか な 関数 f， g に つ い て

　　＜ノ・ T ‘

9＞广 ω 。〈9＞。
＋ Σ λ1蝋 ！画 ω ＋ W ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j

で あ り・ 〈！〉μ ＝ fx！（  μ（dm）とす る ・ ただ し、

iλゴ1≦ 1 臓 λブ→ 0　（t → ＋ o。）

（5．42）

（5．43）

とす る 。 Ψ
ゴ，働 は 超 関数 で 、Koopm 臨n 演算子 u の 、固有値 λ」に対 す る 固有関数で あ る 。

つ ま り、 関tw　f，
　g に対 し 、 次式が 成 り立 つ

。

　　 Ψゴ（Uf ）＝ λゴΨゴ（！）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5．44）

　　 Φ
， （u

†
9）一 λ

ゴ
Φ

」（9）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （5．45）

Koopman 演算子 U は Uf （x ）； f（Tx ）、ぴ は 〈Uf ，
　g＞μ ＝＝ 〈f，　U †g＞μ

で 定義 され る 。 相 関

関数 〈utf ，　g＞μ の 時間 t に つ い て の Fourier変換 を考 える と ilogλ3 とい う混合率 に相 当す

る周波数で 極を持つ
。

こ の た め 、
こ れ を Pollicott−Ruelleの 共鳴と呼ぶ 。

6　 開 い た 多重パ イこ ね モ デル の 非 平衡統計 力学

　こ こ で は文献
13

に 従 い
， 開 い た 多重パ イこ ね モ デ ル で の 相対 エ ン トロ ピー

に よ る エ ン ト

ロ ピ ー生 成 を求 め 、粗視化エ ン トピー生 成と比 較する 。 粗視化エ ン トロ ピ ーは粗視化 され

たセ ル に よ っ て 決め られ た系の 情報 を測定 し 、その 増加は粗視化 され た位相空 間か らよ り

細 か い 位相空 間へ の 情報流 に よ る と考え られ る 。 また 相対 エ ン トロ ピーは 時刻 tで の 状態

と初期状態か らの 差で 連続的に 変移 して い る こ とを示 して い る 。 二 つ の エ ン トロ ピー生 成

は物理 的に 異な る 意味を持つ が 、 以下 で は 巨視的な極限で は 一致して い るこ とを示 す。

13
編 集部註 ：こ こ で lectureとい う文献 を引用 し て い た 。
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6．1　 エ ネル ギ ー 座標を持つ 多重パ イ こ ね モ デ ル

　m ネル ギ ー座標を持つ 多重パ イこ ねモ デ ル は Lorentz気体の 回帰写像を抽象化した もの

で ある 。 多重パ イこ ね モ デ ル の 相空 間は 図 2に 示すよ うな 3 次元 セ ル の 繋が りとして 考え

られ 、

　　 r ｛（n ，
・

，y ，
E ）IE∈ π

’
，O く ，・ ≦aE ，O 〈 y ≦aEi ｝　 　 　 　 　 　 （6．1）

Z は 整数 、 71＋ は正 の 実数、aE 　・＝ 　aeE で α は正 の 定数で 定義 され る 。
　Tn は π 番目の セ ル

と して 考え 、 変数 E は周期的 Lorentz気体に ある粒子の 運動エ ネル ギ ー
に対応 し 、 喨 は

各セ ル に おけ る運動エ ネル ギ ーの 面積 を表して い る と考えれ ば よい
。

　 こ こ で は 以下 の よ うな写像 B を考える 。

B （n ，
x

，y，
E ）＝ ：

（n − 1
，tie　，

1＋ eFy
，
　E −｝− F ）

（n 緡 警 ・
幽 刊 ＋aE

，
E）

（n ＋ 1
，牲 ，

　　 ｛irry＋ （1
− 1

−
）αE ｝e

−F
，
El− F ）

1ほ契為
暉 ）

（・
− 1・ く 毒≦ ・）

こ こ で ・F は加 え られ た
一
定の外場 とし 、 1士 ≡ 291（1＋ e

圭 2
つは n 番目の セ ル か ら n ± 1

番 目の セ ル へ の 遷移率で 、 5 覇 1 − 2Z （0 ＜ 1≦ 1／2）は同
一

の セ ル へ 移動す る 自己遷 移率

で あ る 。

　次に 、 図 3 の よ うに 開放系に お い て 、 長 さ N ＋ 1 の 多重パ イこ ね変換 を 、 自由運動が

定義された 無 限に 延び た格子上 に埋 め込 むこ とを考え る 。 写像 B は n ∈ ［1，
1V− 1］の とき

で 、 自由運動部分 はず らし写像 に よっ て モ デ ル 化 され る 。
つ ま り、

・ （− i顯：1：！｝撫 （6．3）

で 与 え られ 、n ≦ − 2 の 範囲で lf　＝ ＝　1＋ 、　n ≧N ＋ 2 で lf　＝ ・　1
一

となる 。 n ＝ − 1
，
0

，
　N

，
　N ＋ 1

の 格子 点は結合部 に あ た り異な る変換が 必 要に な る ユ4
。 この 系は無限 に拡が っ た 自由運動

する系に 膚限長の 双 曲系が 埋 め 込 まれ て い る の で カ オ ス 散乱系 とな る
。

62 　 Poisson　Suspension

　同種粒子が有 限の 密度を持つ よ うに分布して い る系の 運動状態 を記述 し よう。 Boltzmann

流 の 見 方で 、一粒子相空 間 r
’
の 粒子分布を考え る 。 各粒子の 空間 r 内で の 位置 を x1

，
z2 … ∈

1
「
とす る と 、 点列

く≡ ｛z・，
x2 … ｝　 2

ゴ
ー （T・ゴ勘 ， 歹ゴ，

E
ゴ）∈ r 　 （ゴ＝・　1

，
2

，

… ） （6．4）
14

編集部註 ：こ こ で ta1 と い う文献を引用 し て い た
。
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n4

匠

n n ＋1

図 4：相空 間 r の 概略 図、断面は 運動エ ネル ギ ーをあ らわす 。

Free 一

n ＝ O n ＝ N

口 口 ロ …・・…

口 口
〈 一一一 一一 MUltiBaker　 Map − 一一 ← 一 一Free

図 5： 定エ ネル ギ ー面 に お け る 開い た 多重パ イ こ ね 変換の 全体図 。

が系の 状態 を表す 。 同種粒子系を考えて い るの で 、順序が異なる点列 くは区別せず 、い くつ

か の Zj が 一致す る場合も含め る 。 また粒子数密度は ど こ で も有 限で あ る とし 、 大 きさが 有

限の 集合 K ⊂ r
’
に 対し 、 元 の 数が 有限の 所に 無限個集積しない とする ：＃ （K ∩ く）〈 ＋OQ

（ただ し ＃ は集合の 要索の個数を表す）。 そ して これ らの条件を満たす点列 ζが 相空間X

を作 る 。

　統計 的状態を 見 るた め に 、 配位 の 集合 X 上 で 定義 され る確 率測度 を考え る 。 有 限集合

K 内に粒予が m 個 ある配位か らな る集合を

CK ，m
− ｛く∈ X 開 ζ∩ K ）− m ｝ （6，5）

とする 。 CK
，
m の 集合 を含む X 上 の 確率測度 P は

・ （・・ ，m ）一

ツ

傷
）ン ・ ・

（6．6）

と表 され 、P を Poisson　Suspensionと呼ぶ 。　u （K ）は K 内に 見 出され る平均 粒子数 を表 し

て い る 。 例 えば 、体積 Ω の 箱 を考 え、体積 Ω の 中の ある 領域 K 内 に含 まれ る平均粒子数

を求め て み よ う。 こ の 箱 の 中に は 粒 子が
一
様に N 個含 まれ 、そ の 粒子 数 N と体積 Ω は 非

常 に 大 き い と し 、 そ の 比 で あ る密度 ρ
＝ N ／Ω は

一
定で あ る とす る 。 密度 ρを固定し 、粒
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子数 N と体積 Ω を oo の 極 限に した と き K 内に m 個粒子 を見い だ す確率 は

　　　　　K 内に m 個粒子 を見 い だす確率

  ，（霆，の［（・ − 9）
N − 7n

（嘉）∵
ρ

鍔1》 　 　 （・・7）

とな り、 粒子tW　ntが Poisson分布に従 っ て い る 。
　Poisson　Suspensionは こ の 例の よ うな対

応 関係 と して 考え られ る 。 また
、 有限集合 K 内に 粒子が m 個 、

K ’

に mt 個あ る 配位 は
、

K ∩ Kt ＝ φな らPoisson　SuspensiQn　P は

　　 P （（ブK ，
m ∩OK ’

，
mt ）＝ P （OK ，

M ）」P （OK ’
，
m
・）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6・8）

を満た す 。

　
一一

粒子 の 関数 A　（£ ）に 対 し て 、 配位 く＝ ｛91 ，
92 ド

’響｝の 関数を A （ζ）一 Σプ
4偽）とし、

A の 配位全体に

 
て の 平均f・ A （ζ）‘P ω を考えよ う・ 過 初 騨 姻 ｝ま糖 関数

廨 ）一｛畿 　 　 　 　 　 （69 ）

を用 い て 、 A （x）＝ Σλ
α 状 κ、 （x）とな り、 配位 関数に対して は 、

　　A （く）一 Σ ・・Σ XK 、   　　　　　　　　　　　　　（6・10）
　 　 　 　 　 　 λ　　　 」

で ある 。 こ こで 、 Σj　XK 入 偽）は K λ内に粒子が m 個 ある と き値 m を とる こ とを意味する 。

各 K に つ い て X 　＝・　U
，nCK ，m とすれ ば

　　鉾 編 ）dP （ζ） 一

昇島編 ）dP （9）一

昇砿 。

・・ （c）

　　　　　　　　　　　　　一 Σ mP （CK，，n ）一 Σ m ！（嘉1
 

・
− u （K ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 の 　　　　　　　　　　 　　　　　　　　m

　　　　　　　　　　　　　　＝ y （K ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6．11）

よ っ て 、 A の 配位全体に つ い て の 平均は

　　々 （・）・P （・）一

耳卿 （吋 船 ）帥 ） 　 　 　 （6・・2）

と い う関係 に な る 。 Poisson　SuspensiQ− P （く）の 時間発展 を考 える と

　　丿4A（9）・dPt（9≡

丿4　A ・（ζ）dP （く）− fr” （T
‘

z）dy （x ）＝ − fr　A （x）・d・Vt （z）　　（6・13）

こ こ で 、 ut （K ）≡ v （T
− tK

）で あ り、（6．12）と （6．13）の 比較をす る と Poisson　Suspension

の 時間発展は 以 下 の よ うに 表せ る p

　　P・・（・・ ． ）一驕
）1！’e − vt … 　 　 　 　 　 　 （・・14）
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6．3　定常状態の構成

　初期測度 Yo が粒 子数密度 ρo （n ，
　m

，
？y ，

　E ）で Lebesgue 測度 に つ い て 絶対 連続 の 場合 、 全

エ ネル ギ ー E が 一定で の 累積分布関数

σ紳 詞 イ 蜘 （B
−t

（nl　Xp
’
yt，

E − nF ）） （6．15）

を用 い るの が便利であ る 。 運動エ ネル ギ ーは正で あ るの で 、 F ＞ 0 で あ るな ら、全 エ ネル

ギ
ーは E ≧（N ＋ 1）F を満 さなければ な らない

。

　粒子 数密度 の 時 間発展 ρtH．1 ＝

ρt　・　B
− 1 は G ， の 時 間発展の 式 を与 え 、 連続 の 式は

　　 rl‡＋ i （n ，　E ）− rl8＠ 1ヨ）＝ ・　Ji
＋ iln （t，

　E ）
− 」が　iln（ち E ）

とな る 。 Ht　（n ，
　E ）は n ・番目の セ ル に含まれ る エ ネル ギ ーあた りの 粒子数

恥 圃 ・ ズ
〔

  α （隅 綱 ・珂

（6ユ6）

〔6．17）

で 、 an （E ）＝ α （E ）e
−
nF

、 」証11n（t，
　E ）は n − 1番 目の セ ル か ら η 番 目の セ ル へ の エ ネル

ギ
ー

あ た りの 粒子流で あ る 。

　次 に 粒子が 左 右の 自由運動部分で 、Lebesgue 測度 に つ い て 均
一 となる よ うな 、 初期状

態を考える 。 （
− oo

，
　
− 1］、 ［N ＋ 1

， ＋oo ）の 格予点上 で の 初期粒子数密度をそ れぞ れ 、 ρ一及

び ρ＋
とすれ ば

　　 ρ。（n ，
x

，〃 ，
E ）＝

ρ一（E ）≡ ・
一β・ （E ｝

μ・ ）　 （n ≦ − 1）　 　 　 　 　 　 （6．18）

　　 ρ。 （nl　x
， 〃，

　E −
（N ＋ 2）F ） ； ρ． （E ）≡ ・

一β・ （E
−

・R ）　 （n ≧ N ＋ 1）　 　 （6．19）

廐 、 βR は左右で の 逆温度 、 Lt、J．、 μR は化学ポ テ ン シ ャ ル とする 。 そ して 、
こ れ らの 初期状

態か らの 漸近 状態と して 、 定常状態を求め る 。

　初期分布密度 ρo が z に つ い て 区分的に連続微 分可能 な ら 、 累積 分布 関数 Gt は t → ± o。

の 極限で 、 定常分布 G
。。

に 収束す る 。 0 ≦ n ≦ N の 範囲で は 、 Gt　（n ，
　x

，y ，
E ）は指数 関数

的 に収束 し 、 G
。。

の 状態で 、各セ ル の エ ネル ギ ーあた りの 平均粒子数は

・＿ 囮 一 ・｝（・． （・）一・．（・））
e
”2（

響睾輪；騨 ）
噂 （・）・

一・・ F
（・2・）

で 与 え られ 、 F ≠ 0 な ら座 標 n の 指数関数 に な り、 F ＝ O な ら n の 線型 な 関数 とな る 。

　 エ ネル ギ ー当 りの 粒 子流 は

礁 ＋ 1 （＋DO
，　E ） ＝ − 1｛rl＋ 。 。 （n ＋ 1

，
E ）− 11

＋ 。 。 （n ，　E ）｝

　　　　　　　　　
− ltanhF ｛H ＋。。 （n 十 1

，
E ）十 H ＋ 。。 （n ，

　E ）｝

　　　　　　　　一
一IK ・ （E ）

2
（ρ＋ （E ）一

ρ＋ （E ）） （621 ）
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K は外 場 F 、シ ス テ ム サ イズ N に依存す る正の 定数 とし 、第
一

項は散逸流 、第二 項は ド

リフ ト流 に それ ぞれ対応する 。 これ よ り、上式 は格子点 n か ら n ＋ 1 へ の 粒子流 の Fickの

法則を満た して い る 。

　定常状態分布 G ＋ 。 。
は x に依存せ ず、以 下 の よ うにな る 。

ズ幽 ・・ 幅 払 E −
・ F ）− G

＋・・ （n ， ・，
E ）− n

＋・・ 囮 螽
一黌

E ）
・・n （叢）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．22）

こ こ で 、qn （η）は フ ラ ク タル 関数 で あ り、定常状 態分布 G ＋ 。 。 も同様 に フ ラ クタル に なる 。

6．4　粗視化エ ン トロ ピ ー

　Gaspamd 　
15

、
　 Gilbert、　 Dorfman 　

16ら に よ っ て
、 巨視的な エ ン トロ ピ ー生成は粗視化 エ

ン トロ ピー生 成に よ っ て 与え らえる こ とが 主張 され た 。
こ れは定常状態へ の アプ ロ ーチが

フ ラ ク タ ル 構造の 形成 と同 じで あ り、 フ ラ ク タ ル へ の 情報流 出を エ ン トロ ピ ー
生成 と して

い る 。

　｛Xx ｝を相空 間の X 分割 とする （X ＝ uλX λ、λ≠ 入
’

の と きX λ ∩ X
λ

・ ＝ の 。
こ の とき

粗視化エ ン トロ ピーを

s
・g

−

￥
・ （恥 驚 　 　 　 　 　 （6・23）

とする 。 M は Lebesgue測度に対し規格化 され て い ない Poisson　Suspensoinとする 。
エ ン

トロ ピ ー S
。g

は分割 ｛X λ｝に つ い て の 位相の 複雑性 を意味 して い る 。

　Poisson　Suspensoin　Ptに よ っ て 描写 され る局所的な粗視化エ ン トロ ピーを考える 。 ｛D ゴ｝
を一粒子相空間 r の 分割 とする 。 分割 ｛D ゴ｝は 以下の 三 つ の 条件をみ た す 。

（a ）1
’
n 　

＝ 　UD
、⊂ r 。D 」

（b）D
コ

⊂ Vn に 対 し BI ）
o ⊂ Tn また は r吐 1

（c）BI ）
」 ⊂ rn に 対 し Dj　c　 Tn また は rn±ユ

各 セ ル rn の 配 位 の 多様性 を 反 映 す る 相 空 間 分 割 を ｛x ｛mj ｝｝とす る と 、｛x ｛婦 ｝
＝ ∩D

，
⊂ rn　CDj

，
m

， ＠ゴ
＝ o

，
　1

，
　2

，

… ）・c
’

κ ，m ，≡ ｛く∈ Xl ＃ （ぐ∩ K ）＝・　m ｝となる 。 分割 ｛x ｛mj ｝｝

15
編 集部註 ： こ こ で 彼 の 文献 を引用

16
編 集部註 ：こ こ で 彼 の 文献 を 引用
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に対する粗視化 エ ン トロ ピー
は rn で の 状 態 鳥 の エ ン トロ ピ ーとみ なすこ とが で き 、 F で

の Lebesgue 測度 を μo とす る と

　　Pt（｛x ・m
・｝｝）  『黠 幽

　　M （｛x ・・
」・｝）  臥鴫1

物

とな る 。 yt は平均粒子数を表す測度で あ り、M は規格化 され て い ない とす る 。

　こ の と き 、 粗視化エ ン トロ ピ ーは

購 嘱 易｝）一

磊
・ （x ・・

」・）曙踟｝誌 　　u、　（D 、）

（624 ）

（6．25）

Σ L・t（D 」）1・
μ・ （D ・）

＋ UL （rn）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．26）

と表せ 、 Tn に つ い て 示量 的 とな る 。 （b）と （c）の 条件か ら保存則

S、， （P・． ・，
r

。 ， ｛D ゴ｝）
− S，g （P・，

・rn
， ｛D ゴ｝）一 撮 、1。 （t）

一
崘。 ＋、（t）＋A ・S。g （ちPn

， ｛Dj ｝）（6・27）

となる 。
こ こ で 、 Jlf− iln（t）は エ ン トロ ピ ー

流 、 また AiS
。g （t，

　rn
， ｛Dj ｝）は エ ン トロ ピ ー生

成で 、

　　A 勗 叫 ｛D 」｝）
一

蓋鵬 ）曙 芻）

一

覊回 叫 曙 鍔）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．28）

と表せ る 。 粗視化 エ ン トロ ピ ー生成 AiS
。g　（t，

　Pn
， ｛D ゴ｝）は非負で 、 粗視化され た セ ル の 極

限で は ゼ ロ とな る 。 また 、 多重パ イこ ね 変換の あた りで は 、 現象論的に

A ・S・g （… 」 n ， ｛恥 濃∵喋 繋器
ゾ

・ ・ 　 　 （鵬

となる
17e

　定常状態分布の フ ラ ク タル 性は 粗視化エ ン ト ロ ピ ー生成が 引 き起 こ し て い る と考 えら

れ 、 もし粗視化 され たセ ル の サ イズ が フ ラ クタル 分配 の 最小 サ イズ よ り小 ければ 、 粗視化

エ ン トロ ピーは複雑性 を見 る こ と は出 来 な くな り
一

定な値 と な る 。

　次 に 巨視 的極 限に つ い て 考 える 。 サ イ ト n 、時刻 tをそ れぞ れ 、n ＝ Lξx 、　t ＝ L 。 T と

ス ケ ー
ル し直 し 、極 限 L

ξ，
L

。
→ Oc で 、 拡散係 数 D ＝ IL

。／Ll は 一一一
定 で あ る とす る 。 単

位 長 さあ た りの 場 の 力 を f − FL
ξ、系 の 長 さ を £ ＝ A「L

ξ、
エ ネ ル ギ ー

あた りの 密度 を

17
編集部註 ：こ こ で Tasaki−Gaspard の 論文 を引用
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π ＋ 。。
・＝ H ＋ 。。

五ξ、 単位 時間 、 単位 エ ネル ギ ーの 定常状態 で の 流速 ゴ＝ L7“ ＋1 は 1で ある

とす る 。 そ の と き 、 定常状態で の エ ン トロ ピー生 成 σ訟 X ）は

　　 σ湊（x ） ＝ 　 lim　　　　　　　　　　　　　　 五
丁
ゐ
ξ
∠Sa　Ses　（十◎Q

，
　rn

， ｛」匚）3｝）
　　　　　　　　 LL

ξ
，r →。。D ・｛ix・d

　　　　　　− Z
Q°

dElb
。1覊珂　　　　　　　　（6… ）

と な り、 流速 」（E ）は X に 依存せ ず 、 以 下 の よ うに な る 。

　　澗 一 噂 ∫π＋ ・ ・ 闡 ・

∂π
＋

嘉
E ）

）　 　 　 （・・31）

6．5 　相対エ ン ト ロ ピ ー

　相対エ ン トロ ピーは初期状態か らの ずれの 尺度 として 与えられ 、また量子系の 場合 と密

接 に 関係 して い る 。 状態 乃 、 Po の 間の 相対 エ ン トロ ピー S （疏 ，
　Po）は

　　S （・・，
・P ・）一ゐ鵡 （・）1・9（裳（C））　 　 　 　 （・・2）

と して 与 え られ 、 畿 は確率 Ptに 対する初期確率 Po の 密度で ある 。 初期密度 ρo が い た る

とこ ろで 、正の 値を とる とするな ら 、

　　　・（脚 §｛f．．　・E ・・d・e・　（・ ・　・
’
，・，

・）1・9袈跨：雛 1畷 瑞 ）欄 ｝
　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝一〇 〇

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6．33）

とな る 。

　 定常状態 にお ける相対 エ ン トロ ピーの 負の 導関数は熱力学の 定常状態の エ ン トロ ピ ー
生

成 AiS と一
致 し

　　　△iSR 　（十〇〇）　≡ 　　　　　　
−
　　lim　　｛S　（P，＋1 ，　Pe）　

−
　S　（Pt，　1？Q）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t−ラ＋ oo

　　　　　　　　＝　　　fiL　」，

L
（＋ DO ）＋ βRJ ♂（＋OQ ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6・34）

J’（t）と ザ （t）は両端の 自由運動部分か ら有限の 多重パ イこ ね変換 へ の 粒子流で あ る 。

　　　  一 縞、ノ
叩

一
… L＞胤 ・ （t・

E ）　　　　　　　 圃

　　　4 （1）一 一

ん二，．
… （・ 一

・・）・fUN1… 1 （t， ・） 　 　 　 〔・・36）

巨視 的な極限で は

　　・k・　・
．

，轟 ＿
蟻 ・・ （… ）一∠r… （E ）｛・∫L ＋ 1・9 ’mu’ °°

一

・
（8．

E

，

）

｝（・・37）
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相対エ ン トロ ピー生成 ヶ饗は粗視化 エ ン トロ ピー生 成密度 の 空間積分 と して 表 され る 。

倉 ・あ（x ）一 ・kt （6．38）

つ ま り、 粗視化 エ ン トロ ピー生 成 と相対 エ ン トm ピ ー生 成の 物理的意味が 異な る に も関 ら

ず 、巨視 的な極限で は両 者が
一

致する こ とが分 か る 。

18

　
玉8
編集部註 ：著者は こ こ で 引用 文献を紹介す るつ も りだ っ たようで あるが 、その フ ァ イル は発掘で きて い

な い 。 本講義 ノ
ー

トは実際 の 講義内容 と比較して も半分程 の 内容で あ る と感じ られ る。
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