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　近年 ， 「エ ン タ ン グル メ ン ト （量子 もつ れ）」の 概念が
，

量子情報科学だ けで はな く， 物

性理論 ・超弦理論 ・量子重力理論 をは じめ とした幅広い 研究領域に お い て
， 非常に 重要 な

もの とな っ て い ます． こ の 状況 を俯 瞰的 に眺め る と ， 「系の 持つ エ ン トロ ピーを余剰次元

が うま く吸収 して くれ る」 とい うこ となの で すが
， 「エ ン トロ ピー

」に 「余剰次元」っ て 何

だか い きな り怪 しい 響 きですね．本稿で は こ の 物理 的イ メージ と計算の 詳細 をで きるだ け

丁寧 に御紹介 した い と思 っ て い ます．こ の 概念 を理解す る こ とで
， 「エ ン タン グル メ ン ト・

エ ン トロ ピー
」を媒介に

， 「密度行列繰 り込み群」「面積則」「行列積 ・テ ン ソ ル 積変分法」

「エ ン タ ン グル メ ン ト繰 り込み群」「双対性」「ホ ロ グ ラ フ ィ
ー
原理」「AdS ／CFT 対応」「D

ブ レー ン 」「情報圧縮 の 上限」 とい っ た 各研 究領域 の ホ ッ トなキ ー
ワ

ー ドが ， 実は非常 に

密接に結びつ い て い る こ とをご理解い ただける と思い ます， この こ とは我々 の 自然認識に

関 わる 問題 で あ り，
エ ネル ギ ー

階層や対象に 依 らない 普遍性や双対性 が存在す る とい う意

味で 非常 に興味深 い こ とで す．

　本稿の全体の 流れ は以下 の 通 りです ：先ずは
， 座標変換で保存すべ き情報量の 意味 ， 双

対性や ホ ロ グ ラ フ ィ
ー原理 など

，
こ の 先で 基本 となる重 要な概念を整理 します．それ らの

性質 を数学的に取 り扱 うた め に 「エ ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピー」が 導入 され ます．

エ ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピーを特徴づ ける の は 「面積則」 「量子異常」「量子次元」

で す．「面積則」か らは 「テ ン ソル 積型変分理論」が派生 し，逆に テ ン ソ ル 積変分 理論 を通

して 面積則 とその 破 れ に 関す る知見が得 られ ます．また 「量子異常」は
，

一
般座標変換 と

量子力学の 経路積分表示 の 視点に立 て ば 「曲が っ た時空」の 特徴で すが
，

一
般に 時空の 歪

み が認識で きる とい うこ とは
， よ り高次元に 内包され た部分空間の 性質を見 よ うと して い

る こ とを暗 に仮定 して い ます．こ の 「余剰次元」は面積則 と非常 に深い つ なが りが あ っ て ，

余剰次元方向へ の 歪み の 強 さが エ ン トロ ピー
の 大 きさに 対応 します．変分理論の テ ン ソ ル

次元 もこ の 余剰次元 に対応す る もの で す．また こ の 時空の トポ ロ ジ カル な構造は 「量子次

元」を通 じて 見 る こ とが で きます．そ して以 上 の 結果 と して の 「AdS／CFT 対応」， その

応用 と して の 「エ ン タ ン グル メ ン ト繰 り込み群」「量子画像処理」が よ り深い レ ベ ル で理

解で きる とい う全体構造 に なっ て い ます．

　
lE −mai1 ： matsueda ◎sendai −nct ．ac ．jp

　
2
本稿 は ，編集部の 方か ら特 に お願 い して 執筆 して い ただ い た記事で あ る．
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1　 は じめ に ：余剰次元 と情報量の保存

　本稿で は 「仮想的な次元や 自由度 （以降では 『余剰次元 （extra 　dimension）』と呼び

ます）を導入 して ， その 次元 に物理 的意味を持 たせ る こ とに よ り， 量子多体問題 を見通 し

よ く解決する」 とい うこ とを改め て考えて み よ うと思うの です 1−3． これ は物性論や 素粒

子論 な どの 理論物理学 に限 らず ， 数学の 諸分野 も含め て ， 広 く知 られた問題解決の処方箋

で あ る こ とは言 うまで もな い で し ょ う．自由度を増やす と い うこ とは
，

一
般に は問題 を複

雑に して しまっ た り解の 一意性が 保障され なくな っ た りする危険性 を排除 しきれ ない の で

すが ，

一方で は 問題で要求され る対称性や保存法則 を満たすよ うにその 自由度をうまく活

用で きる とい う大 きな利点 もあ ります．どの よ うな場合に どの よ うな理 由で問題の 簡単化

とい う都合の よい こ とが起 こ るの で しょ うか ？またそ れ を特徴づ ける保存量の よ うな もの

が存在す るの で し ょ うか ？「物理的意味」 とい う部分 を 「物理的実在」 と言 っ て しま っ て

よい の は どの よ うな場 合な の で しょ うか ？それ らは状況 に よ っ て 様々 で
， 統

一
感 に論 じる

こ とは難 しい と思われ る か もしれ ませ ん． しか しなが ら近年 ， 「『エ ン タン グル メ ン ト・

エ ン トロ ピー （entanglement 　entropy ）』と呼ばれ る情報量が ， 余剰次元 の導入に伴 っ

て見 か け を変 えつ つ も ， どの よ うな形 で保存するの か ？」とい うこ とを考える と，現象の

背後 に ある物理 を含 め て 問題の 全体像 を把握する の に見通 しよい 場合が意外 に多い とい う

こ とが分 か っ て きました．一
方 ， 力学 の 基本で あ る系の対称性 （時空の

一
様性や等方性な

ど）とエ ネル ギ ー ・運動量保存則 ， 相対論の
一般座標変換 ， 量子論 における波 と粒子 の 二

重性 な ど
， 現代 物理学で 鍵 となる物理法則 を思い つ くまま に並べ て み て も， 「情報量」 と

い っ ただけの 抽象的な もの が どれ ほ ど重要なの か はあま り明確で は あ りませ ん ね．また

次元 の 異 なる系 の 間の 変換 則 とい うこ と も基礎 理論 として は あま り
一

般的で あ りませ ん．

そ うは言 っ て も ， 皆 さん普段 か ら座標変換に対す る情報量の 保存とい う点に注意 を払 っ て

い る こ とは確か なの です．例 えば
，

量子論 にお ける波 と粒子 の 二重 性 は Fourier変換 で 特

徴づ けられ ますが ， 系 を有限の 格子点で 近似 した場合には
， 粒子が取 り得る波数も格子点

の 数 に応 じて 離散化 され ます．ハ ミル トニ ア ン の 数値対角化 で は 日常的 に用 い られ る方法

で すね．また相対論 の ロ ー
レ ン ツ変換で は

， 四次元 Minkowski 時空で の 座標 変換不変性

を考 えますが
， 物理 的背景 は と もか く純粋 に 情報量 とい う観点か らは

， 時 間軸 と空間軸が

光速一定で あれ ば 「距離」 とい う同 じ属性 ・単位でか つ 双方の 軸 が 同 じだけ稠密 に実数が

分布 して い る とい う事実が変換を可能として い る と言 っ て い い で しょ う．

　
一
見 して異な る見方に実は関係性が ある こ とは 「双対性 （Duality）或い は相補性 （Com −

plementarity ）」とい うキ
ー

ワ
ー

ドで よ く呼ばれて い ます．量子論にお ける波 と粒子の 相

補性や Diracの 電磁双対性 ，
　 Kramers −Wa 　lnier 双対 性 における ボ ン ドとサイ トの 変換 な

どはその 典型ですね，また特に
，

この 双対性が時空の 次元が異 なる理論 間の 対応で ある場

合に 「ホ ロ グラ フィ
ー原理 （Holographic　principle）」と呼ぶ こ とが あります．この キー

ワ
ー ドは勿論光学における ホ ロ グ ラフ ィ

ーの ア ナ ロ ジーか ら来て い ます．光学で は
，

三次
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元的物体を コ ヒ
ー

レ ン ト光で 照明 し， その 透過光 とバ ッ ク グ ラ ウ ン ド光の 干渉に よ り作 ら

れ る 回折像を二 次元の 写真乾板 に記録 します．こ こか らバ ッ クグ ラ ウ ン ド光の み と適当な

結像系で 元の 情報 を再生す る こ とがで きます． こ こ で 見 られ る 「空 間
一

次元分の 情報量」

の 「位相情報」 へ の 変換 は
，
Euler の 式 ex ＋ty

； e
＝Ccos　y ＋ isin　y）＝ ex（cos ・wt ＋ isinω t）

を イメ
ージす る とい い で し ょ う （ω ＝ y！t，t は定数）． こ の 場合 ， 指数関数 は複 素平面

上 の 点 z − x ＋ iy を
一

次元 空 間の 点 x と周波数 ω に変換 す る 「写像」で す． こ れ も或

る意味 Lorentz 変換の 場 合 と同 じよ うな情報量の 変換 で すね ． この 揺 ら ぎが 「量子揺 ら

ぎ」 と見なせ る場合 に は
， 空間 d 次元量子系 と （d ＋ 1）次元古典系の 対応 とな り，

こ れ

は 「量子 ／古典対応」と呼ば れる ホ ロ グラフ ィ
ー とな ります．量子系の 固有振動数 を全 て

集め て くる と固有 関数 は完全系を張 り， それ が空間
一

次元分 の 情報量 に相 当す る とい うこ

とです，系の 持つ 情報量の 計算 とい う観点か らは ，
こ の 対応は極め て重要で す．何故か と

い うと，

一
般 に量子多体 系の もつ 情報量 を厳密 に知 る に は

， 固有ス ペ ク トル を くまな く

調べ 尽 くす必 要が あ りますが ，
これ は実効的に 不可能で あ るか らで す．た とえ空 間次元が

一
つ 上が っ て も， 古典的なア プ ロ

ー
チが あ る とい うこ とは非常 に大 きな意味 を持つ の で

す．但 し， 量子系 の よ うに情報 が離散的で あ る場合 は少 し注意が必要 で す． とい うの も，

対応する古典時空の ゲージ や計量は どうな っ て しまうの か よ く分か らない か らで す．非常

に 楽観的に考える と，古典側 に 長 さの 適切 な カ ッ トオ フ を導入 して 格子 に して しま えば ，

一
対

一
対応す る情報量 にマ ッ プす る こ とは可能で あろ うと期待 され ます．物性論の 強力な

武器で ある量子モ ン テ カ ル ロ 法 （Quantum　Monte 　Ca」rlo　Simulation
，
　QMC ）は まさに こ

の 「量子／古典対応」に基づ い て い るの で すが ， 余剰次元と して 新た に 「虚時間軸」 を加

えて 分配 関数 を局所 Boltzmann 因子 に 鈴木一Trotter分解す る と
， 空 間次元や相互 作用 に

よっ て は所謂 「負符号問題」が 出て しまい ます．通常 は 「幾何学的 フ ラ ス トレ
ー

シ ョ ン 系

で は量 子モ ン テ カル ロ は使い に くい 」とい う方向に逃げて しまい が ちなの ですが ，虚時間

軸の 単純な離散化 （チ ェ ッ カ ーボ
ー

ド分割で は超立方格子 を作 る）が常に整合性が取れる

とは 限 らな い （た とえ形式 的に分解 出来た と して も）とい うこ とを示唆 して い る ように 思

い ます， また QMC の 例 とは異な り余剰次元 が数学的な利便性の た め に導入 され た抽 象

的パ ラ メ
ー タで

， 時空 と直接の 相関 を持ち そうに ない ような場合，その 自由度が対応する

量子系の どの よ うな 自由度に転化 され るの か とい うこ とは極め て不明確で す． これ は経路

積分で 良 く用 い られ る Hubbard−Stratonovic変換 の ような余剰次元 （今の 場合 には 時間

に依存す る有効場）の 導入法 に見 られる こ とで すが ， 多体相互作用 を二 次形式 と有効場の

積 に分解する方法は一
意的で は あ りませ ん ．高温超伝導の t−Jmodel を例 にする と

，
　 Cu

d 電子の 局在 ス ピ ン 間に働 く超交換相互作用項の 分解 は
，

キ ャ リア濃度や温度 に よ っ て ベ

ターな分解の 仕方が 変わ っ て くる こ とは よ く知 られ て い ます．統計力学的に は 自由エ ネル

ギ ーが最小 に なる よ うな有効場が い い の だ と思 えばい い わ けで すが ， 今思 い 返す と
， 系が

持つ べ き情報量 の 視点か らの 議論は 過去 に なか っ た ように思 い ます．以上 の こ とか ら，特

に量子系 の場合 に
， 実際に 解析 の 対象 とな るホ ロ グ ラ フ ィ

ー
的 に繋が る古典時空が

，
どの
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よ うな条件 を備 えて い なければ な らない か検討す る必 要が あ りそ うで す．

　最初 の 方で相対論を引き合 い に出 した の は
， 古典時空 における 「時空構造 の歪み」が実

は 「エ ン トロ ピーの溜 まり場」で あっ て
， 量子系の 励起モ ー ドの数 とも対応する こ とを早

い 段階で 述べ て お きたか っ た ため で す．情報量の 幾何学的見方を端的に 示 して い ますね．

即ち，
ホ ロ グ ラ フ ィ

ーを注意深 く取 り扱 うた め に は
， 量子 系に対応する古典時空は適切

な曲率を持つ べ きで
， 時空の 曲率 に具体的に どれ ぐらい の 情報量が 詰ま っ て い るか とい

うこ とを気 にす る必要が出て くる とい うこ となの で す，多様体上 の 量子力学で は
， 系の ス

ペ ク トル が 時空構造 に強 く依存す る こ とは よ く知 られ て お り， 「曲率」 と 「励起 モ
ー ドの

数」は明らか に対応する概念です．余剰次元や時空の 曲率を入れ て 理論の 見通 しをよ くす

る とい うこ とは ， 非相対論的問題にお い て も， 単なる数学的技巧以上の 豊富な物理 的構造

を内包 して い る とい うこ となの で す．幾何学的物理観 の 有用性 は近年物性論で も益 々 盛ん

で
， 「Berry位相 の 物理」「強相関電子系に対するゲ

ー
ジ場理論」「トポ ロ ジカ ル 物質 （量子

ホ ー
ル系 や グラ フ ェ ン な ど）」の よ うな微分幾何学 的側 面 ・位相幾何学的側面 が非常 に よ

く研 究 されて い ます． しか しなが ら， 素粒子論 と違っ て 通常の 物性論で は正面 を切 っ て
一

般相対論を取 り扱わない の で
， 幾何学的見方の バ ラ ン ス はやや弱 い とい う印象は否め ませ

ん （勿論そ れ が全 て とい うわ けで は あ りませ ん）．その 点 ，
エ ン トロ ピ ー

の 議論は その バ

ラ ン ス が 重要で あ り， 非常 にユ ニ
ー

ク な存在で ある とい うこ とが 後々 分か っ て きます．

　 こ こ まで の 議論で は どの よ うな物体 の 運動 を考 えるか とい うこ と を顕 に 指定 して い な

か っ た の で すが
， 物体の 力学を考え始め る と 「背景時空の 曲率 を導入 する と物理 が局所

的な量で表わせ る」とい う事例が散見され ます． しか も身近な物性に お い て もそれが見 ら

れ ます．こ の経験則は ， 本稿の 主題の
一

つ であ るテ ン ソ ル積変分に欠 くこ との で きない 要

素です．従 っ て 直観が 湧 くように ，
この 局所性の 問題 を理論で はな くて現実の 物質に側 し

て考 えま しょ う．典型的 な対 象 は グラ フ ェ ン の 物理で す
4・5 ． グラ フ ェ ン はベ ンゼ ン環が

平面上 に連 な っ た二次元 シ
ー トで あ り， 炭素原子 が蜂の 巣格子 をな します．局所 的に は ベ

ン ゼ ン 環が安定構造に な る こ とが 期待 され．るの ですが
， 結晶学的 に は Bravais格子 で は

あ りませ ん の で
， 群論的にはバ ル クの 安定構造で はあ りませ ん． グラ フ ェ ン が驚 きなの

は ， 低次元系の 長波長揺 らぎに対す る不安定性が一般にある の に も関わ らず ， 十分マ ク ロ

なス ケ
ー

ル で 純 2次元的で ある とい うこ とで す．こ こで 面白い の は
， グラ フ ェ ン の シ ー ト

は完全 な平面で はな く， 「ripple 構造」 と呼ばれ る面 直方向に うね りの 自由度 を持 ちます

（ripple は 「さ ざ波」の 意味）． この 自由度が熱力学的エ ン トロ ピー を吸収 して くれ る こ

とが ポイン トで あ る と考え られて い ます．こ の 現象は非常に示唆に富ん で い る と思 うの で

す．即ち ， 「二 次元 にお い て局所的に は安定なベ ンゼ ン 環構造」を作 っ て ， 「無理 や り」バ

ル クニ 次元 を張 っ て蜂の 巣格子を作ろ うとす る と通常は不安定で ある もの の
， そこ で発生

する フ ラス トレ
ー

シ ョ ン を 「余剰次元方向に」 うま く逃が してい る とい うこ とで す．本稿

の 技術 上 の ポ イ ン トが こ こ に 集約 され て い る よ うに 思 うの で すが ， 「見か け上 ，局所近似

の よ うな理 論 （本稿で は変分波動関数）を構成 して
， その代わ りに局所量に 内部自由度と
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い う余剰次元 的 自由度を持た せ る と （例 え ば平均 場の ス カ ラ ー量 をテ ン ソ ル に 「格上 げ」

する ）， そこ に 量子揺 らぎの 効果 を押 し込 め る こ とが で きる」とい うこ とが期待 され る命

題で す．基盤 へ の 結晶成長で も似 た よ うなこ とを考 える こ とが 出来そ うで すね ， 但 し ，
こ

こ で は電子系の 相互 作用 を全 く考 えて い ませ ん ．結 晶構造 の 安定性の み を議 論の 対 象 と

して い る こ とに ご注意下 さい ．余剰次元方向の 揺 ら ぎは 「さ ざ波」で すの で
，

こ れが 「大

波」に な っ た ら上記 の 描像は破綻 して し まうで し ょ う．グ ラ フ ェ ン ・シー トに 大きな波が

起 こ る よ うで は ，そ もそ も蜂の 巣格子が不安定で ある こ とを意味 して い るで しょ う．こ れ

らは 自然に今の 見か た の 限界， 或い は議論の 出発点 として採用 して よい 局所構造が何か と

い うこ と を示 して い ます．今の 場合 は余剰次元 は実際に物理的に 意味の あ る空間次元なの

で すが
，

こ れが 数学的 な利便性の た め に 導入 され た抽象的な自由度で あっ て も成 り立 つ 見

方か ど うか とい うこ とが後 の 議論 で ポ イ ン トとなる で し ょ う．

　物性物理で 見 られる 上記の 視点 と比較する と
， 曲が っ た時空の 物理 を駆使す る素粒子物

理学，特に弦理論 に 関わ る基礎物理 や宇宙論 の 発展 に おける余剰次元の 理解 は，もっ と ド

ラス テ ィッ クで 驚 くべ きもの が あ ります．我々 の 住む時空が 時間 1 次元 ＋ 空間 3 次元で

ある とい うこ とは
， 太古の 昔か ら全 く疑い な く受け入れ られ て きた先験事項だ と想像 し

ますが ， 時空 とい う もの は どうもその よ うで は な い らしい とい う意見 が専 門家の 中で は

あた か も自然 に な っ て い る か の よ うに感 じられ ます．弦理論の 26 次元時空や超弦理論の

10 次元時空 とい う言葉 は皆 さ ん も耳 に され て い るの で はな い で しょ うか ？科学系 の 書籍

を買い に行 くと，

一
般の 文筆家で はな く第

一
線の 物理学者達が こ ぞ っ て啓蒙書を出版する

傾向が非常 に増 して きたよ うに見 えます． この よ うな問題意識は ，

一
般相対論 と電磁気学

の 統
一

の 初期の 試み で ある Kaluza−Klein （1919 −1921 ）の 5 次元多様体模型か ら見 られる

もの で すが
， 弦理論の 理解が進む ほ どに 時空に対する 問 い か けが増 して い る よ うで す．弦

理 論の 場合には ， 時空の 計量 を含ん だ古典 的作用積分か ら出発 して ， 弦の 座標 とその 正 準

運動量 を量子化 して ， 正 しい Lorentzベ ク トル として の 変換性 を示す こ とを要請する と，

空 間次元は 26 で なけれ ば な らない とい う結論 が 自然 に得 られ ます
6

（現実の 物性 を研 究

の メ イ ン フ ィ
ール ドに して い る 自分 に は

， 未だ に観測 され て い な い 次元 の 存在 を主 張する

勇気は とて もない の で すが …）．ちなみ に こ の 次元 は臨界次元 （critical 　dimension）と呼

ばれ ます．理論 に 要求 される 「対称性」や 「保存則」を満 たす よ うな自由度 を余分 な 「空

間自由度」か ら借 り て くるわ けで す．時 空が物質 に対 する 単 なる 4 次元の 入 れ物 で ある

と考える と
，

こ の よ うな高次元 時空 の 存在は全 くナ ン セ ン ス な もの で すが ，時空 とは
一

般

相対論 に 従 っ て 計量 自体が大胆 に変化する 非常 に ダイナ ミ カ ル な存在で ある こ とを
一

度認

め る と
， 時空で す ら先験的 に存在す る もの で は な く， 物 質の伝 搬に よ っ て知覚 される もの

である とい うこ との よ うな の で す．目に見 えな い 余剰次元が どの ように コ ン パ ク ト化 され

て い るか ， 出発点 として 時空概念すら含まない 模型 （行列模型や ス ピン ・ネ ッ トワ
ーク な

ど）が存在す るか とい うこ とが真剣 に検討 され て い ます．

　こ の ように幾つ かの フ ィ
ー

ル ドに見 られ る余剰次元 の 意味合い を検討 して い くと
， 程度
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の 違い こそあれ共通項があ っ て非常 に面 白い です ね．人間の 自然認識は
，

これ を精密科学

と して 見 た場合 ， 現状で 我 々が持 っ て い る数学 的手段 の 限界 と少なか らず リン ク して い ま

す．従 っ て，ある分野で発展 された方法を他分野 に広 く応用 で きる とい うの は強み で し ょ

う．他方 ， 現状 の 認識が 適切 なの か否か ， またそ れ を超 える深い 物理 が 隠れ て い る の か ，

問い 始め る と非常 に難 しい 問題 で もあ ります．その よ うな色 々 な視点 を念頭に置 い て
， 幾

何学的観点か らエ ン トロ ピーの 問題を捉えて み るこ と に しま しょ う．
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2　双対性 ・ ホ ロ グラ フ ィ
ー の 具体的 なモ デル （AdS ／CFT 対

　　応 を中心 と して）

　前節で は本稿全体 を通 して の 思 想的 な側面 をだい ぶ 強調 しま した の で ， こ こ か ら は双

対性や ホ ロ グ ラ フ ィ
ーの 数学的背景を少 し詳 し く見て行 きましょ う．前節の 議論を数学的

に 明 らか に表わ して い る 例や以降の 節で 頻繁 に用い る例 を挙げて お きたい と思 い ます．と

りわ け，以 降の 節 で 中心的 な役割 を果たす AdS ／CFT 対応 を 中心 に述べ たい と思 い ます．

こ こ で重要 なポ イ ン トの
一

つ は ， 互 い に相補的 な空 間で は結合定数の 大 きさの 強弱が 入 れ

替 わ る場合が ある とい うこ とで す．即 ち
， 強結合で 非摂動的 な側面 が強 く取 り扱 い の 難 し

い 量子系の 問題 を， 双対変換に よ っ て弱結合の古典的問題に マ ッ プする こ とがで きる場合

が あるの です．もうひ とつ 重 要な ポイ ン トは ， 光学の ホ ロ グ ラフ ィ
ーや量子モ ン テ カル ロ

法 で 明 らか なよ うに ，
d 次元 量子系 は （d ＋ 1）次元古典系 の 或 る 「境界 （boundary＞」に

定義 され て い る こ とが多い こ とで す．従 っ て ，ホ ロ グラ フ ィ
ーは 「バ ル ク／境界対応」に

なる こ とが多い です．境界に量子系が位 置してい る とい うこ とは
， 古典側か ら ア プロ ーチ

した場合に ，

一
つ の 空間軸方向に対 して 或る適当な極限を取る とい うこ とに な ります．そ

の 極限操作が 量子系の 対称性 をうま く引 き出す か とい うこ とに数学的 なポ イ ン トが ある

よ うに思 い ます．こ れ らの 大 きく分 けて 二 つ の 問題 には
， 古典時空の 歪み と量子系の 対称

性 に強 い 関連 が ある とい う問題が共通 して 隠れ て い ます．こ れは古典時空 に おける 曲率の

ような幾何学量 とその境界 に お ける励起モ
ー ド数の よ うな代数的量 を繋 ぐ関係 で

，
エ ン タ

ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
の 大雑把な値と多様な見方を与える上 で非常に重 要な性質で

す．一
般 的な空 間の 構造 を決 め る と い う視点 に立 て ば

， 曲率の よ うな微分幾何学的量だ け

で な く，空間の 計量 を導入す る以前の 問題 と して トポ ロ ジ カ ル な不変量を扱うこ とが 出来

る はず です． こ の 視点 に立 っ て の バ ル ク境界対応 を議論す る こ と も可 能で
，

こ れ もエ ン ト

ロ ピーが備 える性質で ある こ とが分か っ て い ます．

　バ ル ク と境界の 間に 成 り立つ 対応関係 は，複素関数論 にお ける Cauchy の 積分公式や

ベ ク トル 解析 における Stokesの 定理 に始 まっ て
，
　 Gauss−Bonnet の 定理 や Atiyah−Singer

の 指数定理 まで つ なが る 現代 数学 の 非常 に壮麗 な分野 で もあ ります．

2．1　量子 モ ン テ カル ロ 法 の 量子／古典対応

　量子モ ン テ カ ル ロ 法で は
， 短距離相互作用 して い る d 次元量子系を ， 対応する d ＋ 1 次

元古典系にマ ッ ピン グ します． こ の た め には
， 分配関ta　Z を鈴木一Trotter分解 して

z 一 呵 づ 書瓦｝一

煙 ｛酎 （1）

と変換 します．但 し局所的な分配関数 を ρi ＝ exp （一β葛 ／π）と しま した．鈴木一Throtter分

解 に よ っ て 温度が実効的に fi，ff ＝ β／n と上 が っ て い る こ とが 分か りますね ． こ れ に よ り
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系の 乱雑 さが増すの で ， 相互作用の 効果は実効的に弱め られ ます．空間次元 の 異なる双対

空間へ の 変換に おい て 結合定数 の 強弱 が入れ替 わる とい うこ との 例 となっ て い ます．こ こ

で局所的な完全系を挟ん で分解する と （α n ＋ 1 ＝ α 1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 9

z − limΣ〈・川 ρ・1・、．・〉
　 　 　 η

幽→ oo

　 　 　 　　 ｛α
3 ｝　　 i； 1

　 − lim Σ 〈・、1ρ・i・11）〉〈・11）1小 12）〉… 〈・1“
− 1）1ρ，1・ 」． ・＞

　 　 　 n →OQ

　 　 　 　 　 ｛α」｝

（2）

（3）

とな ります．従っ て ，各期待値は単なる数で すか ら局所的な古典系に な っ て い ますが
， その

代わ りに α 1，
α 2 ，

＿
，
α n と α11），

αS．2），
＿

，
αlq−1）

の 2 組の 完全系を導入 したの で
，
　q → oo 及

び n → OQ とすれば ， 実効的に 1 次元分だけ自由度が上が っ てい る こ とが分か ります．つ

ま り 「量子揺 らぎの 効果が空間
一次元分の 自由度 に対応す る」とい うこ とで す．n

，q → OQ

とい う極 限 を正確 に 取れば勿論形式的 には厳密 な議論 を して い る訳 で すが ， 実際の 数値計

算で は n
， q は現 実的に取 り扱 うこ との で きる有限の 値で す．次節 で述べ る AdSICFT 対

応を確認する と，お そ ら く n
， q が有限の量子モ ン テ カル ロ の 空間が どの よ うな性質の も

の か もう少 し理解が深 まる と思 うの で
，

こ の 式 を頭の 片隅 に留め て おい て下 さい ．

2．2　AdS ／CFT 対応

　「AdS ／CFT 対応 （AdS ／CFT 　correspondence ）」とは ， 「反 ド・ジッ ター （Andi −de

Sitter
，
　AdS ）時空」と呼 ばれ る 曲が っ た時空の 重力理論 と

， その 無限遠方 （「境界」 と呼

ぶ ）上 の 量子場 （共形場理論，Con郵Qrmal 　Field　Theo 隅 CFT ）との 間の 等価性 を述べ た も

の です
7−11

． こ れは
一
般相対論と量子論を融合する試み で ある 「超弦理 論 （superstring

theory ）」におい て ， 1997 年に発見 された対応原理 で す．こ の 対応 は様々 な拡張がな さ

れてお り， よ り
一
般 に 「ゲージ／重力対応 （gauge ／gravity　correspondence ）」と呼ば

れ て い ます．特徴 的なこ とは
， 強結合量子系の 非摂動的 な側面 を，

一
つ 空間次元 が高い 時

空の古典的一般相対性理論に マ ッ プ して ， 幾何学の 問題 と して扱 うこ とができる とい うこ

とです．ホ ロ グ ラ フ ィ
ー

の 典型 的な例で ， 量子モ ン テ カル ロ 法の 等価定理 とも似てい ます

が
， 時空の 計量が 入 る とい う視点に特徴が あ ります．現在の とこ ろ物性 ・情報分野の専門

の 方に は なじみ の 薄い キーワ ー ドで すが ， 物性物理や量子情報に も次第に浸透 して くる の

で はな い か と個人的に は見て い ます，実際に物性物理 へ の応用を研究されてい る弦理論研

究者 もい らっ しゃい ます．例 えば 「ホ ロ グ ラ フ ィ ッ ク超伝導」 とい う見方が議論 され て い

ます．励起子絶縁体の 負性微分抵抗に対する アプロ ーチ もある よ うです．但 し
， 物性論専

門の 立場 か らの 議論が必要で ある よ うに思われ ます．近年研 究が 非常に盛 んな トポ ロ ジ カ

ル 絶縁体の 幾何学を深 く追求する とい う視点か らも AdS／CFT の 考 え方が 応用で きそ う

です．またこ の 後に詳細を述べ る エ ン トロ ピーの 応用や テ ン ソ ル 積変分に おい て も， 非常
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に類似 した考 え方が 色々 な とこ ろ に顔 を出 して きます．その た め本節で は 数学的なバ ッ ク

グ ラ ウ ン ドを丁 寧に見て い くこ とに します．

AdS 計量　（d ＋ 1）次元 AdS 時空 AdSd
＋1 は

，
　 Rd＋2

＝ ｛（y
− 1

，
　y

μ
，yd）；μ ＝ 0

，
1

，
．．．

，
d − 1｝

内の 次の 条件で定義され る部分空 間です （y の 添え字は べ キ で は な い こ とに 注意）：

　　　　　　　　　　　 一
（y

一’

）
2

＋ η。 。 ぬ
レ

＋ げ）
2

− − L2
， 　 　 　 　 　 （4）

こ こ で L は AdSd＋1 の 曲率半径 と呼ば れ る量 で
， 長 さの ス ケール を与えます． こ こ で ημu

は AdSd＋1 の 符号が Lorentzianか Euclidean　（Lobachevsky空 間 とも呼ぶ ）に応 じて

ημ．
＝ diag［1：1

，
1

，
＿

，
1］と選 び ます．　 y

− 1 と yO の 二 つ の 座標が 時 間的 な符号 を持 ちます．

AdSd
＋1 は

， 定負曲率空間で あ り， 曲率 R ＝ − d（d＋ 1）／L2 と負の 宇宙定数 A ＝ − d（d− 1）／L2

を持つ Einstein方程式の 解 とな っ て い ます，後か ら エ ン トロ ピー
の 議論 をする ときに こ

の 曲率が 重要な働 きをする こ とを付記 して お きます． この 時空は初等的な微分幾何学で 習

う 「双 曲幾何 （Hyperbolic 　Geometry ）」の 高次元 版で
，

ユ ーク リ ッ ド平面 や 球面 と共

に，幾何学で 中心的な役割を果た します．AdS 時空の 無限小線素 は

　　　　　　　　　　　ds2 − 一（dy
’i
）
2
＋ η。 vdy

”dyV＋ （姻
2
　 　 　 　 　 （5）

で 与 え られ ますが
， 問題 に応 じて適切 な計量 テ ン ソ ル を導入するた め に色々 な形に座標変

換され ます． よ く用 い られ る座標系は次に 示 され る Poincare座標

　　 　 L2　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
z ＝

y
− ・

＋ 〆
＝
Z朔 ・

＝ °
，
1

，
…

・
d − 1）

で
，

z は AdS 時空の 境界近傍 を調べ るため の 動径 座標 と呼ばれ ます． こ の とき，

ds2 − ・
・

嘱 讐）d（誓

　　　　　　　　　趣 一筆 妙 一鼻　 写）d（
一

髻磯4ザ
一 L2n

・v （
　　　　　（

）・ d（・
d

＋ ・

一’

）・（・
・
　一・・

− i
）

）（　 ）

（6）

（7）

一 卸 … 一誓一 匹 騒 一歩… （
一… 一

伽 婀

一 耋（dz2＋ η。 vdxpadx

”

）

・卸 （争
2

÷ ・〆 一
｝

Ud

・dx・
＋ d・d（警

レ

））
一 耋（d・

・
　＋・va．

dxPdx ”

）

）（・）

（9）

（10）

（11）

と表わす こ とが で きます， z → 0 を AdS 時空の 境界 （boundary ）と呼び
，

こ の 極 限で

は時空が無限に膨 らん で い ます （こ の ままで は時空が コ ン パ ク トで は ない の で ， 後ほ ど極

限操作 に つ い て は注意 します）． こ の 線素 は
， 次の 変換

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 L2
　　　　　　　　　　　　　　　　　 r ＝ 一

　　　　　　　　　　　　　　 （12）
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を行 うこ と に よっ て
，

　　　　　　　　　　　d・
・

− lll… ＋f？i・。
。 d・

・dxv 　 　 　 （13）

と Schwartzshild時空 と類似 した形に表わすこ とが で きます，　 r 《 L （即ち z 》 L）は

「ホ ラ イズ ン 近傍極限」 と呼ばれ てお り， ブ ラ ッ クホ ール にお ける事象の 地平線 （イベ ン

ト ・ホ ライズ ン
， 単に ホ ラ イズ ン と略す〉の 近傍 を拡 大 して見 る よ うな極限で す． また

z ＝ Le’ ！L （14）

の 変換 に よ っ て

ds2　； dτ
2

十 e
− 27／L

ημ vdx
μdxv （15）

と表現 する場合もあ ります．

　d ＝ 1 の 双曲幾何が こ の あ と頻出する の で
，

もう少 しだけ計算 を進め まし ょ う．d ＝ 1

の 場合の 式 （11）を L ＝ 1 と規格化 して書 くと

　　　　　　　　　　　　　・♂ 一 毳（dx2　＋・dy2）　 　 　 （16）

とな ります． この 計量 の 形か ら明 らか な ように ，定数 μ に対 して
，

x →
μx 及 び y → μ〃

とス ケ ール 変換 して もこ の線素は不変に保たれ ます． こ こ か ら AdS 計量 と CFT に は

何 らかの 関わ りが あ りそ うだ と推測で きるで しょ う， さて
，

こ れ を複素平面 の 上 半平面

H ＋
＝ ｛1 − x ＋ iy ∈ 0 ：lmz ＞ 0｝1こ

　　　　　　　　　　　　　　　ds2 一 誓　　　　　　 （・7）

と書 き換え します． こ れをメ ビウス 変換 （
一
次分数変換）

　　　　　　　　　　　　　　　・ 一 ・1葦署　　　　　　 （18）

して 単位円盤 D ＝ ｛w ：lwl＜ 1｝上の ボ ア ン カ レ計量 に写像 します．メ ビウス 変換は等角

写像で すね．具体的に は

　　　　　dz −

（藷 ，
・・ 一

（、等 ・・
一 守 一

（1儲 睾切 　 （19）

とな る こ とか ら

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4dwddi
　　　　　　　　　　　　　　 ds2＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （20）
　　　　　　　　　　　　　　　　　（1

− lwl2）2

が得 られ ます．H と D は互い に等長になる ように定義されてい るの で
， 問題に応 じて使

い やすい 方の 計量 を取る こ とが出来ます．以 降で は両方の 表示を用い ますが ， 後者 に関 し

て は極座標変換 ω ＝ rei
θ

を して 計量 を

　　　　　　　　　　　　　　　　　dr2＋ r2d θ
2

　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　ds2 、＝ 4　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （21）
　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1 − r2）

2
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と表わ し ， 更 に

　　　　 1 十 r2
cosh 　u ＝

　 　 　 　 1 − r2
（22）

と変換 して

　　　　　　　ds2＝ du2十 ｛（cosh 　u）
2 − 1｝dθ

2 ＝ du2 十 （sinh 　u ）
2d

θ
2

とい う形で 用 い ます （双曲変形の 項 を参照）．

（23）

AdS ／CFT 対応　さて AdS ／CFT 対応が主張 する こ とは
，
　 AdSd

＋1 時空 における重力場

の 古典的作用 が （赤外カ ッ トオ フ 90 を持 つ ），
こ の 時空の d 次元的境界 に 「住 ん で」い

る CFT （紫外カ ッ トオ フ を持 つ ）の 生 成汎関数に な る とい うこ とで す．即 ち

　　　　exp （
　　1
−
2。

・
1（φ＠）））、（。．。。，．、，。

一〈exp （1蜘 ）・（x））〉＿ 　 （24）

こ こ で 1（φ（x））は AdSd
＋1 の 古典的作用 ， κ

2
； 　8π （窟 1，

σ訊1 は （d ＋ 1）
一次元 Newton 定

数 ， 0 （x）は ， AdSd ＋ 1 の 境界 で の 場 φo＠）と結合す る CFT の ス ケ ー
リ ング演算子で す．

この 式は 「GKP （Gubser−Klebanov −Polyakov）−Witten 関f系式」と呼ばれ ます 8・9．こ

こ か ら CFT の 相 関関数 は重力場 の 古典作用 を用 い て

　　　　く・ （・ ・）… ・ （・ ・）＞CFT
−

、φ缶）
…

δφ猷）
exp （一壷綱 ））d，．。

（25）

と書 くこ とが で きます．従 っ て，重力場の 古典解を求めて z → Zo 〜 0 の 極 限を と っ た結

果 ， CFT の 相関関数

　　　　　　　〈Oa（zl ，
乏1）Ob（ε27E2 ）〉〜 δab （xl −

：2）
−2△ a

（21
一乏2）

『2△ a

　　　　　　　　　　　　（26）

が 出て くるか とい うこ とが 問題で す．古典 的に は
， 例 えば質量 m の 粒子 に対 する ロ

ー
レ

ン ッ 変換不変な作用積分は 1 ＝ − m ∫ds とな りますか ら ， 系の 長 さス ケ ール が対数関数

的 になる よ うな曲が っ た時空 であれ ば ， 指数関数とキ ャ ン セ ル して ベ キ的相 関が 出て くる

と容易 に 想像 で きます．実際 に AdS 計量は ds 〜 Ldz！z とな っ てお り，
　 s 〜 Llog　z が得

られ る の で ，動径 方向に 対 して は対 数的 な長 さ とな ります．但 し上記 の 結果 は
，
AdS 以

外 の 計量で は CFT の 相 関が現 れ ない とい うこ とを意味す るわけで は あ りませ ん． よ り
一

般的 な計量 か ら出発 して相 関関数を計算 した結果，意味の あ る性質を備 えた相関関数が得

られる こ とは あ っ て よ い と思 い ます．

　AdS ／CFT 対応が量子モ ン テ カル ロ 法の よ うな タ イ プの 量子古典対応か ら
一

歩進ん で い

る点は， 「古典系の側 に特別な 『計量』 を導入」する こ とに よ っ て
， 「量子系側 の 『対称

性』 を制御」で きる点に あります．特に （1＋ 1）次元 CFT の 場合 に は分 か りや すい の で

すが ，余剰次元の 持つ 自由度が無限次元の 対称性に変換され て い ます．これ は超弦理論 の

臨界次元 を決め て い る ポイ ン トが ロ
ー

レ ン ツ不 変性 とい う対称性であ っ た こ と と何か相 関

して い る よ うに も思 えます．以上の よ うな計量 の効果 を積極的 に物性論に導入で きるか ど

うか は後の 節で議論 します．
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Massless ス カラ ー場に対する CFT の ス ケー
リン グ次元の 計算 前節の議論を具体的

に計算で表わ して み ま しょ う
8

・
9
．簡単な例 として

，
AdS ホ ライズ ン 近傍幾何中を伝搬す

る massless ス カ ラー場 を考えます．作用 は

　　　　　　　　・（・） − 1　f　dd” X
・
・1i・岬

鰤 　 　 　 　（27）

　　　　　　　　　　　− 11呵 畦 ｛圃
2

＋ ・
P ・a

・ip・・ip｝　 （28）

で 与えられ ます．但 し，
X ； （z ，

x μ）＝ （z ，励，μ
＝ O

，
1

，
＿

，
d − 1 です．計量 テ ン ソ ル gμv

の 添え字は gμ ”

g。 λ
＝ 破 と取 り， g は gμλ の 行列式で す．

　初めに 1（φ）を変分 して （δf ＝ 0） Lagrange方程式を作る と

　　　　　　　　　　　＠ 瀞 ・ 欄 ）φ一 ・

が 得られ ます． これ に対応 して 1（φ）を以下 の よ うに変形 します ：

　　　　　　・（φ） − 1挿 ∬虚 毒｛・
d− ’

・
・ （φ瀞 φ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一
φ（xd

− 1

醍 、
a・ ・ ・…a

。 ）φ｝
　　　　　　　　　− 1挿 ∬姐 （φ瀞 φ）
　　　　　　　　　

− 1例 φ瀞 φ］：
最後の 式の非積分関数はフ ラ ッ ク ス 因子 と呼ばれ ます．

（29）

（30）

（31）

（32）

　さて
，
Lagrange 方程式 を境界近ee　z → Zo に おい て 解きたい の で すが

， それ はス カラ ー

場 φの 境界値 φo を導入 して

　　　　　　　　　　・國 一φ  3． 1舞 ）
iip・（x

・

）　 　 （33）

と表わせ ば よい こ とが 分か ります． こ こ で c は適当な定数です．Zo → 0 で 分数の部分が

デ ル タ関数 とな り
，

また φ（Zo）〜 堵φo よ り∂
。。
zS

−d
∂

。。φ（Ze）〜 0 が得 られます． こ の とき

　　　　　　　　　　嫻 一 嬬 ヅ・・

1礬 、
・ … 　 　 （34）

とな るの で
， 最終的に 1（φo）は

　　　　　　　　　　　i（di・）　一 　i・・1櫨 黌 綴
）

　 　 （35）

の ように振舞 うこ とが分か ります． これ を指数関数の肩に乗せ て汎関数微分を取れば ， 二

点相関関数が 匝
一
釧

一2d に比例 し，
ス ケ

ー
リン グ次元が △ ＝ 2d で 与 えられる こ とが分か

ります．Massiveス カ ラー場の 場合 も同様 に して計算する こ とが で きて，ス ケ ー リン グ次

元は △ ＝ （d＋ VPtr2i｝lii）／2 で 与えられ ます， こ こで は簡単な見方だけを与えま したが
，

フ ラ ッ クス 因子の 評価 は
，

ベ ッ セ ル 関数を用い て もう少 し正確に行うこ ともで きます．
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2．3　 トポ ロ ジカル 絶縁体の バ ル ク／エ ッ ジ対応

　 トポ ロ ジカ ル絶縁体は量子 ス ピ ン ホ
ー

ル 系 と も呼 ばれ ， 通常の 非磁性絶縁体の うちで或

る特殊 なギ ャ ッ プ レス 表面状態 （Dirac フ ェ ル ミ オ ン ）を持 つ 物 質で す
4，5．こ の 表面状態

が特殊で あ るの は ，
一般の表面状 態の 出現機構と異 な っ て ，

バ ル ク部分の トポ ロ ジ カル な

性 質に 起 因 して い る と い うこ とで す
12−15

．従 っ て
，

バ ル クの 幾何 が境界 の 励起モ ー ドの

性質 を決め る とい う点で AdS／CFT 対応 との 類似性が 見 られ ます． こ の た め
， 今考 えて

い る系がその 境界で ある よ うな
一

つ 次元の 高い 時空の 曲率 と トポ ロ ジ ー
が エ ン トロ ピー

に どの よ うな形 で 反映され るか調べ る こ とは
，

こ の 後興味深 い 問題 とな ります，

　AdS ／CFT 対応の 場合 と同様に ， トポ ロ ジ カ ル 不変なバ ル ク作用 に対応する境界項 を求

め ま しょ う．その た め に Chern−Simons作用か ら出発 します （μ，
　u

，
λ ＝ t

，
x

，y　or 　O
，
1

，
2）：

3 − t．　f　d3x　・P・“
aP

．
・・ ， （36）

こ こ で q は Chern 数 と呼ばれ る トポ ロ ジ カル量 で
，
　 Broch 関数に対 する Berry 曲率を積

分 した 量で す．Ji　＝ 一δS／δai ＝ （q／2π）Eゴ
ciゴ よ り，　Hall コ ン ダ ク タ ン ス σ 。 y

； q／2π が

Chern 数 を与 えます．　 EO12 ＝ − 1．我 々 の 考える系は二次元 の 下半分，境界が y ＝ 0 で 定

義され て い る もの と します，Chern−Simons作用 は コ ン パ ク トで 境界が ない 場合に限 っ て

ゲ
ージ不変 なの で

， 今の 場合 に は境界 に （1＋ 1）一次元 的作用 を付加す る か或い は ゲージ固

定条件に そ の 効果 を取 り込んで ，系全体 と して の ゲ ージ不変性を回復す る必 要が あ りま

す．実際 にゲ
ージ変換 α

μ
→ α

μ
＋ ∂

μ
θ を行 うと S → S ＋ （q／4π）f

，
； o　dxdt　e（aoα 1

＿∂1αo）

とな っ て い ます．そ こで θ（x ，y ＝ O
，
t）＝ 0 に対 して境界 で αo　 ＝ O と い う条件を課す こ と

が最 も簡単な方法で す．こ の とき∫　dx3　E””λ
α

μ
∂

。
a λ

＝∫　dx3（
− ai ∂oα

ゴ
〜フ

＋ 2αo∂｛αゴ〜り とな

る の で （E12 ＝ − 1）， ao は Lagrange の 未定係 数の よ うに 働い て お り， ス カ ラ
ー

場 φ に

対 して α、
＝ aφ とな ります．式 （36）に代入す る と S 己 妾∫d鋸 オ鉐φ∂1φが 得 られ ま

す． こ の 場合 に は境界モ
ー ドの 速度が 0 に な っ て しま うの で すが， ao ＝ 0 とい うの は唯

一
の 選 び方 で は な くて

，

一
般 には δS ＝ δa

，
ajEij か らゲ ージ不 変性を破る項 が出て くる の

で
，

δS ＝ O → ao ＋ vα1 ＝ 0 とい う選び方 も許され ます．　 v が ち ょ うど境界 モ ー
ドの 速度

に対応 します． こ の こ とに対応 して 新 しい 座標系 hi； x − vt
，
　i； t

， 雪＝・y を導入す る と
，

ゲ ージ場は 砺 ＝ αt ＋ v αx ， 偽 ＝ α
。 ， ％ ； ay で与え られ ，

こ の 変換で S は不変 にな りま

す．αo ＝ 0 の 場合の 方法 を踏襲 して境界作用 を求め る と

s 一 島1繊 ・… 一 者μ焔 ・ v …）・di…il （37）

とな ります． こ こ で 運動方程式 は （∂o ＋ v ∂1）φ＝ 0 と なる の で
， 境界モ

ー
ドは一

方向 に運

動す る こ とが分 か ります．こ こ か ら境界モ ー ドは chiral 　Luttinger　liquidで 表わ され る こ

とに な ります．従 っ て
，

トポ ロ ジ カル 量 で あるバ ル ク の Chern 数 と
， 代数的量 で ある境

界モ ー
ドの 数 （或 い は chiral 　CFT の 中心電荷）に は対応関係が 出て くる こ とにな ります．
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3　 エ ン タン グル メ ン ト ・ エ ン トロ ピ ー と面積則

　考えて い る物理系の 様々 な相関関数や秩序変数を調べ る代わ りに
， 「エ ン タン グル メ

ン ト ・エ ン トロ ピー （entanglement 　entropy ）」 と呼ばれ る情報エ ン トロ ピーを計算す

る こ とがで きます． と りわけ ， 低次元量子系の ように対応する古典的秩序が存在せず ， よ

い 秩序変数が定義 しに くい 場合 には
，

こ の 量が非常 に強力 なプ ロ
ー

ブに な り得 ます。単 に

「秩序変数」を 「エ ン トロ ピー」 と呼び替えただけで は物理 的意義は薄 い の で すが
， 豊富

な物理 を含ん で い る こ とが分か っ て お り， 近年非常に活発な研究対象で す．エ ン タ ン グ ル

メ ン ト・エ ン トロ ピーは通常の 熱力学的 エ ン トロ ピー とち ょっ と違 っ た性格 を持 っ てい る

の で
， 本節 で は歴 史的な経緯 も含め て その 意味合い を議論 します，エ ン タ ン グル メ ン ト ・

エ ン トロ ピーが含 んで い る量子系の 主 な情報は 「面積則」「量子異常」「量子次元」の 三 つ

と言 っ て よい か と思い ます．「面積則」は通常の 示量変数で あ る熱力学 エ ン トロ ピー との

最も大きな違い をあた える もの で ， 基本的には部分系の もつ 情報エ ン トロ ピーが外界と情

報をや りとりする境界面積に比例する とい うこ とです．「面積則」が エ ン タ ン グル メ ン ト・

エ ン トロ ピーに関 して は一 つ 中心的 な話題です．また 「量子異常」は ホ ロ グラ フ ィ
ー
原理

を背景 と して
， 量子系の代 数的性 質 と古典系の 幾何 をつ な ぎます．特に ， 空間 d 次元量

子系中の 部分系 の 情報 エ ン トロ ピーは
， 対応す る （d ＋ 1）次元古典空間に おい て 部分系 を

囲む極小曲面の面積 を計算する こ とと等 しい 場合が あるこ とが分か っ て い ます．即ち量子

系か らは直接見えない 余剰次元方向の 歪み かたに量子揺らぎの 効果を押 し込め て
， あたか

も古典的 な計算に マ ッ プす る こ とがで きるの です．序論で考え方 として は だい ぶ 詳 し く言

及 したこ とで すが ，
こ れが次節以降で 述べ るテ ン ソ ル 積変分法の 幾何学的な意味合い で も

あ ります．更 に 「量子次元」 に関 して は系の トポ ロ ジ カル な性質 を反映 します，

3．1　歴史的経緯 ：Bekenstein −Hawking の 公式

　 70 年代の
一
般相対性理論，と りわけブ ラ ッ クホ ール の 問題で ，エ ン トロ ピーや情報の

問題が議論 されて い ます．こ れは現在 「Bekenstein −Hawking の 公式」或い は 「Beken −

stein エ ン トロ ピー
」と呼ばれ る もの で

，
ブ ラ ッ クホ ー

ル 内部の 情報エ ン トロ ピーが
，

ブ

ラ ッ ク ホ ール の 「ホ ラ イズ ン の 面積」 に比例する とい うもの で す 16’18．一方 ， 熱力学エ

ン トロ ピーは示量変数ですか ら ， 通常は系の 体積 に比例するは ずで す．この 奇妙な性質が

所謂 「面積則 （Area 　Law ）」に繋が っ て い きます． こ の 事情を理解する ため に ， 先ずは

Einstein方程式 の Schwartzschild解か ら出発 しま しょ う ：

ds2− （
　　　2GM
1 −
　　　　7℃ 2 ）c

・
・dt2　一（レ 響）

− 1

　dr2− r2 （de2・ s・n2 ・姻 ・

こ こ で Schwartzschild半径は

　 　 2GM
r ＝ −
　 　 C2

（38）

（39）
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で 定義 され ます．Schwartzschild半径 は ブ ラ ッ クホ ール の 質量 に比例 す る ため ， 物 質が ブ

ラ ッ ク ホ ー
ル に 落ち込 む とホ ラ イズ ン の 面積が増大 します．それ で 想像 を逞 しくして

，
ブ

ラ ッ クホ ール に落ち込 ん だ物質が持 っ て い た 「情報量」とブ ラ ッ クホ ール の 大 きさに 関係

が あ りそ うだと認識 して み ようとい うこ とで す． さしあた り面積 A ； 4π r2 の 計算を して

み ましょ う．先ず は Schwartzschild半径の 式 と表面重力

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 GM
　　　　　　　　　　　　　　　　κ 一

7 ・ 　 　 　 　 　 　 　 （40）

の 式 を組み 合 わせ る と，微分形式で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 K
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dM ＝ − dA
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8π （］「

が 示せ ます． こ こで エ ネル ギ ー と質量の 等価性に関する式 E ＝ Mc2 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 κ

　　　　　　　　　　　　 dE ＝ c2dM ＝ c2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dA
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8π G

とな っ て ， 熱力学の 第
一

法則 dE ＝ TdS か ら

　　　　　　　　　　　　　　dS ＿　⊥c2　
κ

　　dA
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8π G　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T

（41）

（42）

（43）

が得られ ます．こ こで
，
Hawking に よ っ て量子効果 に伴 うブ ラ ッ ク ホ ー

ル か らの 放射が存

在する こ とが 示 され て お り （こ れ は とて も到達で きない 低 い 温度），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 苑κ

　　　 　　　　 　　　　 　　　　 TH ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2πkBC

で ある こ とを認め る と， エ ン トロ ピーは

　　　　　　　　　　　　　　4θ ＿ 壓 d魚 耐
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4Gh

こ の 放射温度 TH が

（44）

（45）

とな ります．従 っ て
， 通常の 熱力学を考えて い る に も関わ らず， 最初は示量変数 と思 っ て

い た エ ン トロ ピーは ブラ ッ クホー
ル の体積で はな くて表面積に 比例 する とい う結果が得 ら

れ ます．Hawking 温度 TH が 表面重力 に比例す るの で
， 質量 に依 存 して い るパ ラ メ

ー
タ

が 皆消 え て
， 普遍定数 だ けで 書けて しま うとい うと こ ろ が ポ イ ン トと思 わ れ ます．い ずれ

に して も，途中 の 議論で 量 子力学を暗 に仮定 して い る こ とを考慮に入 れ る と， これ を正 し

く理解す る に は，重 力 も含め た量子化が 鍵で ある こ とは疑 い な い で し ょ う．ボ ル ッ マ ン の

式で 与え られ る eS 個 の ミク ロ な状態数が どこ か ら来 る の か本当は 知 らな くて は な りませ

ん ．元 々 時空の 歪み を
一
般相対論で計算 して い た訳 だか ら， そ れ を用 い て面積則が 出て く

る とい うこ とは
， 重力場 とエ ン トロ ピー

の 微視的 ・量子 的側面が繋が っ て い る こ と を暗に

示 して い ます．従 っ て ブ ラ ッ クホ ール ・エ ン トロ ピーは量子重 力理論 の 主 要な問題 の
一 つ

で もある わけです．そ こ で
一

つ の 考え方 として は，AdS／CFT 対応 をもとに して 重力理 論

にデ ュ アル な場の 理論 の状態 を数 え上 げる とい うこ とで す．こ れに関 して は後の 節で 詳述
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します． また古典的に は ホ ラ イズ ン の 面積が 0 で ある よ うな模型で
， 歪 み の 中心か らス

トリ ン グ の ス ケ ール に位置する 「ス トレ ッ チ ・ホ ライ ズ ン」の 面積が Bekenstein エ ン ト

ロ ピーに等 し くな り， その ホ ラ イズ ン の 異なる幾何が微視的状態数 eS に対応する こ とも

調べ られ て い ます
19
．い ずれ に して も重力場に よっ て曲が っ た幾何学や ブ ラ ッ クホ ール と

対応す る量子論の エ ン トロ ピー とは非常に深い つ なが りが ある ようです．

3．2　 エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー

エ ン タン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー （「部分系の 密度行列」に 対 する von 　Neumann エ

ン トロ ピー）　 エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーとは
， 或る部分系 A に い る観測者が

，

その部分系以外の環境 B と情報の や り取 り をして い る ときに
， どの 程度の 情報量をや り

と り して い る か を ， 部分系 A の 立場 か ら推測 しよ うとする尺度です．基本的 には相関関

数をち ょっ と変 わ っ た尺度で 眺 め てい る と考えて頂ければ結構です． こ こで 部分系 A に

い る観 測者 は
， 外界 B の 情報 に直接的 に はア クセ ス で きない と考えて 下 さい ．そ うする

と
， 仮 に モ デ ル に寄 らない

一
般的な議論か らエ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーを計算す

る こ とが で きれ ば
， 直接ア クセ ス で きない 情報が手に入 るか もしれ ませ ん （悪 い こ とを考

えては い けませ んが …）．初 め に系全体 （しば しば 「ユ ニ バ ース 」「ス ーパ ーブ ロ ッ ク」な

ど と呼ばれ ます）の 波動関数を導入 します ：

1ψ〉一 Σψ＠，9）1・〉・ly＞，

　 　 　 XTY

（46）

こ こで Ix＞は A の 基底 ly＞は B の 基底です．　x
，y は離散値で も連続値で も構い ませ ん ．

連続値の 場合に は ， 和の 記号が積分 に な ります．ス ーパ ー ブ ロ ッ クの 波動関数 ψ＠， y）は

二 つ の 部分系の 添え字 x
， y を持 っ て い るの で ， こ れ を行列 と見な して以下の よ うに特異

値分解 してみ ま しょ う ：

ψ（x ， y）； Σu，（x）V恥 ω ，

　 　 　 　 　 1
（47）

即ち

【ψ〉一 ΣΣ U・（x）V脇 ω 剛 写〉一 Σ 〉う蔦1の 1巧〉・

　 　 　 x ，y　 t　　　　　　　　　　　　　　　　　　 l
（48）

こ こ で カ ラム ユ ニ タ リ
ー

行列 Ui（x ）と Vl（y）は それぞれ

1の 一 Σ　u・　（x ）1x＞

IVi＞ 一 Σ   1〃＞
　 　 　 　 y

（49）

（50）
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と取 ります．式 （48）は Schmidt 分解 と呼ばれ て い ます． この 式 か ら明 らか な よ うに
，

特異値 V兀 が部分系 A と環境 B の量子的 もつ れ の大 きさを与 えます．

　こ の特異値の二 乗は部分系及 び環境を縮約 した密度行列の固有値で ある こ とはす ぐに確

か め る こ とが 出来 ます．即 ち ， 密度行列 を

　　　　　　　 P・ （・ ，
x

’

） 一 Σψ（x ，〃）ψ
＊

（・
’

， 〃）一 Σ聴 ）λ・の （x
’

），　　　 （5・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y　　　　　　　　　　　　　　　　 i

　　　　　　　ρB （y ，y
’

） ＝ Σψ＠1 〃）幽 1 〃
’

）＝Σ囎 λ1鴨
’

），　　　 （52）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 x 　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 　 l

と定義す る と
， 明 らか に λt が ρA と ρB の 固有値 に な っ て い る こ とが分 か ります． また

PA と ρB の 固有値は要素数 が違 っ て もゼ ロ で ない 部分 は互 い に一致 す る こ とが 分か りま

す．全系の 波動関数に対する密度行列 に つ い て は ρ
2

＝

ρ が成立 しますが
， 部分系の 密度

行列に対 して は 晶 ≠ PA とな ります．こ れ らの 密度行列を用い て
，

シ ス テム A にい る観

測者に とっ て の エ ン トロ ピー SA を

　　　　　　　　　　SA − − t・A （ρ・ 1・9ρA）一 一
Σλ11・ 9λ・， 　 　 　 　 （53）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

と定義 します．即 ち，SA とはス ーパ ーブ ロ ッ クにお い て状態 IUt＞及び IVi＞を見出す確率

λ1 に対す る情報の エ ン トロ ピーで す．以降の 節で は
， 部分系 A

，
B へ の 分割が 空間的で は

ない 場合 も考 え ますの で
， 混乱が ある場合 に は 「幾何学的 （geometric ）」 エ ン トロ ピー と

呼ぶ こ とに します ．定義よ り明 らか に

　　　　　　　　　　　　　　　　　SA ＝ SB　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（54）

が成 り立 ち ます． こ の
一

見単純 な 関係式は非常に重 要な もの で す，空 間 d 次 元系 を大 き

さの 異なる二 つ の 部分系に区切 っ た場合 ， 各部分系の エ ン タ ン グル メ ン ト ・ エ ン トロ ピ
ー

は一般に は示量変数に な らない こ とを示唆 して い ます．大 きさの 異なる部分系で 共通 して

い る 量 と して 考え られ るの は 「d − 1 次元的境界」で す （こ れが 唯
一か ど うか は この 段 階

で は不 明なの で
， きちん と証 明する必要が あ ります，それが こ の 節で の 大 きな課題 で す）．

ブ ラ ッ クホ ー
ル

・エ ン トロ ピーが 面積則 に従 うこ ともこ の 結果の ア ナ ロ ジ ー と捉 える事が

で きます．

ボル ツ マ ン の 式 は大雑把 に はエ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーの上 限を与 える　 エ ン

タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー と通常 の 熱力学的 ・統計 力学 的 エ ン トロ ピー
が どの よ う

に異 なる の か を議論 しま しょ う．その た め に
， 密度行列 の 固有値 の うち m 個が 全 て 1／m

で あ る場合 を考えまし ょ う．こ れ は最もエ ン タ ン グル メ ン トが 強い 状況 を想定 して い ます

（maXimally 　entangled 　state と呼ばれ ます）． また熱統計力学にお ける通 常の 等重率の 原

理 に対応 します． この と きエ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーは ボ ル ッ マ ン の 式

　　　　　　　　　　　　S．　一
一党⊥ 1・9

⊥ − 1・gm 　 　 　 （55）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　　　　m
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε＝1
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に 漸近 します．但 しこ れ はあ くまで 情報エ ン トロ ピー
の 上 限で あ る と思わ れ ます．何故か

とい うと
，
DMRG 計算な どで密度行列の 固有値分布を見て い る方には 自明 なこ と と思わ

れ るの で すが ，

一
般 には

， 対応する固有状態の 実現確率 で あ る固有値は等 しい 確率分布に

は従い ませ ん．特に
一

次元量子系や 二 次元古典系の 場合 には
， 固有値の 減衰は非常に早

く， 実現確率の 大 きな状態 は非常に限 られてい ます．実現確率に分布があ る場合には エ ン

トロ ピーは こ れ よ りも小 さ くな ります．逆 に言 うと
， 通常の 熱力学 エ ン トロ ピー

が示量変

数で あ っ て 体積 に比例するの と異な っ て
， 情報 エ ン トロ ピーは それ よ りも複雑 に はな らな

い 場合が あ り得る とい うこ とを示唆 してい ます．こ れ も情報エ ン トロ ピー
の 面積則 を予感

させ ます．以上は効率的な量子計算 を考える上で も重要なこ とで す．

3．3　面積則 （Area　Law
，
　Entropic　Boundary 　Law ）

境界 での 情報の や り取 り と対数補正 　エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーは
，

一
般的 には

シ ス テ ム サ イズ L の 増加関数で す．系 の 性 質に応 じて ス ケ ー
リン グの 関係 式が変わ っ て

きます．非臨界系で は L が 「相関長 ξ」を越 えるあた りで頭打 ちに な ります． また シス

テム サ イズ L が 相関長 ξ以下 で あ れば
，

S 〜 Ld
−1

（56）

とな ります
20−29

． こ の 振る舞い は先ほ ど述べ た よ うに，我々 の 空間 3 次元 にお い て ，通

常エ ン トロ ピーは示量変数 で あ る ため に部分系の 体積 に比例 す る とこ ろが ， 次元が
一

つ

減っ た 「面積」の 次元 ， 即ち部分系間の 境界の 面積がや り取 りす る情報量 を決め る とい う

こ とか ら， 「面積則 （Area 　Law ）」と呼ばれて い ます． また 臨界状態であ っ て も空間二

次元以上 の 系で は
，

エ ン トロ ピー
の 主 要項はや は り面積則 に従 うとい うこ とが 示 され て い

ます．一方，
一 次元臨界系や フ ェ ル ミ面 を持つ任意の次元の系で は対数補正 がつ い て

S 〜 Ld
− 1109

　L （57）

とな る こ とが知 られ て い ます 22，29『42．対数補正 は 「面積則 の 破れ」 と呼ば れ ますが ， 後

の 節で述 べ る よ うに ， 両者 は 「ホ ロ グラ フィ ッ ク次元」も含め た仮 想空間で面積 の次元に

な っ てい るこ とが分 か りますの で
， 本稿で は両者 をまとめ て 「面積則」 と呼ぶ 場合が あ り

ます （状況 に応 じて適宜補足 します）．以下で 見る よ うに
，

一次元臨界系の エ ン トロ ピー

3 〜 10gL は共形場理論か ら厳密な形が得られて い ます． また調和振動子 の 連成系に帰着

で きる模型 に 関 して は詳 しい 解析が 行 われ て お り，
S 〜 Ld

− 1 とな る こ とが色 々 な空 間次

元で 示 され て い ます．それ以外の 場合に関 して は
， ある特定の 模型につ い て は解析的 ・数

値的 に正確な結果 が得 られ て い ますが ， 実際に は模 型の 相互 作用 の 形に も依る はずなの

で
， 物理的 な視点 に立 っ て

一
般的 に議論す る こ とは難 しい よ うで す．やや 数学的 な証明が

多い と こ ろ が少 し残念で す．
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面積則 を中心 と して見 た エ ン トロ ピー と相 関関数 の 関 わ り　面積則の 成立条件や その 破

れ に 関 して は ，部分系の 境界か ら測 っ て
， 「どの 深 さの 領域まで 」情報 の や り取 りが なさ

れて い るか とい う 「エ ン トロ ピー密度」 を導入す るの が 自然です．既 に述 べ た ように ，ボ

ル ツ マ ン の 式が エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー
の 上 限で すか ら

， 境界 か らず っ と多 く

まで 相関が及べ ば その 上限 に到達す るため ，
一
般的 に エ ン トロ ピ ー密度 f（δ）は境界 か ら

次第 に減衰す る関数 とな るはずで す．そ こ で 深 さ x （相関長 ξよ り短い が
，

カ ッ トオ フ よ

りは十 分大 きい と します） まで積分 した エ ン タ ン グル メ ン ト ・
エ ン トロ ピーを

嗣 一 塩 ・槍 ・！（・） （58）

と書 きま しょ う．α は赤外 カ ッ トオ フ で す． N
。ff は境界 を行 き来す る準粒 子の 数で すが ，

共形異常の
一

般形 と思 っ て 差 し支 えあ りませ ん．∂A は非臨界 の 面 積則 の 部分 で す．今考

えて い る 領域の 体積 を A と書 きます．δ→ oo で の ノ（δ）の 漸近形 は
，
　SA〔x ）が x ＞ ξで

飽和する 形で す． こ こ で ！（δ）の 関数形 と して f（δ）；・const を仮定す る と

SA（x ）〜 N
。ff∂A （x

一
α）〜 A （59）

とな り，
エ ン トロ ピーが 体積 に比例する通 常の 熱力学エ ン トロ ピーと同 じ関係式が 出て き

ます． また指数関数 的減衰 f（δ）＝ e
一δ を仮定す る と

角 ω 〜 凡 ・∂A （・
一α 一e

一
り〜 ∂五 （60）

とな り， 面積則 が得 られ ます．f（δ）； δ
一n

で n ＞ 1 の 場 合に も基本的に は面積則 が成 り

立 ち ます．減衰が非常に遅 く ／（δ）〜 δ
一1

の 場合だけは特異で ，

　　　　　　　　S・ （・）− N
・ff∂A （1・9 ・

− 1・9 ・）− N ・ff∂Al・9（詈）　 　 （61）

とな り， 面積則 とその 対数補正 log（X ／a ）が 現れ ます．関数が他の 相 関関数 と どの よ うな

関係 に あ るの か こ の 時点で はあ ま り明快で は な い の で すが
， 相関の べ キ的減衰が対数補正

を出すな ど，臨界現象の 一般論 と繋が っ て い る よ うに も感 じられ ます． もう一歩踏み込ん

だ議論 はみ な さんへ の 宿題 と致 します．

3．4　 面積則に対する質量項の 依存性に つ い て

　面積則の 導出に は調和振動子系の 直接対角化が最 も
一

般的に用 い られ ます
20，21，27−29．調

和振動子の 連成系は，具体的 に波動 関数が 求め られ る だけ で な く，色々 な模型 の有効模 型

と して の 意味合 い を持 たせ られる の で
， 面積則 の

一
般論 を展 開する 上 で は出 発点 とな る

べ き模型 だか らで す． しか しなが ら数学 的或 い は数値 的な取 り扱 い が 主 とな っ て しまい
，

物理 的な意味合い を検討す る に は 少々 取 り扱 い に くい 側面が あ ります．そ こ で 本稿で は

Bekenstein エ ン トロ ピーを別 な形で表わす方法を用い ます
23−25

．即 ち ， プ ラ ッ ク ホ ー
ル
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の 計量 をあ らわ に取 り入れて 熱力学的 エ ン トロ ピーを計算す るこ とで ， それ に よ っ て部分

系を トレー
ス ア ウ トす る とい う効 果 を表 わ そ うとい うこ とで す．SA ＝ SB が既 に面積則

に直結す る こ とは述べ ま したの で
，

こ こで は特に Klein−Gordon模型の 質量項が エ ン トロ

ピーの 大 きさに どの ように反映されて い るか調べ ま しょ う．即ち励起ギ ャ ッ プや 相関長 と

エ ン トロ ピーの 飽和が どの ように相関 してい るか見る とい うこ とです．

　ブラ ッ クホ ー
ル を表わ すた め に Schwartzshild計量か ら出発 しま しょ う （c ＝ h ＝ 1 と

します．h ＝ 2π 〉：

　　　　　ds2− 一

（
　　　2GM
l一

）c
・dt2・ （1 一孕）

− 1
　dr2・ r

・d・・一・・　 （62）

こ こで θ ＝ t／4GM ， η
＝ 　 8GM （r

− 2GM ）と座標変換 し，以下 の よ うに表わ します ：

　　　　　　d・
・
　 一　 −

n2｛1＋ （、get）
2

｝
M ’

　de2・ ｛1 ＋ （右 ）
2

｝d・・
2

　　　　　　　　　　・i（4GM ）
2

｛・＋ （th．T）
2

｝
2

蜘 ・ 　 　 （63）

こ こで 簡単の た め に M → QQ の 場合 を考 える と
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d− 1

　　　　　　　　　　　　d・
2 − 一

η
2d

θ
2
＋ 吻

2
＋ Σ曜 　 　 　 　 　 （64）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝ 1

と表わすこ とが 出来 ます．こ れ は Rindler計量 と呼ばれ ます．元々 の 球対称 ホ ライズ ンが

平坦 に な っ て ， yi 座標 に関 して は M → oo な の で yi ∈ ［
− L／2，

L／2］と赤外 カ ッ トオ フ

を入れ る と， ホ ラ イズ ン の 面積 は単純 に L2 とな ります．　 yiに は周期境界 条件 を課 しま

す、η 座標が特殊 に見 えますが ， 座標変換 Xl ＝ ξsinh （θ／2），
　x2 ＝ ξcosh （θ／2）で通常の

Minkowski 計量 で表わせ ます．

　Rindler時空 R を伝搬 するス カ ラ
ー

場 の 作用を導入 します ：

　　　　　　　　　・ 一
一

払… 呶 冨 ｛（・φ）
2
＋ m2 φ

2

｝，

こ こ で ず＝ （Yl，Y2）．ス カ ラ
ー

場は Klein−Gordon 方程 式

　　　　（v2 − m2 ）ip・一 （一講 ・ 券・ 揚・ 毒・ 毒一 m2 ）φ一 ・

を満た しますが ， η座標だ け特殊 なの で

　　　　　　　　　　　　 φ：＝A （η）exp （
− iω θ十 ik ・yl

とい う解 を仮定 します．k　一＝（2π ni ／L ，
2π n2 ／L）． この とき A（η）が満 たす方程式は

　　　　　　　　　　　｛晶（・島）÷ ξ
・

η｝・（・）一 ・

（65）

（66）

（67）

（68）
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で 与え られ．ます．但 し ξ＝ 　lk12＋ m2 と定義 しま した． こ こ で x ＝ log（ξη），
　E ＝ ω

2
／2

と座標変換する と
， A （x）が満たす方程式は一

粒子の Schr6dinger方程式に帰着で きて
，

（
　1d2 　 1
　 　 　 　 　 　 2x一
百（加 2 ＋

歪
e ）綱 一 EA （x ） （69）

が得 られ ます．即 ち ，
ポ テ ン シ ャ ル V （x ）＝ （1／2）e2x 中 を運動す る 質量 m ＝ 1 の 粒子 の

問題 とな ります．こ れ を WKB 法で解 きます．古典 的運 動 の 積分 p ＝　 2m （E
− V ）に対

す る Bohr−Sommerfeldの 量子化条件 を次の よ うに導入 します ：

・ ・ 一膿、

dx

こ の積分 は実行す る こ とが で きて ， 次の 式

2 （E
− V （x ））

器［・・G奎｝≡f．≡剽一 21 一
剛 ］一 一・Vl 一

圃

（70）

（71）

を考慮すれ ば ，

n ・　一　1；　1・・儲 ≡i剽 一
・ 1 −

（ξc／ω）
2

（72）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　つ
が得 られ ます． こ れ を ω につ い て 陽に解 くこ とは で きませ んが ，こ の 解 を ω n （k）と書い

て お きます．平方根の 中が正定値 となる ため に ω ≧ξc とい う条件が つ きます．

　こ こ で は熱力学 エ ン トロ ピー S ＝ β
2∂F ／∂β を計算 しますが ，ブ ラ ッ クホ ー

ル の 中に は

ア クセ ス で きない の で
， 気持 ちと して は部分系 を縮約 した エ ン トロ ピー

を計算 して い る と

イ メ
ー ジ して 下 さ い ． 自由エ ネル ギ ーは以 下の よ うに計算で きます ：

　 　 　 　 　 　 　 　 　

・ 一 一

擦
・・浅

酬

　　　　　　　 4だ　 。。

一 去L2f （、。魂 　 　内

一 岩（
L2

π）
2

1紬 ・（1訥

　　　・ f。
唾

  ・・G奎
一 1（L27r

）
2

が仙 ・（1
− e

−・・

）

　　　・ ｛（・ ／・）
2

　 夸

≒ll霧iili圭剽

・一
（・m ！・ ）

2
・

− 1・・G晝≒1…llf：…）｝

（73）

（74）

（75）

（76）
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こ こで massless の 場合 ，

　　　　　　　　　弓 （
L2

π c）
2

f。
°°

（1・vw ・・1・・（1訥

とな ります． また massive の 場合には

（77）

・ 一 去（
L2

π c）
2

が娩 （・一舟 売¢ m 尸（羨）
2

∬仙 ・（・一捫 … （78）

とな ります．双方 （L／c）
2

の 依存性が あ ります．E に よ るカ ッ トオ フ は x の 積分か らきま

す．式 （78）中の 二 つ の積分 はい ずれ も負の 値です．従 っ て 非常に荒 っ ぽ い 議論ですが ，

m が大 きくなる に つ れて （L／e）
2

の 係 数が小 さ くなる傾向があ ります．実際 は F を βで

微分 して Rindler温度 βR 篇 2π を代入 した もの が 最終的な エ ン トロ ピー とな ります （純

粋状態の エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー を計算する と
， それ は温度 βR の 混合状態

に見える とい うこ とを意味 します， ちな み に M → CQ の極 限で は TH ＝ 0 で す）．励起

ギ ャ ッ プが 開 くと相 関が 指数関数的 に減衰 して ，部分系を
一

定以上大 き くして も S は飽

和す るた め
， m を大 きくして （L／c）

2
の 寄与が弱 くなる こ ととは コ ン シ ス テ ン トで す．ま

た前節で 議論 した内容，即 ち境界か らどれ だけ相関が遠 くまで 及 んで い るか， とい うこ と

は
， 今の 見方で い くと境界か ら垂直方向の 時空の 歪み と関係 して い る こ とに なます．後に

議論する AdS／CFT 対応に よ る エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーの 計算で もこ の 見方

が 現 れ ます．

3。5　 一 次元臨界系の エ ン タ ン グル メ ン ト ・ エ ン トロ ピ ー の計算

　エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー
の 具体 的な性 質を d ＝ 1 臨界系 に対 して 調べ ましょ

う．即ち ， 長さ L の 部分系の エ ン トロ ピーが S　・ ・　Ll
− i

　log　L ＝ log　L となる こ とを示 しま

す．
一

次元多体系の 精密な取 り扱い 法は幾つ か知 られ て い ますが
，

エ ン タ ン グル メ ン ト ・

エ ン トロ ピー
の 計算に は二 次元 （空間十時間）共形場理論が非常 に強力な道具で す

30’37
．

とい うの も ， 「エ ン タ ン グ ル メ ン ト」 と 「相関関数」は表裏
一
体の 関係で ある こ とは既 に

述べ ま したが ， その 相関関数 は まさに共形場理論で 完全 に特徴づ けるこ とがで きるか らで

す
43，44。一方，Bethe 仮説法や ボ ゾ ン 化法は熱力学的量 を計算す る こ とが得意 ですが ，今

の 場合 には うま く適用す る こ とは難 しい よ うで す．

　また一
次元量子多体系に対す る数値解析 的な手法で は

， 密度行列繰 り込 み 群 （Density

Matrix 　Renormalization 　Group
，
　DMRG ）が非常に優れて い ます

45
，
46
，本稿 と関連

する話題 として は
， 共形場理論の 成果 を具体的な強相関電子系の模型の 立場か ら解析 した

り，
AdS ／CFT 対応 と同様 の 原理 を用 い た数値計算の 効率化 な どが試み られ て い ます．

レ プ リカ ・トリッ ク　以下で は場の 理論的方法を用い ますが
，

エ ン トロ ピーを計算する に

はス ピ ン グ ラス の計算で用い られる 「レ プリカ法」と同 じ方法を用い るの が都合が よい よ
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Sn

n

図 1； ラ ン ダム に 生 成 した 500個 の λi に 対 する Tsallisエ ン トロ ピー
．シ ン ボル の 違い

は異なる λi の 組 に対する計算結果．基本的に は分布に 寄らない こ とが分 か ります．Sn は

n → 1＋ で エ ン タン グル メ ン ト ・
エ ン トロ ピー S ＝ log　500 ； 6．2146 に 正 し く漸近 しま

す．関数が滑 らか に変化 して い るの で ， レ プリカ ・トリ ッ ク を使 っ て 整数 n に対す る共

形場理 論を行 っ た後に解析接続で きる と考え られ ます．

うで す．こ の ため に 「Tsallisエ ン トロ ピー」 と呼ば れ る エ ン トロ ピーを導入 します

　　　　　　　　　　　　　　Sn − LiSt
，

・Nt
， 　 　 　 （79）

こ こで λ
、
は部分系 の 密度行列 ρ の 固有値で す． こ の エ ン トロ ピーは非加法 的で

，

　　　　　　λ卜 λ・λ7
− ’

一 λ・e
（・
一’）1・・濁

一 λΣ 煮｛（n
− 1）1・9・Ai｝

k

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h＝0

と展 開 して か ら式 （79）に代入する と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　 　 　 　 　 　oo

　　　　　　　　　　Sn − 一Σ義Σ毒（n − 1）
k− ・

（1・9 λ・）
k

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z＝1　 　 k＝1

が得 られ ますの で ， n → 1＋ の 極限で k ＝ 1 の 項だ け残 っ て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　　　　　　　無 亀 一 一Σ V ・9 λi
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

　　　　　　　 Sn（A ＋ B ）＝ Sn（A ）＋ Sn（B ）＋ （1 − n ）Sn（A ）Sn（B ）　　　　　　 （80）

とい う関係 を見た します． こ こで n → 1＋ の 極限を取る と
，
Tsallisエ ン トロ ピーは エ ン

タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
に

一
致す る こ とが 知 られ てい ます． こ の n も

一
種の 余剰

次元 とい うこ とに なるの で すが ， そ れ は こ の 後意味が分 か る か と思 い ます．証明 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 OQ

（81）

（82）

（83）

とな ります．n を整数 と して 取 り扱 っ て
， 最後に微分 した り極限 を取 っ た りしますの で

，

本当は取 り扱い に 十分注意が必要 で すが ， 図 1 に あ る よ うに関tw　Sn は n に対 して滑 ら
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か な関数ですの で ，特殊な問題で ない 限 り解析接続で きる と考えて い い で しょ う．こ こ で

元 の式 （79）に ロ ピタル の 定理 を使 うと

　　　舗
一 一

無 £ ・ ・9
− ・

一 一
無 磊・・ρ

・
一 一

無 磊1・9・・pn （84）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

が得 られ ます．最後の 式で は trρ　 ＝ 1 を用い ま した．従 っ て trρ
n

を計算すれば よい とい

うこ とに な ります． こ の 式か ら分か る よ うに ， 元の 系 ρ の 「レ プ リカ」を n 個用意 して
，

それ を結合 した系が pn とな ります．なお非加法エ ン トロ ピー
で

，
　 n → 1＋ の ときに エ ン

タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピーに漸近する量 と して
，
Renyi エ ン トロ ピー

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　Sn ＝

τ＝ El・gt・ρ
n

　 　 　 　 　 　 （85）

とい うエ ン トロ ピー
も知 られて い ます．次 の 節 で 計算す る trρ

n
を用い ると

， 式 （84）と

式 （85）は n → 1＋ で 同 じ結果 を与えます．

密度行列 とレ プ リカの 接続条件　 つ づ い て部分系 A の 密度行列 とレ プリ カ の 接続条件を

整理 します．先ず n ＝ 1 の 場合か ら始 め ま しょ う．場の 演算子 φ（t，
x ）に対 して

， 部分系

A と環境 B を区別する添え字を φハ（t，
　x ），

x ∈ ［n ，
v 】， φB （t，

　x ），
　x ¢ ［u ，

v ］と書きます．時

刻 t ＝ 0 で 系が基底状態 10＞に あ り，
この 密度行列は 10＞〈O｝で与え られ ます． こ の とき，

環境 B を縮約 した 部分系 A の 密度行列 ρA は

　　　　　　　　　伽 瀚 一／・φ・ ＜＜・・t・・b・1・〉〈0鳳 φB 〉　 　 （86）

と表わ され ます．エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーは SA ＝ 一∫　DilA ＜酬 ρA　logρA ゆA ＞

で与え られ ます，積分に現れ る伝搬関数は （時間を Euclid化 します）

　　　　　　　　　　　〈・Aip・ 1・〉− 1D・・
一
肺 4

　 　 （87）

とな り， 経路積分は全 て の φ（τ ＞ 0
，
x ）で積分 し ます が ， 丁 ＝ 0 の ときに x ∈ ［u ，

v］で

φ（O，
x ）＝ φ気（0，

x），
　 x ≠［u ，

v］で φ（O，
x）＝ φβ （O，

x ）となる よ うに取 ります． こ れを用 い る

と密度行列 は以 下の よ うに表わ され ます ：

〈φ気1ρAl φ隻〉− 1Dφe−sδ［φ・ （・ 一 ＋ ・）
一・糊 同

一φ玉］・脳 個
， （88）

こ こ で E は無限小 の 数 で す．時間 と空間 を z ＝ x ＋ i7 ∈ C と表わす と
， 部分系 A の と こ

ろ にス リ ッ トが 入 っ た複素平面 を考えて い る こ とに な ります．

　以上 を もとに
，

tr（ρA ）
n は n 枚の 複素平面 をス リ ッ トの とこ ろで 連結 した Riemann 面

（R 。
と表わす）上 の 分 配関数に よ っ て与 えられ る こ とに な ります．k 番目の レプ リカ上

の φA を ilkk）と表わ し，異 な る面の 接続条件を

　　　　　　　φ繁
）
（7 − − E

，
・） 一 φ葺

一1）
（T − ＋ E

，
x） （ll… 　 2

，
3

，
．一

，
n ）　 　 （89）

　　　　　　　φ貸
）
（・ 一

一c
，
・・） 一 φ穿

）
（・ 一 ＋c

，
x ）　 　 　 　 　 　 （go）
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　　　　　　　　　　　　　　　図 2： Rn の 模式図．

で 与えます （図 2）．それ らで の 経路積分が密度行列の 積 を意味 します．以 降 tr（ρA ）
n

を

　　　　　　　　t・（・・）
n 　

・＝

（云）
。 んD φ・

一∫d・d・ L 〈nl 　
一

（昜。 　 　 （91）

と表わ します．n ＝ 1 の ときに trρA　＝ ＝ 1 となる ように規格化 して い ます．こ こで ラ グラ

ン ジ ア ン 密度 L（n ）
［iPi，φ2 ，

＿
，iPn］（x）は 平坦 な C 上 で 定義 され た L［φん］（z）の 和

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　 L （n ）
［φ・， φ・，

…
，φ司（・）一ΣL［ip・］（・）　 　 　 　 （92）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k；1

で 表わ され
， Rn に よる 時空 の 曲が りは 陽に含 まず，拘 束条件 と して 導 入 します．

分岐点 ツ イス ト場　式 （92）の ラ グ ラ ン ジア ン密度 は任意の レ プ リカ交換 に対 して 不変で

すが
， 特 に式 （89）及び （90）で 与 えられ る境界条件 の 場合 に は

，
レ プ リ カの サ イク リ ッ

ク な交換 を表わす以 下 の 二 つ の 対称性が 残 ります ：

　　　L（n ）
［φ1 ， φ2 ，

．．．
， φη 亅（z）＝ L（n ）

［φη ，φ1 ，
．．，

，φれ
一1亅（z）＝∠⊃（

n ）
［φ2 ，

．．．
，φη ， φ11（x），　　　　（93）

即 ち ， 分配関数 は上記 の対称性 を持 つ 必要が あ ります．こ れ らは分岐点 ッ イス ト場 と呼 ば

れ る演算子 Tn
，
　Tn　（鑑φゴ

ーφ丿
＿1 ， 霊φゴ

＝ φゴ＋1 ， φ0
一 森 ， φ叶 1 ； φ1）と関係 して い て ，

　　　　　　　　　　　　　Zn　D（〈7n（u ）Tn（v）＞L （n ＞，c　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（94）

とな ります
32，33 ． こ れ は完全系 1 ＝ Σφn ん 1婦φξ〉〈曜φ劇 を挟 む こ とで 示せ ます，或 い

は 7Zn の 時空の 曲が りの 効果 を顕に取 り入 れ た作用 を Sπ n
と書い た ときに ， ッ イス トの

生成子 が S（n ｝− Sπ n
に対応する と見 て も構 い ませ ん ．こ こ で 以下 の よ うな場の 線形結合

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　φ・
一 Σ ・

2蜘 φ、 　 　 　 　 　 　 （95）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1
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が Tn
，
　Tn の 固有状 態で ある こ とが分か ります （k ＝ 0

，
1

，
．．．

，
n − 1）．実際に

　 　 　 　 　 　 　 n 　　　　　　　　　　　　n
−1　　　　　　　　　　　　　　　　 n −1

　　　T
。lik一 Σ e2

π礁ゴ
φ」．・

一 　2）　e2
π‘
　ft　o

’
＋ 1）

φ广 e2
π 鴫Σ e2

π略ゴ
φゴ

ー e2
π略φ・　 （96）

　 　 　 　 　 　 」＝1　　　　　　　　　　 」＝O　　　　　　　　　　　　　　　 j＝O

が得 られます （Tn の 行列表示を対角化 して もよい ）．同様に して Tn に つ い て は TniPk＝

ビ
2π 婿轟 が成 り立 ちます． この 結果 ， 異な る k の モ ー ドは分離する の で ， 分配関数も異

なる icの 状態の 直積で 書け る こ とに な り，　Tn ＝ H鴛；S　Tn，k ， 臨 ＝ n鴛；1匁海 と書 くと，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　　　　　z
。　・・　H〈Tn，k（u）　Tn，k（v）＞c・nl ，c 　 　 　 　 　 （97）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝O

が得 られ ます．

共形場 理論に よる解析 　臨界系で は特徴 的 な長 さス ケ
ー

ル が な くな り，
ス ケ

ール 変換 に

対 して 理 論が不 変で ある こ とが 要請され ます．特に時間 1次元＋ 空間 1次元 の 系の 変換

は，複素函数論 の 等角写像 （conformal 　mapping ） とほ とん ど同 じです．そ こ で 時空に

対応 した複素平面 ω ＝ x ＋ ivt を導入 し （v は低エ ネル ギ ー励起の 線形分散の 傾 き），

ds2　＝ ＝　dω dth ＝ （vdt ）
2
＋ dx2 が不変 とな る こ とを要請する場 の 理論が 共形場理論で す．

　エ ン トロ ピー と場の 曲率が 関係 あるの で ， 空間の計量 を反映す る量か ら調べ まし ょ う．

一
般相対論 的に はス トレ ス ・テ ン ソ ル T μu

＝ 1／V 仁 互（δS／δgμ。）lg
。

v
＝

η。
。がそ の 定義通 り計

量 に依存す るの で すが
， 共形場理論 の 場合 に は よ り重要 な働 きを します．ス トレ ス ・テ ン

ソ ル は準 プラ イマ リー場なので ， 共形変換 z → ω （x）に対する正則部分の変換式は

　　　　　　　　　　　T （・）一 儂）
2T

（・ ）・ 舌回 　 　 （98）

とな っ てお り （反正則部分 丁 も同様），共形異常項 （c／12）｛w ，
x｝を含ん でい ます．　c は中

心電荷 （central 　charge ）で ， 大まか には 系の 有効的 な励起モ ー ド数に対応 します．また ，

　　　　　　　　　　　　　｛蝸 ÷ 1（雛）
2

　 　 （99）

は複素函数論で も出て くる Schwartz微分 と呼ば れる もの で （ω
i

＝ 　dω ／dz），

一
葉の 平坦

な C 上 で の
一

次分数変換 z ＝ （a ω ＋ b）／（CtV ＋ の　（C → C ）で はゼ ロ に な りますが ，　Rn

上 で は空 間が 歪んで い る こ とを反映 して 有限の 値を持ちます．ij　n 枚の 複素平面 を連結

して Riemann 面 を作 りま したの で ，

　　　　　　　　　　　　　　　・ 一 （
z − uz

− v）
11n

　　　　　 （1・・）

とい う変換を導入する と
， 〈T （w ）＞c ＝ O の 関係が使えます．（z

− u）／（z
− v）の 部分は

， 領

域 x ∈ A ＝ （u ，
v）を （0，

00 ）に拡大する フ ァ ク ターで す． こ の 結果，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c

　　　　　　　　　　　　　　〈T（・）〉π 。 「 蔘
｛w ，

z｝　　　　　　　　　 （101）
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が得 られ ます．後は少 し面倒で すが具体的に Schwartz微分を実行する と
，

　　　　　　　　　　｛Wl2 ｝− 1（1 一毒）尚 （雲の
、 　 　 （1・2）

とな り， n ＝ 1 の 場合 に は 確か に こ の項 の 寄与 はあ りませ ん ．更に 部分分数 に分解す る と

〈T（z）〉パ 螽（1
一ル）｛茜 四 ≒六 ・ ドザ

・
π≒≒｝（1・3）

が得 られ ます． こ の 式を共形 Ward 恒等式 （ε1　・ ・　（u ，
O），

z2 ＝ （v ，
0））

〈・％ ）噛 呶 一

黒｛議 P
・ 最 ｝〈T・

　（u ）tit・
・（V）〉・… ，c （1・4）

と比較 します． こ こ で z は或る複素平面上 に あ り， 他の 複素平面 とは分離 して い るの で
，

　　　　　　　　　　〈T
（n ）（z）Tn（u ）T ． （v ）〉£ 〔n ）c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（105）　　　　　　　　　　　　〈Tn（。）恥 ）〉。 。，
，
c

’
＝ n 〈T （z）〉・ ・

と仮定 して よい と考え られ ます． こ の と き二 点相関関数 とス ケ
ー

リン グ次元が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＿　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　〈Tn（U）T・ （V ）＞L ・n ・

嬬 。、
． 。、1・鰯 1

．，、1・ムガ

　　　　　　　　　　瑶 義 羨 （n
− k）

で 与 えられ る こ とが分 か ります．

　以上 よ り， 領域 A の 長さ を lu− vl ：・ ・　L とす る と
，
　 tr（ρA ）

n は

　　　　　　　　　　　　　　　t7・ρ
n

＝ CnL
−4△ n

となる こ とが分か ります．Cn は規格化定数で す．

　　　　　ト 麟 ｛− 1（n −　s）　1・・L ＋ 1・・Cri｝− 1・… ＋ ct

（106）

（107）

（108）

これ を式 （84）に代入す る と最終的に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（109）

とい う形が得 られ ます．d　・一一limn→ 1＋（Un／Cn ）．従 っ て一次元臨界系 で はエ ン トロ ピーに

対数補正 が現 れ ます．また基底状態の 波動関数 か ら励起 モ
ー ドの 情報である 中心電荷 を調

べ る こ とが で きる とい う特徴 を持 っ て い ます．こ の こ とか ら もエ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン

トロ ピーは相関関数 と類似 の 性質を備 えて い る こ とが分 か ります．

　以 上 の 方 法に基 づ い て エ ン タ ン グル メ ン トの 系統 的な研 究が 行 われ て お ります．例え

ば
， 有限 サ イズ 効果 を調べ る ため に は wt − （L／2π ）logw とい う変換 ， 有 限温度の 計算で

は w
’

＝ （β／2π）logw とい う変換 を行 うこ とで エ ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
の 式 を

導出す る こ とが で きます．
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z

冒一冒一冒一冒騨冒冒一一一一一
α

8 ε

一乙12 〃 2x

図 3： 測地距離の 計算

AdS ／CFT 対応に よる エ ン タン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーの幾何学的導出　式 （109）

を対応す る重力理 論の 立場 か ら幾何学 的に 導出 します
47“”54

． こ の 方法 で 得 られる エ ン ト

ロ ピー は特 に 「ホ ロ グラ フ ィ ッ ク ・エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピ ー
（holographic

entanglement 　entropy ）」と呼ば れて い ます．重力理論に お ける エ ン タ ン グル メ ン ト ・

エ ン トロ ピ ーは
， ブラ ッ クホ ー

ル に対す る Beckenstein−Hawking エ ン トロ ピ ーを一
般化

した笠一高柳の式

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Area（ツA）
　　　 　　　　　 　　　　 　　　SA ；　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（110）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　4G知

2

が知 られ て い ます 47−49．こ こ で Area（7A）は領域 A を囲 む極小曲面 tTA の 面積 ， （；k＋2 は

ニ ュ
ー トン定数で す．従 っ て

，
Area（lfA）を計算する こ とが 必要で す．　 d ＝ 1 の 場合 ，

　 AdS

計量 における 測地距離 を計算す る こ とが そ れ に相当 します．

　AdS 空 間の 計 量 は ds2 ＝ 9pvdxpadxv に対 して xl ＝ x
，
　x2 ＝ z 及 び 911 ＝ g22 ＝ 12／z2 ，

g12 ＝ g21 ＝ 0 で与え られ ます．　 z は AdS 時空の 動径座標 ， ♂は AdS 時空の 曲率半径で

す．測地線 の微分方程式は

　　　　　　　　　　　　留・ ・ル讐 一 ・
， 　 　 　 （111）

　　　　　　　　　　　　・ルー1・・
（a。9rv・ 幅 バ 鰯 　 　 　（1・2）

で 与え られ ，

　　　 　　　　　 　　　　 　 d2x　 2　dx　dz

　　　　　　　　　　　　　諏
『

Σ薔 蔗
＝ 0

，　　　　　　　　　　 （113）

　　　　　　　　　　　　　籌一1儲 一糯）一 ・
， 　 　 （1・4）

と表わ すこ とが で きます． こ の 解は上半平面の 半円

＠，
Z）＝ R （C・S θ

，
sin θ） （115）
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とな ります．但 し dθ／dt＝ sin θと置 きました．

　こ こで 二 点間 X ＝ （x ，
z）＝ （

− R ，
　a），

y ＝ （y，勾 ＝ （R ，
α）の 測地距離 Dxy を計算 しま

す。パ ラメ
ー

タ の 定義 は R ＝ L／2，
E ≦ θ ≦ π

一 E
， （L／2）sin・E ； α の 通 りで す．即ちの

a → 0 極限で ，境界の
一

次元系の 長 さが ix− y ＝ L とな る よ うに パ ラ メ
ー

タ を取 ります，

こ の とき 1）xy は

D ・ ・
一 ・＝ ・乃 θ  

2

・ （
∂x

∂θ）
2

　　　− ・・∬協
一 ・浩 θ

1⊇
i

謠θ

一 ll・・G峯調

（116）

（117）

（118）

（119）

よ り

Dxy − 《
¢ ＋

誌
耐
） （120）

を得 ます． また Weyl　anomaly の 計算か ら，
　 d − 1 の 場合

　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 3t

　　　　　　　　　　　　　　　　　
c ＝

酉 　 　 　 　 　 　 　 （121）

で 与え られ る こ とが知 られ てい ます
55−58

．こ こで もや は り曲率半径 1が場の 励起 C に対応

して い る とい うこ とが見 て 取 れます．CFT の 計算 で は 述べ ませ ん で したが ，面積則の 係

数 には一
般 に は 中心電荷 をは じめ とする量子異 常項 （quantum 　anomaly ）が 現れ

，
エ

ン トロ ピー流の 強 さ を表わす こ とに なっ てい ます．最終的に Area（7A）＝ Dxy と して エ

ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピーを評価す る と
，

・ − 1  （
＠＋

磊到
が得 られ ます．α が格子長 （カ ッ トオ フ）を与 えるの で

，
α が小 さい と き，

　　　　　　　　　　s 一趣 （
＠
劉 一 1嶢

（122）

（123）

とな り， 式 （109）が係数 まで 含め て 導 出で きま した ．極小 曲面 の 計算は高次元 に も拡張

で き，そ の 次元依存性 が議論 され て い ます．結果の 詳細 は部分系の 取 り方 に 依存す るの で

すが ，主要項は d ≧ 2 の場合に面積則 を満たす こ とが 知 られて い ます
47−49

．従 っ て空 間

一
次元 系だ けが特異 的 に対数発散 を持 っ て い る こ とに な ります．
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の

1．5

0．5

0 1 2　　　 3

10gL
4 5

図 4：
一次元 Hubbard 模型の エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー （δ ＝ O），

DMRG に よる一次元 Hubbard 模型の エ ン タン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーの計算　 DMRG

は一
次元電子系の 計算 に おい て非常 に 強力 なツ ール で す

45・46 ．DMRG で は 「部分系」「密

度行列」とい っ た エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー
の 計算に欠かせ ない 量が まさに理論

の 根幹 を決め て い る量で あ り， 本稿 で の 議論 と非常 に相性が 良い の で す．数値計算法の 詳

細は述べ ませ んが ，基本的に は全系 （ス ーバ ーブ ロ ッ ク と呼び ます）の 波動関数か ら半分

（環境）を縮約 して部分系で あ る シス テ ム の 密度行列を求め
，

そ の 固有値が大 きな固有ベ

ク トル で 基底 を近似 します． この 方法を応用す ると
， 厳密に対角化 が出来ない よ うな大 き

なシ ス テ ム も系統的に 取 り扱 うこ とが出来ます．具体的に相互作用系の エ ン タ ン グル メ ン

ト ・エ ン トロ ピーが どの よ うに振舞 うの か
，
DMRG に よる結果 を見 て み ま しょ う．図 4

に一次元 Hubbard 模型 （キ ャ リア濃度は half−filling
，
δ＝ 0）

H −
一

，Σ（・；，。 q ．、，。 ＋ ・；．、，。 q ，σ）＋ σΣ ・・nnu

　 　 　 　 i，σ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

（124）

の 基底状態波動関数に対するエ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー S の 計算例を示 します．

境界は 開放端条件で計算 して い ます．開放端の 場合にはエ ン トロ ピーは S 〜 （c／6）log　L と

ス ケ
ー

ル します．ク
ー

ロ ン斥力 U の 大 きさを U ＝ 4t
，
　10t

，
　40t と変化 させ

，
シ ス テ ム サ イ

ズ L （こ こで はス
ーパ ーブ ロ ッ クの サ イズ を L と しま した）の 対数 に対 して S をプロ ッ

トして い ます． こ の 場合，系は Mott 絶縁体で ，実効的に Heisenberg模型 （」 〜 4t2／U
厂

）

に な りますの で c ＝ 1CFT で記述 され ます． シス テ ム の偶奇性が比較的強い の で 明確 な

フ ィッ テ ィ ン グ を しに くい の で すが ， L が大 きな領域で S 〜 （1／6）10gL，
c ＝ 1 に漸近 して
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い くように見えます．開放端条件の 場合 には
， 境界に よ っ て誘起 され る ダ イ マ ー化の 影響

があ ります．そこ で 数値計算の 結果 を見 る と
，

シ ス テム サ イズが 奇数の 場合に は ダイマ ー

に なれ な い 余 っ た ス ピン が存在 し，そ の 揺 ら ぎの 分 だけ エ ン トロ ピーが高 くな っ て い る と

見る こ とが で きます．逆 に言 うと，励起モ ー ドの 個性が 直接 反映 され て い る よ うなの で
，

注意深 く見れ ば色々 な情報が 得られそ うで す．

DMRG の 精度 と境界条件及び次元性　DMRG に よる数値計算 は
， 開放端条件 の 場合 に

精度が よい こ とは CFT か ら理解する こ とがで きます。
一

次元臨界系に対 して トラ ン ケ ー

シ ョ ン 数の 上 限 をボ ル ツ マ ンの 式か ら見積 も る と
， 周期境界条件の 場合は

m
郷 砒 ≦ ・

5 バ
ー ・

（c ！3）1°gL ＋7
− eツ LC／3 （125）

で ある の に対 し，開放端条件で は

m
卿 ≦ ・

5・ 一 ・
（c16 ）1°gL ＋7 − e卯 6

（126）

とな ります，即 ち周期境 界条件の 場合には
， 開放端条件にお ける状態数の eL ／6 倍 の 状態

を必要 と します．こ の こ とが 周期境界条件で DMRG 計算の 効率があ ま りあが らない 原因

の
一
端で ある と考え られ ます．

　同様に して ，DMRG に よる数値計算は 空間
一
次元 の 場合に精度が 高い が 空間二 次元以

上 に なる と計算効率が落 ちる こ と も面積則 か ら理解で きます．即 ち ， 非 臨界系で は

　 　 　 Ld
− 1

Mnc 　 o（ e （127）

とな り，
d ＝ 2 の 段階で 必要 な状態が指数関数的 な増加 に な っ て しま い ます．臨界系で は

m 磁 α 、懈
L ’− 1

’・ gL − LLd
− 1

（128）

と な り， 更 に 強 い 発散が現れ て しま い ます．

　これ らの 結果 は
， 強相関電子系 の 問題で 最 も興味が持た れ る二 次元系 を精密計算 する場

合 にお い て ，単 に DMRG の原 理 を拡張する こ とは貯 ましい こ とで は ない こ とを示唆 して

い ます． こ の ため ，面 積則を満た すよ うな DMRG の拡張が 必要 に な ります，テ ン ソ ル

積波動関数に よる変分法はこ の よ うな要請に基づ くもの で す．

境界操作と双 曲変形　以上の こ とか ら，
DMRG に おい て は 出来るだけ開放端条件を用い

た い の で すが ， そ れで も境界の 効果は非常 に大 きい もの で す．例 えば Dynarnical　DMRG

で一粒子励起ス ペ ク トル や光学吸収ス ペ ク トル を計算する と
， 励起モ

ー ドが端 に 溜 まっ て

しまい
， その 局在 モ

ー
ドに起因す る余分 なピー

ク構造 を出 して しまい ます．こ れ を回避す

る ため に ， 適切 な boundaly　potentialを導入 して
， 励起モ ー ドが端 に来 な い よ うに調整

す る こ とが で きます
59 ．例 え ば一

次元 Hubbard 模 型の 光学吸収 ス ペ ク トル の 計算 で は
，
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電荷 ギ ャ ッ プの 直下 に edge 　mode と して の ホ ロ ン或い は ダブロ ン の 束縛状 態が形成 され

ます．ポテ ン シ ャ ル の 役割は
，

この モ
ー ドの エ ネル ギー

ス ケ
ー

ル を制御 して 光学ギ ャ ッ プ

よ りエ ネル ギ ーの 高い 状態に持 っ てい くこ とを意味 します．こ の 方法は非常に簡便で或る

程度の 効果があるの で 便利なの で すが ，
い ささか作為的で す．そ こ で

， もう少 し物理的な

背景の もとに相互作用 を変動させ て ， 境界条件や赤外発散を コ ン トロ ール する こ とが詳 し

く調べ られ て い ます
60’65．これ らは ハ ミル トニ ア ン を曲が っ た時空 に定義する こ とに対応

します．その 計量の 効果 を取 り込む見方は本稿の 終盤の議論 と関連 して お り，
AdS／CFT

対応 を経由 して 「ホ ロ グラ フ ィッ ク繰 り込 み群」 とい うもの に繋が っ て い きます．

　具体的には どうい う操作 をするか とい うと
， 例 えば 「双曲変形 （Hyperbolic　defor−

mation ）」と呼ばれ る次 の 曲率

　　　　　　　　　　　伽 ・ ・
一 … h（ゴ・）− 1（♂・

＋ e
−
・・

）　 　 （129）

をホ ッ ピ ン グ や相互作用 に導入す るの です．例えば S ＝ 1／2Heisenberg 鎖で あれ ば

　　　　　　　　　H − 」Σ属・属・・
→ 」Σ 9、… 属・属・・　　　　　 （13・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i　　　 　　　　　 　　　　 i

と変形 します． こ こ で 長 さ L の 格子の ラ ベ ル は 一L12 ≦」＜ L／2 と取 ります．つ ま り，

　　　　　　　　　　　　無
… hゴ・ 一

無 1・ljlλ 　 　 　 （・31）

とな っ て （λ ＞ 0），中心 は普通の Heisenberg模型 なの で すが
， 中心か ら離れ るに つ れ て

相互 作用が非常に大 きくなるの で ，
こ れ は境界に向か っ てエ ネル ギース ケール を粗 くしよ

うとする試み と考えて い た だい て 構 い ませ ん ，S ＝ 1／2　Heisenberg模型 は臨界系で すが ，

以 前に DMRG の 計算例で 示 した よ うに
， 有限系で は境界に起因 した ダ イ マ

ー
化の 影響が

あります．こ の ダ イマ
ー化が安定する よ うな境界変形 を施 して い る こ とに な ります．こ の

変形に伴 っ て実際に基底状態は ダイ マ ー化 し， 局所的な性質が 強 くな っ て ，
エ ン トロ ピー

が 減少 しなが ら一定値 に漸近する こ とが分か っ てい ます 62．

　双 曲変形 は双 曲平面 を表わす AdS 計量 と深い かかわ りがあ りそうだ と皆 さん推測す る

で しょ う．AdS 計量 との 対応 を確認する に は
， 単位 円盤 D 上 の ボ ア ン カ レ計量で 考える

の が 都合が よ い で す．即 ち

ds2＝ du2十 ｛（cosh 　u）
2 − 1｝dθ

2
＝ du2十 （sinh 　u）

2d
θ
2

（132）

とい う表示 を用 い ます．こ れ よ り θ方向の 推進 に は sinh ・u 〜 cosh 　u （u → OQ ）とい う因子

がつ くこ とが分 か ります． これ で例えば u を空間座標 ，
θ をユ ーク リ ッ ド化 され た時間

座標だ として 時間推進 した場合を考 えて み ま しょ う63．u → λu と書い て λ を大 きく取

る と
， 時 間推進の 項 が支配的 とな るの で ， 時間推進演算子 は

　　　　　　　　　　・（d・）− exp （4 醐 舳 司　　　　（133）
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とな るこ とが期待され ます．但 し通常は ハ ミル トニ ア ン 密度 h（u ）に 空間微分 ∂／∂u が 入 っ

て い るの で ， こ れ が直 ぐに成 り立 つ か ど うか は 自明で は ない とい うこ とには注 意を要 し

ます．以上の こ とか ら， 相互作用 を cosh 　u に従 っ て変形す る こ とは
， 模型 を AdS 時空上

に配す る とい うこ との よ うに 思わ れ ます． こ の と き実 は θ が 繰 り込 み の フ ロ
ーパ ラ メ

ー

タであ り，
こ の 表示で の 時間推進が繰 り込みの 固定点を自然に作 り出す働 きを持 っ てい ま

す． この ときに元 々 臨界系だ っ た Heisenberg模型 の 中心電荷が ど う変形 されるか を見る

こ とが有益 なの で すが
，

こ れ に 関連 した問題 は後 ほ ど議論 する こ とに しま しょ う．

3．6　 エ ン タ ン グル メ ン ト ・ エ ン トロ ピー へ の 対数補正 に つ い ての 追記

ボ ーズ凝縮状態　 エ ン タ ング ル メ ン ト・エ ン トロ ピー
へ の対数補正 と長距離相関の 関係 に つ

い て ボ ゾ ン系を用い て もう少 し考えまし ょ う66．特に温度を下 げて ボーズ凝縮相 に入 る と
，

系は マ ク ロ な コ ヒ ー レ ン ス を獲得す るの で
， その 効果が エ ン トロ ピーに反映され る は ずで

す．以下 で は 相互作用 の ない ボ ソ ン系を考えます． ハ ミル トニ ァ ン は H ＝ 一Σ ，コ
ちゴα1αゴ

で
，

フ
ー

リエ 変換 bh ＝ ＝Σj　e
一掘

α
ゴ／〉

「
LTで 対角化す る と H ＝ Σ，

　c（k）blb， とな ります．

ボ ーズ粒子 は絶対零度で ボ ーズ ・
ア イ ン シ ュ タ イ ン 凝縮 して k ＝ 0 の 状態に落 ち込 み ま

す．そ の ため ，N 粒子系の 基底状 態波動関数 1Ψo＞は

［・・〉− k （・8）・　1・〉纛 （騁 の
N

l・〉 （134）

と表わされ ます．

　こ こ で 部分系を構成 する ため に
， 長 さ L の シ ス テ ム を二 つ の 部分 （T ・ ・ A

，
B ）に分解

しま し ょ う．即 ち L ＝ LA ＋ LB
，
　Io＞＝ 10＞．

　x 　10＞B とします．次の 演算子

a； 一 纛 
を定義 し

，
こ れ を用 い る と 1Ψo＞は

1Ψo＞ ＝

ゐ

滞（vfi・1・1・ 編 ・む）
Nl

・〉

需シ （・恥 ）
1

（偏 ）
N “t1

・〉・… 1・〉・

（135）

（136）

（137）

とな るの で，

λt ＝ 五
一NNC

，L気L弩
一‘

，

1・〉・ 一 瀞D‘1・〉・

（138）

（139）

一 417一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

松枝 宏明

と置けば ， 1Ψo＞が以下 の よ うに Schmidt分解の 形 に表わ す こ とが で きます

　　　　　　　　　　　　1Ψ・〉一 Σ〉
／
恥 。   IN− ‘〉。 　　　　　　 （140）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

これ で エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーを計算す る準 備がで きました ね，

以降では LA　＝ 　LB ＝ L／2 の場合 を考察 しま し ょ う．こ の とき λ1 は x ＝ 1＞／2 − 1 （但

し一N ／2 ≦ x ≦ N ／2）を用い て

　　　　　　　・ 一
・ qL 讐 ・ q （1）

N

一 賦レ N）　 （141）

と二 項分布 Pp（il，N ）＝ ＝　NCfopk （1
− p）

N − k
で表わ され るの ですが

，
　N が 十分大 きい ときに

は正規分布 に近似で きて （N ！〜 AVNe− NVi ｝｝F］V を使 う）， 規格化 まで 含める と

　　　　　　　　　　　　無 ・ 一 ・（x ）「傷押 　 　 　 （・4・）

とな ります．従 っ て エ ン タ ン グ ル メ ン ト・エ ン トロ ピーは

　　　　　　　　・ 一 一

疋嫌 ）1・gλ（x）− 1… （
πN2

）・1　 （143）

とな ります．

　以上 か ら
， 自由フ ェ ル ミ オ ン で な くて も， 凝縮相に 関わ る巨視的 な数の ボーズ粒子 が

存在する場合に は ， 或 る種の対数補正 が出て くる こ とが 分か ります．但 し今 の場合の 対数

補正 はシス テ ム サ イズで はな くて粒子数の 対数補正 となっ て い ます．以前に も述べ たよう

に ，
こ の こ とは境界か ら測 っ て どの 程度の 領域 まで 相関 （今 の 場合は マ ク ロ な コ ヒ

ー
レ ン

ス ）が発達 して い るか とい うこ とが面積則 の 破れ に繋が る とい う直観 的な見方 とコ ン シス

テ ン トで ある こ とが お分か りい ただけるか と思い ます．

「境界」と しての フ ェ ル ミ面　d 次元 自由フ ェ ル ミオ ン 系の エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン ト

ロ ピー は以下 の ように振舞 うこ とが解析的 ・数値的に確かめ られて い ます 38’42・67 ：

　　　　　　　　　S − ICLd− ・1・9・＋ B ・
・一・

＋ A・
・−2

＋
…

， 　 　 （144）

　　　　　　　　　・ 一

、（昜・．、f− fe，

1・・ … 1・A ・
・A

・ ， 　 　 （145）

こ こ で
，

∂r と ∂Ω は それぞれ フ ェ ル ミ面 と考えて い る実空間領域の 境界，
np と n

、
はそ

れ らの 境界に垂直な単位ベ ク トルです，面積則 とその 対数補正 に関 して先に述べ たよ うに
，

先ずは情報 をや り取 りする 「境界」を定義 し， そこ か らの 「低エ ネル ギー励起」を特徴づ

け る こ とが上記の 式 を理解す る上 で 重要です．ポイン トは
， その境界 は一般 に は実空間上

に定義 されな くて も構 わない とい うこ とで す．今の 場合 「フ ェ ル ミ面」が境界 に 対応 しま
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す．d 次元系の フ ェ ル ミ面は d − 1 次元的曲面で すか ら
，
　 Ld

−1 とい う因子 は フ ェ ル ミ面の

存在に起因して い る と言え ます．
一

方 ， フ ェ ル ミ面か らの 低エ ネル ギ ー励起は
，

フ ェ ル ミ

速度 砿 ＝ ▽kEk で 特徴づ け られ．ます． こ の ベ ク トル は フ ェ ル ミ面 に垂直 σ剛 臨 なの で ，

低 エ ネル ギ ー
励起 は radial 励起 と呼 ばれ て い て

， それ らは独立 な
一

次元 的線形分散モ ー

ドと考える こ とが で きます． これ らの モ
ー ドは伝搬 方向が 向き付 け されて い る chiral 励

起で す，逆向 きに伝搬す るモ ー ドは
， 典型的に は フ ェ ル ミ面の 反対側 の 励起 に な ります．

　励起モ ー ドの 数 を数えて み ま しょ う。実空間で特徴的な長 さ L の 部分系 を考え
， それ

以外の 領域 を トレ ース ア ウ ト します． こ の と き ， 波数空 間或 い は フ ェ ル ミ面 は ， サ イズ

（2π／L ）
d−1

の パ ッ チ に 離散化 ・粗視化 され ます．単位面積 当た りの 格子点数は （L／2π）
d−1

とな ります．フ ェ ル ミ面上 の 各点は フ ェ ル ミオ ンが 占有 して い るの で ，それ らが全 て log　L

の 補正 に寄与 します．従 っ て
， あ とは フ ェ ル ミ面上 に この 格子点が幾つ 並 ん で い るか数え

上 げれ ば よ い とい うこ とに な ります．例 えば d ・＝ 2 の 場合に は Stokesの 定理 を使 うと

塩鵜 （nx ’nk ）砿 呱 ・▽庶
一 ゐ・爺鵬 （… Ek） （146）

と評価 で きて
，

rot
。

と ▽ k が キ ャ ン セ ル する の で ，経路 ∂r に 沿 う線積分 は分散 をフ ェ ル

ミ面上 で足 し上げる形にな ります．こ の ため積分が励起モ ー ドの 個数をカ ウ ン トして い る

こ とが分か ります．実際に二 次元正方格子などの 具体的なモ デル で確認 してみ るの もい い

で し ょ う．励起モ ー ドの 数が フ ェ ル ミ面の形状 に依存 してい る とい うこ とは ， 場 の 歪み と

励起モ
ー

ドの 対応 の 波数空間版 と見 る こ と もで きます．

Jordan −Wigner 変換及び ボ ソ ン化法 に よる粒子の 統計変換 とエ ン トロ ピー
量子多体

系の 解析 には 幾 つ かの 統計変換 の 方法が知 られ て お り， 解析 しやすい ほ うの 統計粒子 の 模

型 を取 り扱 うこ とが 出来る場合が あ ります．こ こ まで見 て きた ように
， 粒子の 統計性 は エ

ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
の 振舞い に大 きく影響する と考えられる の で すが

，
その

一
方で 統計変換 は単に数学的 な技巧で すの で

，
エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー

の 振る

舞 い 自体が 変化す る こ とは ない は ずで す． こ の 事情を先 ずは Jordan−Wigner変換 に 基づ

い て 確認 して お きましょ う．

　Jordan−Wigner 変換 は，
一次元量子 ス ピ ン 系の キ ン ク を フ ェ ル ミオ ン で 表わす変換 で

す．S ＝ 1／2　XXZ ス ピン 鎖

　
紐Σ

−

　
十銅輝偏健Σ

−

」
2H （147）

を考え ましょ う． こ こ で ス トリン グ演算子 K （i）を

K 陶 ←書筋） （148）
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と導入 します． K （i）は 」＝ 　 1 か ら ゴ＝ i− 1 まで の 全て の ス ピン を z 軸の周 りに π 回転

するの で
，

サ イ ト i にキ ン ク を一
つ 生成す る働 きがあ ります．ス ピン演算子 を

　　　　　　　　　甜 一 K （の鱈 一 鮒 鍔 一 癌 一1　 　 （149）

とすれ ば
， 演算子 f‘ は フ ェ ル ミ オ ン の 反交換関係 伍 ，ガ｝＝ 傷 ， ｛ム 乃｝＝ o を満た し ，

ハ ミル トニ ア ン を

　　　H − −1冱牟（脳 ・ 綱 ・ 娩 （f？f‘
一圭

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1 ）（鰍 1） （・5・）

と実効的に V −t 模型で表わすこ とが 出来 きます （」⊥
＝ ・2t

，
　J。

　 ＝ 　V ）．Σ｛
　Si ＝ Σ‘ガゐ一

N ！2 ＝ ・ M − N ／2 で ある こ とか ら，8翫 ＝ Σ　
，
Si ： O の 空間を考 える と

，
フ ェ ル ミ オ ン

数 M は M ＝ N12 で ある こ とが分 か ります．従 っ て フ ェ ル ミオ ン 系の キ ャ リア濃度は

half−fillingで す．

　フ ェ ル ミオ ン 表現の ハ ミル トニ ア ン を眺め る と分かる よ うに ， 量子極限 （Jz ＝ 0）で は

模型 は 自由フ ェ ル ミオ ン に変換 されて い ます．従 っ て エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー

は log　L に比例 します．
一

方 J． ＞ J⊥
の 条件は V ＞ 2t と表わす こ とが 出来 る た め

，
こ

の 時に は系は電荷秩序絶縁体 とな ります．電荷の励起ギ ャ ッ プが存在する ため
，

エ ン タ ン

グル メ ン ト・エ ン トロ ピー
の サ イズ依存性は相関長 を超える と頭打ちに な ります． こ れ

らの 事情は 実際 に ス ピン 系自体 の 解析結果 と コ ン シス テ ン トです．Ising異方性が大 きい

Jx》 五 ＞ 0 の 場合 に は
， 系 の 両端 を固定 して （或 い は周期境界条件に して ） ドメ イ ン ・

ウ ォ
ール を二 つ 生 成する と

， その 励起エ ネル ギ
ー

△E は全運動量 g の 関数 と して

△E ＝ J〆 2」↓lc・sd （151）

と書ける こ とが 簡単な計算か ら分か ります．従 っ て 明らか にス ピン励起にギ ャ ッ プが存在

します．Jzの 値が小 さ くなる に従 っ て ギャ ッ プの 値 は次第に小 さ くな り， ち ょ うど等方的

な Heisenberg模型 み ＝ 」⊥
； J の 場合 に は des　Cloiseaux−Pearsonモ ー ド

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 π 」

　　　　　　　　　　　　　　 △E ＝

了
1・i・ ql 　 　 　 　 　 （152）

が得 られ ，
ス ピ ンギ ャ ッ プが 閉じます．

　Jordan−Wigner 変換に よる 結果は
， ボ ゾ ン 化法 を通 して も見る こ とが 出来ます．　 XXZ

模型の 連続版 は
， 量子 sineGordon 模型

　　　　H − f・・｛（嘉・ 鼻）（・x ・・鴫 （a・e−）
・
　一

、（か 2θ・｝ （・53）

の形に表わすこ とが出来ます．Klein−Goldon模型の エ ン トロ ピー を思 い 出 して ，
　 cos 　2θ＋

〜

1 − e3 と近似する と
，

θ
＋

モ
ー ドの 質量項 μ

2
に相 当する の は Jz／2（π α）

2
で あ り， み を大

き くする と励起ギ ャ ッ プが 開 く傾向が 強まる とい うこ とは 自然 な帰結 で す．
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3．7　 トポ ロ ジカ ル 秩序 とエ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー

　こ こ まで は AdS／CFT 対応に基づ い て
， 曲が っ た古典時空が量子系の エ ン トロ ピー

を

特徴づ ける こ とを幾 つ か の 例 を通 して述 べ て い るの で すが ， 微分幾何的 ・多様体的 な要素

を持 ち込 む前 に
， 系の位相構造 が既 に エ ン トロ ピー

に寄与 する例が トポ ロ ジカ ル量子系で

す．Laughlin 波動 関数を議論する後の 節で また触れ ますが
， 系の 位相構造 は分 数統計粒

子 の 存在などを通 じて基底状態の 縮退度を決め る重要 な因子 で す
68・69．エ ン トロ ピー とい

う量 は幅広い 幾何学的意味を包含 して い る こ とが見えて きます．AdS／CFT 対応 とは異な

りますが ， トポロ ジ カル 秩序の ような量子相転移 にお い て ， fidelity計量 と呼ばれ る幾何

を調べ て 相転移 を議論する方法もあ ります
70

，
71
．

トポロ ジカル ・エ ン タン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー
　ギャ ッ プの あ る トポ ロ ジ カ ル 秩序化

した二 次元基底状態で は
， 面積則 の 補正項 と して

， その トポ ロ ジ
ー

に対応 した負の エ ン ト

ロ ピー St。p 。
一 一7（7 ＞ 0）が現れ る こ とが知 られて い ます 72−79

：

s ； αL − or＋ ・
（154）

St
。p。

は 「トポ ロ ジカル ・エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー」と呼ばれ ます． トポ ロ ジ カ ル

秩序の よ うに対称性 の 破れの ない 量子相転移 を特徴づ け るため には
，

基底状態の 縮退度 を

調べ る こ と も出来 る場合が あ りますが
， 通常は分数統計粒子の存在や エ ッ ジ ・モ ー ドな ど

，

系の ダイナ ミクス を調べ る こ とが必要で す．そ れに対 して トポ ロ ジカ ル ・エ ン タ ン グル メ

ン ト・エ ン トロ ピーは
， それ らの 情報 を基底状態 の 波動 関数か ら直接得 られる とい う利点

を持 っ て い ます．Stop
。

は シス テ ム サイズ L に依存 しない こ とか ら， 位相的場の 理論に よる

解析が な され て お り， 7 は量子次元 （total　quantum 　dimension ） D ＝ VE：liil（≧ 1）

を用 い て 7 ニ Iog　D と特徴づ け られ ます．本節で 考える よ うな離 散ゲ
ージ理論におい て

は ， D はゲ ー ジ群 の 要素数とな ります．例 えば フ ィ リ ン グが u ； 11q の 量子 ホ ー
ル 系で

は D ＝
西 とな ります．従 っ て 基底状 態波動 関数か ら励 起モ ー ドの 情報 を間接 的に予 測

す る こ と も可 能で あ り，
トポ ロ ジ カ ル 量子系 の 解析 に は エ ン トロ ピーが 非常 に 重要 な役

割を果 たす と言 え ます． また エ ン トロ ピーは二 次元 系が トーラ ス と同相で は ない 場合に

も調べ られて お り，式 （154＞ と同様 の 関係が 成 り立 ち ます．一
方 ， 基底状 態の 縮退度そ

の もの は ジ ーナ ス に依存する こ とが 知 られ て い るの で
，

こ れ は トポ ロ ジ カ ル ・エ ン トロ

ピーが 大域的な示量変数で は な くて，エ ッ ジ ・モ ー ドの 情報を強 く引きず っ て い る結果で

あ る と見 る こ とが で きます
68，69．実際に ホ ロ グ ラ フ ィ ッ ク分配 関数 とい う見方に よれ ば ，

エ ッ ジ ・モ
ー ドを記述す る カ イラル CFT の 意味で の edge 　entropy が定義 で きて

， そ れ

が トポ ロ ジカ ル ・エ ン トロ ピー
に

一致す る とい うこ とが 示 され ます
80 （Sb。 lk ； α L ＋ … ：

トポ ロ ジ カ ル 絶縁体の 場合 に は ギ ャ ッ プが空 い て い る の で
，

バ ル ク部分 は面 積則 に従 う，

S
，dg， ・ ・　St

。p 。）． また トポ ロ ジカ ル秩序 と は異 な りますが類似 の 現象 と して は
， 境界の あ

る
一
次元臨界系 にお い て も，

エ ン トロ ピーに対 して logg （g は基底状態の 縮退度で ある
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（a） （b）

図 5： 蜂 の 巣格子 と閉ル ープ構造 の 例 ：○ （ス トリ ン グがい ない ）及び● （ス トリ ン グが

い る）が g−bitを表わ して お り， 同 じリ ン ク上 に乗 っ た q−bit対 は エ ン タ ン グル して い る

（同 じ色 を取る），●で 与え られ る閉 じたル ー プ構造は
，

重複 しない 配置の みが 正 味の エ

ン トロ ピー
に寄与す る （連続変形 して 重 なる 図形 は同 じもの とみ なす）．（a）及び （b）は

それ ぞれ異 なる 閉ル
ープ構造 を表わす．● で ル

ー
プを構成す る とき ， 各サ イ トか らは必ず

偶数個の ●が 出て い る こ とが 分か る．

が
， 境界条件 の ユ ニ バ ー

サ リテ ィ
・ク ラス に依存 して お り，

一
般 には整数で ない 値 をとれ

る）の 補正 が現 れ る こ とが CFT の 解析 か ら知 られて お ります
81

・
82
．

　以降で は特に詳 し く解析 され て い る Z2 ゲ ージ模型 に つ い て 議論 します．

String−net 模型　St
。pe

の 定義 を蜂の 巣格子 （honeycomb　lattice）上 で 具体的 に見て 行

きま し ょ う （図 5）．全系か ら グ レ ーの 色で 表わ された部分系 を切 り出 し， それ を点線で

A
，
B

，
C に分 割 します．各分割 α ＝ A

，
　B

，
0

，
　AB

，
BO

，
　OA

，
　ABO の エ ン タ ン グル メ ン ト ・

エ ン トロ ピー S
。

を計算 し ， そ れ らを次の よ うに結合 します ：

θ‘、脚
一3A ＋ θB ＋ Sc − 3AB − 3β σ

一 sOA ＋ 3Aβσ （155）

右辺 か ら明 らか なように ，
この 定義で は各分割の Sa　＝ 　aL − 7 の主要項，即 ち面積則 を

与える項 αL ， が全 て打 ち消 して しまい ます．残 るの は Stop
。
　＝ − 7 だけです．従 っ て

，

この 定義が有限の エ ン トロ ピーを与える と した ら
， 7 は系の トポ ロ ジー

に 起因する量で あ

る可能性があ ります．即ち ， 各分割の 形で は な くて ， それ らがどの ように組み合わ されて

い るか とい うこ とに エ ン トロ ピ ーが依存する とい うこ とで す （文献によ っ て は部分系へ の

分割の仕方や St。1，。 の 定義に若干の違 い が あ りますの で注意 して下 さい ）．

　 トボ ロ ジ カ ル 秩序 を基底状 態に持 つ 模型 と して よ く知 られ てい る もの には ，
ス トリ ン

グ ・ネ ッ ト模型 （toric　code とも呼 ば れ ます〉が あ ります
37

，
83

・
84
． こ の 模型 で は蜂 の 巣
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格子 の 各リ ン ク上 に エ ン タ ン グル した二 つ の q−bi七 （ス ピ ン 1／2）が 乗 っ て お り （1φ〉＝

（100＞＋ ill＞）／Vう），ハ ミル トニ ア ン は

H ・
、
　一Σll・r一ΣH ・∫

一Σ ・竃・あ
　 　 　 P　 i∈P　　　　　 v 　 j∈v 　　　　　l

（156）

で与えられ ます （通常は リン クに
一

つ の q−bitが乗 っ た模型 を考えて ， Σよ砥嘱 の 項 も含

み ませ ん が
， q−bit二 つ の模型 で は完全 に エ ン タ ン グル して い るの で い つ で も 1α α〉→ 1α〉

とで きて ，基 本的 に は同 じ模型 で す． また格子 は 一般的 に は蜂 の 巣格子 で な くて も構 い

ませ ん）． こ こ で p は六 角形の ブラ ケ ッ ト， v は各サ イ ト， ♂は 各リ ン ク を表わ します．

H ‘∈，

al は ブ ラ ケ ッ ト演算子 ・ H ゴ∈，
σテは星印演算子 と呼ば れ ます・ こ の 模型の 基底状態

は， リ ン ク に乗 っ たス トリン グ （q−bit　pair）に対 して全 て の 閉ル ープ構造 （ス トリ ン グ ・

ネ ッ ト状態 ， lto。i＞）を同 じ重 み で足 し上げた状態 1Ψz 、〉＝ Σ訓φd ＞に な ります．閉ル ープ

構造 をとる とい うこ とは
， 各サ イ トに着 目した と き， ●即 ちス トリン グが偶数本 出て い る

とい うこ とを意味 します．こ こ で 部分系 を切 り出 した と きに 境界 か ら n 本の リ ン クが 出

てい る ク ラス ターを考 えます．基底状態が 閉ル ープ構造の 重 ね合わせ で 表わ され る ため ，

エ ン トロ ピー
に寄与す るの は閉 じたル

ー
プの 境界で の 配置の 数 にな ります．但 し独立な境

界配置は
， 連続変形 して一致 する もの の 重複 を除い て 2n

− 1 だ けあ ります．従 っ て どの 閉

ル
ー プ配置 も同 じ重み の 場合 に は エ ン トロ ピーが S

α
＝ （n

− 1）log　2 とな り，
　 St

。御
＝ log　2

が得 られ ます．繰 り返 しに な りますが連続変形で互 い に移 り変わ る こ との で きる状態 ， 即

ち トポ ロ ジ カル 不変なグ ラ フ，の ダブル ・カ ウ ン トを除 く際に因子 一1 が現れ てい る こ と

に注意 しま しょ う．こ の 結果は
， Z2 ゲー ジ理論 におい て D ＝ 2 で ある こ と と対応 してい

ます．

Kitaev 模型　二次元蜂の 巣格子上 に定義 された ス ピン 1／2 の Kitaev 模型

ff　 ・：　一 Σ ゐ σ鍔
一 Σ ゐσ劉σ卜 Σ ゐ σ河

　 　 　 x 　links　　　　　　　　　　　　　　　　　y　links　　　　　　　　　　　　　　　　　z 　link8
（157）

も Z2 トポ ロ ジ カ ル 秩序の 典型例 で す
37

，
83
．こ の 模型 は相互作用が方向 に依存 して い る こ

とが特徴で あ り， 軌道擬 ス ピン模 型 と して 強相関物性論 の 立場か らも重要 な もの で す
85
．

ハ ミル トニ ア ン は次の ブ ラ ケ ッ ト演算子

馬 一 σfσ喜σ弼 σ詈σ言 （158）

と可換 ［H ，鴨 ］＝ 0 で す．従 っ て 波動関数 は H と Wp の 同時固有状態 とな ります．

　蜂の 巣格子の 各サイ トにおい て
，
4 次元 Fbck 空間に作用する Majorana フ ェ ル ミ オン

bα

， c （例 えば c晝＝ 1
， ｛Ci，

c
ゴ｝＝ 0）を用い て 以 下の 演算子 を定義 します （α ＝ x

，y ，x）：

δ
α

＝ ibαc （159）
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図 6： ス ピンの Majorana 表現

こ れ らは本当の ス ピン演算子 よ り作用する空 間が大 きい こ とを覚えて お くために チル ダ

をつ けて お きます．物理 的な空間 1Ψ〉は射影演算子 D ＝ ゲ酬ゲc に対 して DIΨ〉＝ 1Ψ〉

となる よ うに選 ば れます．何故 か とい うと
，
ttxo〃δz

＝ ibXbybXc　 ・ iD と σ
x
σ
YaZ 　 ＝ iが成

り立つ の で
， 物理的空間 にお い て D は恒等演算子 に なるた め で す．

　Majorana 表示の 相互 作用項は

毋∂y＝ （ibl・の（信b多c
ゴ）＝ b繆 ら C

ゴ
＝ 一

甑 ゴ
CiC

ゴ （160）

と表わ され ます． こ こで リ ン ク演算子 Ui
」

＝ 雌鰺 は互 い に交換 し ます． また 鴫 ＝

＠『b3）（茄
α

わ
α

　 t　 2）
＝ （6野）

2
（b9）

2
＝ 1 が成 り立 つ の で 陶

； 土 1 とな ります．従 っ て Kitacv

模型は静的な Z2 ゲージ場 u と結合 した Majorana フ ェ ル ミオ ン c の 自由模型 に変換で

きます．ゲ
ー

ジ場に 関して は string −net 模型 と等価で ある こ とは明らかです．従 っ て こ こ

か ら St。p 。　
＝　

− log　D が 導か れ ます．一
方 ，

フ ェ ル ミ オ ン の 場 に 関 して は
， み ，

Jw
，
Jz の 大

きさに 応 じて
，

ギ ャ ッ プの ある相 とギ ャ ッ プ レ ス 相 （Dirac フ ェ ル ミオ ン ）が 現れ
，

エ ン

タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピ ー
の 主要項 を与え ます．

エ ン タ ン グル メ ン トと フラ クタル 的境界 を持 っ た面積則　 トポロ ジカ ル秩序相の エ ン タ ン

グル メ ン トの 主要項 は
， 通常の 面積則 と少 しだけ異なっ て い ます．例 えば フ ェ ル ミ面が情

報の や り取 りの 境界 で ある場合に は
，

基本的には その 形状が複雑なほ ど境界 で多 くの フ ェ

ル ミオ ン の 往来が あるの で ，
エ ン トロ ピーが増大する傾向にあ ります．一方，

トポ ロ ジカ

ル秩序相で境界 L が Hausdorff次元 D を持つ フ ラク タル 曲線で ある場合 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　L

　　　　　　　　　　　　　　　
S ≦

万
・ L

　 　 　 　 　 　 （161）

とな り，
エ ン トロ ピーは境界の 長 さよ りも低 く抑え られ ます．S／L は フ ラ ク タル ・エ ン ト

ロ ピー と呼ばれ ます 86．これ は厳密な フ ラ ク タル 性の 極限で は
，

フ ラ ク タル 曲線の 長 さが

発散する こ とと関係 してい ます．
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3．8　 Particle　partitioning 　entanglement 　entropy

　通常 ，
エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピ ーは

， 「空間的 に分割 され た」二 つ の 系の 問の

情報の や り取 りを記述 します．即ち格子の 集ま りや連結 した空間の 領域 を取 り扱い ます．

一
方 ， 「particle　partitioning　entropy 」と呼ばれ る エ ン トロ ピーを定義す る こ とが出

来ます
87

，
88
．例 えば波動関数が第

一
量子化 で表現されて い る 場合 ， 部分系 を導入す る際の

グル
ー ピン グは空間よ りも粒子 で 行 う方が 自然 で す．即 ち或 る粒子の グル

ープ とそれ以外

の 粒子の グル
ープ とい う分割 を導入 します．それ ら二つ の グルー プに属す る粒子 は互 い に

運動 してい て明確 な空間分割 をする こ とは出来ない 場合に この 定義が有効で す．

　以下 で は簡単な系で エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー と粒子分割エ ン トロ ピーの 比較

を行い ま し ょ う．初め に 3 サ イ ト （或い は 3 軌道）に 2 個の ス ピ ン レ ス ・
フ ェ ル ミオ ン

が い る系 を考えます。サ イ トは α ， β，7 とラベ ル されて い ます．例 えば波動関数を

　　　　　　　1ψ〉； （αlc＆c｝＋ α2cbc9 ）vacuum ＞＝ αi　llIO＞＋ α21011 ＞　　　　　　　（162）

と書 きましょ う．初 め に通 常の 空 間分解 の エ ン タ ン グル メ ン トを考える と
， 例 えばサ イ ト

α だけが部分系 A にある とす る と
，
A の 取 り得 る状態 は 0＞， p＞で あるの で 密度行列 は

　　　　　　　　　　　　　　PA − （
1“612　L．9t・）　 　 　 （・63）

とな ります． また サ イ ト α
， βが 部分系 A にあ る とす る と

， 部分系 に ある 粒子の 状態 は

lOO＞， IOI＞， 110＞，111＞の 4 通 りが考 え られて
， 密度行列は

　　　　　　　　　　　　伽 瑠 諭　　 （164）

とな ります，

　
一

方 ， particle　partioningの 場合は
， 第

一
量子化の 形式で フ ェ ル ミ オ ン の 反対称性 を考

慮 す る と
， 対 応す る波動関数は

　　　　　　　　1・〉一 鑞 ll翻 ・部 瓷1瀦 　 　 （165）

と表わ され ます．こ こ で粒子 1 と粒子 2 の 間の エ ン タ ン グル メ ン トを考える と
， 例 えば，

同 じ粒子の 状態で 縮約 を取 っ た場合 に ， 異 なる 軌道 間の 混成効果が入 る とい うこ とで す．

具体的 には 密度行列が

　　　　　　　　　　　PA − （
1α 1）

2
／2　　0　　　一α 1α姦

　　0　 1／2　 0
− a 士α2 　 0 　1α 212／2）　　 （166）

と表わ され るの で ，通常 の密度行列とは異 な る固有値分布を持 っ て い ます．部分系 （今の

場合は例 えば粒子 1 が い る状態）は 1α〉，1β〉，1・＞r＞の 状態が取 れる の で
， 行列 の 次元 は 3

とな っ て い ます．
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4　行列積状態 （Matrix ・Product 　 State
，
　MPS ）

　だ い ぶ ウ ォ
ー ミ ン グア ッ プがで きて きま したね （ホ ン トはか な りヘ ビーで した ね…），

エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー とい う量の 性質が段々 見えて きたの で は ない で し ょ う

か ？．また エ ン トロ ピーは と りわけ時空 の幾何学的属性 と関係 があ りそ うだ とい うこ と を

御認識い だ たけれ ば幸い です．こ こまで の 議論 で は系の 波動 関数が顕 に なる こ とは比較的

少なか っ たの で
， 本節で はエ ン トロ ピーや余剰次元 と波動関数の 関係を調べ て い くこ とに

しまし ょ う．特に系の持つ エ ン タ ン グル メ ン ト構造が どの よ うに波動関数に反映され るべ

きか ， 或い はもっ と積極的 に ， 面積則を反映 した変分波動関数をどの よ うに構成すればよ

い か とい うこ とに つ い て 議論 を進 め ます．

4．1　 行列積状態

こ こ で の 目的 は
， 非常 に

一
般的 な波動 関数

　　　　　　　　　　　　1ψ〉一 　2 　c8is2
，，’sn

　1・・s・
… Sn ＞　　　　　　 （167）

　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 ｛Sj ｝

の 係数 ♂・S ・
’”Sn を

， 系 の エ ン タ ン グル メ ン ト構造が反映 した形 （つ ま り面積則が満た され

る形）， そ して 願 わ くば 数値計算が しやすい 形 ，
に分解 しよ うとい うこ とで す．新た な 自

由度を導入 して そ こ に量子揺 ら ぎの 効果 を押 し込め る
，

とい うの が我々 の 基本的なス タ ン

ス で したの で
，

この 係数を先ずは局所場あるい は平均場的 に分解 し， その 代わ り量子揺 ら

ぎを表わす新たな内部自由度 を導入す るとい うこ とが 目標です．

　本節で は先ず空間
一

次元の 場合 を考 えましょ う，高次元化 に つ い て は次節で 議論致 しま

す．図 7（a ）の よ うに，例 えばス ピ ン の 相関が隣接サ イ ト間だ けで 支配 的な場合 には

C81s2
’”Sn

→ ・Z’
・論・湯

…
・訪

1C

シ （168）

とい う分解 が適切 で あ る と考 えられ ます （同 じ文字が 出て きた ら縮約 を取 る こ と に しま

す）．こ こで 量子相関 を表わす仮想的 な イ ンデ ッ クス α
， β，7 ，

＿ を行列の 足 と見 る と
， 分

解後の 係数 c島，
c脚 ＿ は行列の 積で表わ されて い ます．従 っ て この ような状態は 「行列積

状態 （Matrix　Product　State
，
　MPS ）」 と呼 ばれ ます．開放端 の 場合 に は 端の （砦，卿

の み ベ ク トル で 表 わ されて い る こ とに注意 して 下 さい ．式 （168）は局所的 な分解で すが ，

単純な局所 近似やス カ ラ
ー

積 へ の 分解 とは明 らか に異な ります．行列 の次元 を高 くす る と

様々 な相 関 を取 り込む 自由度が増 える と期待で きる で しょ う．境界が 周期的で ある場合に

は
，

全 て行列を使 っ て

・出。
・あ・器

… ・訪
’

C誌 一 tr（C81C82 … cSn ） （169）

と書 くこ とが 出来ます （図 8参照）．行列の トレース が含まれ て い ますの で
，

この 波動関

数は行列の 巡回に対 して不変で
，

これ は系の 並進対称性 に対応してい ます．なお 周期境界
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（）−
6Ed

−O − kiBi

　 y　 6　 E

　　　　　　　　　　　　 （a）

　　　　　　β　　　　　　 ζ

α Y ε r1 し

δ θ

（b）

図 7： MPS 状態 （各 リン ク α
，β，

＿ は相互作用或い は エ ン タ ン グル メ ン トを表 わす）：（a）
ス タン ダー ドな形 ， （b）次近接相互作用 があ る模型 に対 して は こ の 形の 波動関数の ほ うが

ベ ターか も しれ ませ ん、但 し変分計算 はち ょ っ とだ け大変に な りそう．

条件 を課 してい て も ， 有限系の 場合に は行列自身は並進対称 に は なり ませ ん ．cあが サ イ

ト ブに依存 して い るの で
，

正確に は サ イ トゴの イ ン デ ッ ク ス を つ けて （clっαβ
と書 くべ

きで す．行列積の トレ
ース が あ くまで 各基底の 重み となっ て それが物理的 に意味の ある量

とな ります．こ れ は波動関数の 特異値分解 におい て 特異値 が ユ ニ ー
ク に決 ま っ て もユ ニ タ

リー行列が
一

般に は不定で ある こ とと対応 関係にあ ります．また例 えば次近接相互 作用が

無視 で きな くなる と
， 図 7（b）の ように

c5 ’
s2 ’“5几

→ ・論c畠δ
・湯、く

c齢
・・ （170）

とい う形が適切 で あろ うと予想 で きます．こ の 場合 に は添 え字 の数 が増 えて テ ン ソ ル にな

りま したね．従 っ て
一

般 には テ ン ソ ル 積状態 （Tensor　Product　State
，
　TPS ）或い は

テ ン ソ ル ネ ッ トワ
ーク状態 （Tensor　Network　State

，
　TNS ）が現 れ ます．

一
次元系で も無

限 レ ン ジ まで 相互作用 が 延びれ ば
， 短距離相互 作用の あ る二 次 元 と同 じよ うに なる の で

面積則が変わ っ て くる可能性が あ りますが
， 詳細は MPS の 高次元化の 節 で議論 しまし ょ

う．なお ，
DMRG は実 は MPS 型波動関 数の 変分最適化法であ る こ とが よ く知 られ て い

ます
89−91

．その 見方 を応用 して
， 実時間発展 や有 限温度 の 系の 計算 を行 うこ とも出来ま

す
92，93 ．逆 に DMRG で も精度 よ く計算で きない よ うな複雑 な相互作用系 で は （つ ま り長

距離相互作用 の ある系や 内部 自由度の 大 きい 系）， そ もそ も波動 関数 は式 （168） よ り複

雑な構造 をして い る と見 る こ ともで きます．

　以降で は
， MPS の 具体的な構成例 と面積則 との 関係 につ い て見て 行 きま しょ う．
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　　　　　　　　　 図 8：
一

次元周期境界条件 における MPS 構造

4．2　 MPS の構成法の具体例 ：ス ピ ン
ー 重項状態

　最 も基本的な 2 サ イ ト ・ス ピン S ＝ 1／2 の 反強磁性 ハ イゼ ン ベ ル グ模型

　　　　　　　　H − 」蕊・禹 一 IJ（3f3牙十 3f　3才）・ ∬ 溝

の MPS 表現を作 りま しょ う．基底状態はシ ン グ レ ッ ト

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　1ψ〉＝

s （1↑↓〉『 1↓↑〉）

（171）

（172）

で す ね． こ れを MPS で 表わそ うと して い るわけで すが ， その 前に ，
この 状態 は二 つ の 電

子がエ ン タ ン グル して い る ため に
， 平均場或い は局所近似 に分解する こ とは 出来ない こ と

を くどい よ うで すが 確認 して お きまし ょ う．例えば或 る直積状態 （実効的に は局所近似 と

呼ん で もよい ）を

　　　　　　　　1φ〉 一 Σ ・
，、 1・・＞X Σds

、 1・・＞
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Sl　　　　　　　　　　　　 s2

　　　　　　　　　　一 Σ ・
，、
ds

、 ［S … ＞
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 s ：，s2

　　　　　　　　　　 ＝ C↑d↑1↑↑〉＋ C↑d↓i↑↓〉＋ C↓d↑1↓↑〉＋ C↓d↓1↓↓〉

と書 くと
，

これが
一

重項状態 となる条件

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　
c・d・ ＝ c・4・ °

，
c・d・　

一

　7s，c・d广
弱

（173）

（174）

（175）

（176）
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を満 たす係数 の 組が存在 しない こ とは容易 に確かめ られ ます．従 っ て式 （173）で は厳密

な波動関数で ある式 （172）を表現 しきれ な い こ とに な ります．そこ で
，

エ ン タ ン グ ル メ

ン トを回復するため に ， 波動関数を 「作為的に」以下の ように表現する んで したね （今の

場合 は両方 の サ イ トが 端に きて い る の で
， A

，
B は行列で は な くて ベ ク トル に な ります）：

　　　　1・〉
一

齬 ≧、

As・BS2　1・ ・s2 ＞一湯黒（一 ）（lti）圃 ・

こ こ で AS・ はサ イ ト 1 上 に定義 され た行ベ ク トル （ス ピン 状態 s1 に依存する ），

サ イ ト 2 上 に定義され た列ベ ク トル （ス ピン 状態 s2 に依存す る）で
，

A ・一 （1 ・），
・・

一 （・ − 1）β
・

一 （1），
・L （1）

（177）

BS・ は

（178）

と取 る こ とが で きます （但 しこの 取 り方は一意的で はあ りませ ん）．ベ ク トル の 成分が仮

想的な内部自由度 を表わ して い ます．今の 場合は ベ ク トル で すが
， 周期境界条件の 場合に

は行列にな ります，こ こで 自由なパ ラ ーメ タは 8 個あるの に対 し （2 成分 ベ ク トル が 2 種

類 とス ピ ン の 添 え字が 2 状態あ り， 合計で 23＝ 8 とな ります），拘束条件 は

α
↑c↑＋ b↑d↑

； 　O

a
↓
c
↓
＋ b↓d↓ ＝　0

。
↑
，
↓
＋ b↑d↓

一 ⊥

　 　 　 　 　 　 　 　 1
α
↓c↑＋ う↓d↑
　　　　　　　　  

（179）

（180）

（181）

（182）

の 4 つ しか あ りませ ん ．残 りの 自由度は ，
ユ ニ タ リー変換で色 々 な組の ベ ク トル が解に

な り得 る 可能性 を示 して い ます，実際 に ユ ニ タ リ
ー
行列 σ

　　　　　　　　　　　　　　・ 一 （
COS θ　　一sin θ

sin θ　　COS θ）　　　　 （・83）

を導入 して ，

　　　1ψ〉一 Σ （a
・ ・一 … ）UU

−’

（詳）1・… 〉一 Σ （辭 馳 ）（茎1））・・s ・〉 （・84）
　 　 　 　 　 Sl ，S2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 S1 ，S2

と変換す る場合 の 不変性 と等価で す，

　さて式 （177）と式 （173）を比べ ま し ょ う．両方 と も各サ イ ト上 に 定義 された局所的因

子の 積 で 表現 され て お り， 形 は そ っ くりで すね， こ の ため式 （177）は一
見す る と局所近

似 の 印象を受けます ． しか しなが ら式 （177）の 場合 ， AS・

，
　BS ・ は ベ ク トル で あ るた め に

ベ ク トル の 成分 とい う内部 自由度 を持 っ て お り， 「掛 けて足 す」とい う内積操作 が自然 に

二 つ の サ イ ト間の 状態 をもつ れ させ る効果 を持 っ て い るの で す． もう少 し繰 り返す と
， 式

（172）の 波動関数はサ イ ト 1 とサ イ ト 2 の 状態の 単純な直積で は表現で きず ，
互 い に エ

ン タ ン グル して い ます． こ の ような非局所相 関を式 （177）の よ うに内部 自由度を持 っ た

局所量の 積 に変換 で きる とい うこ とが ，
こ こ で 述べ て い る 理論の 大 きなポイ ン トです．
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4．3　Proj   ted　Entangled −Pair　Sもat6 （PEPS ）

PEPS 　MPS に現 れる 行列積 ．4論．4誹
’

は
， 仮想 的なイ ンデ ッ クス βで 最 隣接ス ピン 間

の エ ン タ ン グル メ ン トを表現 して
， それ を物理的空 間 Sj

，
5升 1 に マ ッ プする働 きを持 っ て

い ます．従 っ て波動 関数の 表現方法 と して は
， 先 に仮想的 なエ ン タ ン グル メ ン ト対を各ボ

ン ド上 に作 っ てお い て ， その あとに物理 的空間に射影する とい う見方 も出来 ます．こ の 見

方は Projected　Entangled−Pair　State （PEPS ）と呼ばれ ます 94’99．　PEPS を数学的

に表現す る た め に は
， まずボ ン ド上 に maximally 　entangled 　state

　　　　　　　　　　　　　　　Iφ〉一 書羨1・・ 〉 　 　 （・85）

を導入 します．
一

方の仮想自由度を縮約 した 時に
， 他方の仮想 自由度の密度行列に対する

エ ン タ ン グ ル メ ン ト・エ ン トロ ピーは S　＝ ＝　IOgX とな ります．次に サイ ト上の 二 つ の 仮想

的自由度を物理 空 間に射影す る演算子 （isometory と呼ぶ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 d　　 メ

　　　　　　　　　　　　　PM 一 Σ　2 　AZfi　ls＞〈・β1　 　 　 　 　 　 （186）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8＝1 α

，β＝1

を導入 します． こ れ ら を用 い て MPS 波動 関数は

　　　　　　　　　　　　1ψ〉＝ Pl   P2   …　  PN　Iφ〉 
N
　　　　　　　　　　　　　　（187）

と表 わ され ます （こ の 最終的な波動 関数 に対す る エ ン トロ ピー
の 計算 を行 うた め に は

， 射

影演算子 ま で考慮する必要が あるの で
， 厳密 にはエ ン トロ ピーに補正項 が つ きます）．x

が 有限で ある場合に は finitely　correlated 　state と呼ばれ てい て ， その 場合に は MPS

表現が波動関数 をよ く記述す る方法 とな ります．

Finite−X　scaling 　以上の こ とか ら，
一
次元的 MPS で は境界 （点）で や りとりする エ ン

トロ ピー
が 109X 程度 とな ります．面積則の 視点 に立て ば （面積則 の 破れ も含めて ）， 非

臨界系の場 合 には X 〜 ξ， 臨界系の 場合 に は X 〜 L と選べ ば
，
MPS 変分 波動関数が非

常に 正確な もの で ある とい うこ とに な ります．一方 ， 臨界現象は L → OQ で 起こ るの で
，

X 〜 L とい うの は原理 的に は臨界系 を MPS で 正 確に表わ すこ とは で きない とい うこ と

を示 して い ます．臨界系 に対 して もう少 し正 確に述べ てお くと，横磁場 Isingス ピン 系

H コ Σ‘（σ詔σ舞1 ＋ λσ♂）に対す る無限系の 半分 に対するエ ン トロ ピー Sx の 数値計算か ら

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　Sx 〜 6i・9　X 　 　 　 　 　 　 （188）

とい う結果が得 られ て い ます （λ ＝ 1 の 場合）100．1／6 の 因子が つ きますが
， 確か に logX

で ス ケ ール される ようで す．臨界現象の 現実的な数値計算可能性 を議論する ため に は
，

こ

の 因子の 大 きさ も重要で す． 開放端条件における CFT の 結果 と比較する と，

　　　　　　　　　　　　　S − 1・… 一 き1・9（9）　 　 （189）
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よ り，

　　　　　　　　　　　　　　　　・
一 （9）

c

　 　 　 （19・）

が 得られ ます，周期境界条件の 場合に は
， 部分系を切 り出 して くる の に二 箇所の 分割が必

要で すが ， CFT の 計算の 方の 係数 も 2 倍に なるの で 2 × （1／6）log　X ＝ （c／3）10g（L／2）と

な り， 同様 の 結果が得 られます．Ising模型が c ＝ 1／2　CFT で表わ され る こ と を考慮する

と，x ＝ v距 とな ります． こ の 場合 は数値計算に 乗 りそ うで す，或 い は逆 に x の 値を

定め る と相関長が ξ〜 x2 の 程度 とな り，
比 較的相 関が よ く取 り込 まれ る とい う見方もで

きます．
一

般の 場合には c の 大 きさ に強 く依存す る こ とに な ります．

4．4　 MPS の 繰 り込 み 変換と面積則 の 関係

　
一次元量 子系で MPS 或 い は PEPS が よ い 表現 で ある場合 （「よ い 」 とい う意味は

，
　 X

が比較的小 さ くて もよ い とい うこ と）とい うの は
，

エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
が

（対 数補正 の ない ）面積則 に従 う場合で す （逆 に面積則に従 う系が い つ で も MPS で 書 け

るか ど うか とい うの は微妙な問題で すが 101
）． こ の こ とは

，
MPS の 繰 り込み 変換 を行 っ

て ，固定点で の 性質を考える と理解 で きます
102．系の 粗視化 は次 の ブ ロ ッ ク変換 に よっ

て 記述 され ます ：

　 　 　 　 　 　 　 　 x　　　　　　　　　　　　　　　min （d2，x2 ）

　　　　　　　Σ瑠 鱗
1

一 λ勘
＋ 1）

一 Σ Ul（
s
・
s
・＋ 1）

λ・監 ， 　 　 （191）
　 　 　 　 　 　 　 β； 1　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 　　 　 　 1＝1

こ こ で 最後の 式 は特異値分解 を施 しま した．（8ゴ，
5ゴ＋ 1）の 次元 と α 7 の 次元 の小 さい 方が

ゼ ロ で ない 特異値 の 数 を与え るの で
， 和 は min （d2，x2）まで とな ります．特異値分解 に現

れるユ ニ タ リー行列 σ！
8
歯 ＋ ’）

は粗視化 され た 自由度の 局所 ユ ニ タ リー
変換 なの で

，

鴫 一 λ醵 （192）

を粗視化後の 新 た な行列 と見 なす こ とがで きます．そ うす る と
， 新 しい 物理的 自由度 1は

min （d2， x2）に増加する もの の
， 仮想的自由度の 大 きさ は x の ま まなの で

， 繰 り込み をし

て もブ ロ ッ ク とブ ロ ッ ク の 継 ぎ目の エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーは 109X に保た れ

ます．添 え字 αtyの 次元 が x2 に ロ ッ ク され て い るの で ， 繰 り込み を続けて も 1の サ イズ

は x2 で 抑え られ ます．従 っ て
， 対象と なる系に適切 な x が有限で ある場合には ，エ ン タ

ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー
が有 限 とな り， 面積則 を満 た します．d 次元系の 場合に

一
般

化する と
，

エ ン トロ ピーは log　X2d
− 1

； 2d
−ilog 　X とな ります．ギ ャ ッ プの ある 系の 場合に

MPS が表現 と して 適切 で あるの は こ の よ うな背景 に基づ い て い ます．　 Haldaneギ ャッ プ

を持つ VBS 状態 （MPS で 書ける）に対 して具体的 な エ ン トロ ピー計算が行 われ て お り，

有限系の 場合に は IOgX か らの 補正項が つ くもの の ，サ イズ の 増加に伴 っ て補正 項 は急速

に 減衰 する こ とが 知 られ て い ます．
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4．5　 MPS の 数値的変分最適化

　波動 関数が MPS で 書かれてい る こ とは ， 数値計算的には二 重 に意味が あ ります，第
一

に ， 局所量 に分解 されて い るため
， 各サイ ト上に定義 された行列 を逐次的に最適化する こ

とが で き， 全基底 を取 り扱 うこ とに 比べ れ ば逐次最適化の 各回に お け る計算機の 負荷は

小 さ くて 済み ます． もう一
つ は

， 行列次元 x を近似の 度合 を決め るパ ラメ
ー

タにで きる

こ とで す．基本的に は内部自由度 を増 やせ ば変分 パ ラメ
ータが増 えて い くわ けですか ら ，

MPS が よ り良い 変分波動関数に なる こ とは明らかで すが ，
この 内部 自由度は比較的小 さ

くて も精度 の 高い 基底エ ネル ギーが得 られる とい うこ とが面積則の 主張で す． これは前節

で も述べ た よ うに
， 変分波動関数 と して か な り特殊な形 を既 に仮定 して い るの で

，
これ で

系の 大雑把 な性質が既に捉え られて い る こ とを意味 して い ます．勿論 ここ まで議論 して き

た よ うに
， それは共形場理論 と面積則 で保障 され て い る わ けで す．以下で は変分原理 に基

づ い て 基底状態の 波動関数に対する行列 を求め る方法を示 します 9ひ 99．一方，虚時間発

展の 方法 lim
。 → 。 。　exp （

− H ア）1Ψo＞も用 い られ て い ます． これ は時間依存 DMRG や有限温

度 DMRG との 接続性 の よい 方法で す．状 況に応 じて 使い 分 けを しま しょ う．

先 ずは シ ン グレ ッ トの場合でプロ グラミン グの イメ
ー

ジ作 りをしま しょ う　 こ こで は変分

原理 に基づ い て 基底状態の 波動関数に対する行列 を求め ます．即ち

　　〈ψlEIψ〉
λ ＝

　　 〈ψ1ψ〉 （193）

が最小 に なる ように行列 を最適化 します．テ ン ソ ル積の ネッ トワークが複雑になっ て も下記

の 方法は基本的に は応用で きます．具体的に シ ン グレ ッ ト状態 1ψ〉＝ 　£ afl　tr（A
αB β）1αβ〉

の 場合で 最適化の プ U セ ス を追 っ て みま しょ う．今の 場合 はベ ク トル の 内部自由度 が 2 で

厳密 なの で すが
，

一
般 に x と して お きます．波動 関数が 局所行列の 積 で 表現 され て い る

利点を生か して，始め に B を固定 した ときに A を最適化する方法を考えまし ょ う．先ず，

ハ ミ ル トニ ア ンの 期待値を以下 の よ うに変形 します ：

〈ψ1卵 〉 ＝ Σ （7δ1（A7Bδ
）H （A

α B β
）1αβ〉

　 　 　 　 　 　 α ，β，T ，δ

　　　　　一

Σ苓窖（Σ〈7δ1即 βダ1αβ

β，δ

〉）・乳

（194）

（195）

こ こ で 浄 は A7 の 複素共役を表 します．ベ ク トル 、謦 はその 成分 （非物理的自由度）の

添え字 i と物理 的 自由度の 添え字 α の 両方を持 っ てい ます． こ れ らを
一

つ の ベ ク トル の

成分 と して並び替え ，

宜 ＝ （AI　 A；… A！ Ai　 Al … A曳） （196）
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と します． この と き期待値 は

〈ψlHlψ〉＝ 丿韮ノ｝ノf （197）

と書 くこ とが で きます．但 し λ† は 矛 ；
舌

、ξと定義し，

fi
（7」〉（a ，i）

＝ Σ 〈7δ1啝 B野1α β〉
　 　 　 　 　 　 β，δ

（198）

と しま した ． こ こ で 例 えば H
（7の（α ，の に現 れ る添 え字 （ッ，の は

， サ イ トの 物理 的自由度

ty＝ ↑，↓と内部 自由度 ゴ＝ 1
，
2

，
＿

，X をひ と まとめ に した変数 で
， 有効 ハ ミ ル トニ ア ン H

の 行成分 を表 します．同様 に 変分波動関数の 規格化条件 は

　〈ψ1ψ〉　＝ 　矛」▽π

M々 。 の
＝ Σ〈ツδ1廨 ’1α β〉＝ Σ扉Bダδ

。 T

　 　 　 　 　 　 β，δ　 　　　　 　　　　 　　　 β

とな ります．以上か ら ， 要素 をベ ク トル 的 に並べ た行列 A は

HA ＝ λNA

（199）

（200）

（201）

とい う形の
一
般化固有値問題 を解い て 得 られる こ とに な ります．

一
般化 固有値問題 を解 く

アル ゴ リズ ム は
，
LAPACK な どの 数値計算 ラ イブラ リで は標準的に サ ポ ー トされて お り，

それ を用 い る の が便利で しょ う．後 は こ れ を解 い て 得 られ る A を与 えて
， 今度 は B に つ

い て 同様の 最適化 を行い ます． この イ タ レー シ ョ ン を基底エ ネル ギ
ー

が収束する まで繰 り

返 します， この 方法 は シ ス テ ム サイズが増 えて も使 える方法で す．

　X ＝ 2 の 場 合 に は厳密解 が得 られる こ とが既 に分 か っ て い る の で
，

こ こ で は式 （174）

に対応する X ＝ 1 の 場合 （エ ン タン グル して い ない 場合 ）を逐次最適化で 実際 に 解い て

み て ， x の 変化が エ ン タ ン グ ル メ ン トの 強弱 に対応す る こ とを確認 しま しょう．実際に H

と N を評価す る と
，

　　　　　　N ＝ （IB↑12＋ IB↓12）E

　　　　　　fi
　 一 （莠1：lll孵嬲隅 莠1：鯛嬲銑鋤

　　　　　　　　一 　　　　　
（｛（ト

B
↑

F
−IB ↓

r

2　　　SB↑ B
↓

）　　　　f（IBf／7tEb↑　12）　
と な る ので （ 但 し E は 2x2 の単位行列

， 有 値問題 に帰 着

れ，
　　　（

f
（
1B

↑12 −
IB
↓ 12）　 ‘

君↓B↑　　碁 B ↑B↓　 f
（
IB↓12　 一

　
IB↑12））（ Al）一 ・

（
1

・ ・12 ・1・・1男

AI）

202）

i203）

（204 ） 今の場 合には一 般 化 固有 値

題が通常の

（20
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を解 けば よい こ と にな ります．特性多項式 匠 一λ（IB↑12＋ IB↓i2）EI　− O を解 くと
， 最終

的に λ　＝ ＝ 士」／4 が得 られ ます．今の場合に は （偶然ですが ），
もともと変分パ ラメ ー タに

依存 した有効ハ ミル トニ ア ン 彑 か ら出堯して
， イタ レ ーシ ョ ン を行わ な くて も収束解が

得 られ ました． これ は量子揺 ら ぎを含 まない 古典的なハ ミル トニ ア ン H 　＝ 　JSfSS にお け

る基底エ ネル ギー − 」／4 と励起 エ ネル ギー 」／4 に対応 して い ます． こ の ように内部 自由

度 x は隣接サ イ ト間の エ ン タン グル メ ン トの 強 さを操作す るパ ラ メ
ー

タで あ り， 量子揺

ら ぎが どれだ け適切 に計算に反映され るか とい う目安を与える もの と言っ て よい か と思い

ます．

こ の先の計算に必要なテ ン ソ ル 代数の まとめ

ア ン を次の よ うに表わ します ：

今後の 便宜上 ， 例えばイ ジ ン グ ハ ミル トニ

　　　　　　　　　H 一 Σ・呈・：… σ乳、 （
　 3　3
σ 」σ

乞十1）・乳、
… σ2， 　 　 　 （206）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

こ こ で各演算子 は各サ イ トの基底に独立 に演算す るの で ， 演算子積は テ ン ソ ル積で ある こ

とに注意 して下 さい ．単位行列 σgは 」サ イ トの 基底ベ ク トル ISj＞に作用 して もベ ク ト

ル を変化 させ ない の で
， 今考えて い る 相互作用 ボ ン ド 岬σ銅 以外 の 状態 を変えない こ と

を丁寧に書 い た とい うこ とで す．例えば 4 サ イ ト古典系 （周期境界条件）で あれ ば
，

H ＝ σ菫σ量σ窪σ2＋ σ9σ套σ毳σ理＋ σ ？σ3σ彗σ量＋ σ皇σ3σ窪σ量 （207）

とな ります． こ の 表記を用い てハ ミル トニ ア ン の 期待値 を作る と，

＜9・，IH1・b＞ 一 Σ tr（A萱
：A；

5… ．4診）
’

　t・（Al
・A92… AI・

）

　　　　　　　　 ｛s；｝1｛Sj ｝

　　　　　　　　　　　・ くsl ・S… sL1　2）・？・3… ・乳、
σジ端 σ鉢、

… ・21s・s・
・… DX208 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

　　　　　　一 　Σ tr（Al1　A；
5… 贈）  ・ （Ar

・A；
・ … AZL）

　　　　　　　　 ｛8
’

　j ｝・｛Sj ｝，
i

　　　　　　　　　　　 ・ 〈・ll　a？　ls・〉…
〈・llσ夛1・・〉〈・；． 、1σ  、

　lsi＋・〉
…

（sLI　a2 　lsL＞，（209）

この 式 を簡単化する ため に ， 以下 の 演算規則 を使い ます ：

（A   B ）  （〆。）
＝ ん 〆 B ‘・

オ・（AB ）オ・（OD ） 一 Σ（AB ）＿ Σ（OD ）αα

　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　α

　　　　　　　一 Σ 五
＿
B

＿ Σ o
。・D 馳

　 　 　 　 　 　 　 　 　 η   ％ 　　　　　　　 α
レ
δ

　　　　　　　一 ΣΣ （AmnC 。 b）（B ＿
D 加 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 7π ，α　n
，
占

（210）

（211）

（212）

（213）
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　　　　　　　　　　　　　　一 ΣΣ（劔 の（喇 圃 （B   D ）（n ，、）（． ，a ）　 （214）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ，a 　n ，b

　　　　　　　　　　　　　　＝　　tr｛（A   0）（B   」D）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（215）

そ の 結果 ，

　　〈ψIH【ψ〉 一 Σ tr｛（瞭 ・ 殉 （崢 朗 ジ）… （摩 鰐 ）｝
　　　　　　　　　 ｛sl ｝，｛S」｝・t

　　　　　　　　　　　　・ ＜・“　a9　ls1＞… 〈・IIσ夛1・・〉〈・1． 、1σ掘 ・、＋・〉… 〈・Zl　a2 　1・L ＞（216）

とな りますが ，

　　　　　　　　　　　　毋 一 Σ贈   劇 ・II・掴 　 　 　 　 （217）

　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 51 β ，

と定義 され る m2 × m2 行列 E2 を導入 す る と，

　　　　　　　　　　〈ψ1恥 〉 一 Σ　tr（E，E3 … E夛醸 、
・・凾E2）　　　 （218）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

書 くこ とがで きます． こ こ で 興
α

を成分表示 する と
，

　　　　　　　　（E ，

α

）  （・
・
r）

一 Σ（4
＊

  切 （t，1）（。
，
， ）
＜・ll・斜の

　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 5 簿

　　　　　　　　　　　　　　一 Σ（・1りt，rt
胤 く・ll・21・〉

　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 ・1，
s、

となる の で
， 添え字の 付け方に 注意しまし ょ う．同様に

　　　　　　　　　〈ψ1ψ〉一 くψ1σ9σ3・＋4 σ2ψ〉＝ tr（E？E8 …　E2）

なの で
， 最終的 に変分 エ ネル ギーは

　　　　　　　　　　　　 Σi　tr（EgE2
… Ei　Ei

．、
… E2 ）

　 　　 　 　　 　　 　 λ　＝

　　　　　　　　　　　　　　　　tr（E ？毋 ・・E2 ）

　　　　　　　　　　　　 Σ ，
　tr（E尹礁 、礁 2

… E呈E？E身… 毋 、）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　tr（碑 E身… E2 ）

（219）

（220 ）

（221）

（222）

（223）

を計算すれば よ い こ とに な ります．実際の 最適化前に ， 初期値 として与えた行列の 組に対

する λ を計算 して お くこ とは
，

どれ だけよい 出発点 を選ん で い る かの 目安を与える意味

で必要な操作で す．
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イ ジン グ模 型に 対する具体 的な変分計算の ポ イン ト　以 降で は
，
4 サ イ ト古典ス ピン系 の

場合で ， 具体的に変分の 式 を一般化固有値問題 にマ ッ プする方法を与えます．一
般化は容

易 なの で 確かめ て み て くだ さい ．変分 の 式

　　　　　　　λtr（碑E身E蟹 ）一 Σtr（E9 … 扉扉．、
… E2）　 　 　 （224）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ tr（E羣E塁E蟹 ）十 tr（E？E ，

3
　E量　E2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋tr（EgE雪E溜 ）＋ tr（E溜 E3E 愛）　 　 （225）

か ら出発 して
， 先 ず A量

1
を
一

般化固有値 問題 に よ り最適化 します． その ため に上 の 式の

左辺か ら EQ
，

を下記の よ うに して 引 き出 します ：

　 tr（EgE2E9瑠） 一 Σ （E？）  （。。 ）（瑠 9E2）（r ，T ）  　 　 　 （226）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1

’1），（r
’
r）

　　　　　　　　　一

品、 黒
細 一 〉）（、

，1）（，
，
r ，

（・黥 ・誘227）

　　　　　　　　　一 ΣΣΣ（Alつ揮
くs

’

・1　・9　ls・〉（EgEgE ・
9）（．

・
． ） 

僻 ）1．
　　 　　 　 　　 　　 　　 1’rt　lr　8181

　　　　　　　　　≡ ΣΣΣ（Alつ，。
（凡 ・鵬 （t．）（

A：
・

）・ゼ
　　 　　 　 　　 　　 　　 ‘

’
r

’

　tr　8i81

上 の 式で現 れ た nm2 ×
　nm2 行列 N

。ff もや は り添 え字 に注意． こ こで

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　（N ・ff）脇 （lr）
一 〈sll ・ ？1・・〉（E鱈 E2）（。 ． ） 

・

ε〜（Z
’

〆）が 同 じ組 ， Sl（lr）が 同 じ組 と見 ます．

　こ こ まで と同様 に

　　 tr（EIE 塁EgE2 ）＝

　　 　　 　 　　 　　 　　 　 ltr’　tr　8i31

　　 tr（E輝 E鋼 ） 一 　 　 　 　 〈sll ・9　1・・〉（E墅瑯 2）（。。） 

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1’r ’

　 lr　8181

　　 tr（EgEgE溜 ） ＝

　　 　　 　 　　 　　 　　 　 1’〆　　lr　8生81

　　tr （E沸 8砌 一 ΣΣΣ （Alつ、
，
。
くsl1 ・？1・・〉（E身嘱 ）

　　 　　 　 　　 　　 　　 　 1’〆 　tr　818 工

従 っ て
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ’

　　　　　　　（” i・・脇  
一 くsll ・？ls・〉（E溜 E2 ＋ E抵 E鉱 ’

。） 

　　
’

　 　 　 　 ＋ ＜・11・？1・1＞罅 E溜 ＋ E身瑠 量）（。w 。

ΣΣΣ（・1り渥
くsl1 ・？ls・〉（E姆 瑠）  （

ΣΣΣ（A；
1ホ
）1，rr

ΣΣΣ（
　 ’

Al1
＊

），。
〈・斜・？1・・〉曜 ・量）、。 。 ）（

ΣΣΣ（Al1り　　　　　　囲

（228）

（229）

（230）

）
（AI

’

）1． （231）

　 （A｛
1
）IT　（232）

）（
A：

’

）IT （233）

（ ）
僻 ）tr （234）

（235）
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を導入 する と
，

　　　　　tr（E湖 ElgE2）＋ tr（E？E！身磅壤）＋ tr（EPE身環E量）＋ tr（珂1謬E3E愛）

　　　　　　　　一 ΣΣΣ   配
（縣 鵬 、lr、（

・i・

）・r 　 　 　 （236）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 1ノ〆　 tr　 ’

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
8181

が得 られ ます． こ こ で行 列の 成分 （A｛
’

）lr をベ ク トル 的に
一

列 に並べ 変えます．添え字は

S1
，
t

，
r なの で

，
ベ ク トル の 次元 は 呶

2 で す．異な る S 、
の ブ ロ ッ クに区分 けす る と行列 と

の 積 の 整合性 が と りや す くな ります． こ の ベ ク トル を あ と書 く． こ の とき

λ♂醜 謡 ＝ 誹H
，面 → λN

。ffi　＝ 　H ，。研f （237）

が成 り立ちます． こ こ まで何 度 も添 え字の 位置が変わ っ て い る の で
， 付け替えの 際に十分

注意が必要．

　 あ とは一
般化 固有値問題

λ凡 ∬あ ＝ 璃 罐 （238）

を解 い て 最低固有値を与える だ を求めれ ば ， そ れが 最適化 され た A1’ とな ります （一次

元 か ら行列 へ の 並 べ 替 えに 注意 しま しょ うね…）．計算 に おい て は N
。ff が 正定値確定で

ある こ とが必要 なの で先ず通常の 対角化を行い ，N 。ffの 固有値が全 て 正 か どうか確か め て

お きます．また値が小 さい と計算 が不安定に なる 恐 れがある の で
，

この デ ータ は再規格化

が必要か どうか考慮す るた め に も使え ます．

　続い て A 茎
2

，
A 暮

3
，
Aa4

，
A11

，
＿ の 最適化を行い

，
エ ネル ギ ーが収束する まで 繰 り返 します．

例 えば A茎
2

の 最適化 の 際には トレ
ー

ス の 巡 回不変性を用い て

tr（E湖 E81ヲ2）＝ tr（E8E8E 脚D （239）

と変形 し
，

こ れ まで と同様 に して A 茎
2 を引 き出せ ば よい と い うこ とに な ります．

計算結果 ：DMRG の 計算機的特性 との 比較考察　実際の 数値計算で計算機に負荷が か

か るの は ， 大 き く分 けて行列の 積 を作る部分 と
一
般化固有値問題の 2 か所です． しか し

なが ら一
般化 固有値問題 は dx2 × dx2 の 行列 を扱 うた め

， 厳密対角化に比べ れば計算の

メ モ リ的負荷 は圧倒 的に 小 さ くな ります．通常は Householder 法で 処理 する こ とが で き

ます．その代わ りにイ タ レ ーシ ョ ン で少 しつ つ 行列の 更新 を行 うの で
， 細か な計算を数多

く行 うこ とに な ります．従 っ て 例 えば並列処理で 高速化 を狙 う場合 ，

一
般化 固有値問題 を

並列化 する よ りはむ しろ複数の 行列 を一
度 に最適化で きるか 考 える こ とに な りそ うで す．

但 し
， 隣接サイ ト間の エ ン タ ン グル メ ン トを正 しく取 り扱 うた め には

， 異なる行列の 最適

化 は完全 に独立 に 行 うこ とは で きな い と考え られ る ため
， 最適化の順番な どに工 夫が必要

で ある と思 われ ます． また MPS は DMRG と基本的には 等価で すか ら，　 DMRG の 収束

性 とどの ような対応関係 にある か も議論す る必要が ある で し ょ う．
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図 9：
一

般化 固有値問題 を用い た変分最適化の 収束の様子 ：（a）Ising鎖 ， （b）Heisenberg鎖

　図 9 は
， 周期境界条件 を課 した一

次元 Ising及 び Heisenberg模型 （S ＝ 1／2）の 基底 エ

ネル ギ ー Ee／J に対する MPS 最適化の 様子を示 した もの で す．シ ス テ ム サ イズは L ＝ 40

で す．横軸 40 とい う目盛が 周期系一
周分 ，

つ ま り各サ イ ト
ー

回最適化 を行 っ た後の状 態

で す．計算 は全て ラ ン ダム な初期行列か ら出発 して行い ま した．Heisenberg模型 の場 合

に は
， 着目して い るサイ トの 行列に対する一般化固有値問題 を解い た後，古い 行列 を新 し

い 行列 に完全 に 置 き換 えて い ます．
一

方 Isi  模型の 場合には，古い 行列 20 ％ に新 しい 行

列 80 ％ を混ぜ なが らイ タ レーシ ョ ン を行い ました．こ こで は行列 の 内部 自由度 X を変え

なが ら， 基底 エ ネル ギーの 収束性 を見てい ます．この シス テ ム サ イ ズで は
， 臨界系であ る

Heisenberg鎖の 場合で あ っ て も X ＝ 8 程度で 厳密対角化 と比べ て 十分な収束度が 得 られ

て い ます．dx2＝ 2 × 82　＝ 128 で すか ら ，
　dL　・ ・　240 よ り十分小 さな次元 とな っ てい ます．

　こ こで 収束の しかた に特徴があ り， 周期系の ル
ー

プ
ー

周目で大 きくエ ネル ギーの低下 が

起 こ り，2〜3 周で完全 に収束す る とい う状況で す．これ は DMRG の 有 限系法 における計

算の 収束に も似 て い ます．計算 は全 て ラ ン ダム な初期行列か ら出発 して 行 っ て い ますが
，

普遍的に この よ うな振る舞い が見られるの は ， MPS がユ ニ タ リ
ー変換で不 変なため です．

また Ising鎖の ように量子的相関が ない 系で X を必要以上 に多 く取る と，
　 MPS の 行列 で

ゼ ロ となるべ き成分が多 くなっ て しまい
， そ こ に誤差が蓄積 する こ とに よ り，収束まで の

イ タ レ
ー

シ ョ ン 回数の 増加や精度の 悪化が見 られ ます．逆 に収束の様子 を見て 系の 量子揺

らぎの 性質を大雑把に把握する こ とが で きます．

臨界系 と Haldane ギ ャッ プ系の 違い に つ い て　S ＝ 112 と S ＝ 1 の Heisenberg模型 に

対 して基底エ ネル ギーの シ ス テ ム サ イズ依存性 を調べ る と
， 明らか に Haldane予想に対

応 した基底エ ネル ギ
ー

の収束性が得 られ ます．図 10 に示すよ うに ， s ＝ 112 の 場合には

L ＞ 50 で あ っ て もまだサ イ トあた りの 基底 エ ネル ギ
ー

は収束せず ，

一
方の S ＝ 1 の場合
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一1，7

　 一1．7
曼
h

饕 一1．
呂
o
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一1．8

一1．3

一1，3

一1．

一1．4
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図 10：Haldane　gap の 有無 と収束性の 違い ：（a）S ； 1／2　Heisenberg， （b）S ＝ 1Heisenberg．

数値デ
ー タは X ＝ 8

， 周期系 3 周分 の イ タ レ
ー

シ ョ ン を行 っ た時点の もの で ス ケ
ー

リン グ

しま した ．（a）の 実線は無限系の 値へ の ガイ ドで す．

に は L 〜 10 で 或 る 程度の 収束 が得 られ ま した． こ れは後者が Haユdane ギ ャ ッ プを持 っ

てお り，ス ピ ン相関が短距離で ある こ と を示唆 して い る ように思 い ます．S ＝ 1 の模型 に

関して は VBS 模型 を用 い れ ば （本計算で は （Si　・　Si＋ 1）
2 の 項 を導入 して い ませ ん）L ＝ 2

で 完全 な収束が得 られる もの と思 われ ます．ちなみ に 図 10（a）で 有限サ イズ ・ス ケ
ー

リ ン

グの 値は Eo／L 〜 − 1．77 ですが （エ ネル ギ ーは 」／4 を単位 と して 測 っ て い る），
これ は

Bethe−Hulthen の厳密解 4E ／LJ ＝ 1 − 41n　2 〜
− 1，772 に非常に近い 値 とな っ て い ます．

量子 数の 制御 につ い て　 こ こで 考えて い る変分波動関数で は，全 て の ス ピ ン 状態に 関す

る和 を取 ります． したが っ て最適化され た波動関数は
，

エ ネル ギ ー最低の 部分空 間に属 し

てい ます．変分最適化の 結果 として得 られた状態を用い て全粒子数や 全ス ピ ン を評価すれ

ば
， その 期待値 を決め る こ とが で きます．しか しなが ら電子系の よ うにあ らか じめ 決め ら

れた粒子数の 系を取 り扱 い た い 場合 に は問題が あ ります．なぜ か とい うと
， 電子系の 粒子

数をコ ン トロ ー
ル す る ため に は化学ポ テ ン シ ャ ル を導入す る必要が あ りますが

， 必然 的に

グ ラ ン ドカ ノ ニ カ ル ア ンサ ン ブ ル を取 り扱 うこ とにな っ て
， 粒子数の 揺 ら ぎを内在する こ

とに な ります．そ うす る とモ ッ ト転移の 物理 な ど を記述 するの は非常 に危ない 橋を渡 る こ

とに なる の で は なか ろ うか と思 っ て しまい ます．い い 解決法が あるで し ょ うか ？フ ォ
ー

マ

ル に は
， 射影演算子 もテ ン ソ ル 積で 書ける と良い の で すが

， 通常 ， 射影演算子は大域的拘

束条件だか ら， それを局所量の 積 に分解す る の は物理的 に イメ
ージが湧かない の で 非常 に

難 しい の で す． も う少 し研 究 を進 め る必要が あ りそ うで す．
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5MPS の 高次元化 ：テ ン ソ ル 積状態 （Tensor 　 Product

　　State
，
　TPS ）

　MPS の 高次元 へ の 自然な拡張 として テ ン ソ ル 積状態 （Tensor 　Product　State
，
　TPS ）

を導入 しま し ょ う95−99・103 −109 ． こ の 場合に は
，
PEPS の 考え方に従 うと

， 各ボ ン ド上 に

は maXdmally 　entangled 　pairが導入 されてお り，
エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーは

S 〜 1騙 109X で与えられる こ とに な ります．こ こ で Nb。 nd
〜 Ld

− 1 は 部分系の 境界で 分

断される エ ン タ ン グル メ ン ト対 の 数 を表わ してお り， 自然 に面積則 を導 くこ とに な ります．

但 し TPS も MPS 同様 ， 臨界系の 場合 に は X 〜 L とな ります の で ，非臨界系に むい た計

算と い うこ とに な ります．TPS を変分最適化 して 強相関電子系の 色々 な問題 に ア タ ッ ク

で きるか とい うこ とは 目下の 大きな問題の
一

つ で もあ ります． とりわけ結晶構造に起因す

る電子状態の 個性は TPS に初め か ら内包 されて い る とい うとこ ろが期待で きる ポイン ト

で す．直 ぐ扱 い た くなるの は フ ラス トレ
ー

シ ョ ン の ある二 次元系で すが ， その 場合 に は励

起モ
ー

ドの エ ネル ギ
ー

ス ケ
ー

ル がおそ らく小 さくなるの で
， 傾向 と して は ギャ ッ プ レス に

近づ い て
， 利点 と欠点が混在 して しまい ます．時間が あれ ば色々 試 した い の ですが ，こ れ

は力の ある学生 さん向きの 課題か な と思 っ てい ます．

5．1　面積則を満たすよ うな波動関数を探す

一般的な空間 d 次元の 場合に は ， 各サ イ ト」上か ら伸び るボ ン ド数 zゴ と等しい 階数 を

もつ テ ン ソ ル 、傭 、m 、
．．．M 、j

を定義 し （各変数 MI
，
m2

，
＿ は

， それぞれ x 自由度 を持 つ とす

る）， それ らの 積 を作 れば良い 変分波動関数 にな っ て い る こ とが期待 され ます．即 ち ，

1ψ〉一 Σo（｛五l」｝）ls… … eq＞，

　 　 ｛Sj ｝

（240）

こ こで 0 はテ ン ソ ル （Aわm 、M2
＿M2

，

の 縮約 を取る こ とを意味 します． こ れ を 「テ ン ソ ル

積状態 （Tensor 　Pmduct 　States
，
　TPS ＞」 と呼び ます．テ ン ソ ル の 次元 X は MPS の

場合と同様 に非物理 的な内部 自由度です． しか しなが ら， テ ン ソ ル の 要素が変分パ ラメ
ー

タで あ る と見 なせ ば
， や は り x を系統的 に増加 する こ とで 変分波動関数の 精度 を コ ン ト

ロ ー
ル する こ とが で きる と期待で きるで しょ う．

　具体例で 見 て み ま し ょ う．例 えば図 11（a）に示 した 二次元正 方格子 9 サ イ ト系 （開放

端条件）の 場合の TPS は ， 縮約の 部分 も略さずに丁寧 に書 くと

1ψ〉 一 Σ Σ 4二臨 A器A：｝蕩 ，、
A梅A咢轍 A駕1・・8・

…
・・〉

　 　 　 　｛8ゴ｝α
・
b

，
・
…

‘

（241）

とな ります （ち ょっ と複雑で すね…）。各テ ン ソ ル の 添え字の 付け方は
， 図 11（b）に示 し

た ように
， 最隣接サ イ ト間で エ ン タ ン グル メ ン ト対が で きる よ うに取 ります．
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（a ） （b）

図 11： 二 次元正 方格子 （9 サ イ ト）上 の TPS 構造 ．（a）は各サ イ ト上 に定義 され る テ ン

ソ ル を表す．（b）は テ ン ソ ル の 添え字の付け方が 最隣接サ イ ト問で エ ン タ ン グル メ ン ト対

が で きる よ うに 取 る こ とを意味する．● が非物理 的内部自由度 （x 次元） を表す．

図 12： TPS の 構造と面積則との 対応 ：非臨界系の 面積則に合 うよ うに エ ン タ ン グ ル メ ン

ト・ボ ン ドが配置 されて い る ．即 ち ， 点線で 囲まれ た領域 （L ＝ 4，　L2 ＝ 16）に対 して ，部

分系を区切 っ た こ とに よ っ て切 れ た エ ン タ ン グル メ ン ト ・ボ ン ドの 本数　IVbO
．d　＝　4L ＝ 16

が領域 の 長 さを与えます、またそれに よる エ ン トロ ピー
変化 は Nb   d　lOg　X とな ります．
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図 13： 二 次元三 角格子 （7 サ イ ト）上の TPS 構造．（a）テ ン ソ ル 次元の 定義．（b）三角格

子上 の 反強磁性 ハ イゼ ン ベ ル グ模型に は幾何学 フ ラス トレ
ー

シ ョ ン がある．

　TPS の 構造と面積則に 関 して は
， 図 12 を見て 頂 くとよい で しょ う．二 次元正方格子

を考え ， 点線で 囲 まれた領域が部分系で ある とします．
・
こ の とき境界の 長 さは ， ち ょ うど

点線で 分断 され た エ ン タ ン グル メ ン ト対の 数 1騙 ＝ 16 とな ります． こ の ため エ ン トロ

ピーは S 〜 Nb
．nd 　lo9　x で 与えられる こ とに な ります．

5．2　幾何学的 フ ラ ス トレ
ー シ ョ ン と面積則 ， テ ン ソ ル 次元

　図 13 （a）は 二 次元三角格子上 に 定義され た TPS で す．三 角格子上 の ス ピン 系の 問題

で は 「幾何学的 フ ラス トレ
ー

シ ョ ン効 果」が起 こ ります．反強磁性相互作用す るス ピン を

三角格子上 に配列する と
， 必ずエ ネル ギ

ー
が上が っ て しまうボン ドが現れ ， 古典的ス ピ ン

配列が不安定にな ります．こ れ をフ ラ ス トレー
シ ョ ン と呼び ます．図 13（b）に お い て

，
α

ボ ン ドは エ ネル ギ ーを得 して い ますが ，「？」の サ イ トに ↑， ↓どち らの ス ピ ン を並べ て も

βボ ン ドか 7 ボ ン ドの い ずれかが エ ネル ギ
ー

を損 して しまい ます． こ の 状況は中央の テ

ン ソ ル 、4謠幽
の 階数の 多さ と関係 して い る よ うに思 われ ます．は じめ に 4 番以外の サ イ

トで 反強磁性相互 作用が得する ように ス ピ ン を配列する こ とはで きて も，
4 番は必 ずエ ネ

ル ギーが最低には な りませ ん．シス テ ムサ イズ を大きくすれ ば
，
4 番以外の サ イ トも更 に

外側の サイ トとの相互作用の結果 ， 揺 らぎが大 きくなる ので すが ，その 場合に はテ ン ソ ル

の 足が 6 つ に増 えて い る わ けで す．

　図 14 を用 い て 結晶構造の 違い （その 結果 と して フ ラス トレー シ ョ ン の 強 さの 違い ）が

エ ン トロ ピーに与える影響を調べ ま しょう． どの場合も部分系は 16 サイ ト含んで い ます．

面積則 を場の 理論的に 求め る場合 に は格子定数 a → 0 の 極限 をとるの で
， 格子模型 とマ ッ

チ させ て領域 を定義する に は微妙な問題 が残 っ て しま い ますが
，

こ こで は さしあた り （a）
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（a） ｛b） （c）

図 14； TPS の 構造 と面積則 との 対応
， （a）蜂の 巣格子 ， （b）正方格子 ， （c）三 角格子 ：い ず

れの 結晶構造の 場合 も 16 サ イ トを含む部分系を切 り出 して い ますが ，エ ン タ ン グル メ ン

トが切 れ る ボ ン ド数に は大きな違 い が あ ります．

〜
（c）の い ずれ も同 じよ うな大 きさの 部分 系 ， 即 ち境界長 さの 等 しい 部分系 を切 り取 っ た

と考 える こ とに します． こ の とき境界で分断される ボン ド数は （a）10
， （b）16， （c）28 で ，

特 に フ ラ ス トレ ー
シ ョ ン の ある 三角格子 （c）で 顕著 に 大 きくなっ て い ます．従 っ て境界で

の ボ ン ド数　Nb
。nd と境界長 さ ∂A は厳密 に は異なる概念の よ うで す．そこ で

　　　　　　　　　・一 塩 ・ 1・9 ・
一・擶 1・9・

一 ・Al・9 ・ 　 　 （242）

とすれ ば
， N　・＝ 　xNb・n ・／∂A

が フ ラス トレ ーシ ョ ン まで繰 り込まれ た局所揺ら ぎの 強 さ と見

る こ とがで きます．／＞b。nd が大 きく従 っ て 揺 らぎが強い 系の 2 は非常に大 きく， 臨界系で

x が大 きくなる こ とと性質が似 て きます． これ は フ ラス トレー シ ョ ン で エ ネル ギ ース ケー

ル が小 さ くなる こ と と対応 して い る よ うに 思 われ ます．

5．3　AdS ／CFT 対応 との 関係 ， で もち ょっ と警告

　MPS
，
　TPS の 考え方を進め て 行 くうちに，我々 の 方向性は次第に AdS／CFT 対応の 考え

方 に 近づ い て い る こ とをお気づ きで しょ うか ？AdS ／CFT 対応の
一

般相対論側で は ，
　AdS

計量が エ ン トロ ピーの 大 きさ を決め る要因で す． こ れ は或る意味 ，TPS に お い て 結 晶構

造が エ ン タ ン グ ル メ ン ト構造 と大雑把な電子状態 を決 める こ とと同 じよ うなこ とを言 っ て

い ます．逆 に TPS の 立場か らは
， 例えば リン グ交換相互作用が あ る模型 で は

，
お そ ら く

ブ ラケ ッ ト基底を取 っ た方がベ ターで すか ら， 相互作用の 型 に よっ て は結晶構造の み に頼

るの は万能 な考 え方 とは言えない と い うこ と も分か ります．相互作 用が強 い 場合 は
， どの

ような電子状態が実現するか は む しろ物理的に 連想 しや す い の で
， その よ うな観点か らの

変分波動関数の 方が よ く，お そ ら く変分モ ン テ カル ロ 法の 方が 精度は出る で しょ う．その

辺 の 「相補性 ？」に も注意 しない と
， 近年の 発展ばか りに 目を奪わ れ て

， 過去の 重要な成

果 を忘 れて しまうこ とに な りかね ませ ん ，
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6　 量子多体系波動関数の 多彩なエ ン タ ン グル メ ン ト構造

　こ こ まで述べ て きた ように
， 系の状態を適切 に表現する変分波動関数は

， 背景に潜む エ

ン タン グ ル メ ン ト構造 もまた適切に 包含 して い る こ とに な ります．従 っ て
， 例えば超伝導

の Bcs 状態や 量子 Hall系の Laughlin状態の ように良い 変分波動関数が 分か っ て い る問

題 を眺めてみ る と，
この 事情が よりは っ きりする と期待で きるで しょ う．よ く知 られた波

動 関数 を MPS 或い は TPS で 具体 的 に表 わ し直 して
， 系が持 つ エ ン タン グル メ ン トの 構

造 を詳 しく理解 しようとい うの が本節の 目的で す．

6．1　 VBS 状態

VBS 状態の PEPS 表現　
一番直接的な結果は勿論 AKLT （AMeck −Lieb−Kennedt −Tasaki）

模型 の 基底状 態で ある VBS （Valence−Bond　Solid）状 態です ね 110・111．　VBS 状態は

曙 ｛島・島＋1 ＋ ≡…（禹曾禹＋1）
2

｝・ H ・・… d・・y （243）

とい うス ピン ハ ミル トニ ア ン の 基底状態で す． こ こで S は S ＝ 1 の ス ピン演算子 で す．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 リ 　 　　　　 　リ

また境界条件は，周期的な場合 に Hb
。，、ndary 　＝ 　SN　

’
　Sl＋ （SN ・Sl）

2
／3，開放端の 場合に

H … ，… ． 　一 　1（1＋ 碗 ・Sl）・1（1＋ 嚇 ・
・9・） （244）

とな り， 両端 の サイ ト0， N ＋ 1 で ス ピン 1／2 の 演算子 ぎ と結合 します．

　VBS 状態を作る ため に は，先ず S ＝ 1 の ス ピ ン を二 つ の S ＝・ 1／2 の ス ピ ン で表わ しま

す． これ らが MPS にお ける非物理 的自由度に対応 し ます．そ して隣接サ イ トの S ＝ 1／2

ス ピ ン で シ ン グ レ ッ トを作 っ てお い て
， 各サ イ トを s ＝ 1 に射影 し ます （s ＝ 112 の 4

　　 　　　　 　　　　 　　　 づ　　　　　り
状態か ら 3 状態へ の射影）．（Sj・

＆＋ 1）
2
／3 とい う項の 存在が ， 基底状態 にお い て S ・ ＝ 2

とな らない 条件 とな っ て い ます．サ イ ト llとサ イ ト k ＋ 1 の 問で作 る シ ン グ レ ッ トを

［iP＞kk＋1
＝ （1↑↓〉一

μ↑〉）！v低 サ イ トk 上 の 射影演算子 を 息驚 と表 わす と
，

IVBS＞＝ xi ＝IPkE 　Iψ＞011ψ＞12
…　1ψ＞NN ＋1 （245）

とな ります．射影演算子 Pkk の 添 え字 k
，
　icは ， それぞれサイ ト k 上 に定義 された左右の

擬ス ピン S ＝ 1！2 を表わ します．VBS 状態の 構成法は ち ょ うど PEPS と同 じ もの で す．

PEPS か ら MPS の構成法　シ ン グ レ ッ トを以下の よ うに書 きま し ょ う 112・113 ：

1ψ〉一 Σ酬 ・
’

・＞
　 　 a

’，a
（246）
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図 15： VBS 状 態

こ こ で α
，
α

’ ＝ O
，
1 が ス ピ ン の ↑， ↓を表 わ して お り，

do1 ＝ − dio ＝ 1〆v
／葺

，
　doo ＝ d11 ＝ 0

と取 ります， また物理空間へ の 射影演算子 Prr’ は

P 一 Σ 蜘 乞〉〈αα
’

I
　 　 iTaTα t

（247）

と表わ され ます．添え字 i はス ピ ン 1 の 状態で i＝ − 1
，
0

，
　1 と動 き ます．射影演算子の 性

質と して 重要な もの には PP †＝ i3があ ります，

　以上か ら VBS 状態 は以下 の ように表わ されます

1Ψ〉 ＝

c
・6・・

…乞N ・ N ＋、

＝

Σ ・
．6i、．．．・。 。 N ． 、 1・6i・ … iN・・ ． ・〉，

｛a6
，
aN

＋ 1 ，
z｝

Σ P：1。1　pl：。ゼ
｛a1 …aN ｝

・・p島4 ・6・画 ・ 、

… d
・k・ 。． 、

・

シ ン グ レ ッ トの 係数 d。
’a を更 に分解 して

　　　　　　　　　　　　　　d
・

’
a
一髭 嘘

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ＝0

（248）

（249）

（250）

と表わす と都合が よ く， その ため に は U
，
y を例 えば   ＝ ui ＝ 琢 ＝ 啌 ＝ − 1

，

σp＝ 碍 ＝ 啌 ＝ 瑠 ＝ 0 と選 びます．そ の 結果 ， MPS の 行列 Ai は以下 で与えられ ます ：

　　　　　　　　　　　　　Ak・
一 毒黔 鳴

こ こ で 行列 鷲。
， を対角化す る ユ ニ タ リー

変換 Qiを導入 して

　　　　　　 ％ 尸 砺 ＝ ｛VQi ｝｛（（2z尸 ・PtQZ｝｛（Qt）
−1

σ｝＝il’iPiOi

（251）

（252）

とす れ ば特異値分解となるの で
，
Schmidt分解の 式 （48）よ り， 射影演算子の 固有値が エ

ン タ ン グ ル メ ン トの 強さを決めて い る こ とに な ります．

エ ン トロ ピー と相関関数の 対応関係　こ こ で X ＝ 2 （AZ は 2x2 行列）で ある の で
，

エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーは S 〜 log　2 とな ります．詳 しくは SL ＝ log　2 −

log｛1＋ （− 1／3）
L
｝とな る こ とが分 か っ て い ます

112
． こ れ と VBS 状態にお ける ス ピ ン 相

関関数 〈sz（0）sz（L）〉＝ （4／3）（
− 1／3）

L を比較す る と e
− SL

〔x 〈sz（0）sz（L）〉とな り， 以前に

CFT の 計算で得た式 （94） と類似の 形が得 られ ます．今の 問題 は励起 ギ ャ ッ プ を持 つ 系

を取 り扱 っ て い ますが ， 基本 的に SL は 相関関数の 対数 に 相当 して お り， 特に 長距 離の振

る舞い を詳細 に調べ る こ とに向い て い る量で ある ようで す．
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物理的空間の取 り方の 任意性 と仮想 自由度の 大 きさに つ い て　 ある波動関数が与 えられ

た ときに MPS の 表現 が 一意的か ど うか とい う保証 は ない の で すが ，
エ ン タ ン グ ル メ ン

トを表現す る上 で最 も重要な仮想次元 の 大 きさは不変に保た れ る はずで す．こ の 事情 を

VBS を用 い て 考えまし ょ う． まずは じめ に 2 サ イ ト問題を考えます．各サ イ ト上 に行列

Aa （但 し α ＝ ↑↑， ↑↓， ↓↑， ↓↓と取 っ て
， ↑↓，↓↑の 項は対称化 しない こ とに します）を定義

する必要が あるの で すが ， 空 間
一

様 か つ 周期境界条件 （両端 の ス ピン 1／2 が
一

重項 を組

む）の 解を仮定 して
， 行列積波動 関数を

IVBS＞一Σ tr（AaA
β
）1・β〉

　 　 　 　 α，β

（253）

と書 きます． こ こで 基底 1αβ〉は 16 通 りの 取 り方がある の で
， 係数に対する条件 も同 じ

数だけある こ とにな ります．この 場合， 行列 A α を 2x2 と取れ ば ， 未知パ ラメ ータで あ

る行列要素の数が 全部あわせ て 16 とな ります．そこ で サ イ ト1 の 右側ス ピ ン とサ イ ト2

の 左側 ス ピ ンが シ ン グ レ ッ トを組 む よ うな行列 を探す と

（rlll＞rlll＞
）（1111＞il土1＞）一 （」跚ご蹴…1胆 蹴〉）（254）

で あ り， 真 ん 中の シ ン グ レ ッ トを取 り除 けば
， 積 を作 る前の 行列 に戻 りますの で

，
こ の 行

列は任意の 長 さの 系に も対応 します．また右辺の トレース を取 れば端の ス ピ ン も確か に シ

ン グ レ ッ トを組むこ とが分か ります． こ の こ とか ら行列 を

A ↑↑
一 （？1），

A ・↓
一 （91），

A ・・
− GIl），

A ↓↓
一 （911） （255）

と取 り， 波動関数を

　 　 　 　 　 　 　 N

IVBS＞一 Σ trnA αj　Eα ・α ・
…

α N ＞
　 　 　 　 ｛α

，｝　 ゴ＝1
（256）

と書けばよい こ とが分か ります． こ の 表現の 場合 ， 物理 的自由度は 3 で は な くて 4 です

が ，
この ような変化が あ っ て も仮想 自由度の 次元 2 は変化 しな い ようで す．

6．2　BCS 波動関数

　BCS 波動関数は Cooper　pairの 凝縮状 態で す の で
， 以前議論 した ボーズ凝i縮の 場合 と

同様 ， 系全体の コ ヒ
ー

レ ン シー が エ ン トロ ピー
に 現れ る と期待され ます．BCS 状態は以

下の よ うに表現 され ます ：

1Bcs＞− H（険 ＋ ”
濯
c蓋↑ct 甚↓

）1・〉
　 　 　 　 惹

（257）
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こ こ で

　　　　　　　　　　瞳P − 1 一鴫 c−

≠。蹇）　　 （258）

で あ り， 舘 はバ ン ド分散，△
惹

は超伝導ギ ャ ッ プ，裾 の 項 は波tw　k ・ス ピン ↑と波数 一か

ス ピ ン ↓の 二 つ の 電子が 共にい ない 状 態・噸 ，
・tだ、 の 項は二 つ の 電子が 共に い る状態 を

表 します，

　とこ ろ で
， IBCS＞は以下の 形に 書けるで しょ うか ？

　　　　　　　　　IBcs＞→ H（・ E ＋ 囑 ）（・酵＋ δ
惹

・L、、
）1・〉

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 蒔

もうご 理解い た だけて い る と思い ますが ，
こ れ は不可能で すね．なぜ ならば

，

α ツ ≠O，
α δ＝ 0

， βツ
＝ 0

，βδ≠0

（259）

（260）

と い う条件 を満たす α
，β，7 ，

δの 組が 存在 しない か らで す．つ ま り IBCS＞を
一

電子状態の

直積に書 き下すこ とは で きませ ん ．従 っ て
，

二 つ の 電子が エ ン タ ン グル して い る こ とに な

ります．それで は
， 具体 的に エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーを計算 して み ま し ょ う．

BCS 状態の 場合に は ， 残念なが ら シス テ ム と環境とい う区分けが 明確にで きな い の で ， 波

数 酬 ス ピ ン ↑を持 つ 電子 に と っ て の 対凝縮 に 関わ る エ ン トロ ピー と して ，

5疋（T）
一 一1・ 疋121・91・

疋12− 1・屋121・91・だ12 （261）

とい う量 を導入 す るの が先ずは妥当で しょ う．こ れ も particle　partitiQningエ ン トロ ピーの

一
例 と言 えるか もしれ ませ ん ．こ こで 注意を喚起するため に

，
エ ン トロ ピーが 温度 T に依

存 して い る ことを明記 しました．即 ち，T ＞ Tcで超伝導ギ ャ ッ プが消滅す る と lu蒔12＝ 1 及

び lu惹12＝ 0 となる ため
，
5
疋（T ＞ T

。）＝ 0 が得 られます．
一

方 ， 超伝導 ギャ ッ プが 大 きい 極限

で は （低温を想定 して い ます）− u ♂ ； Iuだ12； 1！2 となるた め
・
lim△蒔／・

だ
→ 。 。

5
澪（T）

＝ lo92

とな ります．つ ま り温度を下 げて対凝縮が支配的に なると
， 対相関の 情報量 を表わすエ ン

トロ ピーが大 き くな ります．

6．3　Laughlin 波動関数

　量子 Hall系の エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
に 関連 した話題 と して は大 きく分 け

て 二 つ あ ります
114”120

．
一

方は ， 分数統計粒子の 存在 と トポ ロ ジカ ル ・エ ン タ ン グ ル メ ン

ト ・エ ン トロ ピー
， 他方 は強磁場 下の 二 次元系 を一

次元的な手法で ある DMRG で 解析 で

きる こ との テ ン ソ ル 積表現 か らの 理 解 を深め る こ とで す，
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分数量子統計 と トポ ロ ジカル ・エ ン タン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーに 関する考察　
一
般的

に議論す るの は難 しい の で
，

こ こ で は二 粒子の 場合 を考察 しま しょ う． トポ ロ ジカ ル ・エ

ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピーは面積則の 項 とは独 立で サイズに 依存 して い ない の で
，

こ の よ うな簡単化であっ て も問題の 本質的な部分 は見 る こ とがで きる と期待 で きます （但

し本当は考える領域が 相関長 よ り大 きくない とマ ズ イ）．

　充填率が u ＝ 1／m （m ＞ 1）の 場合 ， Laughlin波動 関数は

　　・m （・・… ） 一 （・・　
一

… ）
一

・e・p｛−i　（1・・　12　・　1・・　12）｝　 　 （262）

　　　　　　　　
一

書（
一1）

k
・ … r

’
一
  砦・xp ｛−i（i・・12＋ 1・・12）｝　 （263）

　　　　　　　　一

（

嘗鴫 隣 捌 ・ ・｛−i（1・・12・ 1・・12）｝（264）

と表わ され ます． こ こ で z ＝ x ＋ iy は二 次 元座標を表わ します．
一

粒 子の 基底

　　　　　　　　　　　嗣 一

。 ，鶉押 （
−2t・12）

（n ・・O
，
1）を導入 し

， 第二量子化 〈zl　a真　IO＞＝　fn（Z ）で 書 くと
， 規格化 まで 含 め て

　　　　　　　　　　1，bm＞一
、、
k− ，，／2

（

努猿 嘱 1・＞
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝O

と表わすこ とが で きます． こ こ か ら一粒子状態 を縮約 した ときの エ ン トロ ピーは

　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 （m − 1）〆2

　　　　　　　　S − − 1・92 − 2m
−1

Σ mC ・
・1・9（2

−（m ＋ 1）
調

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝O

と表わす こ とが出来て ， 例 えば m 　 ＝ 3 の 場合には

　　　　　　　　　　　　　　S・ ・1・9 ・− li・9 而
が得 られ ます．確か に log　D に相当す る項が 現れ る こ とが 分か ります．

（265）

（266）

（267）

（268）

Particle　partitioning　entropy （N 粒子 ，
　 u ＝ 1） 初め に充填率が u ＝ 1 の 場合の

Laughlin波動関数に つ い て考えます ：

　　　　・・（… 一 匍 一

菰蕊 一 贓 ）・・’・1・ ・ （・n ） （269）

と表わ され ます．E は n 次元の 完全反対称テ ン ソ ル で
， 符号は EO・

1・・…n − 1　 ＝ 　− 1 と約束 し

ます．一
粒子 の 基底 は前節 と同様

　　　　　　　　　　　　　ip・（・D一 瀞 ・
一隣卩／2

　 　 　 （27・）
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で 定義 され て い ます （a ＝ 0
，
1

，
＿

，
n − 1）．

　初め に状態 Ψi（Zl ，
£r2

，
…　，

Zn ）にお け る il粒子 系の particle　partioning　entanglement 　en −

tropy を調べ ま しょ う．対応する密度行列は 以下 の よ うに表わ され ます ：

・k，n
− f　… ＋ld ・k＋・

… 嫡 ・ ・1 … …
）
Wk1 　Zk1 　z ・＋・）

…
i
・n ）・ ・（… 　・27 …

，
Zn ）（271）

一
粒子基底の 直交性 を考慮す る と

， 上の 式 は

ρ尾・
一毒Σ♂

・ a ・
’”

・ … ＋ … ＋ ・
’”

・・
6b

・b…
’b

・
Ck

・ 踟 ・
・・
… di：、（w ・）di・、（z ・）・凾・ip：k （吻 φ融 ）（272）

　 　 　 　 　 apbsc

と表 わ され ます． こ の 密度行列は k 個 の 粒子 に 対す る 以下 の 直交基底の 組 を導 入 する こ

とで対角的な形に表わすこ とが 出来 ます ；

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　蜩 ；

而
♂ 1吻

’”akCk ＋ ICk ＋ 2
’”c”ip：・（z・）iPa2（z・）

’
φ轟 ）　 　 （273）

こ こ で 2 ＝ （22 ，
、21

，
．．．．

，
、Xic）， また添 え字 C は Ck＋ 1 〈 … ＜ eq とな る よ うに ソ

ー トされ て お

り， 1 か ら nCk までの 値をと ります．こ の とき

　　　　　　　　　　　　P・・n
一 纛窰・脚 　 　 　（・74）

となる の で
，

エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーは以 下 の よ うに な ります ：

　　　　　　　　　　　Sk，n ＝ − tr（ρk，n 　log　Pk，n ）＝ log（． （7iC）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（275）

エ ン トロ ピーの 最大値は h ＝ n／2 の と きで
， n → OQ の 場合 には Sk，n ≦ S

（n ／2），n
〜 nlog 　2

と評価 で きます （log　n ！ 〜 nlog 　n − n
，
　 particle　parti七ioning に は直接的 に topological

entanglement 　entropy が現 れる こ とは ない よ うなの で 注 意）．従 っ て 半分 の 系に対する

Hilbert空間の 有効次 元は 0 （nn
／2
）で は な くて 高々 0 （2n）とい うこ とが分か ります．

Laughlin 関数 （N 粒子 ，
　 v ＝ 1）の MPS 表現 u ＝ 1 の Laughlin波動関数は一

粒子

軌道 ｛φ。
ゴ（zゴ）｝に対 して MPS で 表わ す こ とがで きます （二 次元的な TPS で は ない こ と

に注意 して 下 さい ）．初め に x × x 行列 、4警を導入 して
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

恥 …
，勾 一

菰蕊 欄 穿
… A＃

・

）・… （・・）・…（z2）
… i… （Xn ） （276）

とい う関数形 を仮定 します．こ れは 間接的 な議論か もしれ ませ んが
，
Laughlin状態 と VBS

状態は類似性が認め られ る の で
， 今の 場合 に は空 間二 次元系で あ っ て も TPS で は な くて

MPS に なる とい うこ とが期待 され る た めで す
121

． さて こ の 行列 Ag．’

は Clifford代数 で
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表わ され る こ とが 以下 の よ うに して確認で きます．まず Clifford代数 Ol（0 ，
n ）は次の 反

交換関係で 定義され ます ：

｛
ab7

，7 ｝； 2δab

（277）

こ こ で α
，
b ＝ O

，
1

，
＿

，
n −−1， 0r　fiの 添 え字は αp 　＝ ＝　1

，
2

，
＿

， X で XXX 行列で す． こ の代

数の 次元は 2n 次元で
， 例 えば Cl（O，

2）を実現する に はパ ウ リ行列を用い て

　　　　　　1 − Gl）・
e ・

− za
・ ・

− e2 一 砺 ， 劬 一
一

嫡 一 妨 　 （278）

を組 ｛1，
el

，
e2

，
ele2 ｝に すれ ば よい こ とが分か ります．　 Clofford代数の 表現論に従 うと

， 行

列次元 は X ＝ 2n／2 で 与えられます． こ こ で 例 えば n が偶数の 場合に は ，

7，
； （

− i）
”／27 ° ・・7

”
’1

と して 空間
一様行列 ＋境界演算子

　　　　　　　　　　　・野 一 ｛搾
＝

聡見
η
一 1

を導入すれば

tr（AfiA壅
2 …　　A＃

π

）＝ 一
（2i）

n ／2Eai …an

（279）

（280）

（281）

を得 る こ とが 具体的な計算か らす ぐに分 か ります． こ の こ とか ら particle　partitioning

entropy が S ＝log　X ＝ （n ／2）log　2（ox　n とな る こ とが確か め られ
， 前節の 結果 を裏付 けま

す．空間
一

様の 行列積が現れ る ときには ，境界演算子が励起モ ー ドの 性質を決め る うえで

重要な働 きを します
122

．

　VBS 状態の 議論で も述べ た よ うに
， 仮 に上 記 と異 なる テ ン ソ ル積表現が存在する と し

て も，
エ ン タ ン グ ル メ ン ト構造は不変なはずなの で

，
エ ン トロ ピー

が粒子数に比例す る

こ とは一般的な結果 と言えます．量子 Hall系の 詳細 な DMRG 計算が 行わ れ て い ますが
，

そ れが 成功 して い る背景は，粒子数が あま り多 くな けれ ば数値計算で 制御で きる程度の エ

ン タ ン グル メ ン トしか生 じない こ とに起因す る と思われ ます
123

．

　以上 の議論 を分数量子系 に拡張す る こ と も出来 ます．例 えば m ＝ 2 の 場合 に は
，
MPS

の 数値最適化法の とこ ろで 導入 した トレ ース 演算の積の 性質か ら
，

　 　 1　 　 ユ　 　 　 　 　 　 ユ　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　

tr（ッ
α

ユ

っ
！
α
2 ・
　
・广
γ

α
n ノ

γ5）tr（っlai7a2 …
　　7

“a　75）φα｝＋a子（之1）φα蕘＋α莠（之2）
…
　　iPak＋ a 義（Zn ）　　　　（282）

に対 して

加 （7
・17・b… 7

・

朽，）tr（構
a 莠… 7a

＃
7，）一 加 （（7a｝  ry

“ ？）げ蕘  7
・戔）… （7，   7，））（283）

を得ます．or  7 の 次元は X2 とな るの で，
一般の m に対する Laughlin関数の MPS 表現

で は，行列次元が xm とな る こ とが 分か ります．但 しス ピ ン m ／2 の 既約表現 に分解する

と
， S 〜 n （log　m ＋ log　2）《 log　Xm ＝ mn 　log　2 と なるべ き行列積が 導入 で きる よ うで す．
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6．4　 Z2 ゲ ー ジ模型 の テ ン ソ ル 積状態

　前 に紹介 したス トリ ン グ ・ネ ッ ト模型 は TPS の 好例で もあ ります エ03’107． この 模型の

場 合 ， 系 の トポ ロ ジ カ ル な性 質は グ ロ ーバ ル なエ ン タ ン グル メ ン ト構造で決ま りますが ，

そ の ような場合に も局所的な テ ン ソ ル の 積で波動 関数を書 き下す こ とが で きます． つ まり

テ ン ソ ル の 次元 が エ ン タ ン グル メ ン トの 強 さに関係 して い ます．TPS を

1ψ〉一 Σ 0 （TSITS2… TSm …
）1・・5・ … m

…
〉

　 　 ｛S
」｝

（284）

と表わ す と （0 は テ ン ソ ル の 縮約），
テ ン ソ ル （TSM）Tnim2m ，

は サ イ ト m に属する 3 つ の

q−bitsを結合 して
，

そ れ らの 物理 的 な 23 状態 に 射影します． こ こ で リ ン ク上 の q−bitsが

エ ン タン グル して い るの で M1
，
M2

，
M3 の 各次元が X ＝ 2 とな っ て い ます．ス トリ ン グが

閉 じた ル ープを描 くときには ， 各点か ら延び るス トリン グの 数が偶数 に ならな くて は なら

ない の で
，

ス トリン グ有 りを 1 と書 くと ， テ ン ソ ル の 要素は 自然に

（TDoo）ooo ＝ （To11）o、1 ； （Tlo1）、o、
＝（Tllo）、、。

＝ 1 （285）

となる こ とが分か ります （こ れ以外の 成分 はゼ ロ ）．また 各ル
ープ構造の 重みが 等 しい こ

と も確かめる こ とがで きます．

6．5　 数値 的変分理論

　 エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トU ピーを うま く利用 して系の ス ピ ン ・電荷 ・軌道相関を調

べ た り，
また或い は計算精度 を把握す る とい う目的 は

， 波動関数が顕 に 与えられる 変分法

的手法で あれ ば通常は達成する こ とが 出来ます．有限系の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に向か ない 方

法で あ っ て も， particle　partitioningな どの エ ン トロ ピーが 導入で きます．数値 的変分理

論 として 有名な もの と して は ，先ずは変分モ ン テ カル ロ 法が 挙げ られ ます．個人的 に興

味が あるの は
， 高温超伝導の 問題 に関連 して議論され て い る相関因子 （通常の グ ッ ツ ウィ

ラ
ー

因子 に ホ ロ ン ・ダブロ ンの 相関を取 り込 ん だ もの ）が どれ ぐらい の エ ン トロ ピーを取

り込ん で い るか と言 うこ とで す． また共鳴 ハ ー トリー ・フ ォ ッ ク法 と呼ば れる 数値計算法

も知られ て い ます
124

． こ れは
， 多体波動関数 を複数の 非直交 ス レ

ー
タ
ー
行列式の 重ね合

わせ で 表わす方法で す．重ね合わ せ る こ とが ま さに余剰次元或い は量子揺 らぎの 回復 に相

当 します．非直交 であ る こ との メ リ ッ トに関 して物理 的 なイ メ ージ を得る こ とは，対 角化

系 の 諸手法や DMRG の 基底の 意味合 い を考える 上で も示唆的 な もの で ある と考えます．

但 し通常の 共鳴 ハ ー トリー ・
フ ォ ッ ク法で は

一
つ の ス レ ータ ー

行列式 を構成する基底 関数

も随時最適化 され るの で
，

どの よ うに エ ン タン グ ル メ ン ト・エ ン トロ ピー を定義する の が

適切か とい うこ とは考える必要が ある か もしれ ませ ん．
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7　 階層的テ ン ソ ル ネ ッ トワ
ー ク と AdS 時空

　MPS
，
　TPS とい っ た テ ン ソ ル積波動 関数は

， テ ン ソ ル 次元 X を十分大 きくして い け ば

原理的 には任意の 状態 を精密 に記述す る こ とが 可能で す．
一

方で 臨界系の計算は非常に 計

算機の パ ワ
ーが い る の で現実的で はあ りませ ん ． また複雑化 した エ ン タン グル メ ン ト構

造の 物理的意味 を紐解 くこ とは難 し くな っ て い きます．そこで 新 た に加 える余剰の 次元方

向 にテ ン ソ ル を細 か く分割 して い くこ とで そ の 構造が 明確に な り，且 つ 豊富な機能を付

加 させ る こ とが出来 ます．その例 と して 「TXree　Tensor　Network （TTN ）」が あ ります
125・126． また テ ン ソ ル 積波動関数の 最 も進化 した形態が 「マ ル チス ケ

ー
ル ・エ ン タン グル

メ ン ト繰 り込み群 （Multisca亘e　Entanglement　Renormalization 　Ansatz
，
　MERA ）」

で す 127−134．テ ン ソ ル 積波動関数を導入 した時点で
， 「変分波動関数の持 つ エ ン タ ン グル メ

ン ト構造が面積則 に適合 して い るか どうか ？」とい う意識 は既 にあっ た訳 で すが
，

い つ も

対 数補正が うま く表現で きませ ん で した．MERA で は その よ うな長距離の 相関 を明確な

形で 取 り込 む よ うな工 夫が され て い ます．つ ま り局所テ ン ソル の 積 か ら出発 して ， 相関関

数の正 確 なべ キ や相転移近傍の状態 を取 り扱 うこ とが 出来 る か とい うこ とが こ こ での 問

題で す．実は MERA は や は り超弦理論の 分野で 研 究 されて い る 「ホ ロ グラ フ ィ ッ ク繰 り

込み群」の具体的な例 とな っ て い ます 135．「ホ ロ グ ラ フ ィッ ク繰 り込み群」 とは
， 漸近 的

に AdS 計量 を持 つ 時空の 動径座標が ， そ の 時空の 境界に定義され た共形場理論の 繰 り込

み フ ロ ー
の パ ラ メ

ー タ に等 しい こ とに基づ い て い ます．後に述べ る ように ， MERA の ブ

ロ ッ ク変換の フ ロ ーが AdS 時空 に 乗 っ て い る とい うこ とが臨界現象 を正確に記述す る 裏

付けとな ります．以上の こ とを踏まえて
，
以下で は 階層 的テ ン ソ ル ネッ トワ

ーク と して の

MERA とその 幾何学的背景を中心 に議論 しま し ょ う．

7。1　Tree　Tensor　Network （TTN ）に よ る階層的テ ン ソ ル ネッ トワ
ー

　　　クの構成 ：実空間繰り込 み の 視点回復

Tree 　Tensor 　Network 　 「テ ン ソ ル 積を階層的 にする」とい うこ とは どの よ うな意味か

をまずは確認 しましょ う． これ まで 行 っ て きた こ とは
，

一
般 的な波動関数

　 　 　 d　　 d　　　　　　

1Ψ〉一 ΣΣ… Σ　cs
・S ・

’”8 ・ 1・・…
一・N ＞

　 　 81 ＝182 ＝ 1　　　　tlv ＝ 1

（286）

の 係数 cs・s2 ’”SN
をテ ン ソ ル積 に分解 す るため に ， 各格子点上 に物理 的なイン デ ッ クス と

格子点か ら延 び る リン クの 本数に相 当する非物理的 なイン デ ッ クス を持 っ た テ ン ソ ル を導

入 し ， 隣接サ イ ト間で 非物理的イ ン デ ッ ク ス をエ ン タ ン グル させ る の で した ね． こ うす

る と局所的 な量 を扱 い なが ら非局所相 関 を取 り入れ るの で した ，こ こ で 「実空 間繰 り込

み」 とい う視点 を回復す る こ とを考えます． どうい うこ とか と言 うと， DMRG をは じめ

としたテ ン ソ ル積の 方法は ほとん ど変分法の 装 い が強 くて ， 元祖 Wilson　RG の 意識は消
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■■
ゆ

（a） ｛b）

図 16： TTN の
一

例 （二 分木 ネ ッ トワ
ー

ク ） （a ）は実空間の 粗視化 を表 わ す．（b）は二 分

木ネ ッ トワークの 模式図を表わす．

えか か っ て い る の で すが
， そ こ に何 らか の対 応 を つ けよ うとい うこ とで す．DMRG な ど

は ギ ャ ッ プの ある系に強い の に対 して ，ギ ャ ッ プ レ ス の 系はや や苦手で すか ら，悪 く言 う

と Wilson　RG の よい 点 もス ポ イル されて しまっ て い る 訳で す．

　例 えば 図 16 （a ）に示 した よ うに，二 次元格子上 で 2 サ イ トを有効的な シ ン グル サ イ ト

に粗視化する とい う操作 を考えて み まし ょ う． こ の 操作は図 16 （b）の 二 分木構造 の よう

に表わすこ とが 出来ます．図 16 （b）で は
， 粗視化 をグ レーの 三角形で表わ してい ます．こ

の 三角形は粗視化前後の イ ン デ ッ クス それぞれ を β、，β2 及 び α として
， （切宕、β、

とい うテ

ン ソ ル です． この テ ン ソル は isometricで

Σ（畷 β、
（w

†
）夏｝

β2 一 δ
。 al

β1β2

（287）

とい う関係式 を満 た します． こ の よ うな isometory テ ン ソ ル の 縮約 を と っ た もの が 波動

関数の 係数 cs ・s2
’”SN とな ります． こ こ で α の 次元 は ， ネ ッ トワ

ークの
一番下 の 階層で は

厳密 に は d2 で すが ，
こ れを x（〈 d2）に近似 します．こ れで 情報の 縮約 ・粗視化が 起 こ り

ます．上 の 階層 に進 む に つ れ て
， x2 → x とい う情報の 粗視化が 進行 し ます．一

般 には p

個の サ イ トを
一

つ に粗視化す る こ とも可 能なの で
，

その 場合 には テ ン ソ ル が （w ）簷、
．．．β．

と

なっ て
， Σβi

−一，fip（w ）簿、
＿β。

（w †）窪｝
’”PP

； δα at を満たすよ うに取る こ とに な ります．

　意識的 に 「階層」 とい う言葉 を使い ま したが ， 単純 な MPS
，
　TPS か ら発展 して ， テ ン

ソ ル ・ネ ッ トワ
ー

クが階層 的ある い は d＋ 1 次元的に な っ た こ とがお分か り頂けるで しょ

うか ？ 「繰 り込み 操作」 は 「テ ン ソ ル ・ネ ッ トワ
ーク を階層化 する」 こ とに対応 する の で

す． こ こで 興味深 い の は
， 木構造 は遠 くの 枝の 部分 が幹の 部分 を経由して 間接的 に繋が っ

て い る とい うこ とで す．こ れ は長距離相関 を取 り入 れ るキ ーポ イ ン トとな りますが
，

まだ

今の ま まで は短距離相関 も長距離相関 も一緒 に含 まれ て い る の で
，

どの ような系の 解析に

最 も有効か は 自明で は ない こ とに注意 して お い て 下 さい ．MERA に 進む ときに この 点 を

解消 し ようとい うこ とが具体的 な 目的 とな る ため です．
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｛a）

（b）

〔c｝

（d｝

図 17： サ イ ト j にお け る isome七〇ry 　Wj の 最適 化 に直結す る ネ ッ トワ
ー

ク ：（a）余分な

isometory を縮約する前の ネ ッ トワ
ー

ク ， （b），（c）は isometory の 最適化に関 わるが ， （d）
は最適化 に関与 しない ．

isometory の最適化　具体的な数値計算の 道筋 を少 し述べ て お きま しょ う．問題 と して

は isometoryを最適化する こ とで す．即 ち ，　TTN 構造の 基底状態波動関数 1Ψ（｛w ゴ｝）〉に

対 して （ゴは ネ ッ トワ
ー クの 張る空間の 格子点を表わす）

E （｛ω
ゴ｝）

ニ 〈Ψ（｛ω
ゴ｝）iHIΨ（｛w ゴ｝）〉 （288）

を最小にする ｛Wj ｝の 組 を探すこ とが 目的で す．基本的 に は MPS
，
　TPS と同様 ， 或る サ

イ ト」に着 目して ω ゴ を最適化 し （こ の とき他の isometoryは固定 して い る）， それ をエ

ネル ギ
ー

が収束する まで全 て の サ イ トに渡 っ て計算する とい うもの です．

　ネッ トワ
ーク 内で isometory　Wj の 最適化 に関係す る部分 が或 る程度 限 られて い る とい

うこ とは注目に値 します．最隣接相互 作用 を含む ハ ミル トニ ア ン の 場合 （例 えば図 17 で

は●● ， ■■で表わ して い る），
ω の関係式 （287）を考慮する と

， 例えば図 17 （b）（c）に

示 した ような範囲の ネッ トワ
ークが エ ネル ギ ー期待値に寄与 します．一方 ω

ゴ
か ら下 に延

びて い ない 枝に繋が っ た相互 作用は定数項 として しか E （｛W 」｝）に寄与 しませ んの で ， 最

適化 の 際 に は考える必要があ りませ ん ．こ こ か ら先は色々 な方法が考えられ ます．一つ の

方向 と して は
，

ω
ゴ
が 嘱 と独立で ある と仮定 して線形化 し， ω の 環境 y

『
を用 い て tr（yw ）

を最小化す る とい うもの で す．y を特異値分解 して Y ＝ UλV †と表わ し，
ω ＝ − vut と

取れ ば tr（yw ）　＝ 　− tr（λ）となるの で
， 残すべ き x 状態は特異値が大きな固有ベ ク トル で

ある こ とにな ります． こ の 事情は DMRG の 場合とほ とん ど同 じで す．
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τ

図 18： Binary　ID　MERA 　network と causal 　cone （色 つ き部分）

7．2　disentangular に よる エ ン タ ン グル メ ン トの 制御　MERA

　図 18 が 基本的 な MERA ネ ッ トワ
ー

クの
一

例 で す．だ い ぶ 複雑 にな っ たよ うに見 えま

すが そ うで はあ りませ ん． TTN の 各ラ イ ン 間に ■で 示 され た ユ ニ タ リ
ー

変換 を挟 ん だ も

の で す （TTN と MERA の 関係 を よ く見 て 下 さい ）． こ の ユ ニ タ リー
変換の働 きは，情

報の 粗視化 の 前 に 周囲 との エ ン タ ン グル メ ン トが な るべ く少 ない 基底 に 変換 して か ら粗

視化す る とい うもの です．問題 を解 くため に適切 な基底 を選ぶ こ とは い つ で も非常に重要

ですが
，

そ れ をエ ン タ ン グル メ ン トとい う視点か ら繰 り込み操作に適合す るよ うに したも

の と言えますね．こ の ユ ニ タ リ
ー
変換 は 「周囲 との エ ン タ ン グ ル メ ン トを （部分的 に）解

く」 と言 う意味で 「disentangular 」 と呼ばれ て い ます．　 disenta皿 gularは

Σ（端 （・嚇 一δ
，〆

δ〃

α ，β

（289）

とい う関係を満た します．こ の 階層性で面 白い の は
，
短距 離の 相関は 「わ ざと」切 りなが

ら繰 り込み を行 い 始め たの に
， 長距離の 相関は取 り込む こ とがで きてい る とい う点で す．

従 っ て 臨界系を解析するの に向い て い ます． TTN に比べ る と
， 短距離

・
長距離相関の い

ずれが重要か とい うとこ ろが 明確に な っ てい る こ とが重要で ある と言えます．色で示 した

領域 は 「causal 　cone 」 と呼 ばれ て お り， 言葉の 意味通 り， オ リジ ナル サ イ ト （●）を原

因 と して 生ず る繰 り込 み後の 状 態 を示 して い ます ．TTN の 場合 と同様 に
，
　 disentangular

も最適化 を施す必要が あ ります．
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T

3

2

1

0

図 19： テ ン ソ ル ネ ッ トワ
ー クの 模式図．式 （290）の 計量 と対応する よ うに 座標系 を張 っ

て い ます．x が空 間方向 ， 丁 が繰 り込み方向 （AdS 時空の 動径座標）で す．　 T 座標 は繰

り込み の 回数 を表わ します．色 つ きの 領域 は繰 り込み の 各層 （異 な る τ の 粗視化空 間を

「層」 と呼び ます）に お ける粗視化され た対象領域 A の 「境界」 を表わ します．そ して ジ

グザ グ の線が 「因果円錐 （causal 　cone ）」 を表 わ して い ます．

7．3　 テ ン ソ ル の 階層構造 に 隠れた AdS 計量 と面積則

　MERA の 階層的テ ン ソ ル ネ ッ トワークに は ， 実 は 「離散的 AdS 計t 」が隠れてい ま

す
136 ．それ を理解するた め に ，

MERA の ネ ッ トワ
ー

ク を図 19 の よ うに表わ しま しょ う．

横軸 に空間方向 x
， 縦軸に繰 り込み方 向 丁 を取 っ て い ます．こ こ で isometory（口で 表わ

す）を 「有効サ イ ト」 と しなが らも， 「わ ざと」大 きさを変えて 連続極限で の 全系の 長 さが

保存す る よ うに して あります．この よ うに取 っ て よい の は，臨界系近傍で はス ケ
ー

ル不変

に なる た めです．繰 り込み 方向の 座標値は繰 り込み の 回数で あ り，O
，
1

，
2

，
＿ とな ります．

τ ＝ O がオ リジナ ル 量子系です．異なる 丁 の 系を 「粗視化 された τ 番 目の層 （layer）」と

呼ぶ こ と に します．

上記の 表示が AdS 時空で ある こ とを確か め るた め に ， 式 （11）の 計量

・♂ 一 耋（dz2　＋・dx2）

か ら出発 し，
z　＝ 　a

「ILL （但 し a は任意の 定数）と変換 し

（290）

ds2＝ ｛d（Tl ・9 ・）｝
2
＋ （α

一TILdx

）
2

（291）

を導入 します． こ の計量 と図 19 を比較 しま しょ う． こ の 場合は a ＝ 2 と取る こ とに対応

します。先ず式 （291）にお い て
，

T ＝ 0 の 層か ら τ ＝ 1 （ア 方 向の 長 さの ユ ニ ッ トは L）
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の 層 に進 む と
， （α

一
τ ／Ldx ）

2
の 項が （dx）

2
→ （dx／2）

2 と な ります． こ の こ とは 図 19 に お

い て ア ＝ O の 層 で の ニ マ ス 分 の 距離が T ＝ 1 の 層 で の
一

マ ス 分 に相当す る こ とに等価 で

す，ちなみ に ， α の 値は どの よ うに とっ て も構い ませ ん．α ＝・3 と取 れ ば
， 繰 り込み に際

して 3 サ イ トを
一

つ の 有効 サ イ トに置 き換 える こ とを意味 し ます．一方，口 の 7 方向の

幅 を logα で ス ケ
ー

ル し直 して しまえば
， 7 方向は何 も影響 を受けませ ん．臨界点近傍の

ス ケ ー
ル 不変が こ こ で も役 に 立 ちます．以上 か ら， どの ような MERA ネ ッ トワ

ーク を構

成 して も， 最 終的に は式 （290）で 表わ され る最 も基本形の AdS 計量 に変換する こ とが

で きます．従 っ て
，
AdS ／CFT 対応に よ れ ば

，
　 AdS 境界に 属 して い る オ リ ジナ ル 量子系

（τ ＝ 0）は CFT の性質 を備え る こ とに な ります， この よ うに して
，
　 MERA が 臨界系 の

計算 に向い て い る とい うこ とは
， AdS／CFT 対応か ら裏図け られ ます．

　エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
の 計算に つ い て 考 えましょ う．既 に勉 強 したよ うに ，

幾何学 的に はホ ロ グ ラ フ ィッ ク ・エ ン タン グル メ ン ト・エ ン トロ ピー S 〜 Ld
『i

　log　L が 得

られ るはず で すね ． こ の 解釈 をする ため に
， 繰 り込み の 各層が元 の 領域 A とエ ン タ ン グ

ル して い るは ずで ある こ とに 注 目 します，その場合に は
， 各粗視化 の 層の 「境界 」の面 積

則 （対数補正 な し ， 図 19 で は色 で塗 られ た ブロ ッ ク）を全て足 し上 げる こ とで 正 しい エ

ン トロ ピーが計算 され る と期待 されます．つ ま り causal 　cone の 境界面が エ ン トロ ピーに

寄与す る こ とに な ります．再び ス ケー
ル 不変で あ る こ とを念頭 に置 くと

， 境界面の 超面積

は AdS 時空 にお い て領域 A を囲む極小 曲面の 離散版 に対応 して い ます。 こ の こ とか ら

もホ ロ グ ラ フ ィ
ー に よる計算が正 当化 され ます．MERA ネ ッ トワ

ー クの 各層 は
，

エ ン ト

ロ ピーに対 して各々 等価な寄与を与える こ とが ， 実際に数値的に確か め られ て い ます 127．

以上 の 結果 は ， 拡張 され た空間で エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
に対 す る 面積則 を

考 えれば
， 対数補正 をする 必要が ない こ とを示唆 して い ます．逆 に対数補正 が必要ない 系

（ギ ャ ッ プの ある系）で は
， 単純 に MPS や TPS を つ くれば い い の で

，
こ こ まで複雑なこ

とをする必要はありませ ん ．例 えば リン グ交換相互作用の ある模型 などで は
， 局所構造が

期待 され る の で
，

MERA よ りもブ ラ ケ ッ ト基底の ほ うが お そ ら くベ ターで し ょ う．

7．4　DMRG 屋 さん は 「メ ラ メ ラ」 しま し ょ う

　DMRG は 既 に使 っ て い て 「MERA で メ ラ メ ラ」 した い ！（西野 さんが こ ん な こ と言 っ

て お りま した …） と思 っ て い る け ど
， テ ン ソ ル 積 に な じみ が 薄 くて， プロ グ ラ ミン グが

心配 だ な とい う方は
，
DMRG の 継 ぎ目に 単純 に ユ ニ タ リ

ー
変換 を施 して み た り先ずは

実験 を して 下 さい ． この 場合 に は マ ル チス ケ ー
ル に は な っ て い ませ ん が

，
HubbaJrd模型

や Heisenberg模型で あれ ば継 ぎ目に シ ン グ レ ッ トが局在 しや すい の で
， その エ ン タ ン グ

ル メ ン トを解い て 計算の 精度が 上が る効果が あるは ずで す． シ ン グ レ ッ トは maximally

entangled なの で ， 勝手なユ ニ タ リー
変換で も多少は精度が上 が る と思わ れ ます．
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8　 実 は画像処理 が凄い ！

　最後に 物性物理 を離れ て 情報理論の 話題 を取 り上 げま しょ う．DMRG をお使 い の 方で

あれ ば
， 量子古典対応 を手がか りに して

，

一次元量子系の 手法で ある DMRG を二 次元古

典系に応用 しよ うと考えるの は 自然 で しょ う．二 次元古典系にも色々 あ りますが ， 例 えば

画像処理 も二 次元古典系を取 り扱 うこ とに相 当します．私 は DMRG に も使わ れ て い る特

異値分解を もとに して現在色 々 なテー
マ を試み て い るの ですが

， 特に画像処理 は DMRG

の 単なる応用で は な くて
， 本稿の 話題を全て含ん で い る よ うなの で す．画像の エ ン タ ン グ

ル メ ン ト・エ ン トロ ピーを計算 し， AdS／CFT 対応 を頼 りに して画像 （これ が 実は重力場

と等価で ある こ とを後 に示 します） と共形場理論 を行 き来す る と
， 超高効率画像圧縮や対

象に依 らない 劣化画像再生 な どが で きそ うで す．また重力理論 に対 する新 た な知見 を得 る

こ とが 出来る か もしれ ませ ん．本節で は本稿で勉強 して きた方法を駆使 して，画像に潜む

重力理論につ い て議論 します．

8．1　 特異値分解 に よ る定式化

初め に 画像デ
ー タを特異値分解 を用い て 異なる要素に分解 します 137

． エ ン タ ン グル メ

ン ト ・エ ン トロ ピー
の 定義の とこ ろで 述べ た よ うに ， 系の波動関数を

ψ（x ，y）一 Σ　u ・　（x）v励 ω
　 　 　 　 　 1

（292）

と書 きます．画像の 場合に は ， ψ（x ，Y）が ピクセ ル （x ，y）にお け る色 の値 （グ レ ース ケー

ル だ と 0 〜 255 の 間の 整数値 ）を表 わ して い ます． こ の 中で 重要 な成分 は 》兀 が大 きい

t に な ります．何故か とい うと
，

λ1 は密度行 列の 固有値 なの で
， 状 態 」の 実現確率 を表わ

して い る ため で す．その た め λ1 ＞ λ2 ＞ … λm に対 して

　 　 　 　 　 　

iPm（x ，y）一Σ聴 ）v冗砌
　 　 　 　 　 1＝1

（293）

を導入 し ， これ を iP（x ， y）に対する最適の 近似 と考えます． また こ れ に対応 して ，
エ ン タ

ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー も m の 関数 と して

　 　 　 　 m

Sm 　＝ ＝ 一Σλl　l・9λ1

　 　 　 　 』 1

（294）

とい う形 を仮定 します．ちなみ に ， DMRG で は 「トラ ン ケ ーシ ョ ン ・エ ラー」Em ＝ 1 一

Σ推1 λ‘ を用 い て計算精度 を見積 も ります．Sm とは基本的 には似 たような量で すが ，　Sm

の 方が対数で 定義され て い る の で
，
Sm の 小 さな部分 の 性質 を見るの に都合 が よい と言え

ます．これ は相関関数の 長距離部分 をどう見るか とい うこ と と関連 して お り， 面積則 を導

くに あた っ て は重要なこ とで す．

一 458一
N 工工

一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

エ ン タ ン グ ル メ ン トで 見る時空 の 幾何学構造と テ ン ソ ル積波動関数

図 20： サ ン プ ル 画像 ，
3 × 4 ピクセ ル

　さて 具体的 な例 （図 20）を用い て
， 近似的 な波動 関数が どの よ うな形 を して い るか調

べ ま しょ う．その ため に まず波動 関数 ψ（x ， y）を行列の 要素 だ と考 えて
，

ー
010010111100

ー
−

而

　

＝

　

ψー
010010101110

ー
−

而
三ψ （295）

と書 くこ とに します．こ こ で 白い ピク セ ル の 値 を 1， 黒い ピクセ ル の 値 を 0 とし
，

グ レ ー

ス ケ ー
ル は その 間の 値 k1256（k　・＝ 　1

，
2

，
＿

，
255）を取る と考えます．また係数 1／V1δは規格

化の ため の 因子 で す．ザ は ψの 複素共役の 転値行列を意味 します．こ の 波動関数 ψ（x ， y）

に対 して X 方向及び y 方向の 密度行列 ρx ，ρy は

ー
10111

∩
V11

1200り
白

111

−
　

−
一
6

　

　
＝

　

ψ

　

＊

　

ψ

　

　
＝

　

　

y

　

　

ρー
101130211

−
　

−
一
6

　

　
＝

　

ホ

　

ψ

　

ψ

　

　
＝

　

　

X

　

　

ρ （296）

と書 くこ とが で き ます．例 えば ρx に関 して は
， 行列積 で y 方向の 自由度 を縮約 して い

ますの で
，
X 方向の 密度行列 とい うこ とに な ります． また規格化因子を導入 した こ とで

trPx ＝ trPy ＝ 1 が 成 り立 っ て い ます． こ れ らの行列 ρx ，ρy を対角化する と，
ゼ ロ で な

い 固有値 は一
致 して お り，

・・
− 1（・＋ ・・

iii
），

・・
− 1，

・・
− 1（・− ts） （297）

となる こ とが分か ります．また ρx の 各固有値に属す る規格化 された固有ベ ク トル ρx 萄 ；

λ画 は
， 位相 因子 を除い て次 の よ うにな ります ：

　

闘

　

く　
語

語

一

一

1

1
　

2ー
1

廊

　

「

　
→

μ　
−

d

−く
−

再

　

匠

　

μ　
調

謳

＋

＋

1

1
　

2ー
1

廊
F

→
駕
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一
方 ρy に対 して は ρY角 ＝ λ襾 を解い て

ぐ 〕訪 一譱〔1）凾爾）
とな ります．以上の 固有値及び 固有ベ ク トル か ら，

　 　 　 　 　 m 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　

ψM （x ， Y）＝ Σu ，（x ）〜偏 ω ＝ Σψ
（り

　 　 　 　 　 1＝1　　　　　　　　　　　　　　 1＝1

（299）

（300）

を求め る と （例 えば 萄 の 第 x 成分が Ul（x ）を表わ します）， 異 なる特異値 λt に属する

成分 ψ（1）は以下の よ うに な ります （こ こ で 行列要素は一
般には k／256V

’6とな りませ んの

で
， 数値計算的に は最も近 い 値 に近似 します）：

ψ  　；

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

th・・） 一 論 i三÷÷），

　　　　　　　　一語 （1
− v

！9）
ψ

（3）
一 論

　

　

　

　

　

　

　

繍
ワ

　

譱
、

＋

＋

1

　
　

　

　

12

ユ
　

リ
の濃

　

　

鳩
−

＋

＋

1
　

　

　

　

12

ユ
　

リ
ゐ海

　

　

譱
−

　

モ

　
　

　

　

　

　
　

　
ユ

　

12

　

　

　

　

　

　

　

）

嬲

蝉

く
く
く

−

薦
（301）

（302）

（303）

こ こ で zb（
i）が元の 画像 とどれだ け類似 してい る か とい うこ とと ， 行波動関数 萄 及び列波

動関数 窃 の 節が画面の どの 位置 に 来 るか着 目して み ましょ う．最 も実現確率の 高 い ψ（1）

で は，白い ブ ロ ッ クの 多い
一
列目 と二 行 目の 重み が大 き くな っ て い ます．この 特徴 は ψ（1）

を構成 して い る 固有ベ ク トル σ1 ，
げ1 に も現 れ てお り， 例 えば E1 に つ い て見 てみ る と

， 行

方向か ら画像を眺めた時の 白い ブロ ッ クの 数 と ｛オ1 の 要素の 大 きさには明確な対応関係が

あ ります．同様に 爵 につ い て は
， 列方向か ら画像を眺め た時の 白い ブ ロ ッ クの 数が その

要素の 値 に対応 して い ます．その よ うに して得 られた 奮1 ，
が1 の 重 な りが ψ  を構成 して

い ます．
一

方 ψ（2）は どうで しょ うか ？これ は明 らか に色の 濃淡が よ り鮮明 に現れるよう

な補正項 と して 働 い て い ます．濃淡の 変化が激 しい ピクセ ル で波動関数の 位相が 変わ っ て

い ます．こ の 後示す色々 な画像を圧縮 して み て 分か るこ とは
，

こ の 方法で は Fourier変換

の高周波カ ッ トな どと違 っ て ， 或る行や列 と類似度が 高い 行 や列の 数が多けれ ば
，

た とえ

画像が高周波の 構造を持 っ てい て も ， 比較的小 さい m で再生 が行 われる とい う特殊性を

持 っ て い ます．
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図 21： 松枝居室の雑然 と した風景 ：左上 か ら右下 にか けて m ＝ 384（original ），
40

，
20

，
10

，
2

，
1

図 22； 仙 台高専 広 瀬 キ ャ ン パ ス 校庭 の 木 ：m の 値 は右下 か ら左 上 に か け て m −

768（origina1 ），
16

，
8

，
4

，
2

，
1 ：枝 の 別 れ方 が フ ラ ク タル 的 で ， き っ と何 か あ る だ ろ うと 目 を

つ けて い た木で す．空が割 れる よ うに重力場の さざ波が 伝わっ てい きます．何だか ス ター

トレ ッ ク み た い だ な…．
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図 23： 仙台高専広瀬キ ャ ン パ ス 情報工 学科 3 年有志 との ひ とコ マ ：三年間数学 ・物理 を一

緒に勉強 して ， 学級担任 もした学年で した．彼 らの 教育 も重要な仕事で す．こ れ っ て 何の

研究 なん だ ろ うか…．黒い ジ ャ
ー ジの S 君 の と こ ろで 位相反転 してい る こ とが 画像か ら

も数値デ
ー タか らも分か ります （数値 デ

ー
タは こ こ には掲載 してい ませ ん）． この 写真の

エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーは logm に対 して 傾 き 1！6 に近 い の で すが ， 右三 人

の 顔の 輪郭が近い ため に周期的な傾向もあ り， 少 しだけ傾 き 1／3 の 方向に ずれて い ます．

右下 か ら左 上 にかけて m ＝ 　618（original ），
16

，
8

，
4

，
2

，
1

0．

0．

♂
0，

0

log　m

の

05

log　m

図 24： 色 々 な画像 の エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
：（a）○ シ マ ウ マ （425 × 640），

△ 車 （512x512 ），
▽ 松枝居室 （512　x　384）， 口猫 （398× 342）；（b）× 花 （640　x 　425），

◇校庭の 木 （1024 × 768）．（a）の 補助線は傾 き 1／6， （b）の 補助線は傾 き 1／6 と 1／3 を

表わ します，
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8．2　圧縮画像 とエ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー

　さて 色々 な画像 を圧縮 して み ましょ う．本稿 に掲載 した写真は
， 自分の デ ジ タル カメ ラ

で 撮影 した仙 台高専の 日々 の 風景で す （学生 達 に は雑誌 に 載せ る 許可 を取 っ て い ます）．

図 21 に画像圧縮の 例 （松枝居 室）を示 します． ピ クセ ル サ イズ は横 × 縦が 512x384 で

す．以降の 画像 は全て 横 ×縦 で ピク セ ル サ イズ を表わす こ とに します．ピ クセ ル サ イズ が

512 × 384 で ある とい うこ とは
， 前述の よ うに 384 個の 独立 な固有ベ ク トル が存在す る こ

とを意味 します．掲載 したパ ネル は ， 左上か ら右下 にか けて m ＝　384
，
40

，
20

，
10

，
2

，
1 と し

た もの で す．本稿で用い た画像圧縮の 定義に よれば ， 画像は実現確率の 高い m 個の 固有

ベ ク トル で 近似 され る の で すが ， 図 21 をよ く見る と m を増加す る ことに細 か い 不連続

な ブロ ッ クに 分割 され なが ら画像 を再生 してい くこ とが分か ります．他の 画像 （図 22 及

び 図 23）を調べ て み る と
，

こ の ブ ロ ッ クへ の 分割位置や分割数 は画像 に よ っ て 異 な りま

すが ，定性 的 に は似 た よ うな振 る舞 い を見せ る こ とが 分か ります．

　図 24 に色 々 な画像に対する エ ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピー Sm の グ ラ フ を示 しま

す。エ ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピー Sm は
， 画面に類似 した もの が二 つ 以上 現れ な い

場合に対 して ， m が比 較的小 さい 領域で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　STri＝ 61°g　m ＋ 7 　 　 　 　 　 　 （3°4）

とい う不変的なス ケ ール 性を示 します．
一

方，花が群れ て い る画像や フ ラ ク タル 性の ある

画像な ど
，

ス ケ ール 不変な対象が複数現れ る 場合には 傾 きが ち ょ うど二 倍大 きい

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　Sm
＝ 51°gm ＋ ty　 　 　 　 　 　 （305）

とい う関係 で ス ケ ール され ます，m が大 き くな る と こ の ス ケ ー
ル 性か らは外 れ て 飽和 し

て い く様子が 見 えますが ， Sm が 飽和 す る m 周辺 で近似 デ
ー

タはお お よそ 元の 画像を再

現 します．図 24 か ら，
ピクセ ル サ イズが大 き くて 解像度が高い 画像ほど ， 比較的大 きな

m まで log　m へ の ス ケ
ール 性が よい こ と も分 か ります．また

， 残留 エ ン トロ ピー Si ＝ or

は画像 に よ らず 7 〜 1．3 とな ります．今 の 圧縮法で は縦か横 の 情報 を縮約 した密度 行列

を計算 して い るの で，実効的に
一

次元量子系の計算 をして い る こ とに対応 して い るの で す

が ， 臨界状態の
一

次元系で は
， 開放端の 場合 に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　
S 〜

6
・ 1・g ゐ

， 　 　 　 　 　 　 （306）

周期境界条件の 場合に は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　S 〜
5・ 1・gL 　 　 　 　 　 　 （307）

とい うの が 共形場理論 で 得られ る通常 の ス ケ ー リン グ関係式 で す．従 っ て
， 今の 場合 には

トラン ケ ーシ ョ ン 数 m が シス テ ム サ イズ L の 代わ りを して い る よ うに見えます． また こ

の 対応が 正 しけれ ば ， 中心電荷 c の 大きさは c ； 1 で あ る と推測 され ます．以上 の 計算

結果は 物理 的に何 を意味 して い るの で しょ うか ？
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8．3　AdS ／CFT 対応に よ る エ ン タ ン グル メ ン ト ・ エ ン トロ ピー の ホ ロ グ

　　　ラ フ ィ
ー 的解釈

　数値 実験で 確かめ た こ とは
， m を増加 させ る と次第に細か い ブ ロ ッ ク に分割 され て い

くこ とで した．こ の 分割位置 や個数は画像に大 きく依存 しますが ， 最終的に得 られ るエ ン

タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピーは非常 に 普遍性 を備 えた もの で す．そ こ で MERA を理解

するため に用い た 図 19 に戻る と
， 式 （291）にお い て どの よ うな α を取 っ て も良い と い

うこ とが こ の 事に対応する と思われ ます，即 ち，
この 分割を x か y の

一方向か ら眺 め

て ， それ に繰り込みの 回数を 「余剰次元」と して加えて二 次元空間 を構成 した ときに ， こ

れが ちょ うど画像に よ らず AdS 空間に なる と考え られ ます．つ まり画像の濃淡は重力場

の 強 さと対応関係に ある とい うこ とがで きます．エ ン タ ン グル メ ン ト・エ ン トロ ピーを導

入 した節で
，

一次元量子系に対する エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
の ホロ グラ フ ィ

ー

理論の 概 要を示 しま したが
，

そ れ を再考する こ とか ら始め ま し ょ う．即 ち

s　一 　ec　log（
（L ＋ i／li］il2iil［

2

．i・
（2a）

2

）
2

）， （308）

こ こで α → 0 の 極限 を取 っ て エ ン トロ ピー則を導出 したの で した ．特異値分解に よる画

像処理 の 場合 ， 圧縮 をかけて も画像の 総 ピクセ ル 数自体に変化はない の で
，

シ ス テ ム サ イ

ズ L は不変で
， 640 × 425 ピクセ ル の 画像で あれば L ＝ 425 とな ります．今の 場合繰 り

込みで カ ッ トオ フが 粗視化 され て い るの で
，

m が小 さい 領域は a → L／2 に向かう流れで

ある と見 る こ とが で きます， この と き， 対数の 中の 因子 は 1 に 近づ き，

一
方 a が 小 さく

なる と m が増加 します．従 っ て こ の 因子 は m と同 じよ うな働 きを して い ます．従 っ て ，

最終的 なエ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピーの 式は ，

S − 1・1・9M7
　　　（・ ＋ ・・一

（・・）
・

）
2

m 　　＝

　　　　　　　（2α）
2

（309）

（310）

で 与 えられ る と考え られ ます． これ よ り， 図 24 で 示 された エ ン タ ン グ ル メ ン ト・エ ン ト

ロ ピーの ス ケ ー リン グ か ら， c ＝ 1 で ある こ とが 推測され ます．　 m に関する式は

書一 而 ・ 轟 （311）

とも変形 で きます，こ の 式 を見 る と
， 組み ひ も群の 多項式不 変量 と何 らかの 関係があ り

そ うな気が します （後ほ ど議論 しますが ， MERA で 局所回転 した ときに
， 回転 ・圧縮す

る前の画像 と連続的に繋が っ て い な くて はい けない とい うトポロ ジ カル な性質 と関連 し

て い るか もしれ ませ ん ）． こ の 式か ら圧 縮効率の 意味合 い を考えて み ま しょ う．図 3 に
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従 うと
，

a → 0 で あ る ほ ど細 かい ス ケ
ー

ル を再現で きる はず で す．但 し XY 間の 測地

距離は 円弧 に沿 っ て い ます の で
， α → 0 に或 る 程度近づ くと傾 きは 無 限 に大 き くな っ

て ，
ほ ぼ オ リジ ナル 画像の 解像度を再現で きる状況に な ります．例 えば こ こ まで の 例で

示 した 画像 で は m ＝ 40 ぐらい で おお よそ元 の 画像 を再現 して い た訳 で すが ，
この 場合

2α／L　＝ 　2Viii／（m ＋ 1）〜 0．3085 とな り， 確 か に だ い ぶ 円弧の 傾 きが大 きな領域 に入 っ て

きて い る こ とが 分 か ります．

8．4　 中心電荷と双対性

　続 い て
， 元の 画像 と対応す る一

次元量子系 との 双対性 を
， 中心電荷 の値 の 観点か ら考察

します．中心電荷が c ＝ 1
，

ガ ウ シ ア ン ・ユ ニ バ ーサ リテ ィ ・クラ ス で すの で
，

一
次元量

子系は 自由ボ ソ ン場 の 理 論で す．一
方 AdS／CFT 対応 にお い て は

， 双対空 間で 相互 作用

の 強弱が 入 れ替わる こ とが 大 きな特徴です．こ の こ とか ら，画像は二 次元古典系 にお い て

強い 相互 作用の 結果 と して生 じる 「秩序状態」と解釈す る こ とが で きます．また残留エ ン

トロ ピー （系の トポ ロ ジ カ ル な性質を表わす）S1 ＝ 7 〜 1．3 が 画像 にあ ま り依存 して い

ない 正の 値である よ うに見 えるの は
， 量子

一
次元系で は トポ ロ ジカ ル な性質を持 ちに くい

こ とに起 因する と考えられ ます，こ の よ うな双対性が確か な もの か を調べ る 目的 で
， ラ ン

ダム デ
ー

タ の 解析 も行 っ て い ます．「ラ ン ダム 」で あ る とい うこ とは
， 画像空間で は 「無

秩序」或い は 「相互作用が ない 」 とい うこ とを意味 して い ます．従 っ て双対空間で は励起

モ ー ド間に強い 相互作用が働 き，寿命の 長い 準粒子 は定義で きな い よ うな状況に近い と考

えられ ます，実際 に エ ン トロ ピー Sm を計算 して み る と
，
　 log　m が小 さい とこ ろ で の 傾 き

は ほ ぼ ゼ ロ で あ り， 双 対性 を裏付 けます．

　式 （308）に立 ち戻 っ て
， 例 えば c ・ ・ 1／2，

m ＝ ｛L ＋ L2 − （2a）
2
｝／2a とい う可能性が

排 除で きる か どうか考えて お くこ とは重 要か と思 わ れ ます． この 場合 は Isingユ ニ バ ーサ

リテ ィ
・クラ ス なの で ， 系は Z2 対称性 を持つ 必要が あ ります．一方 ， 量子系の 双対空間で

あ る二 次元 画像 に は Z2 に関連す る 対称性が ない の で
，
　 c ＝ 1／2 と い う仮 定は排除で きる

と考え られ ます．他の ユ ニ タ リ離散系列 の 場合 も同様で
，

c ・ ・ 1 − 6／p（p ＋ 1）， p　・ ・　3
，
4

，5，
＿

と書 い た場合 ， 例 えば画素の 諧調数 と p，或い は m と L の 間に 適切 な対応関係 は認 め ら

れ ませ ん．

8．5　Zamolodchikov の c一定理 ，
　 Boundary 　RG 　flow

，
ホ ロ グラ フ ィッ

　　　 ク繰 り込 み 群

CFT の 大域 的な性 質は実空間繰 り込み群に基づ い て 詳 し く検討 され て い ます．「大域的」

とい う意味は
， 時空 （1 ＋ 1）次元系全体の 理論空間 を考え て （臨界系 で な い 領域 も全 て 考

える ）， ある CFT が ス ケ ール 不変性を破 る摂動を受けた ときに ，
どの よ うな場の 理論に
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移行 して い くか とい うこ とを見る とい うこ とで す．繰 り込み の 固定点が 臨界現象の それ ぞ

れの ユ ニ バ ー
サ リテ ィ

・クラス に対応 して お り， 今の場合には ガ ウ シア ン ・ユ ニ バ ーサ リ

テ ィ ・ク ラ ス （c ＝ 1）に繰 り込 まれ ます． こ こで zamolodchikov の c一定理 とい う性質が

成 り立 ちます 138． これ は繰 り込 み群の 軌跡 に 沿 っ て 単調非増加 な関数で か つ 固定点で の

値が 中心電荷 に な る関数が 存在す る と い うもの で す．今の 問題 で は繰 り込み の フ ロ ーが

AdS 時空の 動径方向に沿 っ て お り，
こ の 場合には 特にホ ロ グ ラ フ ィ ッ ク繰 り込 み群 と呼ば

れて い ます． こ れ は トポ ロ ジ カ ル 絶縁体の とこ ろで 触れ た g−theorem とも関係する こ と

で す
81 ．この 視点 に立 て ば

， CFT で 記述 される圧縮後の デ ー タか ら出発 して，オ リジナ

ル 画像 を再生 す るた め に ス ケ ー
ル不変性 を破 っ て い くと

，
c 関数 に対応す るエ ン トロ ピー

の logm に対す る傾 きは単調に減少 してい ます．但 し
，

フ ラク タル 図形な ど特殊な対称性

を持 つ 系の場合に は c 関数の 特異 な振 る舞い が見 られて お り，
こ れ は今後研究 を進め て

い く必要がある と思 っ て い ます．

　 こ こで 用い た画像処理 は単純 な特異値分解を用 い た もの で あ り，特に TTN や MERA

よ りは DMRG に近い の で すが ， それで も実空 間繰 り込みの様々 な性質が現れて くる とい

うこ とが 面 白い と ころ か な と思い ます．

8．6　高効率画像処理 に 関する 知見

　 こ れ まで の 議論か ら ， c ニ 1 は 特殊 な場合を除い て 非常に ユ ニ バ ーサ ル な値で ある と考

えられ ます．従 っ て
， 画像圧縮 とい う視 点か らは ， Sm が なるべ く小さい m で log　m か

ら飽和 す る こ とが望 ま しい とい うこ とが言 え ます．こ れは画像 の 濃淡 ， 言 い か える と重力

場 を意図的 に変動 させ る とい うこ とに対応 します．幾 つ か の 簡単 な画像 で 実験 して み る

と
， 平均的な色の 数値 を 0 として

， そ こか らの 変化で 色 の 数値 を決 め る と
， 白黒 の 入れ

替 えがユ ニ タ リー変換に 対応 し， 圧縮効率 を変化 させ る こ とが 分 か ります． こ の 見方は

MERA と非常に よ く似て い ます
29
．　 MERA で は ， 情報の 粗視化や繰 り込み の 際 に ， 粗視

化 ブ ロ ッ ク間に disentangularと呼ばれ る ユ ニ タリ
ー
変換を作用 しま した．そ こ で画像の

disent狐 gular を構成する こ とが 圧縮効率 を上 げるた め には非常 に重要で ある と考 えられ

ます．MERA も繰 り込 み フ ロ ー
の 方向まで 含め た 高い 次元 で AdS 計量 を内包 して い る

の で
， 本稿 で 述べ た画像処理 と非常 に類似 して い る とい うこ とに な ります

127
．

一
方 ，

こ

の ア イデア とは独立 に
， 画像を回転 させ てか ら圧縮する と効率が変化する こ と，

つ まり

エ ン タン グル メ ン トの 強さを制御 で きるこ とも我々 の計算機実験の結果 として分か っ て い

ます．回転 もまたユ ニ タ リー変換で す．画像は四角なの で，直接回転する こ とは出来ませ

ん ．現状 で は枠 を固定 してお い て画像 を回転 （この よ うにする と元画像 と完全 に
一
致する

とい うこ とはな くな っ て しま い ますが 〉 した新 た なデ
ー

タ を作 っ て い ます． しか しなが ら

元の 画像デ ータを極座標系で表わせ ば回転する こ とが で きる はずで す，こ の 時 には共形異

常 c の 性質が何 らかの 形で 理論 に顔 を出す こ とが期待 され ます。そ れ で前述 の c の 値 の
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意味 が よ り深 く理解で きる と考え られ ます．以上の 二 つ の ユ ニ タ リー変換は一見する と全

く異な る ように 見 え ますが
， 適 当な座標系の 上 で は等価で す．こ れ らの ア イ デア を具体的

な数値計算の アル ゴ リズ ム に乗せ る こ とが非常 に面 白い こ とで あ る と考えて い ます．

　また画像 に よ らない ユ ニ バ ーサ リテ ィが ある とい うこ とか ら
， 画像の 劣化の 仕方 に よ ら

ない 修復法 が考えられる可能性 が あ ります．こ れ らは今後研究を進め て い く予定で す．具

体的 に は劣化前後 の Sm を評価す る こ とに よ り， 飽和後 の m の 領域 にその 情報が現 れ る

の で は ない か と考 えて い ます．

8．7　 Dirichlet　brane の 力学 と画像処理

　画像処理 に AdS ／CFT が 隠れ て い る と い うこ とが分か る と
， 超弦理論の 視点か ら 「D −

brane 」と呼ば れ る高次元膜 の 力学 を解析す る こ とが相補 的な見方 となる はずで す．　 D −

brane とは，物 質の 基本単位で あ る弦の 端が 10 次元時空 にお い て 乗 るオ ブ ジ ェ ク トで す

が ， 今の 場合の ブ レ ーン に相当する もの は
， まさに画像空 間そ の もの であ る と考えられ ま

す．但 し ，
二 次元画像が三 次元空間 に浮 か ん でい て ， その 三 次元 目の余剰時空方 向に二 次

元膜 が揺 れ る こ とがで きる とい う状況で す．D −brane の D は Dirichlet境界条件の 略で
，

画像処理 の 場合に は画像を上か ら見る と
， 圧縮過程で 外枠の形は変形 して い ない よ うに見

える一
方で ， 二次元膜が 伸び縮み して 画像 を見て い る人に は見 えな い 余剰次元方向に は運

動で きる とい う状況 を表わ して い ます．こ の と き，先 に も述べ た よ うに，膜 内部 の 空間変

動が 重力場で ある と解釈する こ とが で きます，つ ま りグ レ
ー

ス ケ
ー

ル の 色情報を重力の 強

さ情報に読み …替えを します．そ こ で逆に二 次元 膜の 端 を持 っ て ，Dirichlet境界条件の 下

に 膜 を 「ユ ラ ユ ラ」 させ た場合 ，
どの よ うな端の 振動 に よ っ て 膜内部 の 重力場 ，

つ ま り画

像 を再現で きる か とい うこ と を考える こ とが 出来 るで し ょ う．こ こ で は 「空 間二 次元の 情

報量」を例に よ っ て 「空間
一次元 ＋ 振動の 自由度」に 変換 して い ます． どの よ うな振動 を

させ れば画像を復元 で きる かが分かれ ば ， 少な くとも空間
一
次元分の 情報は覚えて お か な

くて もよい とい うこ とにな ります，また画像の 重力場の 山谷が 複雑な形状 か らで きて い る

場合ほ ど
， 端の 振動は平面波 ＋ 適切 な摂動 で 近似 的に表現 で きる と考え られ る ため

，
通常

の 二 次元 Fourier変換に お ける 高周波カ ッ トよ りも効率的な情報圧縮がで きる可能性があ

ります．
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9　気に なる 問題 あれ こ れ

　ほ とん ど研 究の ネタ ば らしの よ うな気 がするの で すが ， 難しい 問題が多 くて研究を進め る

の に苦労 して い ます （個人的に は知 りた い こ とで すが ， 価値があるか どうかは別で す よ…）．

特に本稿で述べ た 「エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー
」「幾何学的見方」「AdS／CFT 対

応」を物性物理 に応用 して い くこ とを意識 して い るの で すが
，

どの よ うに展開が で きるの

で しょ うか．弦理論者 との 接点が重要か もしれ ませ ん．

Hubbard −Holstein模型や多軌道模型の面積則は何次元的か ？　 Hubbard−Holstein模型

や多軌道強相関模型 は
， 空間次元の 他 に フ ォ ノ ン 自由度や 軌道 自由度な ど各サ イ トに内部

自由度 を持 っ て い ます．従 っ て
，

こ れ ら も余剰次元 と して の 性質 を持 っ て い る こ とが期待

で きます．こ の よ うな ホロ グ ラ フ ィ ッ ク空間 まで 考 えた面積則 が重要か ど うか とい うこ と

が分かれ ば ， どの よ うなタ イプの 相関が発達するか とい うこ とが 理解 しや す い はずで す．

例 えば フ ォ ノ ン演算子は
，

フ ォ ノ ン が独立 な 2N 状態 を取る こ とが出来る と した とき
，

こ

れを 1V個 の ハ ー ドコ ア ・ボ ソ ン で厳密 に展開で きる こ とが 知られ て い ます．例えば空間

一次元の 場合 に は
， 異 なるサ イ ト上 に ボ ソ ンの 「擬サ イ ト （pseudo　site）」が連 な っ てい

る 「櫛」の よ うな格子 を考える こ とに な り，

一次元 と も二 次元 と もつ か ない微 妙 な状況で

す．電子の ホ ッ ピ ン グ に伴 っ てサ イ ト間の ハ
ー ドコ ア

・ボ ソ ン に間接的 な相互作用が生 ま

れれ ば ， 面積則は二 次元的に なるの で し ょ うか ？こ れ は或る意味面積則の 弱点で
， 面積則

は相互作用の 効果を顕 に含 まない ため ， サ イ ト間 ハ ー ドコ ア
・ボ ソ ン が直接相互 作用 して

い ない 場合で あ っ て も ，
二 次元 的で ある可能性を排除しきれ ません ．この 疑問はこ の よ う

な
一般的な問題意識 と捉える こ と もで きます．また多軌道模型 に 関 して言 えば

，
ス ピン と

軌道の よ うに異 なる属性 を持 っ た量子自由度が含 まれ た模型で は，そ れ らの 自由度は異な

る テ ン ソ ル で 表現すべ きで しょ うか ？その 場合 に は どの よ うなテ ン ソ ル ネ ッ トワ ーク を組

め ば最適なの で し ょ うか ？

多光子励起状態に対す るエ ン トロ ピー則　基底状 態に関する面積則は色 々 な こ とが分か っ

て い ますが ， 励起状態に関 して の 議論 はあ ま りあ りませ ん ．個人的に重要だ と思 っ て い る

の は
， 光励起状態で 多数の 光 キ ャ リアが 励起 された ときや ， 強相 関系の ホ ロ ン ・ダブ ロ ン

な ど異種の キ ャ リアが生 成され た場合 に，キ ャ リア の 種類 や凝集状態 をエ ン タ ン グル メ ン

ト・エ ン トロ ピーで識別で きる かとい うこ とで す．フ ォ トン エ ネルギ ーが ω の 光励起状態

　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　」

†Io＞1ω〉− Im
　　　　ω ＋ Eo − H ＋ i7 （312）

は空間
一次元系で あれ ば Dynamical 　DMRG で 簡単に作る こ とが出来 ます． この 状態の 環

境 自由度 B を縮約 した シス テム A の 密度行列

ρA （ω ）＝ tr・Bl ω〉くω 1 （313）
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を導入 し
， その エ ン タ ン グ ル メ ン ト ・エ ン トロ ピーを下 記で 定義 します ：

SA（ω ）＝
− tr（ρA （ω）109ρA （ω）） （314）

フ ォ トン ・エ ネル ギ ーを例 え ば エ キ シ トン （ホ ロ ン ・ダブ ロ ン対 ）の エ ネル ギ ー
ω ＝ ω ＿ t。 n

や連続状態 （ホ ロ ン とダブ ロ ン は独立 に運 動 ） ω ＝ ω
∫。 。 ．

に合 わせ て θA ＠）を計算 した

場合 ，
log　L で ス ケ

ー
ル して 明 らか に傾 きが 異なる SA（ω ）が 出て くるで し ょ うか ？また多

光子励起 の 場合 に は
， 例 えば 空間二 次元系に おい て

， 光キ ャ リアの 凝集状態に応 じた トポ

ロ ジ カル ・エ ン トロ ピー
が現 れ るの で しょ うか ？

非平衡緩和過程 を AdS ／CFT 的 に取 り扱える か ？　光誘起相転移の ドミ ノ効果な どの 非

平衡緩和過程 な どを AdS／CFT 対応か ら うま く取 り扱えるか 気 に な っ て い ます，或 る 曲

が っ た時空の 境界に問題 の量子非平衡系が定義され て い る として ，例 えば これ は数値対角

化 な どで は
， 小 さ な有 限系 で しか も限 られ た範囲の 時 間発展 しか調 べ られ な い と し ます．

こ の 場合の ホ ロ グ ラ フ ィ
ーは

， 実 は緩和 の 固定点 （グ ロ
ーバ ル な緩和時間など）の 情報を

提供で きる の で しょ うか ？どの よ うな高次元多様体 を導入 するかが 一番問題 の ように思 い

ます． また こ れ と関連す るこ とか もしれ ませ ん が ， 双 曲変形 と逆 に、時 間の 効果 を空間変

化の 係 数部分 に押 し込め た計量 を導入 した ら何が 起 こ るで し ょ うか ？

模型に 最適 なテ ン ソ ル ネ ッ トワ
ーク を自動的 に 決定で きる か ？　 例 えばホ ロ グ ラ フ ィッ ク

軸方向に ス ピノ ン とホ ロ ン の ブ ラ ン チ が 自発的に 分離 して い くようなテ ン ソ ル ネ ッ トワ
ー

クの 自動構築が で きるで の しょ うか ？こ れ が可能で あれ ば
， 多様な強相関電子系の 世界の

解析 もだい ぶ 進展 しますね．

量子モ ン テ カル ロ 法の 幾何学構造 　本編で も議論 しましたが ，新た に 付加 され た トロ ッ

タ
ー

方向 を眺め て み る と
， 通常の QMC で はチ ェ ッ カーボー ド型の 分解が な され ます． し

か しなが ら
，

この 分解 の 場合 ， 古典系の 空間は AdS 計量 を持 っ て い ない よ うに見 え ます．

AdS 計量 を持っ た分解が 可能で あれ ば本稿で 述べ た ように 繰 り込み の フ ロ
ー

の 見通 しが 良

くなる の で
， 例 えば計算 の 精度 を向上 させ た り， あわよ くば負符号問題 を生 じない QMC

が 可能で はな い か とい う期待が あ ります ．ワ
ール ドラ イ ン ，ク ラ ス ター ・フ リ ッ プ

， 連続

虚時間な どの ア ル ゴ リズ ム は ， 計量 とい うこ とに関 して何 を行 っ てい る こ と に な るの で

し ょ うか ？こ れ まで 知 られ て い る負符号が消 える 問題は
， 基本的 にはユ ニ タ リー変換 で 問

題 の 本質を捉えた基 底に変換 して い る こ とが 大 きい で す． とい うこ とは MERA 的な要素

が含まれ て い る訳で すが
，

こ こ まで 含め て 再定式化で きるの で しょ うか ？（そ うなる とほ

とん ど MERA に な っ て しまい ますが …）．

変分原理 の 模索　情報の エ ン トロ ピーが保存量 となる よ うな適切 な変分原理 が存在する

の か気 に な りますね （全系の 波動 関数が ハ ミル トニ ア ン の 固有関数で あ っ て も， 部分系は
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時間的に変動出来 ます）．その よ うな理論の 不変性 と作用積分 にお ける AdS 計量 の 役割

が何 らか の 形で現れ るの で しょ うか ？量子情報理論や情報幾何の 方面で 色 々 な定式化が あ

るはずと推測 しますが ， 残念なが ら私に は勉強不足で 現時点で は不明で す．

強相関電子論 ， ブラ ッ クホ ール 物理 ， 量子情報の接点　曲が っ た時空の 導入に際 して ，

一

般相対性原理 の ア ナロ ジー
で 情報 の保存 を要請 した の で すが ， もうひ とつ

一
般相対論の 大

きな柱 で ある等価定理 に よ れ ば，「物 理現象 を記述す る ため の 基準 となる座標系 を適 当に

取れば ， 時空内の 任意の 点で ， その 点の近傍に着目する限 り， そ この重力を局所的に消 し

去 るこ とが出来 る」 とい うこ とに なっ て お り，
こ れの アナ ロ ジ

ー
を考える と， hyperbolic

deformationや sinusoidal ・deformation が どこ まで
一

般化出来る の か とい う問題を扱 うこ

とに なるか と思い ます，た だ残念なが ら， 強相関電子系の 問題で
一番重要 なク

ーロ ン 斥力

につ い て言 うと
，

お そ ら く 「オ ン サ イ トク ーロ ン斥力 ・＝ブ ラ ッ ク ホ ー
ル 」 とい う対応 に

な っ て お り，

一筋縄で は い か ない と思 われ ます．分野が変わ っ て も難問の 出所はた い して

変わ らない とい うとこ ろ で しょ うか…．

　あとは本稿で 画像処理の 問題を AdS／CFT に基づ い て議論 したの ですが
， 情報ス トレ ー

ジの 限界 の 問題 ，
ル

ー
プ量子重力理論 や 非可換 幾何学 との 関連が ある と面 白い と考えて

お ります． また画像圧 縮が 組み ひ も群の 数理 と関係 しそ うだ とい うこ とは本稿で 触れ ま

した．

3次元データ処理 に隠れた物理がある か ？　 結局 ， 量子画像処理 に話題の 全 てが詰 まっ て

い た とい うこ とは
， 元 々 の ホ ロ グラ フ ィ

ー
に再 び近づ い てい る とい うこ との よ うに感 じる

の で すが
，

こ うして 色々 と勉強 して きた結果 と して
，

ホ ロ グラ フ ィ
ーか ら我々 は何 を本 当

に学ん だんだ ろ うか ？とい うこ とはや は り深 く考えて お か な くて はな らな い と思 い ます．

一つ の 視点として は
， 量子画像処理は通常の 光学における ホ ロ グラ フ ィ

ーに比べ て
一次元

低い の で すが ， オ リジ ナル の AdS／CFT 対応は光学の ホ ロ グ ラ フ ィ
ー よ り 「2次元高い 」

所 に い る とい うこ とで す，その 場合 には
， まだ見過 ご して い る次元が

一
つ あ る こ とにな っ

て
，

つ ま り 「立体デ ー タ」の 圧縮 ・再生 に は ま た新た な物理が 眠 っ て い るの で しょ うか ？
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10　 最後に ち ょっ とだ け哲学的 な 自問 自答

　 「余剰次元 に意味 を見出そうとす る働 き」 とい うキ
ー

ワ
ー

ドで本稿 を書きすすめ て きた

の で すが
， 単 なる数学的技巧以 上 の 物理が 隠れ て い る よ うで す．序論 で も述べ た よ うに ，

近年の 固体電子論で幾何学 に関す る話題 は増加 して い るの で すが ，そ の 立 場 は，問題 を見

通 しよ く解 くため に元 々 の ヒ ル ベ ル ト空間の 部分空間に着 目す る と，そ の 空間は 曲が っ た

りね じれ た りして い る と考 えれば都合が宜 しい とい うもの で した ．こ の ときに空間の 次元

その もの が 変動する よ うな効果 は取 り扱われ て は い ませ ん．従 っ て
， 従来 とは また状況の

違 っ た幾何学観が 導入 され た こ とに な ります．

　テ ン ソ ル 積の 次元 は
，

エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー とい う量 を通 して 見た場合 ，

い わ ば系の 空間次元 と別 に量子揺 ら ぎを伝搬 させ る た め の 隠れた次元 で す．こ の 次元 方向

の 空 間的広が りの 程度 x や 曲率 は，問題 に応 じて （特 に 臨界 ・非臨界 の 別や 元 々 の 空 間

次元 の 大 きさ ， 粒子間相互作用 の 型な どに応 じて ）柔軟に変化す る非常に ダイナ ミカル な

もの で す．逆 に 雷 うと
， 曲が っ た時空 とその 量子化に 際 して は

， 物質の 存在形態に応 じて

この よ うな空 間次元の ダイ ナ ミカ ル な変化が 起 こ る こ とが
一

般 的 な特徴なの か もしれ ま

せ ん ．この 意味で は超弦理論の 世界観と相通 じる もの が あ ります．プ ラ ン ク ・ス ケ
ー

ル で

は時空の 概念す ら瞹昧で ある とい うこ とと，ネッ トワ
ーク構造 自体まで含めて の 階層 的テ

ン ソ ル 積の 自動最適化 を施す こ と （前節で 述べ た ように どうすれ ばい い かす ぐに は分 か り

ませ ん が）に は何 らか の つ なが りを感 じて しまい ます．我々 の 物性物理の 問題 と超弦理論

の 問題 で は エ ネ ル ギ ー ・ス ケー
ル が 果て しな く異な るの で すが

， それ で もなお この よ うな

類似性が見 られ る こ とに興味を覚えます．

　初め て AdS／CFT 対応 を勉強 した ときに感 じた こ とは
， 「数学的 な 目線に立て ば肯定で

きる 双対性 で あ っ て も ， あ まり常識的で は ない 場合 ， や は りそ れ は物理的実在 と言うよ り

は数学的 な産物 と思 うべ きなの で は ない だ ろ うか ？」 とい うこ とで
， 自然 に高次元時空 に

突入する弦理 論の 見方には懐疑的で した ． しか しなが ら
， 例えば普通の 量子化 に立 ち戻 っ

て み る と
， 粒子描像が 実在な らばその 双対で ある 波動描像 もまた実在で ある とい うこ と

は
， 少 な くと も数学的 には 両者 が単純 に フ

ー
リエ 変換で 結 ばれ て い るか ら とい うこ とに起

因 して い た はずで す．粒子 の 性質が強 く出て い る と きに は波 の性 質は ぼや けて い て （色 々

な周波数の 成分が混 ざっ て い て ），逆 に波の 性質が 強 く出て い る と きには粒子 と して の 個

性は失 われて い る わ けで す．バ ル ク境界対応 も，
バ ル ク か ら境界が切 り離せ ない な ら， 当

然両者 は同 じ物理 を表わす実在 で す．ホ ロ グ ラ ム の 場合 に も，
三次元 を伝搬す る光 とその

情報が転写 され た二 次元面 はい ずれ も確か な物理 的実在で す．そ う思 うと
， あ る数学的 な

双対原理 が存在 して ，

一方が物理 的実在な らば他方 も実在 とい っ て よい の か もしれ ない と

次第に考え方 を改め る よ うにな りま した．この 問題 は あ ま り深入 りす る とホ ロ フ ラ フ ィ
ー

の 言葉が躍 っ た SF に なっ て しまい そ うなの で 危険だ な と思 っ て い ますが ， 量子力学の 相

補性 ・双対性 に は非常 な深遠 さが ある とい うこ と を改 めて 感 じて お ります．
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　　　 面積則 一一一一 レ MPS ，
　TPS，

　PEPS − 一一》

／　　　　　　　　　　　　¢ ¢　　　
エ ンタン グルメント・→ 特異値分解 ，DMRG 　　余剰次元 →

珊

丶灘 豐1鰯 ！
図 25： 本稿 で 述べ た キ ー

ワ
ー

ドの 相関図

11　 ま とめ

　本稿で は
，

エ ン タ ン グル メ ン ト ・エ ン トロ ピー とその 変分法へ の 応用 とい う物性物理の

最先端課題が ， 大 きな可能性 と他分野 との 関わ りを持っ て い る こ とを説明 しました．本稿

の キ ー
ワ

ー ド間の 相関 を図 25 に示 します． ポイ ン トをお さ らい して お くと ， 剰余次元が

量子効果や 問題 を解 く複雑 さの エ ン トロ ピーを吸収 して くれて ，局所的 ・平均場的な取 り

扱 い がで きる とい うこ とで す．や は りP，W ，　Anderson先生 は凄い とい うこ とに なる の で

しょ うか． これ を機 に 物性物理の 立場か ら基礎 的な理論物理の 問題 を発 した り，
ホ ロ グラ

フ ィ ッ ク原理 を応用 して 物性物理 の 難問 と呼 ばれ る種 々 の 2 次元強相関電子系に ア タ ッ ク

した り， 活発な研究活動を期待 して 筆 をお きたい と思い ます．個人 的に は
， 画像に潜むブ

ラ ッ クホ ール が 「ブ ー ン 」と揺れ て ， 画像デ ー タの 余計な エ ン トロ ピーを吸収す る と， 背

景に ある 量子系が 「ユ ラ ユ ラ」 して それ をうま く捨て て くれる ， と楽しんで お ります．

　本稿 で 取 り上 げた 内容 は
， 仙 台高専専攻科 ・松 枝研 所属の 本 田慎 太朗君 （現東北 大院

工 ）， 伊藤真介君 ， 遠藤基君 ， 和田康利君 と議論 を重ねた もの です．柴田尚和准教授 （東

北大院理）に は
， 多 くの 助言 と大学イ ン ター ン シ ッ プで の 学生指導を頂 きました．遠山貴

己教授 ， 戸塚圭介准教授 （京大基研）， 西野友年准教授 （神戸大理）， 奥西功
一

准教授 （新

潟大）， 引原俊哉准教授 （北大）， 丸山勲助教 ， 上田 宏君 （阪大基礎工 ）， 富田憲
一

准教

授 ， 渡辺秀治君 （山形大理）， 石原純夫准教授 ， 那須譲治助教 ， 高 島宏和博士 ， 大原潤博

士 （東北大院理 ）， 金森悠博士 （東北大院理 → NEC トーキ ン ）に は，本稿 に述 べ た 内容

に関 して 日頃か ら議論 を して 頂い て お ります．山瀬博之博士
，

田 中秋広博士 （物材機構）

には セ ミナーの 場で 貴重 な コ メ ン トを頂 きました ． こ の 場を借 りて皆様 に感謝致 します．

追記 本稿は東 日本大震i災の 前後 に執筆 しま した．吟味 を重ねま したが ， なお書 き足 りな

い 点 な どが あ ります．建設的 な コ メ ン トを頂けれ ば幸い です．仙台高専や 東北大学で は連

休明けか ら講義 を再開 して お ります．震災の ため に仕事の 質 を落 とす こ との ない よ う努め

ますの で
， 皆様 に は これ まで 以 上 の ご指導 ご鞭撻 を宜 し くお 願い 申 し上 げます．
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