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　　　　　　　 　　　　　　　　　　　 概 要

　 統計的推測の 問題を考え る とき に現れ る物 理 学 と数学 に つ い て 紹介する u 統計的推測の 問題

は、ラ ン ダム ・ハ ミル トニ ア ン に よっ て 定義 さ れる カ ノ ニ カ ル 分布 の も とで マ ク ロ な 変量 の 挙動

を 考 え る 問題 と等 価 で あ る。特 に、観測デ
ー

タの 背後に あ る 構造を 推測す る場合 に は、基底状態

が 特異点 を持っ 解析的集合で あ る カ ノニ カ ル 分布を考察す る 問題 に な り、マ クロ な変量が 従 う法

則を 導出する 際に 代数幾何な どの 数学的手段が有効で あ る。統計力学 と類似す る理論 の 構築 に よ

り、統計的推測 に おい て も普遍性を持つ 公式が存在する こ と、お よび、その公式は双有理 不変量

を 与えて い る こ とが 明 らか に な る。

1　 は じめ に

　この文章は 2011年の 第 56 回物性若手夏の 学校の テキ ス トで す。物理学教宰 で 学ん で い る 学生 の か

たが理解しやす い ように書かれてい ます。 幾つ か の 数学的な構造に つ い て説明 して い ます が、数学的

な厳密性に つ い て は こ だわ らな い こ とにします。

統計力学にお い て、ハ ミル トニ ア ン H （w ）が与え られた とき 、 カノニ カル分布

e
一
釧 （w ）

の 挙動を考える こ とは、H （w ）によ っ て定まる平衡状態を考え る こ とに相当して い ます。こ の文章で

は、統計的推測の 問題 が、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　　　　毋 ）一Σ ノ（x ・，w ）　 　 　　 　 　　 　 （・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

で ある場合の平衡状態を調べ る こ とに椙当する こ とを説明 し、そ の 場合の カノ ニ カ ル分布の 持つ性質

を調べ ます。 こ こ で x1 、x2 ，
．．．

，
x

，、
は RN に値を とる確率変数で 、同じ確率分布 q（x ）に独立に従 う

もの と し ます 。 また ノ瞬、切 は、（x ，鋤 ∈ RN × 野 か ら実数へ の 与えられた関数です。確率変数の

個数 η が多 くな っ てい く極限で カノニ カル分布 exp （
一
β駅 切）は どのような挙 動を持つ で し ょ うか 。

また、そ こ で は、どの よ うな物理学的な法則が見つ か るで し ょ うか 。 そ の法則の 発見の 基礎には 、 ど

の よ うな数学があ る で し ょ うか。

注意、X1 ，X2 ，．．．．X ，、
が確率変数なの で 、　 exp （

一
βH （w ））は確率過程 で す。こ の ように確率的に 変動す

るハ ミル トニ ア ン は 、 ラ ンダム ・ハ ミル トニ ア ン と呼ば れ て い ます 。 不純物を含 ん で い る金属 の物陸

を考察する とき、不純物がラ ン ダム に混入 して い る様子をモ デル化すると、ラ ン ダム
・ハ ミル トニ ア

ン が現れて くる こ とが知 られ て い ます 。

2　なぜ統計的推測に カ ノニ カル 分布が現れ るか

まず、なぜ、こ の よ うな問題を考える の かにつ い て例を用 い て説明 します。
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2 ．1　統計的推測とは

RN 上に定義され た確率分布 q〔  に独 N
「
／lに従 う π 個の 確率変数の 集合を

xn ＝ ｛X1 ，
X2

，
＿．Xn ｝

と 表記す る こ と に し ま す。「確率変 tw　xn か ら q（（：）を推測す る こ と」 を統計的推測と言い ます 。 推

測 さ れ る g＠）の こ とを 真の分布 と呼びます。 実用 に お い ては、真の分布は不明であ っ て、こ れを

デ
ー

タ xn か ら推測し ます 。 理論を考え る ときには、とにか く、ある g＠）が存在 して い る もの と考

えます。 こ れを情報源と呼ぶ場合 もあ ります。

注意．X が確率分布 q（x
’
）に従うと き、集合 且 ⊂ IRN につ い て X が A の中に値を取る確率 Pr。 b（X ∈

A ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　… b（・ ・ 冠 ゆ

に な りま す 。 こ こ で q（x ）は 確率密度 関数で すが、物理学の通例に 従 っ て、こ の文章でも確率密度関

数 の こ とを確率分布 と呼ぶ こ とに し ま し た 。

　真の確率分布を推測する た め に確率モデルを使 う場合を考えま し ょ う。
パ ラ メータ u ，T ∈ IV ⊂ 1睡

に よ っ て定ま る x ∈ RN の 確率分布 p （xlw ）が与え られ て い る と し ます。こ の p倒  の こ とを確 率

モデル と言 い ます。実問題 で は、真の 分布 q（勾 は不明 で あ る こ とが多 い の で 、確率 モ デル p （．Tlu ））
を用い て こ れを推測 します。

　確率 モ デル は 、あ くまで も モ デル に す ぎませ ん。それ は真の 分布に 対し て 適切である場合 もあれ

ば、そ うで な い 場合 もあ ります、どの くらい 適切で ある かを考え るため の基礎になる理論を作る こ と

が こ の 文章の 目的で す 。
「モ デル → 理論→ 理論 と実験の比較 → モ デル の評価」 の サイ クル が可能に な

るように す る こ とが 目標で す。

　真の分布 q（x ）と 確 率 モ デル p （，vlw ）の 関係を 二 っ 定義 します。

（1＞あるパ ラメ
ー

タ ω o ∈ W が存在 し て 、q〔a；）＝　p（xiu ，o）とで き る と き、　q（．r）は p倒切 に よ り実現

可能で ある とい い ます。

（2＞q＠）か ら p（xlw ）まで の相対エ ン トロ ピー
あるい はカルバ ッ ク ・ライブラ距離

　　　　　　　　　　　　　　　s（・ ）− fq（a：）　lo・論 ・ 　 　 　 （・〉

を最小に す る パ ラ メータ ？〃o ∈ W がひ とつ だ け存在 して、ヘ ッ セ行列 （▽▽ S）（We ）が正則行列 （固

有値が 全 て 正 値 の 行列）で あ る とき 、 q（x ）は p倒 切 に対 して正則であるとい い ます 。

例．具体的な例を紹介 し ます。

（例 1）コ イ ン を振っ て表が出たとき X ＝ 1
， 裏が出たとき X ＝0 とします。確率モ デルを W ＝ ｛O ＜

a ＜ 1｝として

　　　　　　　　　　　　　　　　　P（xla ）＝ a
＝

（1
− a ）

1−u』

と定めます 。 こ の 問題で は、コ イ ン に特別 な仕掛けがな い限 り、g＠）は p （mla ）で実現可能かつ 正則

である と考えて良 い もの と思われ ます （ただ し、表または裏が確率 1で出る場合を除い て い ます）。

（例 2）「 つ の物理量 X ＝〔Xl ．X2 ）に つ い て 観測を行 っ て得た結果 に 最小二乗法 で 直 線を 当て はめる

と い う操作を、障 ＝｛（a ，
b）∈ 12 ｝とし て

X2 ＝ αX1 ＋ ゐ＋ 正規雑音

L
この 概念の 発見 者は ボ ル ツ マ ン です e 常に θ〔切 ≧ 〔1 で す。S（ω ）− a と g（／v ）＝p（rlw ）は 等価 で す。
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とい う確率モデルを用 い て い る と考え る こ とに します。こ の 場合、x1 と x2 とが、こ の確率分布に

従 っ て い る と は 思 え な い こ と が多 い の で 、q（の は p＠1ω ）に 対 して 正則 で すが実現 口∫能で はあ りませ

ん。

（例 3）空間の幾つ か の場所 r で 電位 D （r ）を測定 して 、その 結果か ら、複数 の点電荷の人 きさ Ct，h と

位置 rh を推定す るとい う問題を考え ます。確率モ デル と して T・V ＝ ｛＠ 、，
rh ）lh ＝ 1

，
2

，
＿

，
H ｝として

　 　 　 　 JI

煕 苔1， ≒ ・ 磯 音

を考えた とします。 もしも確率モ デル の電荷の個数が現実に配置され て い る個数よ りも多い 場合 に は、

q（x ）は p（mlw ）によ り実現可能 で あるが正則ではあ りませ ん 。

（例4）例え ば、生徒 100 人に 量子力学の テ ス トを行 うと、その 成績は正規分布のよ うに山がひ とつ で

はな く、二 つ あるい は 三 つ の 山があるように見え る場合があります。 そ こで 、平均が bh で分散が 娥
の 正規分布 ff 個を和に し たもの、すなわち W ＝｛（ah ，

bh）；h − 1
，
2

，
＿

，
H

，Σ ai
、
＝1｝で

蜘 ・一Σ毒
卿 c・≒圃 ）

を考えましょ う。 こ の ような問題で は、もはや、真の分布 は確率モ デル に よ っ て実現 口∫能か 正則か 、

わか りません e

　通常の 確率統計の教科書に書かれ て い るの は、 E記の例 1 に 相当するケース、すなわち実現可能

か つ 正則な場合です 。 物理学を学 ん だ人が統計学を 現実の 問題に 適用す る とき、「なんだか怪 しい 感

じがする 」 の は 、 実現可能かつ 正則 な場合 の 理論が、そ うで な い 場合に も使わ れ て い る か らで はな い

で しょ うか。現実の問題では、例 2 、例 3 、例 4 の場合だと考えた方が妥 当である こ とが多 く、そ の

ような場合の 理論は従来 の 確 率統計学 では作られ て お りません で した 。 特に、例 3 、例 4 の ように

「デ
ー

タか ら真 の 分布 の構造を 推測する 」 とい う問題 で は、普通 の 統計学の 教科書に書かれて い る こ

とは成 り立ちません 。 例 3 、 例 4 の よ うな場合 に、統計学の教科書 に 書かれ て い る検定や推定 の 方法

を使 うと、誤 っ た結論が導か れ る こ とがあ るの で 注意が必要 です 。

2．2　統計的推測に おけるカノニ カル分布

　確率モ デルを用い て 、真の分布を推測する方法を説明します 。
パ ラメ

ー
タ の 集合 W ⊂ 餅 上に確

率分布 p（zv）を用意し ます 。 こ れを 事前分布 とい い ます。事前分布の選び方は後で 述 べ ます の で 、

最初は 、 とりあ え ず、ある確率分布が 与え られ た と考 えて くださ い 。

　次に 事後分布 を

　　　　　　　　　　　　　　P（・ lx，i）一誣 ）血酬 の
6

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 z＝1

と定義 します。定数 Z は p （wlxn ）の u ） につ い て の 積分が 1になるための定数であ り 分配 関数 で

す。β＝ 1 の とき ベ イズ推測 とい い ます。β＝D。 の とき 最尤推測 とい い ます 。 真の分布が確率モ

デル に対 して 正則 で な い 場合 に は、n が大き くな っ て も事後分布は正規分布に近づ きませ ん。こ の 場

合には、最尤推測は非常に精度が悪くなる こ とがわ か っ て い ま す
2

。 真の分布が確率 モ デル で 実現可

能で あ っ て もな くて も、正則 であ っ て もな くて も、推測が で きる方法を考えた い 場 含に は、最尤推測

は適して い ません 。 そ こ で 以下で はベ イズ推測の 場合、つ まりβ＝1 の場合を考えます。（こ の文章

2
こ の とき、最尤推定量 は、一致性も、漸近正規性 も、漸近有効性 も持ち ません L 存在 しない こ と もあ り ます。
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で述 べ る こ とは 般 の B で も同様の 導出が で きます）。
パ ラメータ上の平均操作を

E
，、［　1＝

1（ 囲 典職 順

　 　 　 　 11

1卿 Ψ
萬 1願

（3）

と定義します。E
。
、凵 は平均操作を表 して い ますが、　 xn が確率変数なの で、こ うして計算される 平

均値は確率変数である こ とに注意 して くださ い 。

こ の 平均操作を用い て確率モ デル を平均 したもの

fi〈．T）三 E
，。 ［P（x

’lw）］

の こ とを 予測分布 とい い ます。こ れは、サ ン プル xn を もとに して．真の分布 q（吻 を推測した も

の で す。 r・測分布 p（x ）は 、真の分布 q（x ）の 良好な 近似 に な っ てい る こ とが望 まれますが、その 保証

は、ど こ に もありませ ん。そ こ で 、統 計的推測にお い て は次の こ とが研究の 目標に な ります 。

（1）予測分布は 、 どれ くらい真の分布に近い で し ょ うか。

（2）真の 分布が不明 な場合 で も、予測分布が どの くらい 適切か知る こ とは で きる で し ょ うか 。

（3）予測分布が で きるだけ真の分布をよ く近似するため に は、どの よ うな確率 モ デル と事前分布を 用

い た ら よ い で し ょ うか 。

　さ て 、式 （2）で 定義 さ れ る相対 エ ン トロ ピー S（w ）の 最小値を与え るパ ラ メ
ー

タのひ とつ を ぞ〃o と

します。関数 ノ（x7
「
ω ）を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 P（xltllo）
　　　　　　　　　　　　　　　　 ！（．T ．w ）＝log　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 P（x’lw）
とお くと、

　　　　　　　　　　　　　　s（1・）　＝ 　S（wo ）・1q（a・）f（・ 融

よ り

　　　　　　　　　　　　（… 賜 砲 ・

．／・（u；）f（：；・w ）dx ≧ ・ 　 　 （・）

が成り立ちます。また定義式 （4）か ら

P （x
’1’“’）＝P（．xL ？vo ）exp （

一ノ（ユ  ω ））

と書ける の で 、Eu
，1］を書き換 える こ とが で き て

E ω ［］＝

　 　 　 　 　 　 　 　 アこ

ノOv ． （ゆ XP （
一
Σ ノ（x ・，

u ，

　 　 　　 　 　 ・i＝．1
））c・・，

1ゆ ）exp （一蒼
ノ（x ・，

u ／
t））dw

（c；）

にな ります。これ は、式 （1）で表されるラ ンダム ・ハ ミル トニ ア ン H （切 によ っ て定ま る カノ ニ カル

分布に よる平均に他な りません。統計的推測の 問題は、こ の カ ノニ カ ル分布に 関する統計力学を考え

る こ とに相当し て い る こ とがわか りま した 。

　さて 、 サ ン プル xn に 関する
’
ド均を E目 で表すこ とにす ると、式 （5）よ り

（∀zv ∈ W ） E ［H （ω ）］＝nK （tV｝≧ 0
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が成 り立ちます。H （切 はラ ン ダムな関数ですから、　 H （w ）の値は確率的に は負に な る こ ともあ りま

すが、平均の 関tw　nK （w ）は 非負で す 。 また平均 の 関数 の 基底状態 に 相当する集合

恥 ≡ ｛
・
Ct・　E　lv ； 即 の ＝ 〔〕｝

は、真の分布が確率モ デル に対 して正則で ない場合に は、
一

般に は
一

点で はな く、広が りを持 っ た集

合に な っ て い ます。

2．3　 マ クロ な変量

こ れ で 平衡状態の特徴づ けができま したので、次に、マ クロ な変量に つ い て 説明します 。

汎化損失 Gn と 経験損失 丁
，， を次 の よ うに定義し ます。

Gn − −1・（コつlogEw ［P （xlW ）］… ，

T。
一 一維 叫 麟 1・ ）1・

　 　 　 　 　 i＝L

こ れ らの変量は、カノニ カル分布 Eu ，［］に よる平均を用い て 定義されて い ます。す なわち、こ れ らは

統計力学 で い う と こ ろ の マ ク ロ な変量 で す。また、こ れ らは、サ ン プル xn の 関数で すから確率変数

で す。 こ れ らの 変量を考える理 由につ い て説明 しま しょ う。

汎化損失の意味．予測分布は p（  一E．，v ［p（xlw ）1ですから、汎化損失は 、

（；n
− −1q（x ）log　q（x ）dx ＋f（1（x ）log器｝伽

と書 くこ と が で きます。 右辺の第
一
項は、真の 分布 の エ ン トロ ピーで すか ら、確率モ デルや事前分布

には依存 して い ませ ん。第 2項は、真の分布 q（  から予測分布 以  まで の 相対エ ン トロ ピーで す。

も しも、運よ く g＠）＝p（x’）で あれ ば第 2 項は 0 にな ります。そ うでな い とき に は IEの値に な りま

す。 そ こ で 、an が小 さ い 値で あればある ほ ど、予測分布 p＠）は良い推測で ある と考える こ とがで

きます 。 統計的推測あ るい は情報理論の 目標は CTi．が小さ くなるように確率モ デル や 事前分布を定め

る こ とであ ると考え て 良い と思い ます 。 なお、傷 は真 の 分布の エ ン トロ ピーよ りも小さな値に なる

こ とは あ りません。

経験損失の意味 現実の 問題で 汎化損失が計算できれば良い の ですが、汎化損失は入間に と っ て は

未知の も の で あ る 真の 分布を用 い た平均なの で 、こ の値を直接に求め る こ とは で きませ ん。そ こ で

∫Oq （x ）dx をサ ン プル xn の 和で置き換え た もの が経験損失 で す。こ れ は、真の 分布を知らなくて

も人間が計算する こ とがで きます 。 しか しなが ら、 xn は Ew［　］を定義する場合に も使われて い る の

で 、経験損失の 値は汎化誤差 と同 じではあ りませ ん 。 すなわち

G 。．＝　「真 の 分布 を 評価に使 っ た場合の 値」

Tr
。

＝ 　「データを評価に使 っ た場
・
合の 値」

にな っ て い ます 。 デー
タだけか ら計算できる経験損失 丁

，， か ら、汎化損失 α ，
を計算する方法を作る

こ とが 、こ の 文章 の 目的で す。
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3　 カノ ニ カ ル 分布か らマ ク ロ な変量を求める公式

統計的推測の 問題をま とめる と、次の ように な ります 、

目標，ラ ンダム ・ハ ミル トニ ア ン H （w ）− Xf （Xi，it））か ら定まるカノニ カル分布による平均 E副 ］
の性質を解明 し、マ ク ロ な変量 C ，L と Tn の 間に成 り立つ 普遍的な関係式を導出せ よ。

　問題が定式化されま したので、後は数学の 問題にな ります 。 ラ ン ダム ・ハ ミ ル トニ ア ン で 定義され

た統計力学の 問題で は、しばしばレプリカ法が有効 で ある こ とが知 られ て い ます。 し か しながら、真

の 分布が確率モ デル に対し て 正則でな い ときには、レプリカ法を用 い ても解析を行 うこ とは で きませ

ん 。 また従来の 統計学や情報理論の方法で も、こ の 問題を考える こ とはで きませんで した。一般に、

物理学の 根源に ある問題は数学 と深い 結びつ きを有 して い る こ とが多 い の で すが、こ の 問題もまた数

学 と関係を持 っ て い る の で し ょ うか 。

3．1　相対的に有限な分散

まず、目標を考え る ため の条件に つ い て述べ ます v

定義 相対エ ン トロ ピー S （w ）の 最小値を与え る パ ラ メー
タの 部分集合を 賄 とします u こ れ は K （w ）

の零点全体 の 集合で す。

　　　　　　　　　　　　　　　 L’Vu＝｛IV ∈ w ；K （w ）＝ o｝．

あ る パ ラ メータ ’
ua’o ∈ 恥 が存在 して、条件

（・・1 ＞ … 副 の 1・（・）f（卿 鏑 1姻 加 ・）
2dx

が成 り立 つ とき、ラ ンダム ・ハ ミル トニ ア ン H （w ）は相対的に有限な分散を持つ とい い ます 。

　次の こ とは定義か らす ぐに 示す こ とがで きます。

（1）q（x
’
）が p囮 切 によ り実現可能で あ る と き 、E （切 は相対 的 に 有 限な分散を持ち ます。

（2）q（切 が p倒 切 に対 し て正則であ るとき、H ＠）は相対的に 有限な分散を持ちます。

（7）

（3）H （w ）が相対的に有限な分散を持つ とき、Wb の 任意の 元 Ui に対 して p（xlw ）は同じ確率分布を

与えます 。

　以下、こ の文章で は．ハ ミル トニ ア ン が相対的 に 有限な分散を持つ 場合を考察し ます 。
こ の条件が

成立 しな い ときには、統計的推測の 構造が大き く変化す る こ とがあ ります 。

3．2　 ミクロ とマ クロ をつ な ぐ公式

カ ノニ カル分布 E亂 1から．マ ク ロ な変量 G，
，、i　Tr、 を計算す る公式を作 っ て お きま しょ う。

ハ ミル トニ ア ンが相対的に脊限な分散 を持つ とします 。 Wo を 1・Ve に含まれるパ ラメ
ー

タとして

・・
一 一1・ω 1・・帥 ・）・x

，

　 　 　 　 　 　 アゐ

砺 一 一

嬉・・卿 ・，
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と表記 します。E ［Ln］＝Lo が成 り立ちます。関数 ！（x ，
w ）を用い る と、汎化損失 、 経験損失 は次の

よ うにな ります 。

　　　　　　　　　　　　砺 一 ・・
一！・（・ ）1・gE ・ ［・

”fC・，・’
］呶

　　　　　　　　　　　　T。． 一 峠 ±1蝉
一鯤

］・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
・5＝且

こ れ らの計算の た め に 、二 つ の母関数を定義 します （キ ュ ム ラ ン ト母関数）。

　　　　　　　　　　　　蛔 一 一！嶼 E
・ ［e

一
吋 “・ ）匝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アじ

　　　　　　　　　　　　Tn… 一
一

嬬
1・9 聯 蜘 ・・

す る と 9n（0）＝Tn（0）− 0 で あ り、三次以上 の 項は無視で きる ［8］の で

　　　　　　　　　　　・一 ・・ 喞 ）・ L・
・ 卿 ）・1・；i（・）， 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　Tn 一 塩 緩 （］）＝ L
。 ＋ T｛（・）＋1嘱’

（・）、　　　　　 （9）

が成り立ちます 。 統計力学 にお ける自由エ ネル ギーの計算と同様に して

　　　　　　　　　9；・（・） − 1・ω 蹄 い ）］d・・一・E ・ ［K （吻］・　　　　　 （・・〉

　　　　　　　　　卿 ） 一 一1・＠）｛・w ［・（… ）
2
］
− E

・ ［・圃
2

｝d・
・ 　 　 （・・）

　　　　　　　　　T
。；（・） 結 赱・w ［∫陣 ）］一 卸［即 ）］， 　 　 （・2）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

　　　　　　　　　τグ（・） 一 一鳬£似［隅 ・ ）
・1− Eai

）［・（恥 ）］
・

｝， 　 　 （・3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

が導出され ます。以上の こ とか ら次の こ とがわか りまし た。カノニ カル分布 によ る平均 Ew ［］を用い

て、式 （10），（11）、（12），（13＞で 表 され る 4 つ の量の値を求め た後、式 （8＞，（9）に 代入すれば、目標の変

量 an
，
　T，、 の 挙動がわか ります。

注意。カノ ニ カル 分布の式 （6）と T，）．（α ），9n（α ）の定義式をよく見る と、 次の 等式 が成 り立 つ こ とがわ

か ります。

　　　　　　　　　　　　　　　 E［9．
＿1（1）］＝− E ［Tn（− 1）！・

こ れか ら

　　　　　　　　　　　・1・；，一、（・）・1・：一、（・）］・・　E［・・X（・）一詠（・）］　 　 （14）

が成 り立ち ます。

4　数学的基礎

　こ こ では、必要にな る数学的基 礎を説明 し ます、 しば ら く、もとの 問題か ら離れます 。
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4．1　 二 つ の困難な点

　まず、何が数学的な困難で ある か を説明 します。

　関数 K （吻 が解析関数で あると します。集合 Wo ＝｛w ；K （w ）＝o｝は、解析関数 の 零点全体 の集

合です 。 解析関数 の 零点全体で表され る集合は 解析的集合 と呼ばれ、一
般 には複雑な特異点を含ん

で い ます 。 特に K （切 が多項式の 場合には、こ の集合は代数的集合 あるい は 代数 多様体 と呼ばれ

て い ます。基底状態の 縮退が、こ の よ うな 集合で あ るよ うな ハ ミ ル トニ ア ンを考察するときには二 つ

の 問題があります、、
ハ ミル トニ ア ン ∬ （切 をそ の 平均の 関数 πK （切 とゆ らぎを表す関数で書 くと

　 　 　 　 　 T！

恥 ） 一 Σ隅 ，
ZLt）

　 　 　 　 　 ゼ
ー1

　　　 ＝　7みκ ＠）
−
　 nK （v ・ ［羨1− i

（
K ＠

諾
2『吻

）］ （15）

とな ります 。

（1）
一般に、解析関数 碩 の は特異点の付近で極めて 多様 な形状を持つ の で 、exp （

− nK （u ，））を
一
般

的に取扱 うの は容易で は ありません c

（2）上記 の 式 （15）で ［］で 囲 まれ た部分は、ゆ らぎを表 す関数で すが、これ は ill−defined で す e こ の

関数は 、 独立な確率変数の t？t個の和 を 1ん／万倍して い る の で 、中心極限定理を適用す る こ とが で き

ますが、Iv が LVo の上に ある とき定義で きない 関数に な ります。

4．2　 特異点解消定理

L記の問題 に基本的な解決を与え る数学的基礎 として特異点解消定理を説明 します。

　集合 W ⊂ Rd 上に非負値の 解析関rv（　f〈（w ）が定義され てい るとします 。 うまく、　d 次元多様体 M 、
お よび M から W へ の 解析写像 ’

lt．・　＝ ・
　g（u ）とを見つ け る こ とに よ り、合成関数 Al（g（u ））とヤ コ ビ ア

ン Lq’（u ）1を扱 い易い 形に し た い と考えます。

注意
一
変数の 関数 f（x ）が解析関数で あ る と し ます 。 も しも

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ノ圃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 颪

が x ；
α の 近傍で 有界な ら、実は m ＝a の 近傍で解析関数です。（つ まり、x ＝ a は除去 口∫能な点で

す）。 これは、一変数では因数定理 「f
’
（a ）＝ 0 ならf（x ）は 〔x

’一
α）で 割 り切れ る 」 が 成 り立 つ か ら

で す。しか しなが ら、多変数の 多項式 は、そ の よ うな性質はあ りません 。 例 えば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（x ＋ 1／）
2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：t2 十 y2

は原点 の 近傍で有界ですが、こ の 関数は原点 の 近傍で 解析関数で は あ りません。原点は除去可能で は

あ りませ ん 。しか しなが ら、多変数関数で あ っ て も、特別な形を した もの

k
’
（．r ，，J）＝♂炉 × （0 に な らな い関数） （16）

で あ る とき に は 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（x ，Y）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ （x ，y）

があ る開集合の 中で有界な らその 中で解析関数に なる、とい う性質を持 っ て い ます。すなわち、関数
が式 （16）の ように 、 変数毎の 積で書けて い るときには、多変数関数で あ っ て も、一

変数 と同 じで 因
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数定理が成 り立ちます。こ れは非常に扱い 易い 性質です。式 （工6）の ように、多変数の 関数が変数毎の

積で書け る とき、正規交差 で ある と い い ます 。 変数変換に よ っ て、与え られ た 関数を止規交 差 に す

る方法を次の 例で考え て み ま しょ う。

例．R2 上 で 定義された K ＠，シ）＝瀞 ＋ y2 の場合を考えます。　 K （x ，y）＝0 で定義される集合は 原点

だけです。しか し ながら、関数

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （x ＋ y）
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ψ ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 κ 〔x ，Y）

は、原点の 近傍で有界ですが well −definedで は ありません 。 そ こ で 二 つ の 座標 び1
− ｛（Xl ， Y1）｝と

L「

2 ＝｛〔＝ 2 ，鋤 ｝を用意 して、それぞれ の 座標 から R2 へ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 毋 　
＝

　X1　
＝
　M2Y2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’
y　
＝

　XIY1 　
＝

　Y．　L）

とい う写像 g を考えま しょ う。 和集合 U1　U 　U2 を考え て 「写像 g に より行き先が同じにな る」 とい

う同値関係 〜を導入し、商集合

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ル て＝ひ1 ∪ ひ2／〜

を考えると M は多様体 にな ります。二つ の 座標 Ul と σ2 は M の 局所座標にな ります 。 同値関係

〜は、行き先が同 じに なる こ とで定義され て い ま したか ら、写像 g は M か ら R2 へ の写像 として

well −de丘ned にな ります 。 こ の操作を 「座標を貼りあわせ る」 とい い ます。それぞれ の座標の 上 で

　　　　　　　　　　　　　　　　 K （9（Ml ，　Yl））＝xl （1＋ 諭 ．

　　　　　　　　　　　　　　　　 κ （9（．r2 ．〃2 ））一蜴（鬘 ＋ 1）．

とな ります。 こ れ は 王規交差な 関数で す、，こ の とき、関数 ψ は

　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1＋ y1）
2

晩 ＋ 1）
2

　　　　　　　　　　　　　　　
ψ ＝

1 ＋ 竚
＝

錫＋ 1

ですか ら、M 上の解析関数で す 。 なお、ヤ コ ビア ン 14（，，）1は

　　　　　　　　　　　　　　　　　1．9’

（U ）1＝i苗 11 ＝1’y21

にな ります 、

例．も うひ とつ 例をあげます 。

　　　　　　　　　　　　　　　κ （・，b，c）二（a，b＋ ・）
2

＋ ・
2b4

を考えま しょ う。 こ の とき 、 4 つ の 座標

　　　　　　　　　　　　　　 軌 ＝｛（〔宛，b，E，‘の｝　（
’i＝　1，

2
，
3，4）

を考え て

α ＝α1Cl

　 a ＝ α 2

　 α ＝a3

　 Cl・＝α d

b二b1

わ＝ b2c21

） ＝わ3b

＝わ4c4

c ＝c ⊥、

c ； 　a2 〔］
− b2）c2，

C ＝a3b3 （b3C3− 1），

e ＝α4占4c4 （c4
− 1）．
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とい う写像を作 ります。 4 つ の 座標は、行 き先が同 じに な る 元 を 同
一

視す る こ とで 貼りあわせ る こ と

が で きて 多様体 に な ります 。 ま た そ れ ぞれ の座標の 上 で

　　　　　　　　　　　　　　 κ ； ・壬｛（aibi ＋ 1）
2

＋ ・緕 ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　 一 ・1・1〔1＋ bi・1）
　　　　　　　　　　　　　　　　 ；　姥礁（cl ＋ 1）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝　α覇 cl （1 ＋ b羣）

とな ります。つ まり、K は正規交差で す、ヤ コ ビア ン は

　　　　　　　　　　　　　　　　　Lg
’

Cu・）1 ＝　lcll

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ la2C2i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝　1α3薗
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 一 1嫡 ・412

にな っ て い ます。

　Eの 二 つ は特殊な例 の ように 見え る か もしれ ませんが、実は、どんな解析関数で も、こ れ と同 じ こ

とができる とい う定理があ ります。

特異点解消定理 （広中の 定理）（團図）．K 〔切 を開集合 IV ⊂ 餅 上 の 非負値の解析関数 とします。こ の

とき、あ る d 次元 多様体 M と解析写像 g ：M → W が存在して、局所座標ごとに

　　　　　　　　　　　　　　κ （9（ゆ 一 塾 ・lk2… u 島
kt’
，　 　 　 　 　 　 （17）

　　　　　　　　　　　　　　　1〆（・ ）1 一 嗣 1恥 窒
2 … 剃 ， 　 　 　 　 　 （18）

が成り立 ちます。こ こ で b（u ）〉 〔〕は零に な らな い 解析 関数で す。 また

　　　　　　　　　　　　　　　　 k ＝ （k1，k2，＿，
kd），

　　　　　　　　　　　　　　　　 h　＝ 　（h1，
h2

，
＿

，
hd），

は、非負の 整数の集合です （一般 に 0 になるも0）も含みます）。 こ のような k，h の こ とを多重指数 と

い い ます。

　こ の定理は広巾平祐氏によ っ て 1964年に証明された代数幾何の基 本定理 で す 。 関lft　K （w ）に対 し

て w ＝g（切 を見 つ け る方法も作られて い ます。式 （17×18）を、それぞれ

　　　　　　　　　　　　　　　　 K （9（u ））　　＝　　u2k ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　「．qt（U ））「＝　b（剛 U
ノ’1，

と略記します。

　さ て、こ 0）定理を適用すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（（9（u ））− u2k
’

とで き る こ とがわか ります。ハ ミル トニ ア ン が相対的に有限な分散を持つ こ とを仮定して い る の で、
式 （7）か ら

　　　　　　　　　　　　　　（燈 ・・μ蜘 （u ））
2d

：（：
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が成り立 ちます。こ れよ り、f（x ，9（u ））が 諮 で 割 り切れ る こ とがわか ります。 す なわ ちある well −

defined な関数 α （∬
，
u ）が存 在 して

　　　　　　　　　　　　　　　　 f（a：，9（u ））＝ u   ＠，
u ）

となります。 定義で あ る K （g（2t））＝∫！（畝 g   ）q（x ）dエ を用い ると J
’
　cL〔x ，切q（：r）dx ＝ uk で ある こ

とがわか ります。 関数 ξπ （tL）を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　・n （・ ）一湯Σ｛ （綱 　 　 　 　（19）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7コ1

とお くと 、
ハ ミ ル トニ ア ン は

　　　　　　　　　　　　　　　 II（？1丿）＝n
・
u2k

’− Viiukξ． （u ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

と書け る こ とがわか りま した 。
こ れを ラ ン ダム ・ハ ミル トニ ア ン の 標準形 と呼びます。 また

　　　　　　　　　　　　　　　　 w （  伽 ＝luhlb（u ）du

とな ります。

4．3　超関数の 漸近展開

　次に、？1 ∈ Rd につ い て の 超関数で パ ラメ
ー

タ t ∈ R を持つ もの 、すなわ ち、状態密度関数

　　　　　　　　　　　　　　　　 △ （ち吻 一δ（t
一

鴛
2
り♂

の t → 0 に おける挙動を考えます。超関数を考え る とき に は、u の取 りうる値の範囲に つ い て 局所的

な集合 の 上で考え る こ とが で きます。（超関数が作用する関数を多様体上 の 「1 の分割」 を用 い て局

所的なもの の和で書 くこ とがで きる か らで す）。 そ こ で、特に u ∈ ［0，
工］
d

の 場合を考え て も
．一
般性を

失い ません。

　 メ リン変換を

　　　　　　　　　　　　　（Mf ）（x ） − ！cl　
”°

　tzf（t）dt （z ∈ c ）

と定義 し ます 。 メ リ ン 変換は フーリエ 変換や ラプラ ス変換と同じように逆変換を持ちます の で 、対応

fe 　Mf は、実質的に
一
対
一

と考え る こ と が で きます。

例．関数

　　　　　　　　　　　　・… 一 ｛
tA
−’

〔
− 189の

m −’

1蟹齧
の メリ ン変換は具体的に計算す る こ とで

　　　　　　　　　　　　　　　　　（Mf ）（z ）
− 9嵩棗

であ る こ とがわか ります。

　超関数 △ （ちの を t に つ い て メリ ン変換する と

　　　　　　　　　　　　　　　　　（M △）（之
， の ＝ tt2

κ「v−Lh
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な ります。こ の 関数 の 超 関数 と し て の 性質を調べ る ため に任意の 関数 Φ（切 に作用ざせ た もの （ゼ
ー

タ関数）

　　　　　　　　　　　　　　　・嘱 1 ！
kE＋h

Φ・祕

を考 え て み ま しょ う。Φ（u ）の 原点の周 りで の テ
ー

ラー展開を好きなオーダー
まで考 える と

　　　　　　　　　　　　　／・・
τ 蒜 ＋ 、、

・
・・・

・ 　 　 ・…

となる こ とがわか ります 。 この 展開は、Φ のテ
ー

ラ
ー
展関の次数をあげる こ とで 、どこ まで も行う こ

とが で きます。 つ まりゼー
タ関数 は、有理型関数と して複素平面全体に

一
意に解析接続で きます。特

に d 個の値

　　　　　　　　　　　　　　　　 1
り 十 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ブ ＝ 1，2，．．7d ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　 砺

の 最小値を λ として 、最小値を取る 」の 回数を m とします。すると、式 （21）の 極はすべ て 負の 有理
数ですが、最も原点に近 い の は z ＝一λ で、その 位数は ’

rrt に な ります。また座標 u ＝ （ILI ，u．2，．tt，
・Ud ）

の 中で最小値を取る 」に対応す るもの u。∈ Rm とそ うで ない もの ltb ∈ Rd
− 7n

を使っ て u 匸＠。 ，匐
と書くこ とにすると、

　　　　　　　　　　　　　　　　2kz　l，1　　δ（Ua ）71・tt
　　　　　　　　　　　　　　　

u

　　
°c

（z ＋ λ）
m ，＋ ’『

＋

となる こ とがわか ります。こ こ で μ
＝｛1り｝は d − m 次元の 多重指数で 、μノ

〉 − 1 を満た して い る

の で有限な積分値を持ちます。こ の逆 メ リン 変換を考え る こ とに よ り

　　　　　　　　　　　△（t’u ）；（c2 δ（Ua ）
・
ILtt＞t

λ一1
（
− 1〔〕9 亡）

m ．．1
十

・P・
十

で ある こ とがわか りました。こ こ で c2 ＞ 0 は定数 で あ り、
「… 」 は t→ 0 で主要項よ りも早 く0に

収束 します （漸近展開）。最後に積分要素 を

　　　　　　　　　　　　　　　　 d♂ ≡ c2δ＠α）ux
・b（
’
u）du

とお くと、t → 0 で の 挙動は

　　　　　　　　　　　　　　△（t，
　・・．）du　ny　tλ

一1
（
− logt）

7n ．．ld・
tt

＊

　　　　　　　　　　　（22）

とな ります。ゼー
タ関数の 極に 関する情報か ら状態密度 関数の挙動が得られ ました。

注意．定数 λ は、特異点解消に よ っ て得 られ る多重指数 鳶 と h か ら定 まる定数 （有理数）で す 。

一
般

に 与え られ た関数 κ （w ）に対 して 、 その特異点解消は無限にあ ります。ユ ニ
ー

クで はあ りませ ん。多
重指数 尾 h につ い て もユ ニ ークではあ りません 。 しか しなが ら、λ は どの よ うな特異点解消を考え て

も同 じ値になりますv 特異点解消に 依存しない 値の こ とを 双有理不変量 とい い ます。 こ の定数 λ は

実対数閾値 と呼ばれ る 量です 。
こ の ような超関数の漸近展開の方法は 1．M ，Gelfand に よ ります ［41。

特異点解消定理 を用い て任意の 解析閲数 で Gelfandの 乃
．
法が使 える こ とを示し た の は M ，F，Ativah で

す ［2］。特異点解消定理を用 い ずに w に おける超関数の 展開を考え る こ ともで きます ［3］。 こ の 問題 は

代数解析学 を発展させ る ひ と つ の 動機 とな りま した ［6］。統 計的推測の 問題に お い て λ の 値は特異点
の解消を計算する こ とで 求め る こ とが で きます ［8］。

4 ．4　 経験過程

以上 で ラ ンダム ・ハ ミル トニ ア ン に 関す る積分計算の ための数学的準備ができま した 。 次に ハ ミ ル

トニ ア ン の ゆ らぎを扱 うための数学的基礎を説明 します 。
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　式 （20）の 標準形に お い て現れ る関数 ξ，、（？』）の 挙動 に つ い て考えます。式 （19）に お い て s （m ，u ）＝ 一

♂ − a （x ，
u ）と置 くと

　　　　　　　　　　　　　　　　e… ）一鵡 ・駟 　 　 　 （23・

です。 こ れは ’a の 関数ですが、まず u を止 め て、各 u につ い て考え て 見ま しょ う。一
般 に、｛巧｝が

平均 0、分散 σ
2
を持つ 同 じ確率分布 q（y）に独立 に従 うと き、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　簫
の確率分布は、平均 が 0 で分散が σ

2
の 正規分布に収束する こ とが知られて い ます 。

こ こ で 「確率分

布が収束す る 」 と い うこ と は、実数上に 定義された任意の有界連続 関数 F （）につ い て

　　　　　　　摂 1・（毒シ填・唖 一1F（y）毒 即 （一蓋）吻

が成 り立つ とい うこ とで す。こ れを 中心極限定理 とい い ます。従っ て 、ξ。 （u ）の確率分布は各点 v

ごとに正規分布に近づ い て 行きます。

　それ で は、ξn （u ）は、関数と して も 、 上記と同じような性質を持つ で しょ うか。つ ま り、あ る 関数

の 空間 か ら実数へ の 有界な連続汎関数 F （）が与えられた とき、ξn （u ）と同じ分散共分散関数を持 つ

正規確率過程 ξ（u）が存在 し て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アl．

　　　　　　　　　　　　　副 ・（叫 ・鵡 一E・・・…1

が成 り立つ で し ょ うか。こ こ で Eξ［］は、正規確率過程 ξ に 関す る 平均を表 して い ます。

　こ の 間題 に関す る数学的な基礎 に関心 があるか た は 、例えば ［7］を ご覧 くだ さ い 。 具体的 に は、u

の 集合が コ ン パ ク トで、s＠，　u ）が w 上 の 解析 関数であ り、∫g ＠ ，
u ）

2 ＋δ
g＠＞d：tt ＜ DG （δ＞ 0＞が成 り

立 っ ときに は、関数空間として sup ノル ム で定義され るバ ナ ッ ハ 空間を採用す る こ とで 、収束先の確

率過程 ξは ユ ニ ークで あ り、上記の 収束が成 り立つ こ とを示す こ とがで きます。 さらに

　　　　　　　　　　　　　・

呈
・譲卿

一1・・卿 ・姻 　 　 ・24・

　　　　　　　　　　　　　E［・up 　lξ膕 12］→ E
ξ［sup 　1ξ（u）　

’
i21， 　 　 　 　 　 　 （25）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u

な どが成 り立ちます 。 こ の よ うな性質を持 つ ξ，，（u ）の こ とを経験過程 と い い ます。 こ れは、関数空

間上の 中心極限定理 に相 当します。 なお 、 F （）と して 有界関数で な くて も、「漸近
一

様可積分」 とい

う性質を持つ もの に対 して は上記の収束を保証する こ とがで きます 。

5　統計 的推測の 理 論

　以．．Eで数学的な準備がで きま した 。 当初 の 目標であ っ たマ ク ロ な変量 の 挙動を導出し まし ょ う。

5．1　分配 関数

　式 （3）で定義されたカノニ カル分布を考察するために、ボル ツ マ ン因子に関する微小積分

　　　　　　　　　　　　　　 Ω（u））du， ≡ exp （
− H （了の）幹 （w ）dw
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の挙動を考えましょ う。こ れは分配関数 の計算を行う こ と と実質的に 同じで す。 まず、K （UJ）の特異

点を正規交差 に す る 写像 w ；g（u ）を用 い る と、 ヤ コ ビ ア ンを lg’（u ）1として

　　　　　　　　　　　　　Ω（w ）d
’
tl／ ＝ cxp （− H （9（

’
u）））幹（u ）19

「

〔n ）ldu
とな ります 。 次に、ハ ミ ル トニ ア ン の標準形 （式 （20））を用 い る と

　　　　　　　　　　　 Ω＠城 ； ・xp （
− r・U2k 　＋、V7iukξn （u ））u，

hbCu
）　du

で す 。 デル タ関数の 性質か ら

　　　　　　　　蜘 蝋
゜°

d・・d（t −一・
2
ソ ・X ・（＋ 凪 ゆ （u ）・du

と書き直す こ とが で きます 。 変数の 変ma　t ：＝　t！n を行 っ て ス ケー
リングを変える と

　　　　　　　　・（ψ イ 警・（蓋
一
吟 ・

海
・xp （

− t＋ Vl・・ （・・脚 ）du

こ こ で式 （22）を用 い る と、主要項 は

　　　　　　　　　・・ψ ・
（’°9
袈

肌舳

  …
一・

exp ・一断 細 ）d・
・

（26）

に なります。こ こ で積分要素 du ’
の サポー トは集合 ザ

1
邸句 ＝｛u ：K （g（u，））＝O｝に含まれ る こ とに

注意 して ください 。こ れ で 分配関数の 計算が で きました 。

5．2　 マ クロな変量の 挙動

　n → oc の 極 限状態で の 平均操作 〈〉を ある関数 F （t，u ）に つ い て

　　　　　　　　　　　　　　　　∫面 ＋

．  衡 洞
exp ← t＋ 〉

［

t　9。（u ））
と定義 します 。 こ こ で ∫　dft

，

は各局所座標の積分 の 和 で す 。 式 （26）と、スケ
ー

リ ン グの 関係

〈F （t．u ）〉。
伽 瑠 姻 ち

’
u）tλ

一1exp
（
一
帰 鋸 ）

（27）

　　　　　　　　　　　　　　f（・… 9・（u ））一・   （x ，・・）一
〜房噸 〉

を用い て Ew［］による平均の極限を 〈〉の 平均 で 書き な お す こ とが で きます。 こ れよ り、　n → DQ に

お い て 、非負の 整数 ゴに つ い て

　　　　　　　　　　　　　　E
・V 「！（卿

・

］  泰（（伽 （・
’
，
u ））

」

）

が成立 し ます。 また式 （27）で F （t，
’
u ）；t の とき、dt に つ い て の 部分積分を行うこ とに よ り、関係

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈t＞一・ ＋1〈飾 ＞＞

が得られ ます 。 以上 の 二 つ の こ とを使 うと、 鑑（0）， 囓（0＞，T，1（ ），　TI’（O）を計算する こ とがで きます 。

　　　　　　　　　　蜘 ）鴨 （・＋1（Vic． （・ ）〉），

　　　　　　　　　　蜘 ） ・・ 去1｛伽 （1τ ．u ）
2
＞
一

〈伽 伽 ）〉
・

｝q（・
’
・・）dx，

　　　　　　　　　　T
・1（・） y 轟（λ 一

〈IVIgn（u ）〉），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 71

　　　　　　　　　　T｛
’

（o） 1 誰｛Σ（オ・ 馬 の
2
＞
一

〈・／i・（Xi ，

’
・t）〉

・

｝．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1
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こ こ で 、式 （24）にお い て s〔＝ ，u ）＝ a （x ，u ）
2

の場合を考え れば、7？．91i（0）− nT
，il（0）は n → o 。 の と

き、0 に 収束す る こ とが示せ ます 。 そ こ で π 9叙0）を V （ξn ）と書 くと、

G ・
　 Y 五・ ＋ 轟（・＋ 去く・風 〔・ ）〉− llv（Cn）〉

い ・・ 結（・
− 1〈Vlξ・ （u ）〉

− 1・ （ξの・

一
方、式 （14）か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　 E
ξ［〈〜／1ξ（u ）〉］＝ E

ξ［v （ξ）］

が成 り立つ こ とが得られ ます 。 こ の 定数を 2u とお い て 特異ゆらぎ と呼ぶ こ とに します。以上の こ

とから、マ クロ な変量の 平均値は、実対数閾値 λ と 特異ゆらぎ u を用い て

　 　 　 　 　 　 　 λ
E ［σ司　霊 　ヱ｝o ＋

一
，

　 　 　 　 　 　 　 λ一2レ

IE［Tn］ ≧ 　五〇 ＋　　　 ，

と表 され る こ と が わ か りま し た 。 さ ら に

　 　 　 アし

レ義一 Σ低［（lQgP（XII
・
ω ）

’

］
− E ・ ［1・9P 凶 ω ）］

2

｝
　 　 亭＝1

と お くと E ［玲］→ 2u が成 り立 ちます の で、統計的推測の 状態方程式

E［Gn ］− E ［Tn ＋ 咢］† ・ （尭）
が成 り立っ こ とがわ か りま し た 。 変量 WAIC を

　　　　 　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　 馬
　　　　　　　　　　　　　　　　　　WAIC ＝Trt十 一
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 η．

と定義する と、E ［（凋 ＝E ［wAIc ］＋ o （1／n ）で す。こ こ で σ（1／n ）は 11n よ りも早 くo に 収束する項

で す
3

。 変量 WA 工C は、確率モ デル とデータだけか ら計算す る こ とが で き ます の で、状態方程式に

よ っ て 、真の 分布を知ら な くて も汎化損失を求める こ とが で きます。こ れ は統計的推測に お い て 、確

率モ デル や事前分布の 良さが評価 で きる こ とを意味し て い ますu 状態方程式は平均値 につ い て 成 り立

つ 関係ですが、確率変数として は、

　　　　　　　　　　　　＠
− L ・）・ （“，AIC 一の一li／／　−1．・ の

とい う性質を持 っ て い ます。つ ま り、（（ 
一Lo ）と （WAIC − Ln）の 分散は同 じで す。

注意．特異ゆ らぎ IY も特異点の解消に依存しな い の で双有理不変量 で す。こ の値は数学で も調べ ら

れて い な い ようで す 。 真の分布が確 率モデル によ っ て実現 可能で あり、 か つ 、 正則で あるときには、

λ＝ v 　・＝　d12 が成り立ちます。こ こ で d はパ ラメ
ー

タ空 間の 次元です。こ の とき、　WAIC は、統計学

に お け る赤池情報量規準 国 と
一致します。サ ン プル か ら構造を推測す る問題 で は、真 の 分布は、確率

モ デ ル で実現可能で あ る と は 限 らず、また正則 とも限 らない の ですが、その ような場合で も成立す る

よ うに
一

般化す る こ とができま した 。 これを広 く使える情報量規準 （Widcly　Applicab ！e　InfQrmation

Criterion）と呼ん で い ます 。

3
実は、E［G 司 と E ［i／V．eLIG］の 差は 1μ

2
の オ

ーダーで す。
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注意．真の 分布がわか らない とき、確率モ デル と事前分布をどの よ うに 決め た らよ い の で しょ うか 。

何らか の 事情に よ っ て確率モ デル と事前分布が分か っ て い る場 合には、それを使 うこ とにな ります 。

そうでな い 場合に は、それは モ デル の設計の 問題にな ります。 統計学に お い て は 自由エ ネルギー

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 TL

　　　　　　　　　　　　　　
F − − b ・1恥 1蝋 ・ 画

を最小にするとい う方法と、平均汎化誤差を最小にする とい う方法がよく使われるものです。自由エ

ネル ギーの漸近挙動は、式 （26）か らす ぐに導出す る こ とが で き て

F ＝nLn 十 λleg　n −
（rrt

− 1）log　log　n 十 （定数 オ
ーダー

の 確 率変数）

とな ります 。 自由エ ネル ギーは 、 実質的な第 一項 である λ　log　7’i，が確率的には揺れ て い な い の で、自

由エ ネル ギーを規準にする とデー
タのゆ らぎに影響 されに くい 設計を行う こ とが で きます 。 しか しな

がら、自由エ ネルギ
ー

の最小化は汎化誤差の最小化と等価で はありませ ん。平均汎化誤差を最小 にす

る規準は汎化誤差そ の もの を見る方法で すが、実質的な第
一

項が確率的に揺れ て い る の で、データ の

揺らぎに依存する設計を行うこ とに な ります 。 統計学 と して 、どちらを使 うべ きか とい う問題は、正

則な場合に 限定 して も多 くの 論議 がある と こ ろで す 。 現実の 問題で は 、F と WAIC の 両方とも計算

して み て 、真 の分布に対する確率モ デ ル や 事前分布の適切さを両者の角度か ら検討して み るとい うの

が良い の で は な い か と 思 わ れ ます。

注意．こ こ で考え て い る問題では、カノニ カル分布は有限次元空間の 上 の 確率分布で すが、デー
タの

個数が無 限人にな っ て行く極限を考えて い る た め、ハ ミル トニ ア ン や事前分布 に 制御変数が入 っ て い

る と き に は 相転移 が 生 じ る こ と があ ります 。 相転移とは 、 ある点の前後でカノニ カル 分布の実質的

なサポー
トが大き く変わ り、その結果 と し て自由エ ネル ギー

や汎化誤差 の 連続性や微分 口∫能性な どが

失わ れる こ とを 言い ます。無 限次元空 間で ない と相転移が起きない とい うこ とはありません。相転移

点は理論 的に解明す る こ とが で きますが、それは計算して み て初めて わか る点で あ り、直観的に 白明

な点で は ありませ ん。相転移点 の 性質を調べ る こ と は、確率モ デル や事前分布を設計する場合に 、 重

要 な知見を与え て くれます 、 また 、現実の 問題に確率モデルや事 前分布を用い る とき 、 相転移点の付

近 で は挙動が不安定に なる こ とを知 っ て お くべ きだと思い ます 。

注意．自然科学 に お い ては、カノニ カル分布の実現は 自然が行 っ て くれて い ます。統計的推測 の 問題

では、カノニ カル分布は計算機で実現する他ありません。多 くの 場合に マ ル コ フ連鎖モ ン テ カル ロ

法 〔MCMC 法）が利用 されて い ます。20世紀に作 られた全 て の ア ル ゴ リズ ム の 中で 、　 MCMC 法が

最 も重要 なもの で あ る と認識さ れ て い ます。メ トロ ポリス 法 、
ハ ミル トニ ア ン ・モ ン テカル ロ 法、交

換モ ン テカ ル ロ 法 な どの MCMC 法の 主要な ア ル ゴリズム を発明 したの は、す べ て物理学者 で した 。

これ らの ア ル ゴリズムが作られた動機が
「

も っ と正確 に物理現象 を見たか っ たか ら」 で あ り r応用に

役立つ か ら」 で はなか っ た こ とは大変に 重要な こ とです、、 ま た、平均場近似に よ っ て カノニ カル分布

を近似する方法につ い て もよく研究されて い ます。平均場が満たすべ き拘束条件を再帰的代 入 と して

用 い る こ と に よ り数値的 に 平均場近似を求める こ とがで きます。 しか しながら、カノニ カル分布を平

均場近似 したとき、汎化損失や経験損失が どの よ うに なるか に つ い て、また、状態 方程式が どの よう

になるか に つ い て は 、まだ解明されてお りませ ん。相転移がある問題 で は、その 位置がずれ る こ とが

知 られて い ます。

注意 こ の文章は数学的な厳密性に こ だわらな い とい う方針で 書かれ て い ます 。 証明が必要なか た は

［81を ご覧 ください 。また、こ の 文章で は、ハ ミ ル トニ ア ン が 相対的 に 有限な分散を持つ 場合を考え

て きま し た 。 真の分布 が 確率 モ デル で 実現 可能で な く、 か つ 、正則で もな い場合の 中には、相対的に

有限な分散を持 たない 場合も起 こ りえ ます。 こ の と き、（G ，、

− Lo），（Tr、

− Ln）の漸近挙動が 11n の

オ
ー

ダ
ー

で はな く、 別の オーダー、例え ば 11n2！3 な ど、に変わ ります 。 ただ し、そ の 場合で も状態

方程式は 成立 して い ます ［9］。
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「第 56 回 物性若手夏の 学校 （2011年度）」

6　終わりに

　統計的推測にお い て 、
「観測か ら構造を知る」とい う問題がラ ン ダム ・ハ ミル トニ ア ン に よっ て定ま

るカノニ カル分布 の挙動を考える問題にな っ て い る こ とを説明 しま した 。 そ の 理論的な解析の た め に

必要な数学的手段を紹介し、統計的推測にお い て も普遍性 を持 つ 関係 式が導 出で きる こ とを示 しま し

た。統計的推測の 問題が物理学と似て い る構造を持つ の は、単なる偶然な の で しょ うか 。 それ とも、

観測か ら真の 分布を推測す る 、とい うこ と は物理 学 の
．一

部な の で し ょ うか。

謝辞．2011年第 56 回物性若手夏の 学校の 事務局 の 皆さま に感謝 い た し ま す。特に 、こ の 発表に っ い

ての運営を ご担当頂い た京都大学数理解析研究所の 岡村和弥さんに 感謝い た します，、
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