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地盤材料の 構成モ デ ル 最前線

2． 弾塑性論の 解説と カム ク レ イモ デル の 適用性

中 井 照 夫 （な か い て るお ）

名古屋 工業 大学 大学院教授　工 学研究科

2．1 は じ め に

　材料 の 弾性，塑 性 お よび弾塑 性 挙動 の モ デ ル 化 に つ い

て 1次 元 で 解説 した 後 に ，典型的 な 地 盤材料 の 1 次尤

挙動 で あ る 1次元圧密特性 を弾塑性論的 な観点 か ら解

説す る。そ の 中 で ，1次元 とい え ど も通常 の 弾塑性論

（古典的弾塑性論と呼ぶ）で は表せ な い 土 の 諸特性 に つ

い て も触 れ る。

　Terzaghi （テ ル ッ ァ
ーギ ）以来刷 々 に 考 え て い た 地

盤材料 の 圧密特性 とせ ん 断特性 を一つ の 考 え方 で説明 し

た最初の 弾塑性モ デル が Cam 　clay 　model1 〕・2） （カ ム ク レ

イ モ デル） で あ る。こ こ で は ，Cam 　clay　model が よ く

知 られ て い る 正 規 圧 密 土 の 1 次元圧縮 に おけ る e−10gp

の直線関係の 単 な る多次元化で あ る とい う視点で Cam

clay 　model を解説す る。さらに は ，　 Cam 　clay 　model の

適用 性 に つ い て 述べ ，こ の 後の 章で解説 さ れ る発展型の

構 成 モ デル の 理 解の 助 け とし た い。

2．2　 1次元弾塑性論の概説

　図
一2．1は様 々 な材料 の特微的な 1次元 応力

・
ひ ずみ

関係を模式的に 表し た もの で あ る 。 （a）図 は弾性体で 応

力 ・ひ ず み 間に ，載荷
・
除荷 を 問わ ず
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　（E ：弾性係数 ） …（2．1）

と表せ る。こ こ に，図 に 示す よ うに 材料の 硬さを表 す 弾

性係数 E が
一一・定 の も の を線形弾性体，E が 応力あ る い

は ひ ず み の 大 き さ に よ っ て 変 わ る もの を 非線形弾 性 体 と

い う。 そ して ， 応力
・

ひ ず み 間の 剛性を 割線弾性係数，

応力増分
・
ひ ずみ増分間 の 剛性を接線弾性係数 と呼ぶ が

非線形 の場合両者 は異 な る。

　（b）図 は 剛塑性体の 応力 ・
ひ ず み 関係で 応力 σ が あ る

応力 σ y よ り小 さ い と こ ろ で は ひ ずみ は 発 生 せ ず ，σ
・＝

σ
ン

とな り ， そ れ が維持され る と きだ け ひずみ が 発生す

る 。 ま た ， ひ ずみ が 発生して い て も σ く σ
y とな る と応

力の増減 に か か わ らず 図 に示 す よ うに ひ ず み は発 生 しな

い 。こ の よ うに 応力が 変 化 し て も戻 ら な い ひ ず み を 塑性

ひ ず み とい い ，（a）図や 式（2．1）に 示 す よ うに 応力が 決 ま

れ ば ひ ず み が決 ま る （載荷
・
除荷 に か か わ らず応力の 変

化 に 応 じ て 発生 す る ） ひ ず み を 弾性 ひ ず み と い う。した

が っ て ，塑性 ひ ずみ に つ い て は応力 とひ ず み 間に
一

義的

な 関係は 成 り立 た ず ひず み増分 と応力増 分 間 の関 係 式 と

して 次式の よ うに 表せ る。
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図
一2．11 次元状態に お ける 特徴 的な応 力 ・

ひ ずみ 関係

　 　 　 　 の模 式図

　　〔
　　 de−O 　 　 　 （f一σ

一
σ

，
＜ 0 ・ r　df〈 0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
・
（2，2）

　 　 　 　 　 　 dσ

　　
de　1＝　d ・ P＝

万
＝  （f＝σ

”
σ

・

＝O ＆ df＝O）

こ こ に，括弧 で示 した ひ ず み が発生 す るか し な い か の 基

準 を 負荷基準，そ こ で 使 わ れ る 関数∫
＝0 を 降伏関数 と

い う。ま た ，細 は 塑 性 成 分 の 硬 さ を 表 し て お り ， 式

（2．1）の 弾性係数 E に対応 さ せ て 塑性係数 とい う 。 （b）

図 の よ うな 場合，塑性 成分の 硬 さ は な い の で hp・＝O とな

り，完全塑性体 とい う。な お，本文で は，弾性 （elastic ）

成分お よ び 塑性 （plastic） 成 分 を上 付添 え字の e と P で

区別 す る 。

　さて，い かなる材料 に も必 ず強度は あ る わ け で ある か

ら，弾 性体とし て扱 わ れ る こ とが 多い 金 属材料 で もその

強度を考 え る ときに は，その ひ ずみ 増分 が式 （2．1）の 弾

性成分 と 式（2．2）の 塑 性 成 分 の 和 で表 せ る と考 え，（c）図

の 弾塑 性 体 とし てモ デ ル 化 す る。こ の 時，応 力増分
・
ひ

ず み増分間の 関係式 が次式で 表せ る こ とは容易 に理解 で

き る 。
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、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
・
（2．3）

　 こ の ように ，弾性
・
完全塑性体 で あ れ ば弾 性 係 数 E

と塑 性 ひ ず み が 発 生 す る と き の 応力 （隆伏応 力）σ
y を

決 め る と応力 ・ひ ずみ 関係 は計算出来る が ，

一
般の 地 盤

材料 （程 度 の 差 は あ れ 金属材料 で も） で は （d）図の よ う

な弾塑 性挙動 を示す。同図 に 示 すように ，A 点 （σ
；

σ
y ω ） ま で 載荷 し た後除荷 す る と弾 性 挙動 し か しな い

の は （c ）図 と 同じで あ る が，更 に 載荷 す る と 応力が 大 き

くな りな が ら弾塑性 挙動 を示 す 。 そ し て，B 点で 除荷 を

す る と こ の 弾性限界を表 す σ ．も B 点 の 応力 σ幽 ま で

大 きくな る。この よ うに，応力が大 き くな りな が ら塑性

ひ ず み が 発生 す る もの を ひ ず み 硬化弾塑性体 と い う。こ

の 時弾性限界応力 σ
｝
，は，完全塑性体 の よ うに

一
定 で は

な く，塑 性 ひ ず み の 関数 で σ
y
＝

σ
y （ε P）の よ うに 与 え る

必要が あ る。こ の 時，応力増分
・
ひ ずみ増分間の 関係式

は 基本的に式（2．3）と同 じ で あ る が ，降伏応力が 塑［生ひ

ず み の 発生 に 伴 っ て 大 き くな る の で 次式 で 表せ る
3）。

1：：：：：：蠧∵∴1：：二ll二1：
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

・
（2．4）

　 同式 か ら ， 塑性 ひ ず み が 発 生 す る と き は σ．が 変化 し

て も常 に σ
＝

σ
y （f・＝O） を 満たす こ とが判 る が （後続負

荷条件）， こ れ は dσ
＝dσy （df− e）を満足 す る こ と も意

味す る （適応条件）。ひ ず み 硬化弾塑性体 で は σ广 σ
｝

（ε P）の よ う に 降 伏 応 力 が 塑 性 ひ ず み の 関 数 で 与 え られ

る の で ，適応条件 よ り式 （2．4）中 の hpは 次 式 で 与 え る こ

とが で き る 。

　　・鴎
一誰・・P… 　J・・d… …・・一 ・…一 …・…（・−tt）

　 さ て ，弾塑件体 が （c）図や （d）図 の よ う に ，応 力 が一

定 も し くは増加 しな が ら塑性 ひ ずみ が 発生 す る だ け で な

く ， （e ）図 の よ うに 応力が 減 少 し な が ら塑 性 ひ ず み が 発

生す る こ ともあ る （ひ ずみ 軟化）。こ の よ うな と き，塑

性 ひ ず み が 生 じ る 負荷 基 準 は 式 （2．4）に 示 し た ノ
ー0 ＆

dσ ≧ 0 で は与え ら れ ず，（e）図 に 示 す よ うに 除荷 （弾性）

側 も載荷 （弾塑性）側 も dσ ＜ 0 とな り応力だ け で は負

荷基準を決 め られ な い。した が っ て ， ひず み 軟化挙動 を

含む よ り
一

般的な負荷基準は ， 正 の 塑性 ひ ず み し か生 じ

な い とい う条件 よ り，次式で 与 え る こ とが で きる
3｝。

　　膿 1：1：；二；：：：諜ξll− 一 一 ・2…

　 ヒ述 し た ひ ず み 硬化 （軟化）型 の 弾塑性 モ デ ル の 定式

化 で は ， 降伏関数 を 式 （2．4）の よ う に，応 力 σ と降伏応

力 σ y を 使 っ て ∫＝σ
一

σ y
＝＝O と表し，降伏応 力 を 塑性 ひ

ず み と関係づ け て い る 。 し か し，同 じ意 味 で あ る が，応

力の 関数 F と塑性 ひ ず み の 関数 U を 使 っ て

48

　　 プ
ーF （σ ）−H （ε・）

！−O …・・・・……・…一 ・………・…
（2．7）

の よ うな形 で よ り 般 的に 降伏関 数 を 表 す方 が こ の 後 の

地 盤材料の モ デル 化や 多次元化の 説明 が しやすい 。こ の

場合 ， 適応条件 （df＝O） よ り，

　 　 　 　 ∂F　 　 　 　 　 　 　 ∂H
　　 dF＝− 4σ

＝− eleP　
…
　
……

　
…FF・…・・・・・・・・…

　
……・

（2．8）
　 　 　 　 ∂σ　 　 　 　 　 　 　 ∂ε

P

が 得 られ，ひず み増分 は 次 式 の よ うに表 せ る 。

　 　 　 　 　 　 1
　　

de ＝：de巳蘓
万

4・ 　 　 （ブ＝F 』” 〈 0 ・・ deP≦ 0）

　 　 　 　 　 　 1　 　 　 　 　 　 　 　 　 dF
　　　　　　　　　　　 （か F −〃 ＝0 ＆ dε

P ＞ 0）de ＝d ε
‘’十d ε　P・　一一 dσ 十

　 　 　 　 　 　 　 　 ∂ff〆∂ε P　 　 　 　 　 　 E

2．3　地盤材料の 1次元弾塑性挙動

・（2，9）

　弾塑性論 に 基づ い て 地盤材料 の 1次元力学挙動 （1次

元 圧密 や 等方圧縮）を 定式化 して み よ う。

　2．3．1 正 規 圧 密土

　図
一2．2は ，多 くの 教科書 で も解説 されて い る正規圧

密粘 土 の 1 次元 圧 密時の 間隙比 （e）〜lnσ 関係 を模 式的

に 描 い て い る。1点 を初期状態，P 点を現状態 とした と

き，こ の 間の 間隙比 の変化 （
− Ae） は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　 （
− Ae）＝eo

−
e＝c／．NO − eN；All1− 　　

・・・・・・・・・・・・・・・…
　（2．10）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ 0

こ こ に，λは 自然対数 目盛 の 応力軸 を と っ た と きの 圧縮

指数 で 通常の 常用対数 日盛 で の 圧縮指数 C
， を使 っ て λ

一〇．434C
， で 与え られ る。ま た，除 荷 時の 間 隙比 変化 は

弾性 成 分 と考 え られ る の で ，弾性成分 （
− Ae ）

e は 膨潤

指数 κ
＝0．434Cs を 使 っ て 次式 とな る。

　 　 　 　 　 　 　 　 び

　　 （−Ae ）e 一κ ln− 一 一 ・・・・・・・・・・・…………・…・・
（2．11＞

　 　 　 　 　 　 　 　 σ o

　ま た ，再 載 荷 時 も P 点 の 応 力 （過 去 の 最 大 応 力）ま

で は 除荷時 と同 じ挙動 を し，そ の 後 は式（2，10）と 同 じ弾

塑 性挙動 を す る と考え る 。 こ れ は，前に述べ た 典型 的 な

ひ ずみ硬化弾塑性挙動なの で ， その 塑性成分は次式 で 与

え られ る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　

　　 ← Ae）P ・・（−Zie）一（
−Ae）・＝λln− 一

κ ln一
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ t）　　　　 σ D

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・（2．12）

式〔2．12）を 降伏関数 の 形 で 表現す る と

　　 〆− F −H ＝＝OorF ＝・1−1 ・・・・・・・・・・・・・……・・・・・・・・…
（2．13）

と表 せ る 。 こ こ に ， F お よび H は 応力項 と塑性 ひ ず み

（間隙比変化 の 塑性成分）項 を表 し，次式 で 与 え られ る。

　 　 　 　 　 c「u

癒
σ 　　　   σ　　　中

1

　 λ

1
。

極 臨，

　 　 　 　 ヨ

　　　　l　　 i　　　　　 I

図
一2．2　iEl規 圧 密 粘 土 の 1 次 元 月三密 時 の 間 隙 比 （e ）・−in σ

　 　 　 　関 係
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　　 F ＝　（λ一κ ）In− ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　tt・（2．14）
　 　 　 　 　 　 　 　 σ o

　　 H ＝（
一

∠le）］
コ
　
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…

　（2，15）

　 と こ ろ で ，ひ ず み 硬 化 （軟 化）す る弾塑性 体で は ，F

は応力 σ の 関数 で H は 塑性 ひ ず み の 関数な の で ，F ・＝H

を 満足 しな がら塑性 ひ ずみ が発 生 す る 。 し た が っ て，式

（2，13）と適応条件式 （df＝　O）より

　　df。。dF − dff− （A一κ）
些一4（− e）・− 0 …一 …

（2，16）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ

同式 より，間隙比増分 の塑性成分は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 d σ

　 　 d（− e）p ＝（λ ＿
κ），＿＿．＿．＿．、＿、．…・・……・・…・・

（2，17）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ

ま た ，間隙比変化の 弾性 成 分は 式 （2．11）よ り，

　　 d（一、）・．。
些．．．．．．．．、．、．．、．．．．．　 ＿ ．＿＿、．、．．（2．18）

　 　 　 　 　 　 　 σ

　 し た が っ て，正規圧密土 の 1次元圧密時 の 構成 モ デ

ル は式（2．4）に対応 させ て 次式 の ように表せ る 。

［1：
1：：lll−illillii

i，
e ：1：：1：∵

　 　 　 　 　 　 　 　 ・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　F幽・…　幽幽…　（2，19）

　 こ こ に，土 の 1 元 挙動 を 表す の に，ひ ずみ で はな く

間隙比を 用 い た理 由で あ る が ，
こ の 後 （こ の 章 に限 らず）

の 議論 で も判 る よ うに 同じ土 で も間隙比 に よ っ て その 弾

塑性 挙動が 大 き く異 な る か らで あ る。大変形 を考 え な い

の で あれ ば 間隙比 変化 や そ の 増分 を （1 ＋ eo）で 割 れ ば

容易に ひず み や ひ ずみ 増分 が 求め られ る の は 言 うま で も

な い
。

　 2．3．2 過圧密土

　前 小 節 で示 した よ うに，1 次 元 の 正 規 圧密土 は 典型 的

な ひ ず み 硬化型 の 弾塑性挙動 を 示 す。そ こ で は ，過圧密

± （例 え ば図
一2．2の P 点か ら除荷 し た 土）は 再載荷時

に過去の 最大応 力 （P 点の 応力） に な る ま で ， 弾性 ひ ず

みしか生じない し，P 点の 応力に なるとそ の後は急 に 勾

配 A の弾塑性 挙 動 に 移行 す る こ と に な る 。 図
一2．3は過

圧密 土 の 1 次元 圧 密特性 を 模式的 に 描 い て い る。こ の

よ うに，過圧 密領域で も再 載荷時 に弾塑性 挙 動 を示 し，

応力の 増加 と と も に正 規圧 密 土 の 関係 （正 規圧密線） に

徐 々 に 近づ くこ とは実験 で も知 られて い る。こ の よ うな

過圧密 土 の 1次 元 変形特性 は こ れ ま で 述 べ て き た 古典

的弾塑性論 で は 説明 出来 な い の で ，古典的弾塑性論 で は

弾性域 と扱 っ て い た 領域 の弾塑性変形 も併 せ て 説 明 す る

発展的弾塑性論 に つ い て過圧密土 を例 に 説明する
4〕。こ

れ は こ の 後 の 章 で も解説 が あ る ド負荷面モ デ ル
5）・6）の 考

え方 の 1次元的解釈 に 相当す る。

　 図
一2．3に 示す よ うに ，ある 応力状態 の 間隙比 と同 じ

応力状態 の 正 規圧密線 上 の 間隙比 の 差 ρ を 土 の 密度 を

表 す 指標 とす る。こ れ は 土 の
一

番 緩 い 状 態 は 正規 圧 密 線

上 に あ る の で ，そ れ か らの 間 隙 比 の 差 は締 ま り方 の 程 度

（密度） を表す とい え る 。 ま た ，ρ は過 圧 密 比 （OCR ）

Apri且，2011
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図一2．3 過圧 密粘 土の 1 次元 圧 密時 の 間 隙比 （e ）〜lnσ
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図
一2．4　過圧密 土 の 初期 状態 （1点） と現状態 （P 点）

　 　 　 　 の 応力お よ び間隙比

と次 式 で 関 係 づ け られ る。

　　 p − （λ
一

κ）ln（OCR ）
・・・…一・・・・・……・・……………・

（2．20）

　図
一2．4は 過 圧 密土 の 初 期状態 （1点） と現状態 （P

点）の 応力およ び間隙比を 表 して い る 。 こ こ に ，（σ o，eo ）

お よび （qe ）は 初期状態 お よび現状態の 応力 と間隙比

を 表 す。ま た ，8NO お よび eN は 応 力 が σ0 お よ び σ 時の

正規圧密線上 の 間隙比で ある。した が っ て ，同図 か ら密

度 を 表 す変数 ρ の 初期 状態お よ び 現状態の値は そ れ ぞ

れ ρ。
＝eNO

−
eo，ρ亭呶

一
6 と定義で きる。また，こ の 間の

間隙比変化 の 弾性成分 は 正 規肥密土 と同 じ式（2，11）で 与

え られ る。図
一2．4を参考 に ，間隙比 変化 の 塑性成分 は

次 式の よ うに表 せ る。

　　 ← Ae ）1・＝（
−Ae ）一（− Ae ）

・

　　　　　　≡｛（eNO
−

eN ）
一
（ρ‘厂 ρ）｝

一
（
−Ae）e

　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　　　　　 　

　　　　　　＝）’ln− 一
（ρ 

一
ρ）
一

κ ln− 　
’’’”』齟’’”・’・・

（2．21）
　 　 　 　 　 　 　 　 σ 0　　　　　　　　　　　　 σ O

式（2．14），（2．15）の F お よ び H を 用 い て 上 式 を 書 き直

す と ， 過圧密 土 の 降伏関数 は 次式で 与 え られる。

　　 ∫＝F −
｛正1＋ （ρo

一
ρ）｝＝O　or 　F ＋ ρ

＝H ＋
ρo 　…　（2，22）

こ こで も，適応条件 （df−・O）を 考 え る と次式 が得 られ

る。

　 　 df　＝＝　dF − ｛dH −dp｝

　 　 　 　 　 　 　 dσ

　 　 　 一（λ
一

κ）
一一

｛d （
−

e）P
− dρ｝− o ・・・・・・・…一 （2．23）

　 　 　 　 　 　 　 σ

　 さ て，応 力 を 増や し て い っ た と き，前述 した よ うに 過

圧密 土 （p ＞ 0） は 塑性変形 が 進 む に つ れ 正 規 圧 密線に

近 づ き （dρ＜ 0），や が て は 正 規 圧 密状 態 （ρ＝0） に な

る。また，正規圧密線 へ の 近 づ き方は密度が大 きい （ρ

が 大きい ） ほ ど急激 に近 づ く と考 え られ る の で，ρ の 変

化 は間隙比増 分 の 塑 性 成分 （も し くは 塑 性 ひ ず み 増分）

と次式 の よ うな 形 で 関 係 づ け ら れ る。

　　 dp ＝　− G （p）
・d （− e）P　

……・・…
　
…・・・・・・・・…

　
…・…・（2、24）

上 述 の 条件 を 満 た す た め に は，関数 G （ρ） は G （0）＝0

とな る ρ の 増 加 関数 で あ れ ば よ い 。こ の よ うに ，密度

等 の 状態 を 表す変数を状態変数 （state 　variable ） とい
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い ，そ の 変化 の 仕方 を 決め る 関係式 （例 え ば式 （2．24））

を状態変数 の発展則 （evolution 　rule ）とい う 。 式 （2，23），

（2．24）か ら過圧密上 の 間隙比増分の 塑性成分は次式で 与

え られ る。

　 　 　 　 　 　 　 A一κ　 dσ

　　
d（− e〕P

「 ． G （，）τ
’』”tttt”

（2・25）

した が っ て ，式 （2．18）で 字え られ る弾性成分 を考 え ， 過

圧密 土 の 1次元構成 モ デ ル は次式 で 与 え られ る。同式

と式（2．ユ9）の 比較 か ら判 る よ う に塑性 係 数 が正 規 圧密粘

土 の そ れ の （1＋ G （ρ））倍 に な る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 dσ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （dF 〈0）　 　 d （
−

e）＝d（
−

e）・ 覃κ
一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ

　　 d（− e）＝d〔− e）P ＋ d（− e）
e

　　　　　　　　　　
・・・・・・…

　（2．26）

　　　　　一｛，儲 、
・ ・ ｝割 似 ・

　さ て，こ こ で 説明 した 発展型弾塑性論 （橋 口 の 下負荷

而モ デ ル （Subloading　surface 　model ） の 考 え 方を 1 次

元 変形 問 題で 簡単に解説 した）で は過去 の 最大応 力 （占

典的弾塑性論4）降伏応力） よ りも現応力が 小 さ くて も再

載荷時 に は 塑性 ひ ず み が 発生す る。こ れ は 弾性 除 荷時 に

もf＝O を 満足 す る こ とを 意味す るの で ，dF の 止 負だ け

で 載荷，除荷を区別す る。な お，過 圧 密土 の 1 次元 挙

動 で は ひ ず み軟化 は な い の で ，式（2．26）に 示 した 負荷規

準 で 通常は問題ない が，1 次元 で も軟化挙動 が あ る場合

に は 前述し た よ う に塑 性 ひず み は 正 の 方向に しか 生 じ な

い とい う条件 から 1次元の 発 展型弾塑 「生論 で はよ り
一．一

般的 に 以 下 の 負荷規準を採用 す る。

　　　d（
−

e）P ・・O （d （
−
e）P ≦0）

　　〔　　　　　　　　　　　　　 ・・…　　　　　　　　　』　（2，27）
　 　 　d〔− tt）P ≠ 0　 （d （− e）P＞ 0）

　 図
一2．5に 過圧密 土 を 1 次元圧密 し た 時の 解析結果 を

示 す。こ こ に，ρ の 発展則を表す増加関数 G （ρ）は簡単

な 1次関数で 与 え て い る 。

　　 G （ρ）＝αρ　
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…

　（2，28）

解析 は 藤 の 森 粘 土 を 想 定 し，材 料 パ ラ メーターは λ　＝＝

O．104
，

κ
＝O．010

，
N ・＝e．83，　 a 　＝＝　100とした （N は σ

＝98

kPa時 の 正規圧密線の 間隙比）。 過圧密土 が応力 の 増加

に 伴 い 正 規圧密線 （NCL ）に 徐 々 に 近 づ く実験 で み ら

れ る 挙 動 を よ く表現 して い る こ とが判 る。

　 こ こ で は，／次 元 で 下 負荷 面 モ デ ル の 説 明 を した が，

次号 以 降で は 多次元
．
ドで の 下負荷面の 解説 が なされる 。

多次元で もそ の 考え方の基本は 同 じ で あ る。ま た ，古典

的弾塑性論 で は説明出来ない 過圧密上 の 挙動を 説明す る

よ く似 た コ ン セ プ 1・の モ デル と し て Dafaliasらに よ る

　 　．8

。．75［．コ
M 。，L．．．1．．．．．．．．1．
謹 　　　　　、
邏 o．65 ．齟r．L．．．．．

　 　　　 　　　　t−　，，　，，

画
　 0 ∬

鎧潮
冂
、．

懇蔑口
闇．

．
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　 1．0　　　　　　　　　　　 5．0　　　　10．01n 〔dゴPa）

図
一2．5　過圧 密粘土 の 解 析結果

境界面モ デ ル （Bounding 　surface 　model ）
7〕があ る が，

モ デ ル の 物理的意味や単純さに お い て 下負荷面 モ デル に

勝 る もの で はない 。

2．4　多次元弾塑性論の概説

　通常弾塑 性論 と言 え ば 多 くの 木 に書 か れて い る よ うに ，

始め に 降伏関数，ひ ずみ 硬化パ ラ メ
ー

タ
ー，流れ 則 な ど

の 言葉が出 て くる が ，こ こ で は 1 次元弾塑性論 の 延長

と して 多次尤の 弾塑性論 の 基本 に つ い て 解説 す る。

　1次 元 で は，除荷 し た と き に ひ ずみ （変形）が戻るか

戻らな い と，塑性 体で は 正 の ひ ず み しか で な い こ とが 弾

性体 と塑性体の 違 い で あ っ た が，多次元 で はこ れ ら に 加

え て 次に 述べ る塑性体の 特徴 を考慮 す る 。 図
一一．2．6（a）に

示 す よ うに ，主 応力 の ，σ 2 （σ 1＞ σ 2） が 作用 して い る 弾

性 体と塑性 体を考え る 。
こ こ に，σ 1 方向に微小 な応力

増分 A σ （主応力増分） を 与 え た と き，（b）図 に 示す よ

うに 弾性体 と塑性体は と もに主応力方向が変化 しな い の

で σ 1 方 向 に 圧縮 し σ 2 方 向 に 膨張 す る 同 じ よ う な 変 形

モ
ー

ドで あ る （ひ ず み の 大 き さ や ひ ずみ 増 分 の 比 dε11

dεz は 問 わ な い ）。次 に，同 じ初 期 状態で 微 小 な せ ん 断

応力増分 」σ を与 え た と き，そ れ ぞれ の 変形 モ
ー

ドは

（c ）図 の ように な る。す なわち，弾性体で は主 ひ ずみ 増

分の 方 向は 主 応 力増分 の 方向 と
一

致 す る が，塑 性 体 で は

主ひず み増分の 方向は主応力 と
一
致する （共軸性 と呼 ば

れ る）。 ま た ，（b），（c ）図 の 塑 性 変形 の モ ードか ら判る

ように，塑性体 で は応力状態 が 同じで あれば，応力増分

の 与 え 方に よ らず ひ ずみ の 出方 （変形 の モ
ー

ド） は 同じ

とな る。す な わ ち，現在 の 応力状態が 同 じで 塑 性 ひ ず み

が発生 す る時 に は，ひず み の発生 の 仕方 （例 え ば塑性 ひ

暫痒暉藩剛掣
畔奪藩転

　 　 　 σ 1

　　　 ↓ （・ ・〉 ・・．＞

a・
・口 ・

・

　　　蕊
A σ

」 σ

弾 性

“
i
…

…

（b）

　 　 　 　」σ

　 　 　 　 ゆ
　 　 　 　 　 評搾

　 　 　 、岬岬　 　　 fi
」 σ ”

　 ｛》fi　　　 。舍

　　　　　　〜』σ

　 　 ’　　 　 酬・・9　　　
　 　

ab’”“
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多次元 に お け る弾性 と塑性 の 変形 モ
ー

ド
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ずみ増分 の 比 dε1！dε2 ）は応力増分の か け方に よ らな い

（流 れ 則 と呼ばれ る）。こ の 塑性 ひ ずみ増分 の 発 生 の 仕方

がそ の時 の 応力だ け で 決 ま り，応力増分の 与え 方 に よら

な い 理 由で あ る が，塑性 変形 は あ る意味物 が 壊れ て い く

プ ロ セ ス とい え る （だ か ら変形 は戻らな い ）。例 え ば ，

ヒ ビが 入 り壊 れ か け た花瓶 を 上 か ら押 そ うが斜め か ら押

そ うが 壊 れ方 に 変わ りがない こ と と同じで あ る 。 以上 説

明 した よ うに ， 多次元 に お い て は弾性変形 と塑性変形 の

こ の よ うな ひ ずみ の 発 生 の 仕方の 違 い さ え理 解す る と後

は 1 次元 の弾塑性変形 と 同 じ ように扱 え る。後 は そ の

定式化 で あ る。

　多 次 元 で も降伏関数 は式 （2．7）と同じ形 で 与 え られ る

が ，次式 に 示 す よ うに ，F や U は 多次 元 の 応力お よび

塑性 ひ ず み の 関数 で 与 え る。

〔窯1齢 藷
・ （・… 9）

そ の 結果，図
一2．7（a）に 示 す よ うに 降伏関数 は，応力の

空 間 の
一

つ の 曲面 と し て描 くこ とが で き る （降伏曲面 と

呼 ぶ）。 ま た ，
1 次 元の 場合塑 性 ひ ず み が発生 し な が ら

応力が変化 し たとき降伏応力もそれ に 応 じて 変化 した の

と同様，多次 元 で は例 え ば応力状態が A 点 か ら B 点ま

で 変化 し た と きそ れ に 応 じて 降伏曲面 も変化す る 。 さ て ，

そ の 時の 塑性 ひ ず み の 発生 の 仕方 で あ るが，前述 した よ

うに塑性 ひ ず み 増分の 主 軸 の 方向 は応 力 の 主 軸 と
一

致 す

る （共軸性） の で ，（b）図 に示す よ うに 主応力軸 に あわ

せ て 空 ひず み増分軸 を と り，応力増分 の 向 き に か か わ ら

ず 塑性 ひ ず み 増分の 向 きは 降伏曲面 に 垂 直 な方向 とな る

（流 れ 則）。ま た，そ の 時塑性 ひず み増分 の 向き は 降伏山

面 の 外側を向 い て 内側 に は 向 か な い
。 こ れは 1次元 で

正 の 塑性 ひ ずみ し か発生 しな い こ と と同意味 で あ る。こ

こ で ，（b）図に 示 す よ うに ，塑 性 ひ ず み増分 の 方 向 が な

ぜ 降伏曲面 に 垂直 な方向に な る 必 要 が あ る の か とい う疑

問 が わ くか も知 れ な い が，こ れ は塑性 ひず み増分 の 方 向

が 応力増分 の 方向の 影響 を 受け な い と した とき塑性仕事

増分が最大 に なるように 塑性 ひず み が発生す る と した最

大塑 性 仕 事の原理 （仮定）3〕か ら導か れ る。こ の 原 理

（仮定） か ら は 降伏曲面は凸 形 で なけ ればな らな い こ と

も導 き 出 さ れ るが ，詳 細 は 多 くの 弾 塑 性 論 の 本 や文 献 で

説明されて い る。

　塑性 ひ ずみ 増分方向が 降伏曲面 に垂直で か つ 外向 きで

あ る と こ とか ら，塑 性 ひ ず み 増分 は 次式の よ うに 表現で

き る。

t
卿 一

畷 ・A ・fil・ ・ カ ラ
ー・

こ こ に，等方性 を仮定 し，主 値で表す と

d…
’一
綴 調 M 絵姑 畷

・
（2．30）

一ヒ式は 例 え ば等方性 地 盤 の 透 水 問題 で 等 ポ テ ン シ ャ ル 線

に 直 交 す る方 向 に 流 れ が 生 じ る こ とを ，ス カ ラ
ー

関数

（流 れ の 問 題 で は等 ポ テ ン シ ャ ル 線）の 勾配 （gradient）

を と っ て定式化す る の と同じで あ る。

ApriL　2011

a2

　 ／
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図一2．7 降伏 曲面 と流れ則

講　　座

ゴ亀
ρ，　dOf ）

dEf）

　 さ て ，正 の ス カ ラ
ーA は 塑性 ひ ず み 増分 の 大 き さ を

表す こ とに な るが ， 1次元 の 場合 と同様適応条件 （df−

0）から決め る こ とが で きる。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂ff

　　
df−　dF − dff＝dF一

訂
ε・・

P

　　　　　　 ∂H ∂F 　　　　　　　　　
’幽’’’’’’”齟’’’’’”齟’・…

　（2．31）
　 　 　 ＝dF −一 一 ・A ＝＝e
　　　　　　 ∂ε

｛jp∂σ ij

した が っ て，塑性ひ ずみ 増分 の 大 きさを表す ス カ ラ
ー

関

数 A は 次式で 与 え られ る。

　 　 dF　　 dF
A −：　 　 　 　 ＝一
　 ∂u ∂F 　 hp

　 ∂ε，1P ∂σ ii

主値 で表 す と

A ＝

（
∂ff ∂FdF

　 　　　　　 　　 dF

　　　
∂

纈
hp

・・（2．32）

　 　 　 　 ∂H ∂F− 一
十
一 一

十
一 一

∂εlp ∂σ 1　　　　∂s2P ∂σ2　　　　　　　 ∂ε／sp ∂σ 3

　 こ こ に，dF は 降伏曲面の 変化 （図
一2．7（a）で は 広が

り）を表 し て い る の で ，分母 （hp）が 塑性 ひ ず み の 硬

さ を表 す こ と にな り 1 次 元 と同様塑性係数 と言 う。

　 な お，古典的弾塑性論 で は 降伏曲面の 内側 に 応力が 変

化する と きや 降伏曲面内に 応力状態がある と き塑性 ひず

み は発生 せ ず，降伏曲面 も変 わ らな い。した が っ て ，1

次 元 の 式（2．4）同様 次式で 負荷規準 が 与 え られ る。

　　（1：1：；：：錐智瓢二甜
… 一

（… 3）

1次元 で も述べ た よ うに，．L式 で は ひ ずみ軟化時の負荷

と除荷 の 判別 が で きな い の で ，式 （2．6）に対応させ て よ

り
一

般的 に ひ ず み の 大 き さ を表す ス カ ラーA を使 っ て

次 式 で 負荷規準 を与 え る 。

　　　datjP＝　O （f・・F −H ＜ 0 ・ r　A ≦ O）

　　〔d、、S． 。 （f．F −。
．

。 ＆ 。 ． 。）
　　　　　　　　　　　　　　　　　

・・・・・・・・・…
　（2．34）

2，5　 カ ム ク レ イモ デ ル 概説

　Cam 　clay　model が 2．3．1で 解説 し た 正 規圧密 土 の 1次

元 の古典的弾塑性モ デル の 多次元版 で あ る との 観点 か ら

説 明 す る。

　前節で 説明 した よ うに，等方性 を仮定 して も
一

般 に は

多次元 の 降伏関数 は 3 主 応力 も し くは 三 つ の 不 変 量 で

決 め ら れ る。し か し，三 つ の 変 数 を使 っ た 降 伏 関 数 は 決

め に くい の で，通常は実験事実 を参考に
一

つ な い しは二

つ の 応 力 パ ラ メーターで 定 義 す る 。 図
一2．8は 主 応力 空

間で 現応力の 主 応 力 ベ ク トル （OP ） と現 応 力 を 通 る正

5ヱ
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）

　　　　　
　 　 　 σ 2

図
一2、8 金 属 材料 や Cam 　clay 　mQdel で便 われ る 応 力パ

　 　 　 　 ラ メ
ー

ターの説 明

八 面体面 （静水圧軸 に 直交する面 ABC ）を描 い て い る ，

同図 に 示す よ うに ，OP は 正 八 面 体面 に垂直な 成 分 ON

と平行な 成 分 NP に 分 け られ る。そ して ，次式 で 示す応

力パ ラ メ
ー

タ
ー

が 定義 さ れ る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　 P＝一 一5−ON ；−1；（σ 1＋ ・・

＋ ・・）

〔・譌 NP 一
志研 げ ＋ （・・

− a
・）

・

甑
一

σ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　・（2．35）

上 式 か ら判 る よ うに ，ヵは 平均応力を 意味 し，α は 偏差

応力 と呼ぼれ 応力差 を表す 指標 とな る 。 な お，1．．軸圧 縮

条件 （σ 2… 　u3 ）で は それぞれ ρ《 σ 1 ＋ 2σ3）13，　q 一σ 一 σ3

とな る。さて ，金属材料 の 構成 モ デル の 多 くで は 式

（2，29）の 降伏関数 を

　　 プ＝F （の
一H （edP）；0・・…　

……・・・・・…　……・・・・・・・・…　（2．36）

の 形 で 与 え る こ とが 多い
。 こ こ に ， εdP は 塑性偏差 ひ ず

みを表 す不変量で ある （ひ ず みも正入 面体面 に垂直な成

分 と平行な成分 に分 け られ ，垂直成分 は 大 き さ の 変化 を

表 す 体積 ひ ず み ε。に ，平行 な 成分 は 形 σ）変化 を 表 す 偏

差ひ ずみ εd に 相当す る）。
こ れ は ， 金属材料で は ，塑性

変形 が拘束応力 （平均応力）の 影響を受け な い こ とや，

塑性的な体積変化がな い こ とに よ る 。

　
一

方，地 盤材料 で は ，強度特性 を考 え て も判 る よ うに ，

塑性変形 は拘束応力の 影響を受け る 。 また ，圧密で もせ

ん 断 で も塑性的 な 間隙比変化 （言い 換 えれ ば塑性体積 ひ

ず み ）が生じる こ とは 周知 の こ とで あ る。その 結果地盤

材料の 降伏関数は 次式の 形 で与え られ る こ とが多い
。

　　　f＝＝F ゆ，の一fl（ε。p，εdP）− 0

　　〔　 　 　 OT　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （237）

　 　 　プーF （P，　ny　・・qfP）一舐 ε．P，ε匡

P
）＝0

　式 （2．37）の 降伏関数 を具体的な形 で 与 え るた め ，次に

述 べ る 正 規圧密土 の 二 つ の 実験事実 に着 目す る 。

一
つ は

Henkel が 見い だ した もの で 図
一2．9に 示 す よ うに ，あ る

応力 状態 （こ こ で は p軸 上 の 1 点） か ら任意の 応力状態

P 点 ま で ど の よ うな 経路 で 応力が 変化 し て も そ の 間に 生

じ る 間隙比 の 変化 ← Zie） は 同 じで あ る と い う実験結

果 で あ る （そ の 結果，式 （2．37）の 降伏関数 の H は 間隙

比 変化の 塑性成分 （
− Ae ）P も し くは塑性准積 ひ ずみ ε．P

52
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図
一2．9　Henke1 の 等間 隙比 （含 水 比 ）線

　＿9
η
一

M

令

η

　
　
o

．．．．．．．

　　　　：
　　　　1 ρ

＝一定試験

　　　　i
　　　　 E
　　　　 …．一．一．．一

…
［ξ（
i（η）
旨

［ξ（M ）

図
一2．10　正 規圧 密粘土 の 応 力比〜偏差ひ ず み〜体積 ひ ず

　 　 　 　 み関係

ξ（M ）

G，一ζ（η）

　　　　O 　　　 M η
…q

／P

図
一2．tt 正規圧 密粘土 の 応力 比 〜体積ひ ず み 関係

だ け の 関数 とで き る）。もう
一
つ は例 え ば平均応力 （p）

一
定で 正規圧密土をせん断 した とき応力比〜偏差ひ ずみ

〜体積ひ ず み 関係が 平 均 応 力 の 大 き さ に か か わ らず 図
一

2．10の よ うに 描 け る と い う実験結果で あ る 。応力比 が 大

き くな る に した が い
， 正 の体積 ひ ず み εv （体積 圧 縮）

が 生 じ，最終的 に は 応力比が ny− 41p− M で それ以上体

積変化 が起 こ らな い 状態 （限界状態 ；CSL ）に 至 る。同

図 か ら，体積 ひ ず み は増加関数 ζ（η）で 次式 の よ うに 表

せ る （図一2．lt）。

　　 ε v
＝
ξ（η）　　（こ こ ｝こ ，　ξ（O）＝0）　

・・・…
　
F・・…

　
幽・・・・・…

　（2，38）

ξ（η）隔1）η の よ うに η の
一

次式 で 体積 ひ ず み を表 した時，

係数 D を柴田 の ダ イ レ イ タ ン シ
ー係数8〕とい う。

　さ て ，こ れ らの 実験事実 と1次元圧密時 （も し くは 等

方圧密時）の 間隙比の 変化 が 式（2．10）で 与 え られ る こ と

を 考慮す る と，図
一一2．9で 応力状態が ど の よ うな 経路 で

初期応力状態 1点 （p≡Po， η
・＝O）か ら現状態 P 点 （ρ

＝

P，η
＝

η ）ま で 変化 して も，そ の 間 の 間 隙比 の 変 化 は IJ

間 （等方圧縮時） と JP間 （せ ん 断時） の 間 隙比 変化 の

和 で 表せ る こ と に な る。

　　　・− r・・）… e・
一

翻 ・瓷・ （・・ en）・・・・
……・…・・… 39）

一一
方，せ ん 断 （応 力比 の 変化）時の 体 積変 化 （ダ イ レ イ

タ ン シ
ー

）はす べ て 塑性成分 と考 え る と，こ の 間の 間隙
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比変化 の 弾性成分は式 （2、11）同様次式 で与 え られる。

　　 （．A ，）・．
。 1。2 ・・．＿＿．＿ 　 　 　 ・

（2，40）
　 　 　 　 　 　 　 　 Po

したが っ て ，間隙比変化 の塑性成分 は 次式とな る。

（
．」の・一（一」 e）一（一Ae ）e＝（丿、一κ）1。 彑・ （1・ の ζ（η）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P 

　　　　　一・・
一

・・｛ln　
2

＋ ζ（
　　P。 ｝

…・・・・・……・…
・・鋤

こ こ に ， ζ（η）＝｛（1＋ eo ）1（λ一κ ）｝ζ（η）とな る の で ， ζ（η）

もζ（η）
＝0 を満たす増加関数で あ る。式 （2．41）を書き直

す と，多 次 元 の 降伏関数 と し て 1 次 元 の 式 （2．13）〜

（2，15）と同 じ形式 で 表 す こ とが で き る。

　　 f；F （p，η＝＝q！p）− H （（一∠θ）P）＝0　・tt・・・・・・・・・…
　（2，42）

　　・一・・
一
小 瓷・ ・… ｝一・・

−
iC）1・翕

一 ・・… ）

　　 ff＝　（− Me ）P＝（1 ＋ ea）ε
vP 　
…
　
………・・・・・・・・・・・・…

　
…（2．44）

す な わち，1次元の 関数 F （式 （2．14））の σ o，σ を Pe，　Pi

に置 き換 え て い る だ け で あ る 。 式 （2．43）で表せ る関数

（降伏 曲面） の形状 は 図
一2．12に 描 い て い る よ うに ， p〜

q空 間で 原点を通 る 凸形 で あ り，その 大 き さ を表すρ軸

上 の 値が Plと な る 。 ま た，塑 性主 ひ ず み 増分 の 方向が

主 応力の 方向 に
一

致す る こ と （共軸性） よ り，p軸 お よ

び σ軸方向 に 塑 性 体積ひ ず み 増分 4ε
。

P お よ び 塑性偏差

ひずみ増分 dεdPの 方向が対応 し，塑性ひ ずみ増分方向は

図 に 示す よ うに 降伏曲面 に垂直 な方向 とな る （流れ 則）。

　塑性 ひ ず み増分 は流 れ 則 よ り

　　姻 蜘 （
∂F ∂望）　　∂F ∂η一　　　十

一
∂P ∂σ1］ ∂η ∂σ、j）

・・・・・・・・・・・・…（・・4・・

と表され ， 適応条件 （df＝0）よ り正 の ス カラ
ーA は次

式 で与 え られ る。

A −

、1 ．躯頚 こ こ に鴫 嘱 ）
　 　 　 　 　 　 　 ∂σ 肱

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
・
（2．46）

とこ ろで ，塑性 ひ ずみ 増分比 は 式（2，43），（2．45）よ り，

次式で求め られ る 。

　　 dεvp　（∂Ff ∂i））十 （∂F1∂η）（∂ηノ∂2））

　　 4εdP　　　　　（∂F ！∂η）（∂ηノ∂q）

　　　　一1
一

瑠
’
°P …一 …・・………一 ・…・…く・… ）

同 式 か ら，応力 比 （η）が 決 ま れ ば 塑性 ひ ず み 増分比

（dε。P ！dεdP）が一
義的 に 決 ま る こ と が 判 る。こ れ は ，図

q （dsD

現 降伏 曲 面
（幽 厂，ds，／

’
〉

図
一2．12

　　　　　　　　　　　　　P（ρ，η
一
9ψ）

　 　 ，’一陶、
k

　 ノ 　　　　　　　　　　N

’

初 軅 伏 曲ず・

　　　　　　　　Ilo
　　　　　 P 。　　　 Pl　 P （ds．P）

　　 （p，e）面 上 で 表 し た Cam 　clay 型 モ デ ル の降 伏

　 　 曲面 と塑性 ひ ずみ増分方 向
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一2．12に示すように ， 降伏曲面が 形 を変え ず原点を 中心

に 相似的に大 き さ を変え る こ とを意味す る。こ の 関係式

を ，ス 1一レ ス ・ダイ レ イ タ ン シー関係 と呼ぶ こ ともあ る。

　さて ， origina1 　Cam 　clay 　model1 ）お よび modified 　Cam

clay 　 model2 ）で は限界状態 （図
一2．10参照） の 応力比 M

を使 っ て，そ れ ぞ れ 次式 で ζ（η） を 与え て い る。

　　ζ（
　　　　1
η）□

M
η （・・igi・・1）・・…一 …・・・・・・・・・・・・…

〔・・48）

　 　 　 　 　 　 M2 ＋ η
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（modified ）・………・・……・・・…（2．49）　　 ζ（η）；ln
　 　 　 　 　 　 　 M2

そ の 結果，両 モ デル の 降伏関数 の （P，q）平面 で の 形状

は 図
一2．13に 示 す よ うな か た ちに な る。ま た，式（2．47）

を使 っ て，original お よび modified 　Cam 　clay 　models の

応力比 （q1P ）〜塑性 ひ ずみ増分比 （dε。P ／dεd
’

）を求 め る

と，次式の ように な る （図示す る と図
一2．14の よ うに描

け る）。

　　 dε
．

P

　 　 　 　 −・M 一
η　（original ） …・・・・・・・・・…………一・・（2，50）

　 　 dedP

　　
dE・・

v

．M2 一
η
z

（m ，difi。d）．．．．．．．
　 　 d εdP　 　 　 　 　 　2η

上 式 （図一2．14）か ら，式 （2．48），

（dOf）
　 哩 ノ

M1

く2，51）

（2．49）で 与え た ζ（η）

（a ）Orighla1

（dG，
P，dSdP）

（dsf）
　 9

PtP （d＆
P
）

（b）Modiiled

孑
−

（d ε，P，ds，s）

　　　　　　　　　　　　　　　 Pi　 P （deb

図一2、13　（p，g）面上 で 表 した original お よ び modified

　 　 　 　 Cam 　clay 　model の 降伏 曲面

0　 −d＆ P
！daf

　　　　　　　　　　　　　　0　−d＆
！ノdeJ’

図
一2．140rig 血 al お よび modified 　Cam 　clay 　model に よ

　　　　 る応力比〜塑性 ひ ず み 増分 比 関係

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 53
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を使 っ た 降伏関数 が η
＝M で dε

。

P ＝0 とな る限 界状態 を

満 た して い る こ と判 る。

　 こ れ ま で の 議論 か ら，降伏関数 の 形が決ま る こ と と，

応力比〜塑 1生ひず み増分 比 が
一

義的 に決 ま る こ とは 同 じ

で あ る こ とが 判 る 。 と こ ろ で 歴 史的 に い え ば ，Cam

clay 　model は 上 述 の よ うに 誘灘 さ れ た の で は な く，逆

に応 力 比〜塑 性 ひず み増 分 比 関 係 を 与 え そ れ か ら降伏関

数 の 形状を決め る とい うプ ロ セ ス で 定式化 さ れ て い る

（む しろ original　Cam 　clay　mode1 と等価 な 太 田モ デ ル
9）

が こ こ で 説明した プ ロ セ ス で 誘導 されて い る ）。なお，

Cam 　clay 　model で は 応 力 比 〜塑 性 ひ ず み 増分 比 関 係

（式 （2．50）あ る い は 式 （2．51））を 決め る た め，エ ネル ギ
ー

消散式な る もの を使 っ て 埋 屈付け を し て い るが，そ の物

理 的な意味 は 怪 しい の で ，後述す る よ うに 応力比〜塑性

ひ ずみ増分比関係式は
一．’

つ の 実験的雍実 として 捉 え た方

が よ い 。

　 と こ ろ で ，応力パ ラ メ
ー

タ
ー

（p，q） は 図
一2．8か ら

も判る よ うに，応力の 静水 圧 軸方向成 分 と静水 圧軸 に直

交す る正 八 面体面 上 の 半径方向成分 に 対応す る の で ，こ

れ ら の 応力パ ラ メ
ー

ターを使 っ て 降伏 関数 を作る と，

（p，4）面 で は 図
一2．12に 示 す よ うな 形状 に な る が，正

八 面 体而 上 の 形 は 必 然的 に 原 点 を 中心 とす る 円 （図一

2．15） とな る 。 した が っ て ， そ の 面上 の 塑性 ひ ず み 増分

（dε dP ） の 方向も流れ則 よ り半径方向 に ならざ る を得な

い 。図
一2．12と図

一2．15の 両 方の 面 内で ひず み増分方向

が 実際 の 土 の そ れ と一
致 して 初 め て 3 主 応 力下で の 土

の挙動 が説 明 で きた こ とに な る が，図
一2．i5の 妥当性 に

はあま り洗意が 払 わ れて い な い （実際 は，こ の 面 ヒで の

塑性 ひ ずみ増分 （dεdP）の 方向の わ ずか な ズ レが応力 ・

ひ ず み 関係に は 思 い の 外影 響 す る ）。

　図
一2．16は 正 規圧密粘土 と過圧密粘土 あ る い は極端 に

緩 い 砂 と密な 砂 の 応力 比 〜
偏差 ひ ず み〜

体積ひ ず み 関係

を 模式的に 描 い て い る。正 規圧密粘上あるい は極端 に 緩

い 砂 （実線）で は 応力比 が大 き くな る に し たがい ダ イ レ

イ タ ン シ
ー

曲線 の 接線 勾配 に 相当 す る ひ ず み 増分 比

（− dε
。fdεd ）が マ イ ナ ス 側 （圧縮側）か らゼ ロ に 近づ き

最終的 に ゼ ロ に な る （η ；M で dε
。
＝O）。

こ こ で ，蝉性

ひ ずみ が 十 分小 さい とす る と，全 ひ ず み増分比は塑性 ひ

ず み 増分比 とほ ぼ 同 じ と考え られ，図
一2．14の 実線 で 示

す よ うな 関係 が 成 り立 つ こ と が 判 る。と こ ろ で ，図
一

2．16の 破線 で 描 い た過圧密粘上 あ る い は密な 砂 の応力 ・

ひ ず み関係は緩い 土 の それ と極端 に 違 っ て い て も，そ の

　　　　　 σ
2　　　　　　　　　　σ

3

図
…2．15　正八 面 体 面 上 で表 し た Cam 　clay 型 モ デ ル の 降

　 　 　 　 伏 曲面 と塑性 ひ ず み 増分 方向
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応力比〜ひ ず み 増分比関係は 緩 い 土 の そ れ とほ とん ど変

わ ら な い。す な わ ち，密な 土 で はせ ん 断応 力 （応力比 ）

が 大き くな る に 伴 い 体積圧縮 し応力比 η
・＝M とな っ た

と き に は dε。
＝O とな る が，そ の後 は応力比 の 増加 に伴

い 膨張側 に転 じピー
ク強度で ダ イ レ イ タ ン シ

ー曲線の 接

線勾配 （
一dεy ！ゴεd ） が 最大 とな る。ピー

ク後は （
− dεv

／dεd）が 小 さ くな りな が らひ ず み軟化 を示 し最終的 に は

緩い
一Lの最終状態 ， す な わ ち 同 じ限界状態 （η

・・M で

de。
＝0） に 至 る。式 （2．50），（2．51）や 図

一2．14の 関係は

緩 い 土だ け で な く，せ ん 断 に よ り体積膨張す る 密 な 土 に

も適用 で き る こ とに な る （厳密 に 言え ば そ れ な り に 密度

や 応力履歴 の 影響は あ るが ，モ デ ル 化を 複雑 に しな い た

め こ こ で は認 め る）。 こ れ は 図
一2，12 （式 （2．43））や図

一2．13で ケえ た 降伏関数 は η＞ M の 膨張側 で も有効 で

あ る こ とを意味す る。こ の 後の 章で述べ ら れ る発展型の

構 成 モ デ ル で も基 本的に は 式（2．43）の 形状で 降伏関数 を

定義 す る ゆ え ん は こ こ に あ る 。

　正 規圧密粘土 お よび 過 EE｛　ij比 （OCR ）が 1．5お よび 4

の過圧密土 の P一
定せん断試験 お よび非排水 試験の 解析

結果 （original　Cam 　clay　model ）を図
一2．17，図

一2．18

に 示 す。計算 に 用 い た材料 パ ラ メ
ー

タ
ー

は 藤 の 森粘土 を

想定 し 1 次 元 の 解析 と 同 じ λ＝  ，104，κ
＝0．010

，
N ＝

0．83 と限界状態 の 応 力比 M − 1．36と弾性成分 の ボ ア ソ

ン 比 v。＝O．2で あ る。（a ）図は応力
・
ひ ずみ 関係を，（b）

図 は応力経路 図 を表 し，図 中 に はせ ん 断前 の 降伏曲面を

細 い 実線 で 限界状態 の 降伏曲面 を細 い 波線 で 示 す。（c）

図は せ ん 断中の 間隙比変化を e〜lnP 関係で 表 して い る。

同図 よ り ， よ く知 られ て い る よ うに ， Cam 　clay　model

が ［E規圧密土の 排水せん断時 の 応力 ・ひず み
・
ダイレ イ

タ ン シ
ー特 「生や 非 排水 せ ん 断 時の 応力 ・

ひ ずみ 特性 や有

効応力経路 の 特徴を 表せ る モ デ ル で あ る こ と が わ か る。
一

方，過 圧 密 土 に つ い て は 排 水 せ ん 断 に お け る ピー
ク 強

度後の ひ ず み軟化挙動 は表 せ る もの の ．そ の 前 の TEの ダ

イレ イタ ン シ
ー

を示しながらひずみ硬化す る （応力比 が

大 き くな る）過圧 密粘土 や 砂特有の 応力 ・ひ ずみ 特性 は

表現 で きな い （な お，Cam 　clay　model に よ る ひ ず み 硬

化
・軟化 挙動の 表現 に 関 して は，そ の 負荷規準 を 含 め た

きち ん と した 形 で の 定式化 は 浅 岡 ら 10冫に よ っ て な さ れ

て い る）。 こ の よ う に ，古典的弾塑性論 に 基 づ く Cam

「 ％

M

0

／
〜

丶 譜 麟 土

9　　　　
丶

za

羽
一一r−一冖…一一一一’一一

『
　 正 規圧密 土

”e。認で
　 　 過 圧密土

正 規圧 密土

図
一2．16 正 規圧 密粘 十 ・極端 に 緩い 砂 （NC ） と過圧 密

　 　 　 　 粘土 ・密 な砂 （OC ）の 応 力 比〜偏差 ひず み〜

　 　 　 　 休積 ひ ず み関 係
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講　　座

clay　model で は降伏関数 の 内側 で は弾性挙動 しか示 さ

ず，図
一2．16に 示 す ような密な 砂 や過圧密粘土 の 応力 ・

ひ ずみ関係や繰返し載荷時の応力 ・ひ ずみ挙動は表せな

い 。こ れは，1次元 問題を例 に 2．3．1で 説明 し た よ うに ，

古典 的 弾塑性 論 で は過 圧 密領域 の弾塑性挙動が説明出来

な い こ と と 同義 で あ り，そ の 説 明 に は 2．3、2で概略 を説

明 した よ うに 古典的弾塑性論 の 降伏関数の 内側 で の 塑 性

ひ ず み の 発生 を説明す る考え方 （例 え ば下負荷面的な扱

い ）が 必要 とな る。

2．6 　お 才） り 【こ

　本 講 座 の は じめ として ，地 盤材料 の 構成モ デル を記述

す る た め の 弾塑 性論 を 判 りや す く説明す るた め に ，
1 次

元 で そ の考 え 方と定式化 の基礎を述べ た後 に，多次元 の

弾塑性論 に拡張す る方法 を解説 した。また ，教科書に載

っ て い る 圧 密挙動 は 典型的 な 1 次 元 の 弾塑性挙動 で あ

り，そ れ を 多次元 化 し た もの が Cam 　clay 　model で あ る

こ とを 示 した。その 上 で ，Cam 　clay　model の 定式化を

解説す る と共 に，そ の 適 用 性 に つ い て 述 べ た。また ，

Cam 　clay　model で は そ の 応力
・ひ ずみ 挙動 が 説明で き

な い 過圧密土 の モ デル 化 に つ い て も理 解 しや す い よ うに

1 次 元 で解説 し た 。 Cam 　clay 　mode1 で説 明 で きな い 土

の 他 の 力学挙動の モ デル 化 に つ い て は こ の 後 の 章 で順次

解説さ れ る 。
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