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有限要素法 の 基礎と地盤 工学へ の 応用

2．　 微分方程式の お さ らい と有限 要素法の 基礎 （そ の 1）

田 村 　 　 武 （た む ら た け L）

京都 大学教授 　 大学 院工 学研究 科土木工 学専 攻

2．1 は じ め に

　まずは じめに理解すべ きは 「有限要素法は微分方程式

を解 く道具 で あ る」 とい うこ とで ある。有限要素法は 釣

合い 式や 浸透流 の 連続 の 式を解 くの が 直接 の 目的で は な

い 。む ろ ん ，解 くべ き微 分 方程 式 が，た ま た ま 釣合 い 式

や連続 の 式 か もしれ ない が ， あ くま で も直接に 扱うの は

微分方程式で あ る。い わ ば，数学 の道 具 で あ る。有限要

素法 と聞い て ，始 め か ら離散的 な トラ ス 構造を 思 い 浮か

べ る の は 適切 な連想 で は な い。した が っ て ，有限要素法

が相 手 とす る微分 方 程式 を まず 知 らね ば な らな い
。 しか

し，微分方程式な らなんで もよい とい うわけで はない 。

な ぜ な ら，勝手 に作っ た微分方程式に は どの よ うな境界

条件 の も とで
一

つ の 解 が 存在す る か が わ か っ て い な い し，

ま た，そ れ に有 限 要 素 法 を 適 用 した場 合 ，どの よ うな 定

式化 が ふ さ わ しい の か も明確で な い。逆 に い え ば，有限

要素法 が 最 も得意 とす る微分方程 式 が あ る。そ れ が楕円

型注D あ る い はそ れ に近 い 型 の 微分方程式 で あ る。物理

現象 で い え ぱ，変位 を未知関数 とす る 弾性体の 釣合 い 式

や ，全 水頭 を未知関数 とす る浸透 の 連続 の 式で あ る。こ

こ で は，こ の よ うな微分 方 程 式の誘導方法や 性質に つ い

て 述 べ た あ と， い か に して そ れ らに有限要素法を適用す

るの か を次 に述 べ る。

　有限要素法の 基礎は 意外 と分か りや す い 概念に 立 脚 し

て い る。そ こ で の 重要 な キ ーワ
ー

ドは 「弱形式 」，「ガ

ラ
ーキ ン （Galerkin）法」お よ び 「形状関数 （基底関数）」

の 三 っ で あ る。それ らの うち，は じめ の 弱形式はしば し

ば 「仮想仕事の 式 」 と呼 ば れ て い る もの で あ り，有限 要

素法 に よ る 解の 意味 を考 え る場合 に ，極め て 大 きな役割

を 果た して い る 。 本章で は，有限 要素法 の 基礎概念や 基

礎理論 の み に 焦点をあて ，「有限要素法 とは い っ た い 何

な の か 」 とい う問 い か け に 応 え る こ とを 目的 とす る 。

2，2 簡単 な微分方程式の誘導

2．2．1 一次元弾性体の 基礎式

物体 の変形 を考察する静力学の 解 が 満足 しなければな

らな い の が，以下 の 三 つ の 関係式 と境界条件で あ る 。

（A） 釣合い 条件

（B） 適合 条 件

（c） 構成 式

注 1） 数理 物理学 に おけ る偏微分方 程式は，熱伝導 方程 式の ような放

　 　 物型，波 動方稈 式 の よ うな 双曲型，弾 性 体の 釣 合い 式の ような

　 　 楕 円型 の 3種 類 に分 類され る。

自
O　　　　　　　　　　l

図一2．1 両端 を 固定 さ れ

　 　 　 　 た 直線棒

March ，2001
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図
一2．2 微 小 区 間 の 釣

　 　 　 　 合 い

　（D） 境界条件

　なお，は じめ の 三 つ の 関係式が 領域全体 で 成立 す る こ

と とは 異 な り，最後の 境界条件は文字 どお り領域 の 境界

だ け で 与 え られ る 条件 で あ る。こ れ らの 詳 しい 内容 を 簡

単 な 例 を用 い て説 明す る。

　（A） 釣合 い 条件

　 い ま，図
一2．1の ように ，長 さが 」で 両端 を固定され

た 断面積 A の 棒 が X 軸 に 沿 っ て お か れ て い る。棒の 左

端 は x ＝0 に，ま た ，右端 は x ＝＝1に あ る。こ の棒 に は x

軸方向 に 単位体積当た り物体力 f（X ）が作 用 す る 。 棒の

断 面 内に 作用 す る 引張 り応力を σ とす る。特 に 座標 x

に お け る σ の 値を 関数 σ （X ）の よ うに 表 示 す る。X ＋ 砒

に お け る σ の 値 σ （X ＋ dU）が σ （X ）＋ dσ と一次近似 され

る こ と に 注 意 しな が ら，図
一2．2の x と x ＋ dU の 範 囲 の

棒 に お い て ，X 軸 に 沿う力の 釣合 い 式 を書 くと，

　　　 （σ ＋ dσ）A 一
σA ＋fAdr＝0 ・…・・一・・・・・・……・・・・・・・…

（1）

あ るい は

　 　 dσ

　　Ill
＋f＝o ’’’’’’”… ’’’”… 』’’’”… ’’”鹽’… ”… 層（2）

の よ うに な る。こ れは，応力で 表現 した釣合い 条件 であ

る。

　（B）適合条件

　次 に ，変位 とひ ず み の 関 係 を述 べ る 。

一
般 に 力 学 を考

え る と き，力の 釣合 い 条件ばか りが 注 目 さ れ，や や もす

れ ば 忘 れ が ち な の が，こ の 変位 とひ ず み の 関係 で あ る 。

そ の
一

つ の 理由は，力の 釣合 い が直感的 に 把握で きる こ

とに 比 べ て ，変位
一
ひ ず み関係 が や や 数学的あ る い は幾

何学的 で あ る か ら と も考 え られ る。図
一2．3の よ う に ，

直線棒 の 軸 に 沿 っ て X 軸を設 け た と き，座標 x の 点 に お

い て x 軸方向 に u （x ）だ け 変位 した とす る 。 x （棒片 の

尻尾） と X ＋ dx （棒片の 頭）の 範囲を取 り上げる。変形

前 に は （棒片 の ）長 さ は drで あ る。変形 に 伴 っ て x＋

dU に お い て は U （X ＋ dr） だ け X 軸方向に 移動 し，　 X に お

い て は u （x ） だ け 同方向に移動 す る 。 した が っ て ，そ

の 差 で あ る U （X ＋ dU）− U （X ） だ け （棒 片は）伸びる こ

と に な る 。
zaCX ＋ ぬ）を U （X ）＋ du と

一
次近似すれば，
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図
一2．3　変 位 とひ ずみ

そ の 区間 に お け る平均的な 伸 び率が求め られ る。こ れか

ひ ずみ ε で あ り，

　 　 　 　 dtt
　　 ε

＝一・・・…　FF幽…　F層F・・・・・…　r・・・…　『『・・・・・・・・・・・…　』』…　F…　』』…　（3）

とな る 。
こ の式 は 変位

．一
ひ ず み 関係 で あ る が ，こ こ で は

こ れを適合条件 と呼ぶ こ とに す る注2）
。

　（C） 構成式

　い ま，簡単の た め棒は線形弾性体 か らな る とし，その

ヤ ン グ （Young ）率を E とす る。　x 軸方向の 引張 りひ ず

み ε と応力 σ とに は

　 　 σ
；Ee　………・・・・・・……・・…・………・・…………・……（4）

な る関係 が あ る。こ れ は 最 も簡単 な 応 カ
ー
ひ ず み 関係 で

あ るが ，一
般 的 に は構成式 と 呼ば れ る もの で あ り，材料

の特性を記述する式 で ある 。 弾性 に 限 らず 種 々 の モ デル

が あ る が，こ の 弾性 モ デル がす べ て の モ デル の 基本 とな

っ て い る。また ，有限要素法 を理解す る うえ で は こ れで

十分 で あ る。

　以上 で ，境界条件 以 外の 三 つ の 条 件 を簡 単 な 例 を 用 い

て 説 明 し た。す る と以下 に示 すように 変位 u で 表現 し

た 釣合 い 式 を導 くこ とが で き る 。 まず ，構成式 （4）に適

合条件式（3）を代入 する と，

　 　 　 　 　 du
　 　 σ

＝E − 　・…………………・・……・・…・・・……・・……・・
（5）

　 　 　 　 　 諏

の よ うに 応力 を変位 で表す こ とが で き る。さらに，こ の

結果 を釣合 い 式 （2）に 代 入 す る と，変位 で表 した釣合 い

式 ：

　 　 　 d2u

　　E
評

＋f＝o… “”… 鹽… ’”… 』… ’”『’… ’”…（6）

が 導か れ る 。 こ の よ うに 変位 で表 した釣合 い 式をナ ビア

（Navier） の 式 とい う。した が っ て ，棒 の軸に 沿う弾性

変形問題 の 支配方程式e3）は 2 階 の 微分方程式 とな る。

こ れ は ，代表的な一
次元の 楕円型微分方 程 式 で あ る。な

お，式   の
一

般解に は 二 つ の積分定数 が 含 ま れ る が ，

これ を 決定 す る の に必要なもの が ， 以下に 述 べ る境界条

件 で あ る。

　（D） 境界条件

　図
一2，1に 示 した よ うに，こ こ で 考 え る 直線 の 棒 は 両

端 で移動 しな い ように X 軸方向 に固定 さ れ て い る 。 す な

わち，

　　 κ（x＝0）＝0　・・・・・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・
・・・…　（7）

　　 tt（x ＝ 1）＝ 0 ・・……・…・…・…・・・・・・・・・・・・・……・・………・（8）

で あ る。こ の よ うに 変位 （す な わ ち 未知 量 そ の もの ） を

指定 す る境界条件 を変位境界条件 とい う。あ る い は デ ィ

注 2） 一
般 に 適合 条件 とは ，変 位や ひ ずみ な どの 変形量 が満 た さなけ

　 　 れば な らない 幾何学的 条件の こ と を 指す 。
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リ ク レ （Dirichlet）条件 とい う。 特 に こ の 例 の ように，

そ の 指定 され た 値 が 0で あ る よ うな境界条件 を 斉次境

界条件 ，
0 で な い もの を非斉次境界条件 と い う。

一一
方，

問題 に よ っ て は変位 で は な く，境界 に作用 す る応力 （す

な わ ち未知量 σ）1 階微分 に 相当す る量） を指定 す る よ

うな 境界条件 を 与 え る こ と もあ る 。 こ れ を 応力境界条件

とい う。あ る い はノ イ マ ソ （Neu皿 ann ）条件 とい う。

した が っ て ，た とえ ば 右端 が 自由端 で あ る とい うの は，

作用 して い る力が 0 で あ るか ら

　 　 du
　　 − （x二1）＝0　…　FF・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　『・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（9）
　 　 礁

とい う斉次応 力 境界 条 件 とい う こ とが で き る。

　与え られ た 領域 の すべ て の境界 に おい て ，変位ある い

は応力境界条件 の い ずれ か を 指定しな け れ ば 問 題 の 解は

一
意的 に定 ま らない 。た だ し，同

．一
の 境界点 に お い て 変

位境界条件 と応力境界条件 を 同 時 に 与 え る こ とは不 可 能

で あ る。 す な わ ち，境界 で 変位 を指定す れ ば，そ こ で の

応力注 4）は 問題 を解 く こ とに よ っ て 自動的 に定 まり，ま

た，応力 を指定 す れば，そ こ で の変位は聞題 を 解 くこ と

に よ っ て 自動的 に 与 え られ る。む ろ ん，一
部 が 変位境界

条件で，残 り が 応力境界条件で あ っ て も よい。な お，応

力境界条件 ば か りを与 え る場合 に は，全 体 で 釣合い 条件

を満足するような境界応力の 設定が 必要 で あ る 。 た とえ

ば，こ こ で取 り上 げ て い る例題 の ように，物体力の 作用

して い る棒 の 問題 に おい て は ， 物体力の 総和 に釣合 うだ

け の 力を両端の境界 力 と して与 え な け れば な ら な い。こ

れ を満たす場合 に おい て も，棒 を 左右に 平行移動す る こ

とは 可能 で あ るの で，絶対的な変位 の値は不定 とな る。

　式（6）の物体力を f（x ）＝foの よ う に
一定の 大 きさ とす

る と，こ の 微 分 方 程 式 は 容 易 に 解け て

　　　u （・ ）一一金（誓・ c・x ＋ c2）
・・… tt − （・・）

とな る。こ こ に C1，　C2 は 未 知 の 積分定数 で あ る。図一

2．1の 境界条件 に合 わ せ て 積 分 定数 を決定す れば

　　　綱 畜 （1− x ）
・・…・……一 …一・・・・・・…一 （・・）

とな る。図
一2．4 に は，1＝1，fo＝1，E ＝1の 場合の 厳密

解を 示す。

　 2．2．2　二 次元浸透の 基礎式

　 浸透流問題 に お い て，満足 さ せ な けれ ば な らな い の が，

以 下 の三 つ の 関係式 と境界条件で あ る。

　 （A） 連続条件

　 （B） 全水頭 と動水 勾配 の 関係式

　 （c）　ダル シ
ー （Darcy）則

　 （D） 境界条件

　 これ らの も つ 数学的な構造は，先述 した一
次元弾性棒

の 場合 と 同様 で あ る こ とに 注意 して ほ しい 。

　 （A） 連続 条件

注 3） 基 本 となる未知量 を 求め る た め に そ の 未知量 の み で 表現 した方

　 　 程式 を支配方程式 とい う。
注 4）　正確に は応力成 分で は な く，境 界 に作 用 す る 単位面 積当 た りの

　 　 丿コを指し，応 力ベ ク トル とい う．

土 と基礎，49− 3 （51S）
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図一2．4　直線弾性 棒の 変 位

1．0

図一2．5　浸透流 の 連続条件

　い ま，図
一2．5の よ うに （x，y）平 面内 で あ る飽和地

盤 の 領 域 を考 え る。な お，間 隙水 な ら びに 土 粒子は と も

に 非圧縮性 とす る。こ の 領域 の 各点に 浸 透 水 が 流 れ て い

る と し ， そ の X，y 方向の 単位面積 （長さ）当 た りの 平均

速度をそれぞれ ％，v とす る 。 ま た ， 各点で は単位時間，

単 位 面積当 た り質量 f の 水の 湧出 しが ある とす る。こ の

と き，点 （X ，y） を 中心 とす る横，　 Xt　dU，　dy の 微 小 な 長

方形 を と り ， そ こ で の 浸 透 水 の 収支を 考 え る。X 方向に

流れる速度に よ り，こ の 矩形内部 か ら単位時間 に

　　P ｛
− er （x 一警，y）＋ u （x ＋警・y）｝の 一 ρ警dU　dy

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −・（12）

だ け の 水量が 流出 し，y 方向に 流れ る速度に よ り

　　P
’

｛
一

・ （・ ・
一咢）・ ・ ＠＋咢）｝d… 寄鋤

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・（13）

だ けの 水量 が 流出す る 。 ρ は 間隙水 の 密度で ある。ま た ，

こ の 矩形 に は 単位時間内にf（X，　y）dU　dyだ け の 水 が湧

き 出 る。間 隙 水 と上 粒子 は 非圧縮的な の で，流出す る水

は湧 き出 る水 と収支 しなけ れ ば な らな い。

　　・ ｛鵠 ｝一∫
………・・……・・・・・・・・・……・・一・・・

… 4・

こ れ は 浸透水 の 質量保存則 で あ るが，伝統的 に 「連続条

件 」 あ る い は 「連続 の 式」 と呼ぶ。ま た，力学の 問題 に

お け る釣合 い 条件 に相 当 す る。

　（B） 全 水 頭 と動水勾配 の 関係式

　一
般的 な 水の 流 れ と同様 に，土 中水 は あ る条件下 で 流

れ よ う と す る。初学者 に は，しば しば 「水圧 差 P が あ

る と き土 中水 は 流 れ る」 とい う誤解があ る。「それ で は

バ ケ ッ の 水はな ぜ 流れ な い の か 」 と反論 さ れ る で あ ろ う。

バ ケ ツ の 底と表面で は圧 力 差 が あ る に もか か わ らず バ ケ

ッ の 水は静止 して い る 。

一
般 に 水 の 塊は 表面 に 水圧 を受

け る と とも に，そ の 質量 に応 じて 重力 も受 け て い る 。 両

者 の 効果 を 合わ せ た 全水 頭 h が 浸 透 問 題 の 基本量注 5）と

な る 。 そ の 定 義 は

注 5） 地 下水 の 運動方程式 に おい て慣 性項 を無 視 し，圧 力勾配項 と 自

　 　 重 項の 和 を 窄間 積分 し た も の が全 水頭 で あ る。Z の 項は重 力 に

　 　 起 因す る。

Mareh ，2001

図
一2．6　浸透 問題 の 境界条件

　　 h一丑＋ 。
．．＿ ＿ ＿．．．．＿．．．．．…＿ ．．．．．．．．．．、＿．．＿

（15）
　 　 　 　 P9

で あ る。こ こ に a は 任意 の 定点を基準 と し た 水 の 高 さ

（位置 水 頭），g は 重 力 の 加 速度 で あ る。全水頭は，先 の

弾性棒 の 場合の 変位 の よ うに 浸透 問 題 に お け る基本 とな

る 未知量 で あ る。2 点間の 全水頭 の 値 に 差 が あ る と水は

そ の 間で動き 出そ うとす る 。 そ の 差 を局所的 に表 したも

の が，そ の 勾配 で あ っ て ，い ま考 え て い る二 次 元 問題で

は

　 　 　 　 ∂h　　 　 ∂h

　　
ii＝

翫
・i

・

＝
Ei

’”… ’”層7… ’… −’”… ”… ”
（16）

の よ うに 2成分 あ る こ と に な る。こ れ ら を 動水 勾配 と

い う。 こ れ ら は む ろ ん ，無次 元 量 で あ る 。ま た ，式

（16）は 力学の 問題 に お け る適合条件 に 相 当 す る。

　（c）　ダル シー則

　経験 に よ れ ば 浸透水の 動 きは慣性 項 を無視 で き るほ ど

緩慢で ，そ の 速度は近似的 に 動水勾配 に 比例 す る とい わ

れ て い る。こ れ を ダル シ
ー （Darcy ） 則 と い う。ま た，

そ の 比 例定数は 透水係数 k と呼 ば れ ，「速 度 」 と同 じ次

元 を もつ
。 透 水係数 を用 い る と，浸透水 の 速度は

　　 u ＝− kix，　v＝− kiv・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（17）

とな る 。 注意す べ き は 負号が付 くこ とで あ る。つ まり，

間隙水 は，全水頭の 大 きい 領域 か ら，全 水 頭 の 小 さ い 領

域 に 向か っ て 流 れ る 。 式 （17）は 力学 の 問題 に お け る 構

成式 に 相当す る 。

　 と こ ろ で ，ダル シ
ー

則 に動水勾配 の 定義式 （16）を代

入 する と，

　 　 　 　 　 ∂h　　 　　 　 ∂h
　　　u ＝− k− ，　v＝・一々一　　・・・・・・・…　tt・…　tt・』一・・・・・…　一・（18）
　 　 　 　 　 ∂x　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂w

の よ うに浸透水 の速度を全水頭 で 表す こ とが で きる 。 さ

らに ，こ の 結果 を 連続条件 に代 入 す る と，全水頭で 表 し

た 連続の 式 ：

　　　薇 　∂
2h
　f

　　　∂。
・
＋
〜扉

＋

th
＝＝° … … ’… ’『… ’齟’’”−−”『−『”『’『（19）

が 導か れ る 。 した が っ て，二 次元 浸透問題 の 支配方程式

は ，2 階 の 偏微分方程 式 とな る。 こ れ は ，ボ ア ソ ン

（Poisson） の 方程 式 とい わ れ る代表的な楕 円型偏微分方

程式 で ある 。また，こ れ は 力学 の 問題 に お け る ナ ビ ア の

式 に相当す る。楕円型 の 偏微分方程式 の 解を決定する に

は 次 に 述べ る境界条件 が 必 要 で あ る 。

　 （D） 境界条件

　 図
一2．6の よ う に，領 域 D の 境界 S の

一
部 に お い て，

未知関数 で あ る 全水頭 h を与 え る よ うな 境界条件 を や

は りデ ィ リク レ 条件 とい う。つ まり，先述 した 弾性棒の
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場合 と同 じく，未知関数その もの を境界で 与え る こ とを

い う。一
方，残 りの 境界 で 流出 （あ るい は流入 量） を与

え る 境界条件 をや は りノ イ マ ン 条件 とい う。こ の 特殊 な

場 合 が，「非 排 水 条 件」 で あ っ て そ の 条 件 が 与 え られ た

境界か らの 浸透水の 出入 り を ま っ た く許 さ な い 場合 で あ

る。一
般 に は その 境界 か らの 質量 フ ラ ッ ク スit6）　q は

　　・
一一 儲 ・塾｝一

一
・鶉……一 ・・・・・

・…

と表 され る 。 した が っ て ， ノ イ マ ン 境界条件 とは そ こ の

境界 に おい て 未知関数 の 法線微分 ∂hfOnを与 え るこ と

に ほ か な らな い
。 弾性棒の と き に も述べ た よ うに，境界

全体 に わ た っ て ノ イ マ ン 条件 を任意 に 課す る こ とは 許 さ

れ な い
。 な ぜ な ら こ こ で考えて い る よ うな 浸透 の場 合に

は ， 領域内の 湧出 し量 と境界全体からの 流入量 の総和は 0

で な くて は な らない か らで あ る。

2，3　近似解とそ の意味

　2．3，1　近似解の意味

　
一

般 に微分方程式 と適切な境界条件が与 え られた とき，

そ れに
一

切 の近似や 仮定 を 設け ず，主 と して積分演算を

用 い な が ら求め られ る 解 を 解析解 とい う。解析解 の な か

に は，フ
ーリエ 級 数 や 多 項 式展 開 の よ うに無限 項 の 和 と

して表現されるもの もある。先 に あげ た 例題 で は，弾性

係数 E や 物体力fが 初等関数 で あ る場合 に は ，式（11）

の よ うに解析解 を求め る こ とが で き る。しか し一次 元問

題 で も，少 し複雑な 条件 を 伴 っ た りす る場合 や，二 次元

あ る い は 三 次 元の 問題 の ほ とん どの 場 合 に は，ま ず 解析

解は求 め られない 。む しろ，求められ るの が例外的で あ

る 。 そ の よ うな 場合 に近似的 に解を 求め る の で あ るが，

その と き，数値的 に 求 め られ る近似解を数値解 とい い ，

そ れ を 求 め る 方 法 を数 値解 法 とい う。

　 さ て ，は た して 近似解 の 「近似 」 とは どの よ うな 意味

な の で あ ろ うか。じつ は，そ れ に は い ろ い ろ な 答え 方が

あ る。さ らに い えば，厳密解で す らその 定義 の 仕方 に よ

っ て は，解 が存在 しな か っ た り，あ るい は存在 して も
一

つ で な い こ と も あ る。例 え ば ，弾性 係数 E や 物体力f
が 特異 な関数 で あ る場合 に は，そ の よ うな問題 が 生 じる。

む しろ 逆 に ， 「どの よ う に解析解 を定義す れ ば ， そ の 解

析解がただ一
つ 存在す る か」 とい う問い かけもあ りえ る。

ま して 近似解に は，い ろ い ろ な定義が あ っ て も不 思 議 で

は な く，ま た，そ れ に よ り近似解 が 異な る こ とも当然で

あ る 。 とこ ろ で
一

般 に解析解 （厳密解）に は種 々 の 属性

が あ る。例 え ば ，

　a ．境界条件を 満足 す る，

　b．必 要 な階数 だ け 微分 が 可 能 で あ る ，

　 c．支配方程 式 を い た る と こ ろ 満足 す る，

な どの 性質を有 して い る。こ れ らはすべ て ， 解析解 で あ

るため の必 要条件で あ る。つ ま り，解析解 で あ るな らば

こ れ らす べ て を 満足 す る は ず で あ る。近似解とい うの は，

注 6）
一

般 に流 体 と と もに 流れ る 物理 量 をフ ラ ッ ク ス と い う。な お ，
　 　 水 の 流量 は 体積 で 計 る こ とが多 い 。その 場 合 は式 （20）の ρ は不

　 　 要 で あ る。
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こ れ らの うち ， 幾 つ か を 弱 く した 条件 を満足 す る もの で

あるが，その 弱 くさせる方法はむろん
一

意的で はない 。

しか し多 くの 場 合 ，a ．の う ち デ ィ リク レ条 件 は 常 に 要

求 す る 。し た が っ て ，「支配方程式 な ど無視 して ，デ ィ

リク レ条件 の み を満 た す もの を す べ て 解 と定義 す る 」 と

い うの が最 も広 い 近似解の 定義 と思わ れ る 。 い うま で も

なく，こ の ように乱暴な宣言をすれば解は容易 に求め ら

れ る が，そ れ に どの よ うな 意味 が あ るか は，そ れ を宣 言

す る 人 の 主 観的 な価値判断 に よ る。逆に 狭 い 範 囲 で 定義

され た近似解は 求め に くい が t そ れ だ け 多 くの価値を 有

して い る。詳 しい 議論はさて おき，数値計算 で 求めた 解

が どの よ うな 意味 で の 解で ある か は，あ る程度理 解 して

お く必 要 が あ る。例 え ば，あ とで 述 べ る 有限要素法 に よ

る解 は ，
a．の うち デ ィ リ ク レ条件 を満 た す もの の ，　 b．

は ま っ た く満足 しな い し，c．も弱 い 意味 で の み満足 す

るよ うな解 で あ る 。

　 2，3．2 近似解 の 原型

　微分方程式の 解 は一
つ の な め らか な 関数注 7）で あ る。

関数を正確に表現す る た め に は，無限の 多 くの点 に お け

るそ の 値 を 決定 しな け れ ば な らな い 。 そ れ は実際上 ，数

値計算で は不 可 能で ある の で ，未知関数を有限 の 未知数

で 表現 す る こ と を考 え る。簡 単 の た め，棒 の 長 さ t＝1，

そ して 式（6）で E ＝1 と仮定 した 微分方程式 ：

　　 dZu（x ）
　　　　　 十ア（x ）＝0・・・・・・・・・・・・・・・・・…　…・・・・・・・・・・・・・・・・…

　（21）
　 　 　 砒

z

と斉次デ ィ リク レ境界条件 ：

　　 u （x＝0）＝0　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…
　
『・・・・・・・・・・・…

　（22）

　 　 u （x＝1）＝0　…　tt・…　』』・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（23）

を とりあげる。近似関数の
一

つ の 自然な表現は未知関数

U （x ）を 以 下 の よ うに 有限 個 の 異 な る 既 知関数 9i（X ）の

線形和で 表 す方法で ある 。
　 　 　 　 　 N

　　 痴（x ）＝Σ aigi （x ）……一 ・・・・……・……・・・・・………（24）
　 　 　 　 　 i＝1

こ こ に，9i（x ）（i＝1
，
2ヂ

・・
， N ）は，解 u （x ）と同 じ斉次

境界条件 ：

　 　 9i（0）＝9i（1）＝0・・・・・・・・・・・…　』・・・・・・・・・・・・…　『・・・・・・・・・・・…　（25）

を 満 た す N 個 の 既 知 の な め ら か な 関数 で あ る。こ の

9i（X ）の 選 び方 に よ り解 の 近 似の 度合が 異 な るか も しれ

な い が ， 基本的 に は 自由 に選 ぶ こ とが で きる 。 ま た ， 個

々 の 9i（X ）が （斉次 の ）境界条件を満足する こ とから，

い か な る未知 係 数 ai に対 して も，近 似 関 数 ti（X）は や は

り斉次境界条件を満 た す。も し も，非斉次の デ ィ リ ク レ

境界条 件 が 与 え られ て い る場 合 に は，そ の 非斉次 の境界

条件を満 た す適当な既知関数 g （x ）を式（24）の 右辺 に 加

え て

　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　 di（x ）＝9 （x ）＋ Σ aigi（x ）
・・…一 …一・………・・・…

（26）
　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

とす れ ば ， や は り， い か な る 未知係数 ai に 対 して も，

近似関数 鼠め はその 非斉次境界条件を満たす。ノイマ

注 7） 微分 方程式 に対 応 して必 要な階数だ け の 導関数が連続で ある こ

　 　 と。
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ン 条件 の 場合 も同様 に すれば よ い。未知関数 U （X ）の 近

似 で あ る式（24）や 式 （26）で 重要 な こ と は ，末知関数

U （X ）自体 が N 個の 未知数 に 置 き換 わ っ て い る こ とで あ

る 。 だ か ら，い った ん こ の よ うな 近 似式 を用 い れ ば，あ

とは何 らかの 方法 で N 個の 方程式を見 つ け れば よ い こ

とに な る 。 以 下で，そ の 代表的 な 方法 を 述 べ る。な お，

こ こ で は 9i（x ）の こ とを基底関数注 8）と呼 ぶ こ とにす る。

　 2．3．3 重 み付 き 残差 法

　式 （24）の fi（x ）が厳密解 で あ る と仮定 す る と，こ の と

き任意の 関数 v （X ）に 対 して，

　　∫1（d2ti（x ）　drZ
＋f（x ））v ・… d・・・・・ 　 ・・…

す な わ ち ，

　　∫：（
N 　d29

正Cx）

ン d。
・

＋f（x ））v ・… dU− ・ 『『一 （・8・

が 成立 しな け れ ば な らな い 。す なわ ち，解な らば各点 ご

と に 式（21）を 満 た す こ とか ら，当然 ，上 式 の 積分 値 は

0 で な け れ ば な らな い
。

つ ま り，こ の 式 は 鼠 κ）が 厳密

解 で あるた め の
一

つ の 必 要条件 で あ る 。 た だ ， 近似解は

各点 ご とで 式 （21）を満た す の は困難 で あ るの で ，式

（27）や （28）の よ うに （重 み 付 き の ）平 均的 な意味 で 支

配 方程 式 を 満た す こ とで 我慢 を す る 。い わ ば ，方程式 の

誤差 （残差）を重 み 付 きの 意味 で 0 に し よ う とす る方

法で ，こ れ を重 み付 き残差法 とい う。むろん，なるだけ

多 くの 数 の v （X ）に つ い て 上式を満足 す れ ば ，よ り精度

の い い 近 似解 とい え る し，わ ず か の 数 の V （X ）に つ い て

の み しか成 立 しな い の で あ れ ば 精 度 が 悪 い とい え よ う。

こ の よ うな意味 で 関数 v （X ）の こ と を試験関数 と呼ぶ こ

とが あ る。と こ ろ で い ま ， 近似解 di（X ）を決定す る に は ，

N 個 の 未知係数 ai を決定 す れ ば よい の で あ る か ら，い

ろ い ろ な V （X）を N 個 （V1 （X ），V2 （X ），…，VN （X ））選 び，

上 式に代入 して N 個 の 方程 式 を作成 す れ ば aiを 決定 す

る以下 の よ うな 連立 方程式 が得 られ る 。

∫噛 ド（x ）・dU ！・ 剛 （x ）dU

∫　・・｛・）・f（x ）・dU　 s　・・（・）・・

”
（・ ）　dU

∫　”N （x ）9・

”
（・ ）・dx …

∫・N （x ）9 ・

”
（・）dU

一
∫祕 嚇

一∫萌 嚇

一1翩 嚇

ー
1

　

2

　囗
　

N

8

　

α

　「
　

αー

・・（29）

な お ，g
”
（x ）は関数 g （x ）の 2 階微分 を 指 す 。

こ れ を解

け ば 式（24）よ り舐め が 得ら れ る。で き れ ば 1▽個以上

の V （X ）に 対 して も，上 式 は 満足 す べ き で は あ る が ，

一

般 に は そ れ は 不 可 能 で あ る。つ ま り，本当 の解 U （X ）を

有限個 の 自由度 で 近似 して い る こ との 帰結 で あ る 。 した

注 8） 座 標軸の ような働 きをする の で 座標関数 と呼 ぶ こ ともある。
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が っ て ，
い い 近似解を得る に は，正解を うま く近 似す る

よ うな 9i（X ）を選 ぶ よ うに努力 しな け れ ば な らな い 。こ

こ で は，9i（X ）と して 2 階微 分 可 能 な 関数 を仮定 して い

る か ら，近似解は 境界 条 件 の ほ か に ，微 分可能性 も満 た

して い る 。 た だ，支配方程式（21）を厳密 に 満足 して い

る の で は な く ， 式（27）あ る い は （28）の よ うに 領域 で 平

均的 に満た して い る に すぎない 。した が っ て ，支配方程

式 の 満足 度が 弱 め られ て い る 。

［例 題 1］

　式 （24）に お い て N ＝1 と して

　　 9、（x ）＝sin （加
・・・…『・……・…・………・・『・・・・…一（30）

を 採用 す る 。
こ れ は 明 ら か に 境界条件 で あ る式（25）を

満 た す。任意 に 選 ぶ こ との で き る一
つ の 試験関数 を

　　 Vl （x ）＝1・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（31）

とすれば，未知 数　 ai に関す る方程式（29）は

　　一
・

・
π

・

∫：跏 磁 一一∫：働 ・・・・・・・・・・……・・・…32・

とな る 。 さ らに 〆（x ）＝1 と す れ ば，al ＝1／2 π が 得 られ

る。よ っ て この 場合 の 近似解 は

　 　 　 　 　 1
　 　 湧（x ）＝− sin （π x ）　・…　…・・・・・…　…・』・・・・・・・・・…　…・…　（33）
　 　 　 　 　 2π

とな る。式 （11）で 表 さ れ る 厳密解 と 比較 す る と 図
一2．4

に 示す よ うに な る。

　 2．3．4 ガ ラ
ー

キン法

　重 み付き残 差 法 の 基本式（27）あ る い は （28）に お い て

Vi（x ）；9i（X ）と す る 方法 を ガ ラ
ー

キ ン 法 とい う。つ ま り，

解 π （X ）を 近 似 す る の に 用 い た 関 数 （基底 関 数）9i（X ）

その もの を試験関数 とす る よ うな重 み 付き残差法で ある 。

式（29）か ら 明 ら か な よ うに，解 くべ き連 立方程式は以

下の よ うで あ る。

1・ 剛 嘸 ∫・・（・）・・

”
（x ）dU

∫　92（・）9 ，

・
（・）・dx ∫　・・（・）… （・ ）　dU

∫9N（x ）9・

”
（x ）dU　　　∫9N（x ）9N

”
（x ）dU

一∫91（・）f｛・）・dU

−1・・（・）f （・）・・

一
∫　9N（x ）f（・）・dU

｛1
・
（34）

こ うして 左辺 の 係数行列 と右 辺 の 定数 ベ ク トル は すべ て

既知関数 の 積分 と して 計算され るの で，こ れ より未知量

で あ る ai（i＝1，2，…，N ）が 求め られ る 。

［例 題 2］

　先 の 例題 1 を ガ ラ
ーキ ソ 法 で解け ば

　　一a… ∫：s・n2 ・融 一∫1血 ・nx ・dU　一一 ・……
・…

よ り，al が 得られ，近似解 は

　 　 　 　 　 4

　　 舜（x ）k
：Esin （π x ）　

・・・・・・・・・・・・・・・…
　
『・…・・・・…

　
…・…・・（36）

　 　 　 　 　 π

5ヱ
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となる。こ の 近似解 も図
一2，4に 示す。こ の 問題 の 場合

に は ，例題 1 に お け る 近似解 よ りも ガラ
ー

キ ソ 法 に よ

る近似解の 方が 精度 が よい 。

　 2．3．5 弱形式 と そ れ に 基 づ くガ ラ
ーキ ン 法

　重 み 付 き残差法の 基 本式（27）を部分積分 す れ ば ，

　　［
dfi
− v （
跏 ］：

一
∫：（盤

一
鯨 … ）一 ・く…

を 得 る 。式 （27）を 要求 す る 代 わ りに 式（37）を 要求 す る

こ とに しよ う。 さ ら に デ ィ リ ク レ境界で あ る 両 端 で 導関

数 4酬 ゐ の 値 が 現 れ な い よ うに す る た め ， 試験 関数

v （x ）に つ い て は v （O）＝v （1）＝0 を満たす もの だけを採

用 す るtt　9・　）
。 両 者 で どの よ うな 違 い が あ る だ ろ うか。一一

見，式（37）は 式 （27）と 同 じ意味 を もつ よ うに 思 わ れ る

が ，

・一つ の 大 き な 違 い が あ る 。 す な わ ち ，式（27）で は

関数 fi（x ） に 対 し，2 階まで の 微分可能性 が 要求され て

い るが ，上 式 自体は 1 階微分 の 可 能性 注10〕だ け で 十分意

味 を もつ 。そ の 意味で 弱 い 要求 に な っ て い る。ま た そ の

分 ， 関数 v （x ）の ほ うは 1 階微分 で き る もの に 限 られ

る。つ まり，解 の 近似関数 fi（X ） の 範囲が 広 くな っ た

うえ，さ ら に試験関数 の範囲 が狭 くな っ た の だ か ら近似

解 の定義は ず い ぶ ん 弱 くな っ た と い え る。この よ うな意

味 で ，式 （37）を 式 （21）の 弱 形 式 とい う 。 ま た ，仮 想 仕

事 の 式ともい われて い る。

　さ て ，こ の 弱形式 の 試験関数 v （X ）に，や は り U （X ）

を 近似 す る の に 用 い た 9i（X ）を 代 入 す る こ と もで きる

（こ れ を 単 に ガ ラ
ー

キ ン 法 と い う場 合 もあ る ）。上 述 の

v （x）に 関す る 制約条件 か ら式 （37）の 左 辺 第 1項 は 0 と

なる の で，

　　酎：・傭 勲

　　　一∫；・・（・・f・x ・・dx ・i− ・，・，…，N ・
・…・……・

・38・

な る 形 の 代数方程 式を得る 。 こ こ で g
’
は g の 1階微分

を表す。あるい は

∫・ 孀
厂
融 ∫・・

’
（x ）・・

’
（x ）dU

！・ w 贓 ∫・・

’
（・）・・

’
（x ）・・

s・・

’
・・ ）・樋 ∫・ゴω ・N

’
… dU

∫朔 嚇

∫・ ω ∫吸

∫伽 ω プ嚇

ー
1

　
2

　一
　

N

4

　

σ

　．
　

σー

・（39）

注 9） 斉次 ノ イ マ ン 境界に お い て は こ の v （X ）に対 す る制 約 は小 必要

　 　 で あ る。
注 10）　厳密には 区分的 な滑 らか さ。
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1

　 　 　 1 〆2　　 　　 　 1

図
一2．7 基底関数　 g1（x ）

　 　 　 　 （その 1）

1

　 　 Ct　 　 　　 　 　 　　 1

図一2．8　基底 関数 9i（x ）

　 　 　 　 （そ の 2）

とな る 。 未知数 ai の 係数行列 を

弓鷺1：11　 ・
… ）

とす れ ば ，

　　K
・1
−∫：9・

’
・・…

’
・… dU・…・・一 ・…・・・・・・・・・・・・・……・・41・

で あ り，あき らか に 係数行列 K は 対称で あ る 。 な お ，

例 題 2 に こ の節で の 方法 を適用 した と して も，結果は

同 じで ある。なぜならこ の 場合，基底関数が十分滑 らか

で あ っ て，式（27）と式 （37）とは 等価注11）で あ る か らで あ

る。そ こ で ，次 の 例題 で は 1階微分 が 不 連続 で あ る よ

うな 基底関数を 用 い た場合，どの よ うな 結果 となる の か

調 べ て み る 。

［例題 3］

　先 述した 例題 1 を （N ＝1 とす る ）弱形式 に 基づ くガ

ラ
ー

キ ソ 法 に よ り解 い て み よ う。 近 似 に 用 い る基底関数

と して図
一2．7に 示 す折 れ 線関数 9i（x ）を採用す る。こ

の 1 階微分は x ＝112 で不 連続 で あ る が，積分 は 可 能 で

あ り，式（39）に代入 す る こ とが で き る。

　　K ・1
−∫1・9・

’
… ｝

・

　・・x− ・…・・・・……・…・一 …・・…・42・

　 　 　
1
　 　 　　 　 1

　　∫。

91（x ）　dr
・・
7

……・・・・・・・・・・・・・・……』一 ・一 ……（4・）

で あ る か ら，ノ（x ）＝1 を考慮すれば a 】
＝118 とな る。し

た が っ て，近 似解は

　 　 　 　 　 1

　　 fi（x ）＝
百

9 ・ω
”… ’”… 『’『’’’”』”tttt… … （44）

で あ る。こ の 場合の 近似解 も図
一2．4に 示すが，x ＝lf2

で は な ぜか 厳密解 と
一

致 す る。な お，図
一2．8に 示 す 基

底 関 数 を 用 い て も

　 　 　 　 　 α （1一α ）
　 　 fi（x ）＝　 　 　 　 　 　 　 　 91（x ）　

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（45）
　 　 　 　 　 　 2

とな っ て x ＝α で は正 解 と一
致す る。図

一2，4に α
＝113

の 場 合 を示 す 。こ れ らは もは や
一

次 元 1 自由 度 の 有限

要素法 で あ る。

　　　　　　　　　　　　　　　 （以 下次号 に続 く）

注 11） 鼠勾 の 1 階微分 が不 連続な ら ば式 〔27）と式（37）は等価で ない 。
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