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（脚 62 年 11 月 躰 鞠 学鰍 季 諦 寅会 に お い て 瀲 ）
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ヘ ナ ル テ ィ 関数 法 に よる動 的摩擦接触

　　　　　　　　　問題 の 有 限要素解析
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　 こ の 問 題 に 対 処す る た め の
一一

手法と して ，すなわ ち剛

性 の 高い ばね を挿入 し た こ とに よ り発生す る 高 次振 動 を

抑 制 す る 立 場 か ら，浅野 は 接触力 を 各種 ペ ナ ル テ
ィ 数 と

接触 2物体間の 接触変位差，速度差，加速度差 との 積 の

和 と し て 表現す る こ とに よ b，変位，速度，加速度 の 連

続 性 に 関す る 付帯条件 をすべ て 仮想仕事 の 原 理 に 導入 し

て い る
2 ｝

。 動的な問 題 に お い て も，数学 的 に 独立 な拘束

条件 と して は 変位の 連続 条 件 の み で 十分 で あ るが，変位

の 連続性 の み を考慮 して ペ ナ ル テ ィ 関数法 に よ る 数値解

析を行うと，速度ある い は 加速度 の 連続 性 に 対 して 大き

な 誤差を 生 じ，これ が物理 的 に 無意味な 高次振動モ
ー

ド

とし て 出現 して い る こ とを 考え れ ば，速度ある い は 加速

度 に 対 して 数値的な拘束条件を 課す こ とは 有効な処 置 と

考 え られ る 。

　 こ こ で，こ う した高次振動を物理的 に 抑制す る とい う

観点 に 立 て ば，高 次 の 固 有振動数 を 下げ る た め の 対策と

して ，高剛性 の 部分に マ ス を 付加 す る，あ る い は 高次振

動 を 吸収す る た め の ダ ッ シ ュポ ッ トを 挿入 し て や る とい

っ た 手殺 が 考 え られる Q そ こ で 本論 文 で は ，こ う した 物

理 的な 認識 に 基づ き，変位に 対 す る拘束条件（連続条件）

をポ テ ン シ ャ ル エ ネル ギ ー
関数 の 処罰項 と して，また速

度 に 対す る拘束条件 （連続条件） を運 di・ e ネ ル ギ ー，散

逸 エ ネ ル ギ ー
の 各 エ ネル ギー

関数 の 処罰項 と して 導入 す

る こ とに よ り，先 に 浅野 に よ り導か れた 手法 と同様の結

果 が 導か れ る こ とを示 し，次 に 単純な 1次元 2 要素 モ デ

ル を用 い て 適切なペ ナ ル テ
ィ 数の 設定 に 関す る 考察を行

う。

　本 手法 を有限要素法に 適用 した 数値例 と して
， は じめ

に 弾性棒 の 縦衝突問題を取上げ，1 次 元 波動伝 播理 論 を

用 い た 接触力 に 対 す る理 論 解と の 比 較 を 行 う こ とに よ

り，接触 に よ る誤差，ある い は離散化誤差 の 検討を 行い ，

本手法の 有効性を示す。 最後に 摩擦を考慮した 動的接触

問題 と し て ，定速 で 移 動 す る ベ ル ト上 の 弾性 ブ ロ
ッ ク の

運動を解析し，局 所 的 に は 「動摩擦係数団静止摩擦係

数 」 と仮定 した 場 合 で も，ブ 卩
ッ

ク の 変形あ るい は 接触

面 に 垂 直 な方 向 の 運動 を考慮す る こ と に よ り，ブ 卩
ッ

ク

全 体の 挙動 と して は 「動摩擦係数 ≦ 静止摩擦係数」 とな

り得る こ とを数値実験に よ り示す。

2　定 　　式　　化

　2，1　変位 の 連続性 のみ を 考慮 した 場合の 問題点

　動的接触 問 題 に お い て，接触点 の 変位の 連続性 の み を

考慮 した ペ ナ ル テ ィ 関 数法 を用 い た 解析を行 うと，速 度

お よび 加速度成分 の 連続性 に 甚大 な誤差を生 じ，高次振

動 の 発生 な ど数値 的 な問 題 が起 こ る 。
こ こ で は Fig．ユ に

示 す よ うな 単純 な 1次元 2 要素 モ デル を用 い て，変位の

連続性 を十分 に 満足 させ る た め に 大きな ペ ナ ル テ ィ 数を

（・・ 繊 ・・NTACT
　 　 　 　 k匸　 町 mz 　 k2

TCAXE轡
の（

〔C） 　　　　　　　　嗜　　　PENALTY
　　　　　　　　　　　 FUNCTION
kl　 mla 。 m2 　k2

Fig，ま　Illustration　 of 　two 　 elements まn 　contact

　　　 in　the 　cohventional 　penalty 　funct三〇 n

　 　 　 method

仮定す る こ とに よ り，高次 の 振動が発生す る こ とを 定 性

的に説明す る 。

　Fig．　1 （a） に 示 す よ うな端部 に そ れ ぞれ 集中質量 Ml
，

M2 を 持 っ た 二 つ の ば ね kl，　 k2が 接触して
一

体に な っ た

状態を考え る 。 完全 に
一

体 とな っ た 正解の 系 Fig．　1 （b）

の 運動方程式 は ，

　　　　　（Ml ＋M2 ）di÷ （fei＋ k2）x ＝・O

で あ り，固有振動数 ω 。 、 。 ct は ，

　　　　　　　　　　　 k，十 k2
　　　　　　　ω

2
， x 。 。 t

＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ml 十 fn2

（1）

（2 ）

とな る e

　
一

方，ペ ナ ル テ ィ 関数 法 に よ り変位 の 連続性 の み を 考

慮した 近似的 な 系 Fig．　1（c） の 運動方程式 は ，ペ ナ ル テ

ィ 数を α。 として，

［
M100M2

］｛1：｝・［竺譜 議 ：］｛1：｝一｛：｝…

とな り，1 次 ，
2 次固有角振動数 を ω 1，ω 2 とすれば，

・ r2・　t・2→ ｛e1許 ＋
々2

謡
゜

）

　　　訂（
le・＋ α

・

＋
h・＋ α

・

　 7nl 　　　　　M2 ）
・ 一蓮 塲1鶏穐 ）

｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（4 ）

で あ る 。
こ こ で 1次 の 固有 モ

ー
ドは onl ，　 M2 が 同方向 に

運動す る
一

体 と な っ た系の 固有 モ
ードに 対応 し，2 次の

固有 モ
ー

ドは Ml ，　 M2 が反 対方向 に 運動す る 正 解 の 系 に

は な い 固有 モ ードで ある 。

　” 11＝M2 と した 場 合 の （tOt！tOexaet ）お よび （ω 2！ω exaet ）

の ペ ナ ル テ n 数 α o に よ る 変化 の 様子を Fig．2 に 示す 。

図 に 示す よ うに ペ ナ ル テ
ィ 数 が 増 加す る，す なわ ち よ り

剛 性 の 高い ば ね を挿入す る こ とに よ り，／ 次固有振動数

は 正 解 に 収束 し て い くの に 対 し て，2 次 固 有振 動数 が急

激 に 増加 して い る。 た とえば．Jeiの 1，000借 の 剛．1生 を持

つ ばね を挿 入 した場合に は，正解 の 固 有 振動数 の 40〜

60 倍程 度 の 2 次固有振動数 が 存在 す る こ とに な る 。 ま
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Fig．2　Variation　 of 　 natura ユ frequency　 of 　 the

　　　 tw ・
−element 　 m 。del　 with 　 the 　 penalty

　　　 number α
。
　in ヒhe　case 　when 。 nly α 。

　is
　 　 　 introduced

た 二 つ の ばね 翫 k2 の 剛性 の 差が大 きい ほ ど （す なわ

ち 彦2画 が 小 さい ほ ど） 2 次固有振動数の 増加 は 顕著で

ある 。

　
一

般 に，大 きな ペ ナ ル テ ィ 数 を仮定す る こ とに よ り変

位 の 絶対値は 正 解 に 収束 して い くが，よ り高 い 振動数で

正解 の 回 りを振動す る こ と に な る 。 動 的 な解 析 に お い

て，こ うした 高次振動 の 存在は 計算 の 安定性 な どの 上 で

重大な 問題で あり， 特に 陽解法 の 時間積分 ス キ
ーム など

条件安定 の ス キ
ー

ム を 用 い る際に は，計算効率 が 極端 に

低下 す る 。

　2．2 変位 と速度 の 連 続性を考慮 した 運 動 方 程 式 の 導

　　　 出

　Fig．　3 に 示す よ うに 接触状態 に ある 2物体 に つ い て 考

え る 。
こ こ で 運動方程式 に 次の 形 の 拘束条件 を導入す る

こ とを考え る 。

　　　　　　　　C。（u （α ））＝＝O 　 　 　 　 （5a）

　　　　　　　｛　　　　　　　　C1（rk（b））＝ 0　　　　　　　　　　　　　　（5　b）

　接触点 に お い て 接 平 面 に 対 す る 単位 法線 ベ ク トル n ，

単位接線 ベ ク トル t を定義すれば，た とえば動的な接触

状態 （contact 　 cendition ） セこ お い て は ，

Fig．3　Definition　 sketch 　 of 　 two 　 bodies

　 　 　 in　cOlltact

　　　　　｛
　　　　　 （AUi− AUz）・n ・＝O　　　　　　　 （6a ）

　　　　　 （Ul
−

u2 ）・tL；O　　　on 　f
「
c　　　　　　（6　b）

　また 固着状態 （stick 　 condition ）に お い て は，一ヒ式 に

加 え て，

　　　　　 （Au 一
Au2 ）・t・・O　　　　　　　 （7a）

　　　　　｛　　　　　 （Ul − u2 ）・t＝ O　　　on ∠
一

σ　　　　　　（7b）

の 付帯条件が成 立 す る 。

　浅野 は ，接触 力 お よび 固着力 R を各種 ペ ナ ル テ ィ 数

α o，α 、，α 2 と接触2 物体間 の 接触変位差，速度 差，加

速度差 との 積 の 和 と して 次 の よ うに 表現 して い る
2）

。

　 R ＝α
。（！fUl− Au2 ）＋ α 1 （rk1− a2）＋ α 2 （遊厂

量〜2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8 ）

　続い て 接触力 に よ る仮想 の 接触仕事 を考慮 し て，次 の

よ うな 動的 接触問題 に 対す る 仮想仕事 の 原理 を 導 い て い

る
2）−10）・11｝

o

f，12［Σ（・T− ・u ・fff．… dV ＋∬餌 の
・ff．

，

R … 1
−一・u

・）・r］d・ 一 ・ 　 …

　 こ こ で 左辺第 1項〜第 4 項 は それぞれ慣性力，内力，

物体 力，お よび 表面力 に よ る 仮想仕事 で あ り，第 5 項 が

接触力に よ る仮想仕事 で あ る。

　
一
方前 節 で 示 した よ うな高次振動 を物理的 に 抑制す る

とい う観 点 に 立 っ て ，剛 性 の 高 い ば ね を 挿入 した 部分 の

高次 の 固有振動数を下げ る た め に ，付加的 な マ ス を発生

させ る，あ る い は 接触点聞 の 相対運動を吸収す る ダ ッ シ

＝ポ ッ トを 挿入 し て や る こ とを考 え る 。

　そ こ で 変位に 対す る拘束条件 （5a ）式 は ポ テ ソ シ
ャ

ル

エネル ギー
関数llの 処 罰項 とし て 次 の よ うに 表 わ す

le）
。

　　　　・tt＝ ＝・a … ffr・・

tc
・
・r 　 （・・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c

　さ らに 速度 に 対す る拘束条件 （5b ）式 は運動 エ ネル ギ

ー
関数 丁 と散逸 エ ネル ギ ー

関数 F の 双 方 に 対す る 処 罰項

と して 次 の よ うに 表す。

狼 ・＋・
・ffr

膿 雛：：：：ll
（11a ）

（11b ）

こ こ で ，α 。，α i，α 2 は ペ ナ ル テ ィ 数 で あ り，物 理 的 に

は それぞれ付加 したば ね の ばね定数，ダ ッ
シ ュポ ッ トの

減衰係数，マ ス の 大 ぎさ に 対応す る もの と考え る こ とが

で きる 。

　qt，　Qt をそれ ぞれ
一

般座標，一
般力 と して ，上式を次

の 離散化 モ デル に 対 す る減衰を 考慮 した ラ グ ラ ン ジ ＝ の

運動方 程 式
12 ｝・13 ）

　　　壬（一鯉∂4t）
一
募・咢・器一 ・ 1 （12・

に 代 入 すれ ば，変位お よび 速度 の 連続
・
「生を 考慮 し た接触
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状態 お よ び 固着状態 に お け る系 の 自由振 動 に 対 す る運 動

方 程 式は ，概括的 に 次 の よ うに 表 わ され る 。

　　　 （11f1＋ α 2偽 ）d＋ （C 、＋ α 1C2 ）dr

　　　　 ＋ （K ，＋ α 。K 、）α ＝ ！＋ α 。K ，a （° 〉　 　 （13）

こ こ に Ml
，　 C1，　 Kl は非接触時 の 質量、減衰，剛性 マ

ト リク ス で あ り
’
， α 2M2 ，α 1C2 ，α 。K2 が接触 ILよ る処

罰項 で あ る 。 ま た ，a （O） は接触 開始 時 あ る い は 固着 開

始 時 の 変位 ベ ク トル で あ る
。 接触力 邸 お よび 固着力 Rt

は 接触点間 に 挿入 した ばね の 反力，ダ ッ
シ ュ ポ ッ トに 生

じる 減衰力お よ び 加 速 度 の 差 に 対応 す る マ ス の 慣性力の

和 と して，次 の よ うに （8）式 と同様な 形 で 表わ され る こ

とに な る 。

　　　Rn ＝α o （Au 一
∠lu2）・n

　　｛1　　　　　 十 α 1（Ur
− u2 ）・n 十 α 2（ti1一置2）・n 　　　　（14）

　　　 Rt ＝ CVo （Au1 − Au2 ） t

　　　　　 十 al （直，
一直2）　t十 ev2 （Ul

− u2 ）・t　　　　（15）

　ま た，す べ り状態 （slip 　 condition ） の 摩擦 力 Rt は

（14）式を用 い て 次 の よ うに 裘わ され る o

　　　　　　　　　Rt＝ PtlRn1 　　　　　　　　　 （16）

　結局 ， 物理 的 な認識 に 基 づ い た ペ ナ ル テ ィ 関数法 に よ

り導か れた 運動方程式は，（9）式 か ら得られ る もの と完

全 に
一

致す る。しか し （10），（11a），（11b）式 に は 加速

度 に 対す る 付帯条件は 含 まれ な い こ とに な る 。

　2．3　最 適 な ペ ナ ル テ ィ 数の 設定に 関す る 考察

　Fig．　4 に 示 す よ うに，ふ た た び 1 次元 2 要素 モ デル を

用 い て ao
，

α 1，
α 2 の 各ペ ナ ル テ a 数 の 設定 に 関す る考

察を行 う。

　2．3．la ’
。 の 設 定

　静的な接触問題解析 にペ ナ ル テ ィ 閠数法 を 用 い る場 合

に は α o の み を用 い る こ とか ら，こ こ で は α o に つ い て

は 静的な力の 平衡状態に 基づ い て 決定する Q α
。 の 物理

的な 意味は 前節 で 述 べ た よ うに ， 接触点間 に挿入 す るば

ね の 大きさに 対応 し，接触点に お け る い お ゆ る 「くい こ

み 」 を 小 さ くす る た め に は 剛 性 の 高い ば ね を 用い る 必 要

が あ る 。

　Fig．　4 に 示 す系の 両端 に
一

様な 外力が 作用 した 場合，

静的な力 の 平衡状態か ら次式が成 立 す る 。

　　　　　　　lelei＝ k2ε2 ＝ α oε兪　　　　　　　　　　　　（17）

こ こ に ，el
，
　 e2

，
ε a はそれぞればね 島，恥 お よび ペ ナ

MODIFIED　PENALTY　FUNCTION

αo

携
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α2

FigL　4　111ustratlon　 Qf 　two 　elements 　in　 contact

　　　 in　 the 　extended 　penalty 　func［ion　 rne しhQd

ル テ ィ 関数 に よ る ば ね α
。 に 生ず る ひ ずみ で あ る 。

ペ ナ

ル テ
ィ 関数 に よる 誤差を次 の よ うに 定義すれ ば，

　　　　　・・ rQ ・ − max （
εα　 ea

ε1
，
　ε 2）

誤差が 許容誤差 e
＊

を越 えな い た め に は ，

　　・ ・x （ll（一亀）・葺（一亀）〉…
が 成立 すれば よい 。

　　　　　　 α D ≧ max （kl，　h2）fe＊

（ユ8）

（19）

　　　　　　　　　 した が っ て ペ ナ ル テ ィ 数 α o は ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2G）

と決定 され る 。 た とえば 誤差を隣接要素に 生 じるひ ずみ

の 0．1％ 以内に 抑え るた め に は ，

　　　　　　α
。≧1000・max （febk2）　 　 　 　 （21）

とすれ ば よい 。 ま た，h，，鳧 い ずれか が剛体 で あ る場合

に は ，（20）式 に お い て k1あ る い は 栂 を 0 とすれ ば よ

い D

　 2．3，2　a2 の 設定

　前節で 述 べ た よ うに ， α 2 は 剛 性 の 高 い ば ね （α 。） を

挿 入 し た部分 の 固有振動数を下げ る 目的 で 付加す る マ ス

の 大 ぎさ に 対応 す る 。 そ こ で α 2 は Fig．　4 の モ デル を

用 い て 固 有振 動 数 を調 べ る こ とに よ り決定 す る 。
Fig．4

に お い て，ダ
ッ

シ ュポ
ッ

トの な い （α 1
＝0）揚合 の運動方

程式 は，

　　［竺澹 謡 ：］｛1：｝
　　　・「

far＋ α
。　　

一
α

。

一
α

。 　 le2＋ α o］｛1：｝一 ｛1｝ ・22・

とな り，1次，2 次固有角振動数を ω
、，ω 2 とすれ ば，

　　鴫 婦 一（
B2A

）訂（景）
2

−
（昊） ・…

こ こ に ，

　 A ＝MtM2 ＋ α 2（ml ＋ M2 ）

　｛　 B ＝m
、
k2＋ 卿 轟 ＋ α

。（Ml ＋ ME ）＋α 2（le、＋k2） （24）

　 C ＝le
，
h2＋ α

。（k，＋k2）

で ある。

　 こ こ で，α o に つ い て は 前項 （2工）式 に 示 した よ うに ，

静 的解析に お け る 許容誤差 が 0．1％ 以内 とな る よ う に 設

定 し，α 2 の 大きさ に よ り （23）式 よ り与え られ る （ω エノ

tU
・ xa ，t），（ω 2！ω ， 。 。 c 』）が どの よ うに 変化す るか を Fig．　5

に 示 す 。 こ こ で，tO
。 xact は 2．1 節 （2）式 で 与え られ る。

横軸 は α 2／α 。 を表わ し，（fe21m2）1（k，！m ，）＝lo
−
2．ユo°，

102 の 3 ケ ース に つ い て変化の 様子を 示 す 。

　図 中 α 21 α o 《1 の 範 囲 で は ， 1 次 モ ードが Ml ，　 M2 が

一
体 とな っ て 振動す る正 解 の モ ードに 対応 し，固有振動

数 もほ ぼ正解に 収束す る の に 対 して，相対的 に 振動す る

2 次 モ
ー

ドに 対 応す る 固 有振 動数 は 高 くな る 。

一
方，α 2 〆

α o》 ユ の 範 囲 で は，2 次 モ ー ドが正解の モ ートに 対応

し，固有振動数 もほ ぼ 正解1こ 収束す る の に 対 して ，1 次

モ
ー

ドが 相対振動 モ
ー

ドに 対 応す る。

N 工工
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3
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3

　　旦1 ．2 　．4 ．61 　 2 　 461 。

　　　α2／α。 〔αo
＝

max 〔kl， k2）＊1000）

Fig．5　Variation　 of 　 natural 　frequency　Qf 　the

　　　 two−element 　 model 　 with 　 the　 penalty

　　　 number α 2　in　the 　 case 　 when 　α o　 and

　　　 α 2are 　 introduced

　い ず れ の 場 合も 1 次固有振動数 ω 且 と 2 次 固 有 振動数

ω 2 は 正解 の 固有振動数 tUexaet 付近で お 互 い に 接近す る

こ とが 図 よ り分 か る。そ こ で，

　　　　　　mean （ω
夏，ω 2）＝ ＝ ω exact 　　　　　　　　 （25）

あ るい は，

　　　　　　 1ω 2
一

ω 1ト minimum 　　　　　　　（26）

の 条件か ら α 2 を 決定 す る こ とに す る 。 （25）式か らは ，

　　　 α
。＠ 且＋ M2 ）

2
＋ （m 、

− M2 ）伽 エ
hE− m2k

、）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （27）α 2

＝
　　　　（Ml ＋ M2 ）（kl＋ ll2）

また （26）式か らは，

　　　 α 0（Ml 十 M2 ）（kl十 k2）十 （k1一鳧）（mlkE
− M21e1 ）

　
α 2

＝
　　　　　　 （lei＋ ll2）

2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （28）

が 得 られ る 。 通常 （27），（28）式 の 分子第 1項 は第 2項

に比べ て 非常に 大 きくな る か ら （α o に 大 きな 値を 仮定

した 場合），結局 （27），（28）式 い ずれ か らも α 2 と して

次式 が 得 られ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　．　　 Ml 十 M2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （29）　 　 　 　 　 　 　 ［Y2TevD

　　　　　　　　　　　 k
，十k2

　2．3．3　α E の 設 定

　前節 で述べ た よ うに，α 1 は 接触点 の 相対運動 を 吸 収

す る ダ ッ
シ ュポ ッ トの 減衰係数に 対応す る 。

Fig．　4 に お

い て ，ダ
ッ

シ ュポ ヅ トも含め た 場 合 の 自由 振 動 に 対 す る

運動方 程 式は，

「学 物 ‡雛 ｝・［ 
一

驚］偽｝
・「駄  畿 ｝一｛：｝　 ・…

と な り、上式 の マ ト P ッ ク ス を 展開 して 辺 々 足 し合せ る

と次式 が得 られ る 。

　 2 ｛α 2（Xl一撮2 ）十 α 1 （．t，1 − ．t’2）十 α o （x
’
1
− X2 ）｝

　　十 ，π i露1
− M2 記2 十klx1一為2記 2

＝0　　　　　　　　　　　　（31）

　こ こ で 簡単 の た め ，M1 ＝ ・ M2 ＝ ・ M ，　kr＝k2・＝k とすれ ぽ，

　　　（2 α 2 弓
一m ）（髭瓦

一奮2）→−2 α 1（£ 1
− £ 1）

　　　　十 （2 α o十 k）（Xl − x2 ）＝0　　　　　　　　　（32）

とな り，相対運動に 関す る運動方程式 が得 られ る 。 した

が っ て，相対運動が 振動的 に な らな い た め に は，

　　　　　α L≧ 、
／（2 α 2＋ m ）（2 α

。＋ k）　 　 　 （33）

が 成 立 す れ ば よい
夏2〕・13）

6 さ らに，（20），（29）式 よ り通

常 cu2 》 in，α o 》k で あ るか ら，上 式 は 簡単に ，

　　　　　　　　α 1 ≧2V α oα 2　　　　　　　　　　　（34）

と表 わ せ る 。

　Ml ≠ M2 あ るい は 稻≠ 秘 の 場 合 も，ダ ッ
シ ュポ ッ ト

の 減衰係数 とい う a 、 の 物理的 な意味を 考 えれ ぽ，α
。 と

α 2 を 用 い て （34）式 に よ り計算 さ れ る 臨 界 減衰値程度 の

値を 下 限値と して 用 い れ ば十分 で あろ う。

　結局，単純 な 1次 元 2 要素 モ デ ル を 用 い た 考察 に 基づ

き，α
。 は （20）式，α 2 は （29）式，α 1 は （34）式 か ら そ

れぞれ決定すれ ば よい こ とに な る 。 また 実際の 多自由度

系 の 問題 に 適用 し た 例は ，次 章 の 計算例 で 示す こ と に す

る。

3 数　　値　　例

　こ こ で は，荊章で 示 し た 手法 の 具 体 的 な 数値例 と し

て ，有限要素法 に ペ ナ ル テ ィ 関数法 を 適用 して 動的接触

問題 に 対 す る本手法 の 有効性を示す 。

　3．1 弾性棒 の 衝 撃 衝 突 問 題

　Fig．　6 に 示す よ うに ，

一端が固定 され た弾性棒 （ROD

−1） ｝こ初速度 を持 っ た 他 の 弾性棒 （ROD −2）が衝撃衝突

す る問題を 考 え る
2〕〜5＞・14）

。
こ こ で は 特に 接触力 の 時 刻 歴

を調 ぺ る こ とに よ り，前章 で 示 した ペ ナ ル テ ィ 関数法の

有効性を示す。 接触力 の 算定 は，接触，非接触，また摩

擦力の 算定 に 関連 し，正 確な評価 を必 要 とす る。

　は じめ に，横慣 性 の 影響を回避す る た め ，問題 を 1 次

元 問 題 と して 単純化 し，1 次元波動伝播理 論
L4〕に よ る理

論解 と の 比 較 を行 う。 運動方程式 の 時間 積分 に は 中心差

z1

−D　卜10DEL 1m ／sec ，〈一

　 　　 　　

　 0．12m 　　　　 　　O．08　 m

2−D　卜1DDEL

ROD−1
蠶 t・…

　 ROロー2

　 E＝ 201　GPa
　 v 二 〇．3

ρ
＝7．85xlO3kg／m3

　 t＝O．005　m
Fig．6　Contact　impact　problem
　 　 　 of 　tNNo　elastic 　rods
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分法 を 用い る 。 また 計算 に 用 い た 材料定数等 は Fig．　6　tC

示 す 。

　は じめ に ，ペ ナ ル テ ィ 数 の 設定 の 仕方が計算結果に ど

う影響する か，2，3 の 計算例 を用 い て 示す こ とに す る 。

ま ず ROD −1，　 ROD −2 の 断 面 積 Ab 　 A2 さ らに 要素長

は 捧全体 に わ た D同
一

な もの （At＝Ai・＝2 × 10nt4m2，50

要素等分割） と した 上 で，ペ ナ ル テ ィ 数 に つ い て 次の 無

次 元量 を 定義 す る。

ξぞ
一
寄 ・一芻

一
舞 ・

一
・毒 、

（・・）

　す な わ ち，前 章 （20），（29），（34）式と対応させ るた

め に は，

　　　　　・一 表・f− … ≧1 　 （・6）

とすれぽ よ い こ とに な る。

　Fig〕7 に は 従来 の ペ ナ ル テ ィ 関 数 法 で 行 わ れ る よ う

に ，変位の み を拘束す る，すな わ ち α
。 の み を用い た計

算例を示す 。 こ こ で は ξ＝1，10 と した 場合 の 接触力 の 時

刻歴を 1 次元 理 論解 と比 較 して い る 。 ξ＝1，すな わ ち系

の 剛性 と同 程 度の ばね を接触点間 に 挿入 した 場合は，接

触点間の くい こ み 量 は か な り大きくな る が （隣接要素 に

生 じ る 縮み 量 と 同程 度），接 触力 の 時間 平均 は ほ ぼ 正 解

に 対応 し， また時間積分 に お け る時間増分値と して は 非

接触時 の 系 に お い て ，い わゆ る Courant の 条件か ら計

算され る上 限値 を 基準 に し て 適当な安全率 を 見 込 ん で 設

定すれば よい （こ こ で はす べ て の 計算例 に 対 して 時間増

分値は 十分に 安全側の 値 と して ， Courantの 条件か ら計

算され る 上限値 の 1110を 用 い た ）。

　そ れに 対 して ξ＝ ：1e と剛性 の 高 い ば ね を挿入 した場合

に は，時間 増分 の 上 限値 は ξ＝1 の 場合 の 113 程度に な

り，さらに振幅が増大 し，接触力は
一側に も振動す るた

め ，系 とし て は接触，非接触 を 繰 り返す こ とに な る 。 よ

り剛性 の高い ばねを挿入 した 場合 に は，時間増分 の 上限

値は さ らに 低下す る （た とえ ば ξ＝ 10：
と し た 場合 に は

時間増分 の 上 限値は 113D 程度 に な る）だ けで な く，さ

らに 大きな高次振動が発生 す る と予想 され る 。 した が っ

　 2

　
ぎ

20

　　詈
　亡1。

　萼
　8　
　 　 　 0
　 　 　 0　　　　　　　　　　 5　　　　　　　　　 10

　　　　　　　　　　　　　Time　〔μsec ．］

Fig．7　Time 　llistory　of 　 contact 　 force　by　1−D

　　　 model 　 in　 the　 case 　 when 　 only 　α o
　 is

　 　 　 呈n ［roduced

2
ぎ
　 20

雪

乙
L

→−10

滬

18

　 0
　 　 　 0　　　　　　　　　　 5　　　　　　　　　　 10

　　　　　　　　　　　　　Time　 Cμsec ．［

Fig．8　Effecし of 　the 　 va 】ue 　 of α 10n
　time 　his−

　　　 tory 　 of 　 contact 　 force　 by　 l−D 　 model

て，くい こ み 量 を 小 さ くす る た め に 剛 性 の 高い ば ね を用

い る こ とは，計算効率 を低 下 さ せ るだ け で な く，接触力

の 算定 も正 し く行われない こ とに な る。

　次 に，速度 の 連続性も考慮 して ペ ナ ル テ ィ 数 ao お よ

び α 2 を （20） お よ び （29）式 よ り決定 した 場合に つ い

て，α 1 の 値 に よ る影響を Fig．　8 に 示 す 。
ペ ナ ル テ ィ 数

α
。 に 関 し て は，（20）式 に お け る許容誤差 e

＊
を 0．1％

と し，al に つ い て は （34）式右辺 か ら計算され る臨界

減衰値 の O，1
，

10 倍 の 値を仮定 した 。 す な わ ち先 に定

義 した無次元 量 を用 い て 表わ せ ば，

　　　　・一・・喋 一… 一 ・・− 1・・・ 　 … ）

で あ り，ま た 時 間増 分 値は非接触状態に お け る 系 の

COUtant の 条 ．件 か ら計算され る値を 上 限値と して用 い

る 。 η
＝O，すなわち接触点間 に ダ ッ シ ュポ ッ トを挿入 し

な い 場合 に は 、接触力 は正 解 の 回 りで 大き く振動する。

また η・＝10 と大きな減衰を仮定 した 場合 に は，衝突後

2μ sec ．程度経過す る と接触力 は 理論解 に 収束す る が，

接触 した 瞬 間 に 接触 点 間 の 速 度 差 に起因す る 非常 に 大 き

な 接触力が 発生 し大きく振動す る 。 した が っ て，α 1 の

値と して は，次 に 示すよ うに，（34）式 か ら得 られ る下

限 疸，す な わ ち η＝・1 程度 の 値 を 用い る こ とが適当で あ

る と考え られ る 。

　　　　　　　　α 1
＝2v α

。
α 2 　 　 　 　 （38）

　そ こ で 以下 の 計 算では ，e＊
＝ 10

−a
と して （20）， （29），

（38） の 各式 か ら計算され る ペ ナ ル テ ィ 数を 用 い て，ま

た 時 間増 分 値 と して は 非接触状態 に お け る系の Courant

の 条件か ら計算 され る値を上 限値と して，十分安全 測に

上 限値 の 1110を 用 い た 。

　次 に ，全 体 の 要素数 を 50 要素お よ び 25 要素 と して，

離散化 誤 差 の 影 響を 調べ た結果を F｛g．9 に 示 す 。 要素数

50，25 い ずれ の 場 合 も，接触 力 お よ び 接触持続時間 と

も概 ね 良好 に 対応 し て い る 。 ま た 50 要素と 25 要素 の

場合 の 比較 よ り，理 論解の 回 りに振動 して い る の は ，離

散化 誤差 に よ る もの で あ る と考 え られ る 。

　Fig，9 の 例で は，二 つ の 棒 の 材質 お よび 要素 の 寸法 は
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Fig．　10　Time　history　of 　 contact 　force　by　1−D

　　　　model 　 in　 the 　 case 　 when 　 A2・＝3A
エ

同
一

で ある た め ，ペ ナ ル テ ィ 数 を 決定す る （20），（29），

（38） の 各式 に お い て kl＝ 妬，　 Ml ＝M2 とな る 。 そ こ で

次 に ， 材質 は そ の ままで 断面積 の 異なる二 つ の 俸を 衝突

させ た計算例 を Fig．　10 に 示す 。
　 Ar＝2 × 10

−4m2 ，　 A2 ・＝

6 × 10
−
4rn2 ，ま た要素数は 50 要素と し て そ の 他 の 計算

条件 は Fig　6 に 示す通 りで あ る 。 材質は 同 じで も，断面

積が 異 な る 場合 に は 接触面 で 応力波 の 反 射 と透 過 が 同時

に 起 こ る た め ，波動伝播 の 様子 は Figl　9 の 場合に 比較 し

て 多少複雑 に な るが
14｝，点線で 表された 理 論解に ほ ぼ

一

致す る 結果 が得 られ た 。

　本節の 最後 に Fig59 と同 じ問題に 対 して
，

2 次元有限

要素 モ デル を用 い て 接触力 の 時刻歴 を解析 した 例 を Fig．

11 に 示す 。 2 次元解析に は 双
一

次 4 辺 形要 素 を用 い ，要

5

〔
Z

ぎ

　
o

り

」
ロ

L
　ギ
D

賦二

｝
coO

　　
゜
O　　ZO 　 4。　 BO 　 BO　 ］DO

　　　　　　　　　　　　 Time 〔μsec ．）

F三9．11　CompaTisQn 　between 　 time 　histor三es

　　　　of 　 contact 　 force　 by　1−D　 and 　 2−D

　　　　Analysis

素剛 生の 計 算 に は 厳密 な積分を用 い た 。 ま た 2 次 元 解析

に お い て は，（20），（29）お よ び （38）式に 含 まれ る k
，，

鳧 お よび M ，M2 は ，そ れぞれ 全 体 剛
．
性行列 お よび 質

量行列に お い て
， 接触して い る 節点 自由度 に 対応す る対

角成分 を用 い た 。 また 2 次元解析に お い て は，摩擦係数

Pt＝ ・O．6 と した 。 軸方 向 の 分割数 et　Flg」　6 に 示 す よ うに 、

1 次 元 モ デル ，2 次元 モ デル ともに 50 要 素 で あ る 。 2

次元 モ デル に よる結熟 こ は 1次元 モ デル と対応す る 振動

の 他 に，よ り低次 の 振動 モ
ー

ドが 混 入 して お り，こ れは

横慣性 に よ る影響 で あ る と思わ れ る
S）

。

　以上 い くつ か の 解析結果 よ り，前章で 示 した ペ ナ ル テ

ィ 関 数 法お よ び ペ ナ ル テ ィ 数 の 設定 に 関す る 考え方 の 妥

当性が実証 され た 。

　3．2　摩擦係数の 速度特性に関す る数値実験

　本 節で は ，摩擦 を考慮 した動的接触問題 の 例 と して ，
F三g．　12 に 示す よ うな

一
定速度で移動す るベ ル ト上 の 弾

性 ブ 卩
ッ

ク の 運動 を解析す る 。 摩擦励起振動 の 例 と し て

は ，自転車の ブ レ ー
キ 音，蝶番 い の きしみ ，ヴ

ァ イ オ リ

ン の 弦の 振動な どが よ く知 られ て い るが，従来 こ れ らの

現象は すべ り速度 の 増加 に 従い 摩擦係数が 低下す る，い

わ ゆ る 「負の 摩擦速 度特性 」 に 起 因 す る ス テ ィ ッ ク ス リ

ッ
プ 現象と して 説明 されて お り，剛体 ブ P

ッ
ク の すべ り

面 に 平 行 な運 動 の み を 考慮 した 解析が 行わ れ て きた
12）

。

しか しな が ら動摩擦係数 に 関 し て は，摩擦現象その もの

の 複雑 さに 起 因 す る実験の 非再 現性 な どか ら ， 正確な測

定 は非常 に 困難であり，通常の 使用範囲に お け る摩擦係

数 の すべ り速度依存性 は 確実 さ を欠 く。

一
方物性 の 観点

か らは，界面 の 分子 レ ベ ル の 考察 に 基づ い て ，す べ り摩

擦現象の 解明が 行わ れ て お り， 摩擦係数の 速度特性 も正

確 に 測定 され て は い る が ， す べ り速度が 10− 12〜10
−1cm

！

S とい っ た 非常 に低速域 で の 現象 に 限 られ て い る
1fi）

。

　そ こ で，摩擦係数 の 速度特性だけで 現象を説 明す る，

すなわ ち 界面の 摩擦現象だ け で 全体の 説明を試 み る の で

は な く，通常我々 が経験す る ス テ ィ ッ ク ス リ ッ プ現象な

〈 L一
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ど は 構造全 体 の 現象 と して 捉 え る 方 が 含理 的 で あ る 。 こ

うした 観点 に 基づ き，Telstoi は 摩擦係数 に 対 す る 垂直

方向変 1立の 重要性を指摘 して お り 15）， ま た Mar ヒin と

Oden は 接触要素 に ヒ ス テ リ シ ス 特性 な ど摩擦 に 関与す

る物性 を構成式 の 形 で 導入 した 上 で，こ こ で 計 算 に 用 い

た もの と同 様な ブ ロ
ッ クの 運 動 を解析 し て ，や は り垂直

方向運 動 の 影響を僕討 して い る
7）・8｝

。

　 こ こ で は ，接触面 に お け る 局所的 な 摩擦 係 数 に 関 し て

は 通常の ク
ーP ン 則，す な わ ち 「動 摩 擦係 数 ； 静 止 摩擦

係 数 」 と仮定 して
， それ に 対 し て Martin と Oden の

解析と同様 に ブ 卩
ッ クを 剛体で は な く弾性体 と考 え，さ

らに すべ り面 に 垂直方 向 の 運動も考慮 した 解析 を行 うこ

とに よ り，系全体 の 構造特性 と して 摩擦係数 を と らえ る

こ とに す る 。

　Fig・　12 に 示す よ うに，ブ ロ
ッ ク は 20 ×40 要素 に 分割

し，ば ね の 反 力 ks「iを外力 P で除す る こ とに よ り全体的

な摩擦係数 を求 め る も の とす る 。 計算 に 用 い た 材 料 定 数

等は Fig，　12 に 示 す 。
ペ ナ ル テ

ィ 数は ，前節 で 用 い た も

の と同様 に・e ＊
＝ 10

−3
と し て （20），（29），（38） の 各式

か ら計算 され る値 を仮 定 し，また時間増分値 と して は 非

攤 蛾 態に お け る系 の C。 urant の 条 件 か ら計算 され る

上 限 値 の 1！10 を用 い た 。

　計算は ，上 面 に
一

様 な分布荷重 P が作用 した ブ ロ
ッ ク

を徐 々 に 動か し，「ば ね の 反力 （ksd）＝ 最大 静止摩擦力

（μ P）」 と な っ た 状 態 を初期状態 と して ， ブ 卩
ッ クの 各

節点 に ベ ル トの 速度 に 等 しい 水平方 向初速 度を 与 え る も

の とす る 。 また 質量 マ ト リ ッ ク ス に は 集中質量 を用 い て

い る。

　
一

方，同 じ初期条件 の もと で ，ブ ロ
ッ ク を剛 体 と仮 定

した 場 合 に は ，ブ ロ
ッ ク の 水平 方 向変位 tiは，

こ こ に，

・ 一 黌・・珊 咢

変位 の 時 刻歴 を それ ぞれ Fig．13〜Fig．　15 に 示 す 。 図 中

各変位は PtPfks で 無次元 化 して ある 。 また Fig．13 お

よ び Fig．　15 に お け る点線 は ，そ れ ぞれ 最大摩擦力発生

時 の ば ね の 伸 び お よび 垂 直方向の 静的平衡状態に 対応す

る。
Vo（mks ）

o・5
！μ P が 非常 に 小 さい 場合 すなわ ち，す

べ り速度 が 小 さ い 場 合 に は，ブ ロ
ッ

ク は ほ とん ど振動せ

ず に，計算 され る 摩擦係数は ほ ぼ 静止摩擦係数 に
一

致す

る 。
Vo＠Mks ）

G・51
μP が 大きくな る に 従 い，すなわ ちす べ

り速度が 大 きくな る に 従 い ，すべ り面 に 垂 直 な方向 の 振

動が 発生す る こ とに よ り，摩 擦 力 が 低 下 し始め ，ば ね の

伸 び と して は 初期状熊 よ り も小 さな 値 で 定常 状 態 とな

る 。 さ らに 速度が大 き くな る と，ブ 卩
ッ ク は ベ ル ト上 で

跳ね 回 る，い わ ゆ る
“
tumbling 　motion

”
を示 し，正 確

な 摩擦係数 は 計算 で きなくな る。 また Fig．　13（b）お よび

Fig・　14 （b）の 変位時刻歴 か ら も 明 ら か な よ う に ，　 V
。

＠mlls ）
o・fifStP ＝ 1．065 × 10s の 場合 は ブ P

ッ
ク が ス テ ィ ッ

ク ス リ ッ プ を起 こ して い る こ とが 分 か る。こ の よ うに，
局所的な 摩擦特性 と して は 負 の 摩擦速度 特性 を仮定 しな

1o
　匸LOHGA 「匚u阿

［e ］ o 一

　 2　　　　　　 q

丁1H ［　己HGE ［r1

一L1

〔b】 D

5eR ！図岱　巴L口”じん「10b1

6 日

一
且

「rH ［　「HSEt ．，

・ 一傷）  一 ・・BH

（39）

（40）

と表わ され る の で ，変位 に つ い て は 次 の よ うに 初 期状態

に お け る水平方向変位 （最大 摩擦力発生 時 の 変位）μ P〆
ks で 無次元 化 すれ ば ， （39）式 は，

1　
5

讐
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響
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と表わ さ れ る。 そ こ で こ こ で は ，無次 元振幅 Ve（mks ）
°・51

μ P を パ ラ メ
ー

タ ーと し て ，パ ラ メ ー
タ
ー

ス タ デ ィ を行

う。

　y。＠ 海5）
°・5

！μ P の 5 ケ
ー

ス （m は
一

定， s々
＝250k91

mm ，　 P ・＝ G．1x　LBkg ’
，　 V
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ッ
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Time　histories　 of 　horizontal　d｛splace −

ment 　at 　centroid

Vo（fnks ）
o・5！PtP＝ （a ） LO65 × 104

　　　　　　　 （b ）　ユ．065× 105

　　　　　　　 （c ） 1．065 × 106

　　　　　　　 （d ） 1．065×10T

　　　　　　　 （e ） 1．065× 108

い 場 合で も，ブ 卩
ッ ク の 変形お よ び すべ り面 に 垂 直 な方

向の 運動を 考慮す る こ とに よ り，ス テ ィ ッ
ク ス リ ッ

プ の

発生す る可能性 が あ る こ とが 分か る 。

　さ らに ，
Vo（励 s）

o・5！μP に 関す る パ ラ メ ータース タ デ

ィ を 行い ，計算か ら得られ た 摩擦係数 と仮定 した 静止摩

擦係数 との 比 （Stdynamic！ttStatic）の 変化 の 様子 を Fig．　16

に 示す 。 局所的 に は 動摩擦係数と静止摩擦係数を 区 別 し

な い 場合 で も，系全体の 特性 と して は 摩擦係数の 速度依

存性 が 現わ れ て い る 。
さ らに ，Fig．　13 （b）お よび Fig．　14

（b）に 現わ れ た ス テ ィ ッ
ク ス リ ッ プ は Fig．工6 に お ける

摩擦係数の 負勾配 の 領域 で 発生 して い る こ とが分 か る 。

　すな わ ち，こ れ ま で に 知 られ る よ うに，負 の 摩擦速度

特性 に よ リス テ ィ ッ ク ス リ ッ プが 発生する と い う説 明

は ，摩擦 係数 を 系 の 構造 特 性 と して と らえ る とい う観 点

に 立 て ば，依然 として虞立 して い る こ とに な る 。

　摩擦現象は 非常 に 複雑な現象 で ある た め，摩擦係数 の

速 度特 i生が すべ て こ こ で 示 した よ うな 購造 特性 と して 説

明され る も の で は も ちろ ん な い が，一
つ の 可能性 と し て
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Fig．　15　 Time　 histories　of　 vertlcal 　displacement
　 　 　 　 at 　centroid

　　　　Vo （mks ）
o・51pP ＝（a ） 1．065 × 104

　　　　　　　　　　　 （b ） 1．065 × 10s

　　　　　　　　　　　 （c ）　1．Q65 × 10s

　　　　　　　　　　　 （d ）1．065 × 10〒

　　　　　　　　　　　 （e ） 1．065× 10B

　　　　 ・・・・・…　S 亡at 重c　 equilibrium

。
；。
τ

こ

＼
p皿
E圄曙
君
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　 　 　 0
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　　　　　　　　　　　 VD〔mk
，
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Fig．16 　Varla ヒbn 　 of 　frict量onal 　 coeffioient 　 with

　　　　the 　sliding 　velecity 　V
「
o（mks ）

Q・51
μP

摩擦現象 を界 面 の 材料 特徃 だ け で と らえ る の で は な く，

構造特性 とし て の 側面が あ る こ とを示 唆す る も の で あ

る 。

4　結 論

本論文 で は 動的接触問題 に 対
’
す る ペ ナ ル テ ィ 閥数法 の
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適用 に つ い て 考察 を 行 っ た 。 本論文 の 内容 お よ び 成 果 を

以下 に 要約す る 。

　（1 ）　変位の み を 拘束 す る 通 常 の ペ ナ ル テ ィ 関 数 法 を

そ の ま ま 動的解析 に 適用 した 場合 に 生 じる問題点 を 明 ら

か に した上 で，そ の 問 題 に 対 して 物理的 に 対策す る とい

う観点 か ら，さ ら に 速 度 を 拘束 した ペ ナ ル テ ィ 関数法 を

導 い た 。

　（2 ）　単純な 1次元 2 要素 モ デル を用 い て ，ペ ナ ル テ

ィ 数 の 合 理 的 な決 定 方法 に つ い て 考察を行 った a

　（3）　弾性棒 の 衝撃衝突問題 に 本手法を適用 し，接触

力 の 時刻歴を 1次元波動伝播理論解と比 較す る こ とに よ

り，本手 法 お よび ペ ナ ル テ ィ 数 の 決定法 の 妥当性を示 し

た 。

　（4）　摩擦係数 の 速度特性を調べ る 数値実験 を 実 施

し，局所的 に は 動摩擦係数 と静止 摩擦係数を区別 しない

場合で も， 系の 弾性変形ある い は すべ り面 に 垂直な方向

の 運動を考慮す る こ とに よ り，系全体 の 構造特 性 と して

は ，摩擦係数の 速度依存性 が現 わ れ る こ とを示 した 。
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