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　複雑 な非線形現 象を捉 え る た め の 統計的 モ デ リ ン グ 手法 の
一

つ と して ，基 底展 開法 に 基 づ く非

線 形 回帰 モ デ リ ン グが あ る．本 稿 で は，まず 様 々 な 基底関 数 に 基づ く非線形 回 帰モ デ ル とモ デ ル

の 推定 を 中心 と した研 究 に つ い て 述 べ る．次 に ，極 め て 次 元 の 高 い デ
ー

タ に基 づ く線 形 回 帰 モ デ

ル の 推定 と変数選択 に お い て ，そ れ ら を 同時 に 実行可 能な手法と して 研 究が 進 展 中 の Ll 型 正則

化 推定法 に 基づ くモ デ リ ン グ の 研究 を紹 介す る．

　This　paper　describes　two 　tol）ics　a．bout　whi 〔！h　there 　ha．s　beell　a　great　discussion　in　the　past　15

years ．　Firstl｝’，　we 　pI
・
escnt 　all　account 　of　the 　reccnt 　developments　of 　non ］inear　s．　t，a．ti5ticah エlodel −

jng　via 　basis　expallsions 　Lhat　has　been　wide ］y 　used 　for　a皿 alyzing 　data　with 　cornplex 　structure ．

Second 　topic　is　higb　 dhエlensioIlal 　data．　aIlalysis 　 which 　hns　become　increasingly　llequcrlt　 and

importεしnt 　 in　 various 　 fields　 of 　 rescarch 　 such 　 as ！i　fe　 scicnce
，
　 system 　 englneering 　 and 　 IILa．chine

learning．　、VC　illUSLratC　 VtzrioUs 　Ll　type　 regUlariZat ，ien　me 七LLc）dS　that　 Illany 　Sta †is七icinns　have

recently 　proposed 　as 　techniques 　fc｝r　perforl工亘llg 　model 　selecLion 　arld 　estinlati （｝n 　simultaneous ］y．

キ ー
ワ
ード： Ll 型 正 則 化 法，基底展 開法，高次 元 データ，非線形 回 帰，モ デ ル 選 択

1．　 は じめ に

　計算機 シ ス テ ム と計測 ・測定技術の 高度な発展 は
，

生命科学 ， 材料科学 ， 地球環境科学 ，

シ ス テ ム 工 学 ，
マ

ーケテ ィ ン グな ど諮科学 の様々 な分野で 大量か つ 複雑なデ
ー

タの獲得 と

蓄積 を可能 とした．特 に ， 複雑 な非線形構造を内在する デ
ー

タや 超高次元デ
ー

タな ど，多

様な様相 を旱する現象を背後に持 つ デ
ー

タが急速 に増加 して い る ．蓄積 され た デ
ー

タか ら，

そ の 背後 にある 自然現 象や社会現 象を解 明 し，新 た な知識 発 見 と 問題 解決 の 糸口 を探 る に

は ，現象の 情報源 で ある デ
ー

タ の 中か ら有益な情報やパ ター ン を効率的 に抽 出す るため の

手法 の 開発 が不可欠 で あ る ．特 に ，現象の 結果 とそ れ に影響 を及ぼ す と考 え られ る複数の

要 因を結 び つ け ， 現象発生 の 確率 的 メ カ ニ ズム を捉 えるための 基礎的な役割 を担 うの が統

計的モ デ リ ン グ で あ る．

＊
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　本稿で は
，

まずは じめ に 諸科学の 様々 な分野 で 応用 され て い る 非線形回帰モ デ リ ン グ に

関す る研 究に つ い て述べ る．特 に
， 種 々 の 非線形回帰モ デル を統

一
的 な枠 組 みで捉 える こ

とが で きる基底展開法 に 基づ く非線形 回帰 モ デ リ ン グ の プ ロ セ ス を通 して
，

一
連 の 研 究成

果 を紹介 す る ．

　線形 回帰モ デ ル の 回帰係数の 2乗和 を罰則項 GH則化項） と した正則化推定法 は リ ッ ジ

推定 （Horel　and 　Kcnnard （1970））と呼ばれ ，当て はめ たモ デ ル の安定化に寄与する方法 と

して 知られて い る ． こ れ に対 して ，回帰係数の 絶対値 （Ll ノ ル ム ）の 和 を正 則化項 と した

の が Tibshirani （1996）に よ っ て提 唱 され た 1assoと呼 ばれ る推定法で あ る．その 特徴 は，

モ デ ル の 推定 と変 数選択 を同時 に実行で きる 点 に あ る ．こ の ため ， デ
ー

タ数に比 して極め

て 高次元 の デ
ー

タ に基づ くモ デ ル の 変数選択 を可 能 とする
一

つ の 方法と して 注 日を集め ，

近年 ， 様々 な Ll タ イプ の 正 則化項 に基づ く Ll 型正則 化法に よる 同帰モ デ リン グの 研究 が

進展 しつ つ あ る ．本稿 の 2 つ め の 目的 は
，

こ の ノニ1 型正 則化法の 実行 プm セ ス と最近 の 研

究を紹介す る こ とに ある ．

　次節で
，

こ れ まで に述べ た 2 つ の 目的に対する本稿の 構成 を
，

一
般的な回帰モ デ リン グ

の 枠組み を通 して 具体的 に述 べ る．

2．　 正則化 回帰 モ デ リ ン グ

　本節で は
，

一
般的な枠組み で 回帰モ デ リ ン グ に つ い て 述べ

， 次節以降で 具 体的 に 現象を

近似 する モ デ ル
，

モ デル の 推定 と評価 ・選択 に つ い て議論す る．

2．1　 モ デル の 想定

　目的変数 y と ρ 個 の 説明変数 x ＝ ＠1 ，
、，，

，
Xp ）

T
に 関 して ，　 n 組の デ

ー
タ ｛（gyα ：

M α ）；

α ＝ 1
，
＿

，
n ｝が 観測 され た とす る．　 般 に 回帰モ デ ル は ，各デ

ータ 点 ．T
、、 にお ける Ycx の

確率 的変動 を表す成分 と，その 点で の 期待値 E ［垢 隔 亅＝ ゆ α ）（α 一 1，．

想定す る現 象の 構造 を表す成 分 （平均構造）か ら成 る ．

　 い ま ， デ
ータ Y1，

．．．
， 跏 は

tY
、x

−
・u （x 。 ）＋ ε

α ，
α ； 1

，
．．．

，

’
n

．，n ）に対 して

（2．1）

に従 っ て 生成 された とす る．こ れ まで に観 測 ・測定デ
ー

タか ら ノ イズ を除去 し ， 現象の 構

造 を反映す る 平均構造 u （x ）を近似 す る ため の 様 々 なモ デ ル が提案 さ れ て い る ．これ らの

モ デ ル の 多 くは ， 次 の よ うに基底 関数 と呼 ば れ る既知 の 関数 φゴ圃 σ＝ 1
，
＿

，
nl ）の 線 形

結合 に よ っ て 表す こ とが で きる ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　　　　　　　 u （m ；w ）一Σ 切 ゴφ調 ・　 　 　 　 　 （2・2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝上
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　例えば，線形同帰モ デ ル は，説明変数 gじ ＝＠⊥，
＿

，
τp）

T に対 して 砺（m ）＝ Xj （ゴ＝ 1，＿ ，p）

と置 い て
， 新た に基底関数 蝋 竕 ＝ 1 と切片 Wo を付 け加えた もの で ある ． また

， 説明変数

x
’
に対 して 基底関数 φo（幻 ＝ 1 と切片 Wo に加 えて φゴ＠）＝ ガ とした の が ， 多項式回帰モ

デ ル で あ る ．さ らに ，ス プ ラ イン をは じめ と して 複雑 な非線形構造を内包する現象を捉 え

る た め の モ デ ル が 種々提案されて お り，
こ れ ら の モ デ ル に つ い て は第 3 節で 紹介す る ．

　そ の 他の 非線形構造 を捉 え る手法 と して は ，カ
ーネ ル 関数 （Wand 　and 　Jones （1995），

Simoneff （ユ996））， 局 所尤度法 （Fan　alld 　G　ijbels（1996），　Loader （1999）），サ ポ ー トベ ク

ター回帰 （Smola　and 　Sch61kopf（2004 ））な どが挙げ られ る，

2．2　 モ デル の 推定

　基底 関数展開に基づ くモ デ ル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
’m

　　　　　　　　　　：y。
一Σ啝 ゴ（x ）＋ ・

。 ，
・ − 1

，
…

，
・ 　 　 　 　 （2・3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」
＝1

に対 して ，誤差項 ε1 ，
＿ 1 ε rt は互 い に無相 関で E ［εα ］； 0 ， 創ε匙］＝ σ

2
とす る ．通常用 い

られ る最小 2 乗法に よ っ て 非線形 回帰モ デ ル を推定しよ うとする と
， しば しば誤差 を過剰

に取 り込 ん で しまい ，その 結果推 定曲線 あ る い は推 定曲面 は大 きく変動 し ，
モ デ ル の デー

タへ の 過適合 を引 き起 こ しや す い こ とが知 られて い る ．

　そ こ で
，

モ デ ル の 変動が 大 きくな る に つ れ て 増加する 正則化項 （罰則項）R （w ）を誤差

の 2 乗和 に課 した 関数

　　　　　　　　孵 斗婁幅 ）1・
n

・R・（・ ）　 （… ）

の 最小化 に よ っ て モ デ ル を推定す る方法が 正則化最小 2 乗法で ある ．こ こで
，

・
f（＞ 0）は

，

1ピ則 化パ ラ メ
ー

タ
， ある い は平滑化パ ラ メ

ー
タ と呼ばれ ，

モ デル の 適合度 と当て は め た モ デ

ル の 滑 らか さを連続的に調整する とともに
， 推定量の 安定化 に寄与する役割を有 して い る．

　実際上 ，非線形回帰モ デ ル の 正則化推定 に対 して は ，主 と して パ ラ メ
ー

タの 2 次形式で

表現 され る正 則化項 を付与 した関数

　　　　　　　　孵 盞←一

薯幅 ）1・ … K ・ 　 （… ）

の 最小化 に基 づ く方法が 用 い られ て きた ．た だ し ，
w は

，
パ ラ メ ータ ベ ク 1・ル w ＝

価 ，
＿

，
Zl；nt ）

T
と し，　 K は Tn × m 非負値定符号行列 とす る ，第 4．1 節で は

， （2，5）式 の 正

則化最小 2 乗法 に基づ く非線形 回帰モ デ リン グ につ い て 議論 す る．

　次に
， 目的変数 γ に関す るデ

ータ Yl，．．．，Yr、 は，互 い に独 立 に確率分布 モ デ ル f（Yα ［x α ；θ）

に従 っ て観測 され た とす る． こ の と き， 対数 尤度 関数 e（θ）＝ X端　＝i　
］Og 　f　Cyo　lma；θ）に対 し
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て
，

正 則化項 を課 した 関数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n λ

　　　　　　　　　　　　　
e・（θ）＝＝ 　e（θ）一ヲ （θ）　 　 　 　 　 （2・6）

の 最大化 に基づ く方法が正則化最 尤法で あ る ．第 4．2 節で は
， 誤差項 に正規分布を仮定し

た ガ ウス 型非 線形 回帰 モ デル の 正 則化法 に基 づ くモ デル の 構成法 に つ い て述 べ る ．

　近年，生命科学，生物学，シ ス テ ム
ー
匚学 などの 分野で は，デ

ー
タ数 に比 して次元数が極

め て 高 い デ
ー

タが観測 され る ように な り，特 に ，次元数 〉 〉 デ
ー

タ数の もとで の 新た な解

析手法の 開発研 究が求め られ る よ うに な っ た． こ の よ うな状況 ドで ，線形回帰モ デ ル の 推

定 と変 数選 択 に
一
つ の 方法 を提示 して い る と考え られ る の が ，Tibshirani （1996）に よ っ て

提 唱 され た LASSO （Lcast　Absolute　S止irinkage 　and 　Sclcction　Operator）によ るモ デル の

推定法で ある ．

　Lass。 は ，線形同帰モ デ ル の 切片 を除 く回帰係数の 絶対値 の 和 と して 与えられ る Ll タ

イプ の止則化項を付 ワした

　　　　　　　蹴 斗
一

砺
一

書可 ・ ・書防 　 （… ）

の 最小 化 に基づ く推定法で ある ．線形 回帰モ デル に対 して は
， そ の 制約の 性質か らパ ラメ

ー

タ の ．．一
部 を完全 に 0 と推定 す る と い う特徴 を有 して お り，

モ デル の 推定 と変数選択 を同時

に実行で きる手法 と して 注 目 を集め た ． こ の lass・ の研究に端 を発 して
，

デ
ー

タ数に 比 し

て 極め て 高次元の デ ータ に基 づ くモ デ ル の 推定 と変 数選択 を目的と した
， 様 々 な Ll タ イ

プの 正則化項 を課 した推定法が提案 され つ つ ある．

　回帰係数 の 絶対 値 の 和 で 表 され た laSSO の 正 則 化項は ，パ ラ メ
ー

タ に 関 して微分で きな

い こ とか ら推定量 の 解 析 的導出が難 し く， 推定の 計 算ア ル ゴ リ ズ ム を必要 とす る ．こ の Ll

タイ プの 正則化項 を課 した Ll 型正 則化法 に基づ くモ デ リ ン グ に つ い て は，推定 ア ル ゴ リ

ズム を含 め て 第 5 節で 詳解す る ．

2 ．3　 モ デル の 評価 と選択

　正則 化 法に よ っ て 推定 した非線形回帰モ デ ル は
， 基底関数の 個数お よ び平滑化パ ラ メ

ー

タ の 値 に依存する ．非線 形構 造 を適切 に捉 える モ デ ル を構築する た め に は ，モ デ ル の 平滑

化 の 程度 を調 整す る パ ラ メ
ー

タ の 最適な値 を，観測 され た デ ー タ に 基づ い て 選択する こ と

が 求め られ る． こ の 問題 をモ デ ル 選択 と し て 捉 えて
， 予測誤差の 推定量 ，さ らに 情報量 お

よびベ イズの 観点か ら様 々 なモ デ ル 評価基準が提唱され ， 実際 問題 へ の 適用研究 が 行わ れ

て きた ． こ れ ら の 研 究 に つ い て は
， 小 西 ・北川 （2004 ），

Konishi　alld 　Kitagawa （2008）な ど

を参照 され た い ．
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一

方 ，
デ

ー
タ数 に比 して 次元 数が 極め て 高 い デ

ー
タ に基づ くモ デ リ ン グ は

， 例 えば
， 線

形 回帰モ デル の 変数選択 を考 える と分か る よ うに，すべ て の モ デル の 組み 合わせ の 中か ら

最適 な変数の 組 を選択す る 方法には 限界 が あ る ，また
， 逐次的 に選択 する方法 も考 えら れ

るが ，こ の 方法で は最適 な変数の 組を必 ず しも選ぶ とは限 らず ， 選択の 不安定性が指摘 さ

れ て い る （Breirnan（1996））．こ れ に対 して ，　L1 タ イ プの 正則化項 を課 した推定法は，適

t）Jに 7 の 値 を選択 して モ デ ル を推定する と 回帰係数の 一
部を完全 に 0 と推定する と い う特

徴 を有 して お り，モ デ ル の 推 定 と変数選 択 を同時 に実 行で きる．

　しか し，デ
ー

タ に依存 して どの ように 7 の 値 を選択す れ ば よい か とい う問題 は，第 6 節

で 述 べ る よ うに い くつ かの 方法が提唱 されて は い る が ， 研究の 進展が待た れ る分野で ある．

こ れ は
，
Ll 型正則 化法 は

，
パ ラ メ ータ ベ ク トル の 2 次形式で 表される 正則化 項 を課 した 正

則化法 と異な り，
パ ラメ

ー
タ に関 して微分不 可能 と なる こ と

， また ， 極めて 高次元 の デ
ー

タ
，

さ らに は デ ータ数 よ り次元 数が 高い デ ータ を分析の 対象とする こ とか ら
， デ

ータ数に

関す る漸近理論の 適用が難 し い こ とな どが挙 げられ る ．こ の よ うな問題 に対 して は
， 数理

的ア プ ロ
ー

チ に計算 ア ル ゴ リズ ム を融合 し た新た なモ デ ル 評価基準 の 開発研 究が必 要 と思

われ る．

3．　 非線形回帰 モ デル

　本節で は
， 説 明変数 に関 する データ の 次元が 1 次元 の 場合 と高次元 の 場合 に分 けて ， そ

れ ぞれ 2次元デ
ー タへ の 曲線推定 と多次元デ

ー
タ へ の 曲面推定を 目的 と して基底関数 に基

づ く非線形 回帰モ デ ル を紹介す る ．

3．1　 曲線推定

3．1．1　 フ
ー

リエ 級数

　周期性 を有す る デ
ー

タ に対 して よ く用 い られ る基底関数 として ，フ
ーリエ 級数が挙 げら

れる．説明変数 帆 1 次元）に 関 して
，

フ
ー

リエ 級数は次式で 表され る （日野 （1977））．

　 　 　 　 　 　 　 1
卿 ） ＝

」
，

φゴ（x ） ＝
存曲 ・ 、脳

一

（ゴ
芳

1）π

（・・ 奇数）

存… 曜 ，
W 」

一肇 （ゴ：偶数）

（ゴ； 1
，
2

，
．　．，

m ），（3．1）

こ こ で
， 説 明変数 の 定義域 を ［O ，

T ］とす る ，図 1 は
，
　 T ＝ 1 と した と きの フ ー

リ エ 級数を

表 した もの で あ り m ＝ 3 と設 定 した ．フ ー
リエ 級数に基づ く非線形 回帰 モ デル は

， 取 り扱

い が 比較的容 易で あ るため，古 くか ら様 々 な分野 で 用 い られ て い る．実 際， こ の基 底関数

を用 い た回帰 モ デ ル を構成 し
， 周期性 を有す る デ

ータ へ の 適用 を行 っ た と こ ろ
， 図 2 左 の
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り．甲

O ．
r

畍 ．
O

O ．
O

8

；
　 　 0、0　　　　　　　0．2 　　　　　　　0．4 　　　　　　　0．6　　　　　　　0．8　　　　　　　1．0

　　　　　　 図 1　区 間 ［〔〕，1］Eで の フ
ー

リエ 級 数

の．
7

周．7

尸．尸

O，
P

ゆ．
O

：
　 0、0　　　　　0．2　　　　　0．4　　　　　0．6　　　　　0．8　　　　　1．0　　　　　　　　0．O　　　　　O．2　　　　　0、4　　　　　0．6　　　　　08 　　　　　1．e

図 2 フ ーリエ 級 数 に 基 づ く非 線 形 同帰モ デ ル （左 図 ：周期性 を右す る デ ータ と推定曲線．右図 ：周期性 を有 さな

い デ
ー

タ と推定 山線）

よ うな 回帰 曲線 を得 た ．こ の 図 よ り， 回帰 モ デ ル の 推 定曲線 は デ
ー

タ の 構 造 を よ く捉 えて

い る こ とが わか る．

　 しか しな が ら，フ
ー

リ エ 級数 に基づ く同帰 モ デ ル を，周期性 を有 さな い デ
ー

タ に対 して

適用 した 際に は ，回帰モ デ ル の 推定曲線は デ
ー

タ の 構造 を適切 に 捉え きれ な い こ とが 知 ら

れ で い る ．実際 に
， 周期性 を有 さ な い デ

ー
タ に対 して フ

ー
リエ 級数を用 い た 回帰モ デ ル の

適用 を行 っ た と こ ろ
， 図 2 右の よ うな同帰曲線を得た ．こ の 図 よ り ， 回帰モ デ ル の 推定曲
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線は境界付近 で デ
ー

タの 構造 をうま く捉 えきれ て い ない の が わ か る．

　こ の よ うに フ ー リエ 級数を用 い た 回帰 モ デル は ，周期 性 を有す るデ ータには 有効に機能

する が
， 周期性 を有 さな い デ ータ に は必ず しも有効 に機能 し な い こ とが わか る ．そ こで

，

次項で は 多様 な非線形構造 を捉 える こ とがで きる 基底 関数 と して ス プ ラ イ ン 関数 に つ い て

述べ る ．

3．1．2　 ス プライ ン

　説明変数 m　（1 次元）に 関する デ
ー

タ M ！ ，
＿

， 妬 に対して ，rL個 の デ
ータ は区間 ［a，，　b］上で

次の よ うに して大 きさの 順 に並 ん で い る もの とす る ．

　　　　　　　　　　 α ＜ x1 ＜ x2 く …　〈 Xn ＿1 ＜ Xn く b．　　　　　　　　　　 （3．2）

い ま，区間 ＠1，
Xn ）を分割 する rn，個の 点 を ξ1 ＜ ξ2 〈 ttp 〈 ξ

’
．

と習 く． これ ら の 点

は節点 と呼ばれ る ．ス プ ラ イ ン の 基本 的な考 え は
， 配置 され た 節点に基づ い た 各小 区 間

［a ，ξ⊥1， ［ξ1 ，ξ2］，
＿

， ［ξ。、， ，
b］上 で 区分的に 多項式 をあて はめ る こ とに ある ．

　実際 E ， 最 もよ く用 い られ て い るの は 3 次多項式を節点で 滑 らか に接続 した 3 次ス プ ラ

イ ン で あ る．すなわ ち，各節点で 2 つ の 3 次多項式の 1 次 ，
2 次導関数が 連続 とな る よ う

に制 約 をつ けて モ デ ル の あ て はめ を行 っ た もの で あ り，こ の 結果，節点 ξ1 ＜ ξ2 ＜ …　 く ξ“、

を持 つ 3 次ス プ ライ ン は次式で 与 えられ る （Hastie　alld 　Tibshirani（1990））．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　l・・（・・；；θ）繊 ＋ 伽 ＋ ，・3・＝
2
　＋・S・・

3
＋ Σ θ

、（x
一

ξ、）卑・　 　 （3．3）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」− 1

こ こ で ，θ＝ （防 ， β1 ， β2 ， 角 ，
θ1 ，

θ2 ，
．．、

，
θ・

，n ）
’
11 と し

， （x
一

ξi）＋
：＝ ・　Illax ｛O，

　：1；　一　＆，｝は打 ち切 り

ベ キ 関数で ある ．また，基底関数は φo＠）＝ 1
， φ1（t；）＝ tC

，
　｛p2（勾 ＝ 娩 φ3＠）＝ 　x3

，
　〈p4　4（x ）＝

＠ 一
ξi）卑，

＿
， φm ＿3（x ）＝ ＠ 一

ξ鵬 ）liとな る ．3 次ス プ ライ ン 関数に基づ く基底 関数 を図 3

左 に挙げる ．こ こ で ，節点は ξゴ
＝ ゴ（」＝ 1

，
＿

，
10）と設定 した ．

　
一
般 に境 界付 近 で の 3 次多項式の あ て はめ は，推定 した 曲線の 変動が大 きく適当で ない

こ とが 知 られ て い る （Ilastie　et　al．（2009，
　p．144））．そ こ で ，3 次ス プ ライ ン に 対 し て 両端

区間 ［
− oo

，ξ1］， ［ξ． ， ， ＋ CQ ］で は 1 次式で あ る と い う条件を付加 したの が ，次の 自然 3 次 ス プ

ラ イ ン で あ る （Grcen　and 　Silverman（ユ994））．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Tn − 2

　　　　　　　　ψ ；θ）一β・＋ ，8・　z
’
＋ Σ　F」」｛dj　（x）− d，n − ・＠）｝．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

た だ し
， 推定 す べ きパ ラ メ ー

タ を θ一 （防 ，βi ，
θ1 ，

θ2 ，
．．．．θm ＿2）

T
と し，

　　　　　　　　　　　　　　　 （x 一
ξゴ）

’
？　一（．T／一ξm ）卑

　　　　　　　　　　　 dj（x ）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ξ・・厂 ξ7

（3．4）

（3．5）

とお く． また
， 基底 関数 は φ〔〕（m ）＝ 1

， φ⊥（x ）； x
，
　iP2（x ）＝ d1（x ）

− d，
． ，
一．1（x ），＿ ， φm 司 ＠）；

娠 、−2 （勾 一dm，＿1〔x ）となる ．図 3 右は 自然 3 次ス プラ イ ン 基底 関数 を表す ．
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　　図 3　3 次 ス プ ライ ン 関数 （左図）お よ び 自然 3 次 ス プ ラ イ ン 関数 （右図）

i

／
　

　

　 　 ／

　　1
ノ

0 10

　3 次ス プ ラ イ ン お よ び 自然 3 次ス プラ イ ン を基底関数 として 用 い る場合 ， 非線形度 に関わ

る節点の 個数 と位置の 決定 は重 要な問題 とな る ．一一
つ の 方法 と して

， 節点をすべ て の デ
ー

タ点上 に配 置 した モ デ ル を考え るこ ともで きるが ，井元 ・小 西 （1999）に よる と，こ の よ う

に して構成 され たモ デ ル の パ ラ メ ー
タ数は標本数を超 え ， さらに ， デ

ー
タ点の 値が重複する

とパ ラ メ ー タ推定の 際に 困難が 生 じ る な ど の 欠点を持つ と報告 して い る ．節点の 個数 と位

置 をパ ラ メ ータ と して 同時最適 化 を行 う方 法 も考 えられ るが ， 計 算上 の 困難 さを伴 うこ と

が多い ． こ れ らの 研 究 につ い て は
， 例 えば

， Denison　et 　a，1．（1998 ），　Osborne　et　al．（1998 ），

NVand （1999 ），　 Miya 七a 　aIld 　SheIl（2005 ）等を参照 され た い ．

　ス プ ラ イン 関数に つ い て は 市田 ・古本 （ユ979），
、塩 hba （1990），

　Schuma、ker（1993 ），Eubaiik

（1999 ）な どを ， また ス プ ライ ン 関数に基づ く非線形 回帰モ デ リ ン グ に つ い て は坂本ほか （2008）

を参照 され た い 。

3．1．3 　 B 一ス プラ イ ン

　説明変数 x に 関す る デ ータは大 きさの 順 に並ん で い る もの とす る．B 一ス プ ライ ン は
， 各

節点 にお い て 滑 らか に連結 す る 区分 的多項 式に よ り構成 さ れ る ．

　い ま，r 次の B 一ス プ ラ イ ン基 底関数 B ゴ＠；r ）を構 成す る た め に必 要 な節点を

　　　　　　亡⊥ ＜ 亡2 ＜ …　　〈 tr　l　1 ＝ x
’
］ く ・・9く trn＋ 1 ； x ・rL く

…　　〈 tm．＋ r ＋ 1　　　　　　　　　（3，6）

とお く．こ の B 一ス プ ラ イ ン 基底 関数 を構 成 す る に は ，de　Boor （2〔〕01）の ア ル ゴ リズ ム が

よ く用 い られ る． まず 0 次の B 一ス プ ラ イ ン 基底関数 を次で 定義す る．

　　　　　　　　　　　　恥 ・）一｛鬣  
，

　　 （3．7）
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　 　 　 図 4　 3 次 の B 一ス プ ラ イ ン 関数
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こ の 〔〕次 の B 一ス プ ラ イ ン基 底関数に対 して ，次の 逐次計算に よ り r 次 の B 一ス プ ラ イ ン 基

底関数を構成する ．

　　　　恥 の 一

，葺洗 恥 ・
一・）・ 結 紫 易一・＠・・

− D・　 （… ）

・r 次の B 一ス プラ イ ン 基底関数の 主な性質と して は
， （i）各区間 ［tj，

t」＋1］（ゴ＝ r ＋ 1
，
．．

，
m ）

は （r ＋ 1）個 の r 次多項式か らな り ，   節点で C 「
一⊥

級 関数 と なる こ と で あ る．B 一ス プ ラ

イ ン 関数の 詳細 につ い て は de　Boor （2001 ）を参照 され たい ．

　実際 に は
， 節点 を・等間隔に配置 した 3 次の B 一ス プラ イ ン関数を基底関数と して 用 い る こ

とが多 い （例え ば
，
Eilers　aIld 　Marx （1996），

　Marx 　and 　Eilers（1998），
　Imoto　and 　Konjshi

（2003），
Lang 　and 　Brezger（2004 ），

V臨 ger　L
・t α1，（2007 ）参照）． つ ま り， 節点 を等 間隔 に

　　tl　 d2 　d3 　d4 ； 置 1 〈 t5 〈
…

＜ f
。，

＜ tm ＋1 ＝．Xn ＜ tmTLP〈 t
，，i＋3　d ，。 ＋4 ， 　 （39 ）

と置 き， 耐固の デ
ー

タ を （rn．　一　3）個の 区間に分割 して 構成する．する と，各区間 ［ち，ち＋ Il σ一

4
，
．．．

，
．
・m ）は それ ぞれ 4 つ の 基 底関数で 覆 わ れる こ とに なる．図 4 は 3 次の B 一ス プラ イン

基底関数 を示 した もの で あ る． こ こ で
， 節点 を tl ＝ − 3

，
汚2 ＝ − 2

，
．．．，如 ＝ 7 と等間隔 に配

置 した ．図 4 よ り，t4＝ 0 か ら t8＝ 4 まで の 区間は 4 つ の 基底関数に 覆 わ れ て い る の が わ

か る ．

　本節で は，デ
ー

タ を発生 する真の 構造が 滑 らか な関数 の 場 合 を考 えて きた． しか し，得

られ る デ
ー

タ の 構造が 局所的 に 大 きく変化 して ，ピー
ク な どを有 して い る こ と も少 な くな
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い ． こ の ような変化 を捉 える ための 基底関数 と して
，

ウ ェ
ー

ブ レ ッ トを用 い る こ とが考 え

られ る ，ウ ェ
ー

ブ レ ッ トを基底 関数 に用 い た回帰モ デ ル と して は，Donoho 　and 　J　ohng ．　ton

（199．　5），
Hall　and 　Pati1 （］996），　 Aiitonia，dis　alld 　Fan （2001），　 Fli．ijii　and 　Konishi（2006）な

どが挙げ られ る ．

3．2　 高次元曲面 推定

3．2．1　 テ ン ソ ル 積に よる 多次元 ス プ ラ イ ン

　い ま，p 次元説明変tw　x ＝（IVI，
．．．

，
Mp ）

T
に 関 して

，
　 n 個の デ

ー
タ Ml

，
＿

，
m

η が観測 され

た とす る．高次元 データ に対す る基底関数 と して は，まずテ ン ソル 積 を用 い た多次元 ス プ

ラ イ ン が考 えられ る （Green　and 　Sil＞erman （1994），
Hastie　et　al ．（2009））．

　テ ン ソ ル 積に基 づ く基底関数 は，次の 」下順 に従 っ て 構成 される ．説明変数 苅 に 関 して
，

基 底 関数 1嶋
、（  （k⊥

＝ 1
，
．．．

，
・M ，1）を用意 す る ．次 に ，説明変数 物 に 関 して ，基底 関数

1馬 ＠2）侮 ＝ 1
，
＿

，物 ）を用 意 す る．同様に ， ρ変量 すべ て の 説明変数 に対 して 基底関数

を用意す る． こ の とき， テ ン ソ ル 積 を用 い る こ とに よ っ て ，
・M ・1 × ”／2 × … × mp 次元多次

元 ス プラ イ ン 関数 を次 で 定 義す る ．

φ婦 ，．、、k 。 （勾 ； hκ， （x の妬 匝 ）… 娠。 ＠p），　（砌 ； 1
，
＿

，皿ゴ；ゴ； 1
，
．．．

，p）．　 （3．10）

こ の 基底 関数 を用 い る こ とに よ り， 説明変 数が 高次元 の 場合 にお け る 回帰モ デル は
，

　 　 　 　 　 　 　 　 Ml 　 M ・2　　　　
’
「np

　　　y・
一 ω け Σ Σ … Σ 隔 ．・

。
φ晒 ．．．・・’

． （・ ・ ）＋ ECMT　 a
’
　＝ ＝　］

，
…

，
，z 　 （3・11）

　 　 　 　 　 　 　 　 k1−．lk’2−．1　　 kp − 1

で 与え られ る ．こ こ で ，Wu
，

7f，屈 ，．．．kP （砺 ＝ 1
，
＿ 卿 ゴ；ゴ＝ 1

，
＿

，p）が モ デ ル の パ ラ メ ー

タで あ る ．

　しか し，テ ン ソ ル積 に よる多次元ス プラ イン で は，説明変数の 個数が多 くなる に従 っ て
，

用意 しな けれ ば な らな い 某底関数の 個数 （節点の 個数）が 指数上 に増加 し て い き
，

い わ ゆ

る 「次元 の 呪 い 」が 生 じる．また
， デ

ー
タが存在 し て い な い 部分 に も基底関数が 配置 され

る可 能性 もあ り，

．．・
般 に説明変 数の 次元が 3 次元以上 の 場合に は取 り扱 い は困難 に な っ て

くる． こ れ らの 問題点 を克服 す る た め，Friedman （1991）は多変 量適応的 回帰 ス プラ イ ン

（MARS ： Multivariate　Adaptive　Regressioll　Splincs）を提案 して い る．　 MARS で は ，必要

と考 え られ る基底 関数 を何段 階 に もわ た る複雑 な ア ル ゴ リズム を用 い て 選択 して い く．詳

し くは Friedman （1991）を参照 され た い ．

3．2．2　 動径基底関数

　い ま，p 次元説明変数ベ ク トル x に 関す る 71 個 の デ
ー

タ を Xl ，＿ ，
M ，

r、
とす る ．動径基底

関数 は
，

一一
般 に ρ次元 ベ ク トル x と基底関数の 位 置を定め る p 次元 中心 ベ ク トル μ との 問

の ユ
ー

ク リ ッ ド距離 β ＝ 1＝ 一
μ　に依存 す る ある 非線形 関数 φ（z）を用 い て 定式化 され る ．
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こ の 基底関数に基づ く回帰モ デ ル は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　y。
− w ・ ＋ Σ囎 （lm． ・一酬 ）＋ ・。 ，

・ − 1
，
…

7n 　 　 （3・12）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

で 与え られ る （Bis止1（，p （1995），
　Ripley （1996））．基 底関数 と して 実際 1二 よ く用 い られ る の

は ，次 の ガ ウ ス 型基底 関数で ある ．

　　　　　　　　卿 ）一 （一
」“°

詑
1
り・ 丿

一 … 7M ・ 　 （鋤

こ こ で ，房は関数の 広 が りの 程度 を表す量 で あ る．こ の 他 の 動径基底関数 と して は，thin

plate　spline 関数 φ（z ）； z2 ］og 　z や multiquadrics 関数 φ（／）； VEi「1「ii（c ＞ 0）な どが知

ら れて い る．動径基底関数に 関 して は
， 佐藤 （1996）及 び Bllhmanll （2009）な ど を参照 さ

れ た い ．

　ガ ウ ス 型 基底 関 数 に 基づ く非線形 回帰モ デ ル の 未知 パ ラ メ ータ は
， 係数 パ ラ メ ー タ

｛Wo ， 鋤 ，
．．．

，

・
zelM ｝に加 えて基底関数 に含まれる ｛LS．］，

＿
，μ m ，

h？，
＿

，磽｝であ る．これ らの

パ ラ メ
ー

タ を同時 に推定す る方法 も考えられ るが （例 えば ， Leitenstorfer　and 　Tutz （2007）

参照）， 推定の
一
意性や 数値的最適化 にお ける局所解の 問題等が 生 じ， また 基底関数の 個数

の 選択 も考慮 に入 れ た と き
， 計算時間 が膨 大に な る こ とが 予想 され る． こ の よ うな問題 を

克服 し応用上有用 な手法 とし て
，

まず説明変数 に関する デ
ー

タか ら基 底 関数 を事前 に決定

して ，既知の 基底 関数 を もつ モ デ ル をデ
ー タに 当て はめ る 2 段階推定法が用 い られ る．そ

の
一

つ の 方 法 と して， ク ラ ス タ リ ン グ手法を適川 して基 底関数を事前に決定する 方法が あ

る （Moody 　and 　Darken （1989），
　Alido　et α1．（2008））．

　こ の 方 法は ，π 個の 説明変数に 関する デ
ー

タ ｛Xl ，
＿

，
Xn ｝を

， 例 えば
，

傷 平均法に よ っ

て 基底関数の 個数に相当す る m 個の ク ラ ス タ O ／，
＿

，
Cm に分割 し，各 ク ラ ス タ Cj に含 ま

れる n ゴ個の デ
ー

タ に基づ い て 中心 ベ ク トル μゴ
と 碍を次 の よ うに決定する ．

　　　　　　　　・・
一∴蠹

晦 ， 拷 一 毒黒 瞬 角
2
・

　　 （3… ）

こ れ らの 推定値 を （3．13）式の ガ ウス 型基底 関数に代人 して

　　　　　　　　姻 一 exp （
」」nt 一

β州
2

　　　2樗 ）・ ・7 − ・
，
…

，

・m 　　 （3… ））

を ゴ番 目の 基底 関数 と して用 い る ．こ の とき，ガ ウ ス 型基底関数 に基づ く非線 形回帰モ デ

ル は
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，

　　　　　　　　　ty・ 一
… ＋ Σ 初 ゴ卿 。 ）＋ ・

。 ， α 一 ・、・．・7｝ 　 　 　 （3．16）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，

＝1
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と して 与え られ る ．

　ガ ウ ス型基底関数に基づ く回帰モ デ ル に つ い て は
，
Bishop （1991），　Kollishi　ct　al，　（2〔ユ04），

Kawallo 　and 　Kollishi （2007 ），
　 Ando 　et

’
α1．（2008）な どを，また ，　 thill　plate　spline 関数 に

某つ く回帰 モ デ ル に つ い て は
，
Wahba （1983 ），

　McCa 伍ery 　et　a，1．（1992），　Gu （20｛〕2），　Wood

（2003 ，
20e4 ）な どを参照 され た い 。

4．　 モ デ ル の 推定

　本 節で は
， 基底関数 φメ竕 σ ＝ 1

，
．．．

，

’
rrl．）に 基づ く回帰モ デ ル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m

　　　　　　　　　 y・
一Σ ・ 弼 （x ・ ）＋ ・ ・ ，

・ − 1
，
2

，
…

，・

’
n 　 　 　 　 （4・・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 J
．一．1

に 含まれ る パ ラ メ
ー

タ
’
u）」 （ゴ＝ 1

，
＿

，
、

・
m ）の 推定方法 に つ い て 考える． こ こで ， εα

は互 い

に無相関で
，
E ［ε a ］＝ O，　E ［ε罰； σ

2 とす る．

　以 降 ， （4．1）式の 回帰モ デ ル を与 える ’rl，個の 式 をベ ク トル と行列 を用 い て 次の よ うに表記

して お く．

y ＝ Φw 十 ε ． （4．2）

こ こ で
， y 二 （Y1，

．．．
，！！n ）

T は ’rL　tt〈元観測値ベ ク トル ，Φ はその 第 （α ，　b）要素 を iPb（x 。 ）（α ＝

1，．．．，

’
rb

，
　b ＝ 1．，．．，．771）とする n × m 基底関数行列 ， ω ； ＠，

1 ，
．．．

，嬲 π ）
T

は TrL次元パ ラ

メ ータ ベ ク トル
，

ε ； （ε1 ，
．．．

，
ε

ηゾ は
’
tt，次元誤差ベ ク トル で ある ．

4 ．1　 正則化 最 小 2 乗 法

　基底展 開法 に基づ く非線形回帰モ デ ル を想定する場 合 ， 基底関数の 増加は，パ ラ メ ータ

数の 増 加 に伴 うモ デ ル の デ
ー

タ へ の 過適合 と推定の不安定性 を引 き起 こ すお それが ある ．

こ の ような場 合 には ，誤 差 の 2 乗利 に
，

正 則化項 R （111）を課 した 関数

Si，（w ）＝ （似 一Φ盟 ）
ヱ

1

〔y
一Φ w ）十

一fRCw ） （4．3）

の 最小 化 に よ っ て パ ラ メ
ー

タ を推定する ．正則化項 R （w ）と して は
， 関数 の 曲率 を考慮 し

た 2 階微 分 の 積分 の 離散近似

　　　　　　　　　　恥 ）淫 ｛
∂
2
｛叨

丁

φ（m 、、

　　　∂・・考

）｝

｝
2

　 　 圓

や ， 係数パ ラ メ
ー

タ w の 差分 鳧 （w ）＝ Σ⊃1％＋i（δ  の
2
，2 乗和 R3（w ）＝ Σ擔1丐等が 用

い られ る ．た だ し
，

δ は差分作用素 δ妨
＝

砺
一u ；j− 1 を表 す．

　こ こ で は ，正 則化項 R （w ）は mx
’
rrb非負値 定符号 行列 K を用 い て ，

パ ラ メ ータベ ク

トル ω の 2 次形式 ω
T

κ ω と表す こ とが で きる もの とす る ，R3（w ）は ，単位行列 J に対

N 工工
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して
，

R3 （w ）＝
−
L 　wTJu ） と表す こ とが で き，差 分 に基づ く正 則化項 R2 （ω ）は，差分行列

K ＝ −D 影Dk に対 して ，　R2（w ）　＝　wu
’
Kw と表す こ とがで きる．ただ し，　Dk は （m

− k）× m

行列で
， 次式で 与 え られ る．

Dk ＝＝

le　Co

O

O

一
kCl 　 ．．．　 （

− 1）
h　kOk 　　 O　　　　　　 O

kCO 　
−−

kCl 　　　 ．．．

’・，　　　
’・．　　　　

’・

．，．　　 O　　　 k，　Co

（− 1）
kkCk

　　　　 i

　　 ・鹽　　　   ．　　　 0

　−
kOl 　　．．． （

− 1）  Ck

実 際上 よ く用 い られ る の は ，次で 与 え られ る 2 次差分 で ある．

1）2 ＝

1　 − 2　　1　　 0　　．．．　 0

0　　ユ　　ー2　　1　　　’，　　i

i　   ．　
’・．　

’・，　   ，　〔〕

0　　．．．　　0　　　1　　− 2　 1

（4．5）

特 に，2 次差分 の 正則化項 卿
TD

『P2 ゆ に対 して 3 次の B 一ス プ ラ イ ン 関数 を基底関数 と し

て 用 い た とき，Eilers　and 　Marx （1996）は
， 次の 近似 が 成 り立 つ こ とを示 して い る ．

　　　　　　　　　　が 晦 》｛
∂
2
｛ω

T
φ（m ）

　　　∂x ／
2

｝

｝  　 　 （4・・）

　 2 次形式で 表わ され る正 則化項 を用 い る と，パ ラ メ
ー

タ ベ ク トル ω の 正則化最小 2 乗推、

定量は
，

　　　　　　　　　 θt．（ω ）＝ （y 一Φw ⇒
T
（y 一Φ1」じ）十

厂
γu フ

TKI
」D　　　　　　　　　　　　　　　（4．7）

を最小 とする解 と して ，次式 で与 えられ る ．

　　　　　　　　　　　　　th ＝ （Φ
T

Φ 十 ツK ）
− 1

Φ
T
∬．　　　　　　　　　　　　　　　　（4．8）

4．2　 正 則化最 尤法

　誤差項 ε
α

に対 して
， 互 い に独立 に平均 O，分散 σ

2 の 正規分布 を仮定 した基底展 開法 に

基 づ く回帰モ デ ル の 当て はめ を考 える．す なわ ち，次の 非線 形回帰モ デ ル を想 定する．

　　　　　　　　　　　　9 ＝ Φω 十 ε 、　ε 〜 N （O ，
σ
2
　ln）．　　　　　　　　　　　　　　　　 （4．9）

　こ の とき，観測値 ベ ク トル y は
， 平均 ベ ク トル Φω

， 分 散 共分散 行列 σ
2
∫

，L の n 次元 正

規 分布 に従 うこ とか ら ， そ の 確率密度 関数 は

　　　　　　f（・1・ ・σ
2
）一 （・・ σ

2
）
一
・ ・xp ｛

一靂（y ・
一

・Qzv）
7’
（y　m 　Ow ）｝
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で 与 えられ，対数尤度関数 は

　　　　　　　伽 ，
σ
2
） − 1・ gf （ylω

，
σ
2
）

　　　　　　　　　　　　一 一
号・・9 （・π σ

2
）
一靂い ・ ）  ・

一・w ）　 （・・1・）

とな る．

　複雑な現象 を近似 する た め に 多数の 基 底関数 を用 い た非線形モ デ ル を当て は め る と き，

モ デ ル の パ ラメ
ー

タ を最尤 法 に よ っ て 推定す る と， しば しば デ
ー

タ に過 度 に依存 した モ デ

ル が 推定 され る ．こ れ は
， 構造 を近似する モ デ ル が データの 近 くを通 るに つ れ て

， 対数尤

度関i’t　E（w ，
σ
2
）の 値 が大 き くなる た め で ある ．

　そ こで
，

モ デ ル の 滑 らか さが失 われる に つ れ て増加す る正則化項 を対数尤度関数に課 した

　　　　　　　　　　　e・（・ ，
σ

2
）一伽 ・σ

・

）写 ・（・ ）　 　 　 （4・1・）

の 最大化 に よ っ て パ ラ メ ータ の 推 定 を行 う．こ こ で
， λ（＞ 0）は平滑化パ ラ メ

ー
タ で あ り，

モ デ ル の 当て は ま りの よ さ と曲線の 滑 らか さを 制御す る ハ イパ ーパ ラ メ ータで あ る．こ の

関数 は正 則化対数尤 度関数 と呼ばれ ，その
．
最大化に よ る推定法 は

， 正 則化最尤 法 あ るい は

罰則付 き最尤法 と呼ばれ る ，

　ガ ウ ス ノ イズ を仮定 した非線形同帰モ デ ル に 対 して
，

2 次形式の 正 則化項を課 した正 則

化対数尤 度関数は

　　　　　　　　　　　・・（・ ・σ
2
）一ゆ ，

σ
2
）
一  K ・ 　 　 　 （… 2）

と表 され ，モ デ ル の パ ラ メ
ー

タ w とσ
2

の 正則化最尤推定量 は

　　　　　mb・。一（ΦSilc） ＋ 。 λδ
・
κ ）

一・
Φ

・

。 ，
δ

・ 一 ！
（y

一
蜘

・

（“ ．軸 ）　 （4．13）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7L

で 与え られ る ．

　こ こ で
，
th とδ

2
は互 い に 依存 して い る の で

， 実際上
， 次の よ うな ア ル ゴ リズ ム で 計算す る ．

Step1 ： 初期値 を σ
2（o） と し，λ をあらか じめ 与 えて お く．k − 1 とす る．

Step2 ： ω
  一 （Φ

T
Φ ＋ n λσ

2〔iC
− 1）K ）

− 1
Φ

Ty
で 更新す る．

Step3 ： σ
2（旬 ＝ （y 一Φ”

  ）
T
（y 一ΦwCk ））／n を求め

， 卜分小 さな δ に 対 し て
， （σ

2（k）一

　　 σ 準
一1））

2
＜ δ を評価 する ．こ の 条件 を満たす まで Step2 を繰 り返 し，条件 を満 た し

　　 た パ ラ メ
ー

タ を推定値 とする ．
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5．　 Ll 型正 則化推定法

　近年 ，
Ll 型正 則化 に よる推定方法が様々 な分 野で 注 目 を集め て い る ．　 Ll 型正則化 に よ

る推定法で は，パ ラ メ
ータの 推 定 と変 数の 選択 を同峙 に実行で き，

生 命科学 を含む様 々 な

分野 で そ の 有効性が実証 され つ つ ある ．本節で は
，

は じめ に線形 回帰モ デル の 枠組み にお

い て 縮小推定法 と制約付 き最小化問題の 関係性 に つ い て述べ る ．次 に，Ll 正則化の 中で も

最 も基礎 となる laSSOに つ い て 述べ たあ と
，

モ デ ル を推定す る ための 種 々 の ア ル ゴ リズム

を紹介する ．さ ら に
，
lassoの 基本 的な考え方に基 づ くい くつ か の 縮小推 定法 を紹介す る．

5．1　 縮小 推定法 と制約

　目的変数 y と p 個の 説明変数 x ＝ （Xl ，＿ ，
Xp ）

T
に 関 して

’
rt組 の デ

ータ ｛（ガα 拶 α ）；α ＝

1
，
2

，
，．．

，
n ｝が観測 され た とす る． こ の と き， 次の 線形 回帰 モ デ ル を想定す る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　ty
・
一

，
80＋ Σ 弗 ・、

＋ ・… 　 一 ・
，
2

，
・一

，
・ ・　 　 　 （5・・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

こ こ で
，

ε
α

は 互 い に無相 関で
，
E ［ε、、］＝ O

，
　E ［

冖2c
α ］＝ σ

2 とする ．こ の 線形回帰モ デ ル は ，

（4．2）式 にお ける係 数パ ラ メ
ー

タ ベ ク トル ω と基底関数行列 Φ をそれ ぞれ （p ＋ 1）次元係

数パ ラ メ
ー

タ ベ ク トル β　一 ＝ （免 β1 ，
＿

，βp）
T と nx （p ＋ 1）計画行列 X で 置 き換える こ と

に よ っ て次 の式で 表わ され る。

　　　　　　　　　　　　　　　　y ＝ X β＋ ε ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5．2）

　こ の 線形回帰モ デ ル に お い て
，
2 乗和誤差関数 に係数パ ラ メ

ー
タ の 2 乗和 R （β）＝ Σ⊃罫＿1 磅

を 正則化項 と して 課 した 関数の 最小化に よ っ て係数パ ラメ
ー

タ ベ ク トル βの 推定を行 う方

法は
， リ ッ ジ回帰 （Hoerl　and 　Kennard （1970））と呼ばれ る ．さら に ， リ ッ ジ 回帰の 正則化

項 を一
般化 した 目的関数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　S−9（βト （y
− X β）

T
（y

− X β）＋　
・r　Zl，3」　1q　　　　　 （5・3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ；1

の 最小化 に基 づ く推定法が考えられ，ブ リ ッ ジ回帰 （Frallk　and 　Friedman （1993），
Rl （1998））

と呼ばれ る ． また
， （5．3）式 は，次 の 条件 付 き最小 化 問題 と同等で あ る こ とが示 され る．

　　　　　　叩
・ ｛（・

− X β）
T
（・

− X β）｝ ・ubj ・・t ・・ Σ晩卩≦ ・・　 　 （… ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ

＝1

特 に q ＝ 1 とした Ll ノ ル ム の 制約を課 した推定法は
，
　lassoと呼ばれ る （Tibq．　hirani（ユ996））．

52 　　Lasso

　 Lasso は
，

2 乗和誤差関数 に 五1 ノ ル ム の 制約 を課 した 関数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　 θ
。 （β）一 （〃

− x β）
T
（y − ・x β）＋ 7 Σ 國 　 　 　 　 （5・5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 フ
＝1
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図 5p ＝2 の 場合 に おける ，誤差関数の 等高線表示 （楕円）と制約領域 の 図 ．リ ッ ジ推定で は 円形 （左），　 lasso　re

定で は 四角形 （右）の 制約条件 を満た す領域 と なる．

の最小化 に よ っ て モ デ ル の パ ラ メ ー
タ を推定する 方法で ，い くつ かの 係数パ ラ メ ー

タ を真

に o と縮
．
小 する推定法で あ る．図 5 に 示す よ うに ，リ ッ ジ推定が同帰係数の 推定値 を o へ

と縮小 す る の に 対 して ，lasso推 定 は い くつ か の 回帰係 数 を真 に 0 と推 定す る と い う違 い が

あ る． 1J
ッ ジ推 定で は ，最小 2 乗推定値 β と比 べ ，β1 とβ2 が共 に 0 へ 縮小 され て い る の に

対 し ，
lasso推定で は

， β1 の 推定値が真に 0 へ 縮小 され て い る．

　 リ ッ ジ推定は制約がパ ラ メ
ー

タ に 関 して微分可 能なため ， 推定量が 閉 じた形で ケ・えられ

るが ，lasso推定に お ける L1 ノ ル ム の 制約は微分不 可能なた め ，推定量 の 解析的な導出 が

困難 となる ．そ こ で ，lasso推定量 を近似 的 に導出す る方法が提 案 され て い る． こ こ で は
，

El （1998）に よ っ て 提案 された shooting ア ル ゴ リズ ム と Efron　et 　 al ．（2〔｝04）に よ っ て 提案

され た LARS （Least　Angle　Regressioll）に つ い て 紹介する ，さ らに ，ベ イズ 的 に lasso推

定量 を算出 す る手法 （Park 　alld 　Cassella（2008 ））に つ い て述 べ る ．

5．2．1　 Shooting ア ル ゴ リズ ム

　Fu （1998）は，（5．4）式の q ＞ 1 の 場 合 に対す る ブ リ ッ ジ推定量 を算 出す る ため に MNR

（modiHed 　New 七〇n −Raphs　en ）ア ル ゴ リズ ム を構築 した．こ の MNR ア ル ゴ リズ ム の 考えに

基づ い て ，q を 1 へ 限 りな く近づ ける こ と に よ っ て ，　 lasso推定量 を数値的 に算出する逐次

計算法を提 案 し， shooting ア ル ゴ リズ ム と呼ん だ ．計算 ア ル ゴ リ ズム は次 で 与えられ る ．

Stepl ： 初期値 β。ld
＝ （，Su，。 id，．．．，βp ，

。 td）
T

＝ β。ご，
とす る．た だ し，β。ls は最小 2 乗推定量

　　 で あ る ．
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Step2 ： ゴ＝ 0
，
＿

，p に対 して
， β」，。ld

＝ 0 の と きは 瑞，π ε鮒
＝ 0 とし

， βあ。‘d ≠0 の ときは

Ro，一 一 壽 β炉 、，、、、
；

7
− 6’

o2

尋賜

一1・− So

（SD ＞ ：
・・），

2ψ 」

（50 〈
一の ， （ブ＝ L ．．．

，P），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　 （So ≦ の ，

　　 とする．ただ し，
mj は計画行列 x の 第ゴ列 ， β＿

ゴ，。 td
＝ （！30，n 。 u

・　
；
　tei，n 。 w 　i ．．．，防＿1，n 。 UJ

　　 ，
o

， βブ
ー1，。 ld　，

＿ i、
6P，σ td ）

T
， 魯（β，

x
，
　y）　＝ 　∂（y − x β）

’1’
（y − x β）／∂βSo， 5〔〕

＝

　　 5
」（β一

ゴ，。 id ，　x ，　y ）とする ． これ を繰 り返 し， β。 翩 ，

＝ （，So，n ， u ）1．．．，，Op
，
n 。 tn ）

’
li を得る ．

Step3 ： Step2 を収束す る まで 繰 り返 す．

522 　 LARS ア ル コ リズ ム

　Efron 　et α奴 2004 ）は
， 線形 回帰 モ デル の 変数選択 の ア ル ゴ リズム と して LARS ア ル ゴ

リズム （Least　angle 　rcgression ）を提唱 した 。　 LARS ア ル ゴ リズム に よ っ て 得 られた推 定値

は lasso推定値 とか な り似て お り，
さ ら に LARS アル ゴ リズム を少 し修正する こ とに よ り

lasso推定値 を求め る こ とが で きる （本稿 で は
，

こ れ を LARS −lassoア ル ゴ リズ ム と呼ぶ ）．

LARS −lassoア ル ゴ 1J ズ ム の 特徴の 1 つ と して極 め て 高速 で ある と い うこ とが あ り， 例 えば

先 に述 べ た shooting アル ゴ リズ ム よ りはる か に効率的で ある．　Shootingア ル ゴ リズ ム が ，

7 の 候補 をい くつ か与え，そ れぞ れの 候補 に対 して 反復計算を行 っ て推定値 を求め る の に

対 して
，
LARS −lasso は 7 の 候 補 を自動的 に選択する 。さ らに 1 回の ス テ ッ プで 変数を追

加 ・削除 して 推定値 を求め る こ とが で きるため，ほぼ p 回 で全 て の ス テ ッ プを完了する こ

とが で きる．

　LARS ア ル ゴ リズム に つ い て 述 べ る前に
，
　 lass。 推定値の 性質 に つ い て 考察する． まず ，

　 　 　 　 　 　 れ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 れ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 pm，

　　　　　　Σ y・
＝＝・O

， Σ 働
一 〇i Σ端 一 1

，　 ゴー 1
，
＿

，P 　　　 （5．6）
　 　 　 　 　 　 a ．＝1　 　 　 　 　 　 　 α 一1　 　 　 　 　 　 　 　 α ＝」

とな る よ うに y を中心化 し，X を基準 化す る．こ の 中心化 ， 基準化 は LARS ア ル ゴ リズ

ム を行 う上 で重 要 とな る ． また
，　般 性 を失 うこ とな く， βD

＝ 0 と して β ； （β1 ，
．．，，，Sp）

T

とお く．

　Lasso 推定値 は （5．5）式 の 最小 化 に よ っ て 求 め る こ とがで きる が ，

“f の値が 大 きけれ ば い

くつ か の 係数の 推定値 は 0 となる ．そ こ で ，推定値が 0 で な い 添字集合 ．4 を

　　　　　　　　　　　　 A − ｛ゴ∈ ｛1，
…

，P｝碑
ss °

≠ 0｝　 　 　 　 （5．7）

と定義す る と，laSSO推定値 β
1ass｛｝

は 次の 性 質を満たす こ とが分か る ．

　　　　　　　　　　・・7（・・一・x β
ing・

　
s，
　
°

）一
者… gn （罵

騨

尉 プ・ A ・　 　 （5・8）
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こ の 式は，任意の ゴ∈ A に対 し，説明変数 鞠 と残差 （y
− X β

lass°
）の 相関 （内積 ）の 絶対値

が 等 し い こ とを意味する ．ゆ えに ，
lasso推定は 次の よ うな特徴 を有する こ とが分 か る ．

　まず ， 7
’
．

＝ ．っ c の ときは，す べ て の 係 数の 推定値が ｛〕とな っ て い る，rlの 値 を連続的に小

さ くして 推定値 を計算する と
， 0 で ない 係 数 β押

゜ が出 て くる． さらに 1’の 値 を小 さ くする

と
，

0 で な い 係数鞠
 

が 出現 し，
こ の と き

嫉（y
− x β

lans°
）」一 魂 〃

一丿（β
］ass °

）1 （5．9）

をみ たす． こ の ま ま 1・を小 さ くし て い くと
， ，

SS？
gs °

，5拶
s°

が 0 に ならない 限 り （5．9）式が保

たれ ，そ の 相 関の 絶対値は単調減少する ．さ ら に tyを小 さく して も繍
鰤

，磯
細

が 0 に な ら

ない とす る と，推定値が 〔〕で な い 係数 鯛
鋤

が 出現 して
，

1・・知
一X β

1a5s°
）一 履（〃 − X β臨 ゜

）1判 鰐，；（V，− xBle’呂呂゜

）

をみ たす ． こ の よ うに ， 相 関の 絶対値の 等 しい 方向に予測値を動かすア ル ゴ リズ ム が LARS

アル ゴ リズム で ある ．

　次 に
，

LARS アル ゴ リズ ム を図 6 の p ＝ 2 の 場 合 の 図 を使 っ て 解説 す る． まず，最小 2

乗推定値 を 馳 とお くと
， 任意の p　・ ・　X β と書 け る推定値に対 し，

xT （y − P）＝ xT （92一
β） （5．10）

が成 り  ：’：つ こ とに注 目 して お く．

　まず，予測値 を初期値 偽 ＝ 0 と し，最小 2 乗推定値 に 近づ け る こ とを考 える ． こ こ

で ， 図 6 よ り，説明変 数 と残差 との 相 関 の 絶対値 は Ml の 方 が大 き い
， す なわち ， 陵『（y 一

βo）1＞ 雌（y
一

βe）1が成 り立 つ ．LARS ア ル ゴ リズ ム で は ，相 関の 絶対値の 大 きい Ml の

方向に予 測値 を動か す ．ス テ ッ プ ワ イズ法 （Weisberg （1980 ，8．5 節）参照 ）で は予 測値 を

g／
− mT

’
yla］i まで 動 かす が ，

　 LARS で は その 手前 の βi まで 動 か す ． こ こ で は 説明変数 Ml

と残差 y 一
μ1 との 相関の 絶対値 と

，
x2 と残差 y − p1 との 相関の 絶対値が等 しい ，すなわ

ち ， i尋  
一

β1）1＝ 媚
−
（∬

一
μ1）をみ たす．

　次 に ，β上 か ら予測値 を図 6 の よ うに 挽 の 方向 ， すな わ ち角度が 等 し くなる方向に方向

転換する ． これ は
， 1尋 （y

一
μ）1− i略 （〃

一
酬 を保 っ た まま予測値 を動かす こ とと同等で

あ る．p ＝ ＝ 2 の と きは次の ス テ ッ プで最小 2乗推定値に達 す るが ，
　 p ≧ 3 の と きは角度が等

しくなる方 向 に さ ら に方 向転換 して 予測値 を動 か す とい う操作 を繰 り返す．

　 LARS ア ル ゴ リズ ム で得 ら れ た 推定値 と lasso推定値はか な り似 て い る が ， 必 ず し も完

全に
一

致す る と は 限 らな い ．なぜ な ら
，
lasso推定に お い て は

，
0 で な い 係数 防 に対 し，7

を連続的に小 さ くす る過程で 伸
ss °

が 0 に達 した とき，添字 ゴに対 して （5，8）式 が成 り立 た

な くなる の で 予測値 ベ ク トル の 方向が 変わ る こ とが あ る が
，
LARS ア ル ゴ リ ス ム に お い て
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Y2

Yl

図 6 　p ＝2 と した と きの LARS ア ル ゴ リズ ム の イメージ図．

は こ の よ うな現象が生 じた と して も予測値 ベ ク トル が 同 じ方向の ま ま進 むためで あ る． し

か し
，

0 で なか っ た係数が 1’を連続的に小 さ くす る過程に お い て 再び 0 に達 した と き， そ

の 対応 す る変数 を取 り除 い た上で 予測値 の 進 む べ き方 向を再計算す る よ うに LARS ア ル ゴ

リズ ム を修正 する こ とに よ り， 1asso推定値 を求め る こ とが で きる．

5．2．3　 ベ イ ジア ン lasso

　Lasso推定は
，

ベ イズ 的観点か らみ る と
， 係数パ ラ メ

ー
タの 事前分布 と して ラ プ ラ ス 分

布 を設定 した と きの 最大事後確率 （MAP ；maxilnum 　a　posteriori）推定量 と考える こ とが で

きる．そ こで ，Park　and 　Cassella（2008）は，次の式 を用い て ラ プラ ス 分布 を正規分布で 近

似 し， マ ル コ フ 運鎖モ ン テ カ ル ロ 法の 1 つ で あ る ギ ブス ・サ ン プ ラ
ー

ア ル ゴ リズ ム を用 い

て 推定量 を算出 して い る ．

　　　卸 （
一・1・）一 ズ纛   （

一耋）
・詈啣 （

一誉）d・・ ・ …　 （・・n ）

5．3　様 々 な L1 型正 則化法 に基づ くモ デル

　近年 lasso推定の 有効性 か ら，　 Ll 制約 を拡張 した 新た な縮小推定法が 種 々提案 され て い

る，本節で は ，こ れ まで 提 案 され て きた様々 な 五1 型正則化法に 基づ くモ デ ル を紹介する 、

また，laSSOは主 に線形回帰モ デ ル に対 して用 い られ るが ，非線形 回帰モ デ ル に対 して laSSO

を適用 した研 究 と し て は
， Osborne εt　a，Z．（1998 ），

　 Antoniadis 　et　aL 　（2010），
　Tateishi　et α1．

（2010）な どが挙 げられ る，

5．3 ．1　 Elastic　net

　い ま
， 説明変数 の 次元数 p が 標本 数 η よ り大 きい

“

p ＞ バ の 場合 を考える （以 降，こ の

よ うなデ
ー

タ を高次フt小標 本デ
ー

タ と呼ぶ ）．こ の 高次 元小標本 デ
ータの 解析 は ， 現在多 く

の 研 究者が取 り組 ん で い る重要な問題 の
一

つ で ある ．
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　高次 元小標本デ
ー

タ に対 して 変数選択問題 を考える場合，総当た り法で は計算時間的 に

困難 とな り， 変数増減法で は最適 な変数 を選ぶ とは 限 らず不安定 に な る こ とが 報告 され て

い る （Brcimal1（ユ996））．そ こで
， 推定 と変数選択 を同時 に行 うこ とが で きる lassoは ，高

次元 小標本デ
ー

タ に 対す る変数選択 を行 う上 で 有用 な手法で ある ．しか し
，

“

p ＞ バ の 場

合 lassoは高 々 n 個 の 変数 まで しか選択で きな い こ とが知 られ て い る （Efron　et　al．（2004 ），

R ・sset 　et　al．（2004））． また ，遺伝子 デ
ー

タ の ような説明変数問に高 い 相関性 を有 して い る

デ
ー

タ の 変数選択 を考え る とき，laSSOで はこ の 相関を捉え きれず適切 な変数選択が行わ れ

る とは限 らな い こ とが知 られ て い る．

　上記の 問題点を克服する ため，Zou　and 　Hastie（2005）は次の 日的関数 を最小化する Elastic

llet と呼 ば れ る推 定法 を提 唱 した．

（y
− x β）

T
（y　一　x β）＋ 7Σ｛鴫 ＋ 〔1

一
α）s｝1｝・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ．ブ＝：⊥
（5．12）

こ こ で ， 1’（＞ 0）お よび α （0 ≦ α ≦ 1）は正則化パ ラ メ ー
タ で あ る．罰則項に 注 目す る と，

こ れ は Ll 正則化 と ム2 正則化 をあわせ た形 に な っ て い る ため，　 Elastic　net は リ ッ ジ推定

と lasso推定の両方の 性質 を有す る こ とが わか る ．　 Elastic　net は lassoの 形 に書 き直す こ と

が で きる ため （Z（）ualld 　Hastie（2005 ，
　p304 ））， 推定 ア ル ゴ リズ ム に は lassoで用 い られ る

ア ル ゴ リズ ム が使 える．Elastic　net の 理論 的考察 に つ い て は Yuan 　and 　Lin （2007）お よび

Zou　and 　Zh とmg （2009）を，
一

般 化線形 モ デ ル へ の 拡張 に つ い て は Park 　 arid 　Hast ，ie（2007 ）

お よび Friedman　et　al．（2009）を参照 され た い ．

　 また ， Elastic　net に よ る パ ラ メ
ー

タ の 制約領域は
，

ブ リ ッ ジ 回帰

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

（y
− x β）

7
’
（y

− x β）台 Σ 1酬 q

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j
−1

（5．13）

にお ける q ∈ ［1 ，
2亅の と きの 制約領域 とほ ぼ同 じよ うな領域 とな る ．例 えば，q ＝ 12 ，　dV　 ＝ 0．8

と した と きの パ ラ メ
ー

タ の 制 約領域 を図 7 に示す．図 7 よ り，2 つ の 制約領域 は見た 目で

は 判断 が つ か な い ほ どか な り似て い る． しか し，Elastic　net は lassoの 性 質を有 し て い る

た め変 数 を 0 に 縮小 させ るこ とが 自∫能だが ，
ブ リ ッ ジ 同帰 で は 真に 0 へ の 縮小 は難 しい こ

とに注意 された い ．

5．3．2　 Adaptive 　lasso

　前述 の よ うに ，lassoは パ ラ メ ー
タ の 推定 と変数 選択 を同時 に行 うこ とが で きる手法 と して

注 目されて い る． しか し， 般 に は lassoは変数選択 の
一

致性を有さない こ とが Meillshausen

alld 　Btilllmallrl（2〔｝06）お よび Zou （2006）に よ り指摘 され て い る ．

　そ こで
，
Zou （2006 ）は変数選択の 一

致性 を有す るよ うに lasseの 形 を改 良した 次の 目的
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α ニ 0．8

図 7 　 ブ リ ッ ジ制約 （左 図）お よび Elastic　ilet 制 約 （右 図）

関数の 最小化 を考 えた．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　（〃
− x β）〜 − x β）＋ ッΣ劑 防卜　 　 　 　 （5・14）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　ゴ＝1

こ こ で ， 7 （＞ 0）は正 則化パ ラ メ ー タ
， 砺

＝ 11 防
η
（j ＝ 1

，
＿

， ρ；η ＞ 0）は正則化項 内

で各係数パ ラ メ
ー

タ に掛か る重 み で あ り，防 （ゴ＝ 1
，
＿

，ρ）は最小 2乗推 定量 で あ る． Zou

（2006）はこ の 推定方法 を Adaptive　lassoと呼ん だ．　 Adaptive　lassoの推定 ア ル ゴ リズ ム は ，

lassoの 場合 と同 じもの を用 い る こ とが で き，
Zou （2006）で は計算量が比較的小 さい LARS

ア ル ゴ リズ ム を用 い る こ とを推奨 して い る ．

5．3．3　　Fused 　 lasso

　説明変数に対す る デ
ータが その 説明変数 の 番号 に 関 して順 序付 け られて い る場 合 ，

こ の

順序 も考慮に 入 れ た縮小推定法 と し て
，

Tibshirani　et　al．（2005 ）は次の 目的関数を最小化

する Fused　lassoと呼 ばれる 手法 を提案 した．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P　　 　　　　　　　 P

　　　　　　　（y
− x β）

v
「
（y − x β）h Σ 1β壯 72Σ 1β厂 ，3j− 11・　 　 （5・LrJ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ
ー⊥　 　　 　 　 」＝2

こ こ で
， 71 （〉 〔〕），72 （〉 〔〕）はそ れ ぞれ正則化パ ラ メ

ー
タで あ る ．FUBed 　lassoは

，
牛命科学

分野や 画像処理 な ど様 々 な分野で 用い られる有用な手法 として近年注目を集めて い る （例 え

ば
，
n ’iedlnan　et　aZ．（2007 ），

　Tibshirani　and 　Wang （2008 ）を参 照）． また
，
　 Fllsed　l＆ss。 の 推

定方法に つ い て は い くつ か の 有用 なア ル ゴ リズ ム が 提唱さ れ て お り，詳 し くは Tibshirani

et α Z．（2005 ｝お よ び II￥ied皿 all 　et α 1．（2007 ）を参照 され た い ．

5．3．4　 Grouped 　lasso

　い ま
，

い くつ か の 説 明変数が あ らか じめ に 設定 され た グル ープ に分 かれ て い る状況 を想

定す る．例 えば，同 じ生物学的経路 を有す る遺伝子 や カ テ ゴ リカ ル データの 水準 を表す ダ
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ミ
ー

変数な ど を考 える場合が こ の 状況 にあて は まる ． こ の よ うな状 況 におい て ，変数選択は

その グル ープ毎 に行わ れ る の が 好 ましい ．Yuan 　and 　Lin （2006 ）に よ り提案 され た grouped

la．sso は， こ の グ ル
ー

プ毎の 選択 を可 能 とす る推定 方法で あ る ．

　まず ， p 個の 説 明変数が 」個の グ ル
ー

プ に分 かれて い る とし，各 グ ル
ープ内の 説明変数

の 個 数 を乃
とす る ．こ の と き，ゴ番 目の グ ル

ー
プ に属 す る n × pゴ計画行列 を Xj とした と

きに （5．2）式 の 回帰モ デ ル を次 の よ うに表す．

　 　 ノ

y 一Σ x
・β・＋ ・ ・

　 　 ゴー1

（5．16）

こ こ で
， βゴ

を pゴ次元係数 パ ラ メ ー
タ ベ ク トル とす る．こ の と き ， grouped　lassoは次の 目

的関数の 最小 化 によ り定式化 され る （狛 凪 11a
’
nd 　Lin （2006））．

←一

かの
T

←
一

書吟 ・薯嗣 レ （5．17）

こ こ で
， ty（〉 〔｝）は正則化パ ラ メ ータ で あ り， 嗣 i2はユ

ー
ク リ ッ ドノ ル ム （1酬 2

＝ （β
T
β）

112
）

を表す。

　罰則項の 形 に注 目する と
，

こ の 罰則項 は各 グ ル ープの 係数の 2 乗和 に対 して Ll 制約 を

課 して い る こ とが わか る．なぜ な らば
， 各グ ル ープ の 係数の 2 乗和 を η1＝β7βゴ

とお くと

（5。17）式の 罰則項 の部分は

ノ　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　　ノ

Σ ．π βゴi・ 一Σ ．励 ゴ

ゴ；1　　 　　　　 　　 ゴー1

（5．18）

と変形で きる か ら で あ る ．さ らに
，

ベ ク トル 鳥 の すべ て の 成分が 0 に なる と きに 限 っ て そ

の ベ ク トル の ユ ーク リ ッ ドノ ル ムが 0 に なる た め ，（5．17）式 の 罰 則項を用い る こ とに よ り

グ ル
ープ毎の 選択が 可 能に な る． GrOllped　laSSQは，通常 の lassoを推定する ときに用 い ら

れ る ア ル ゴ リズ ム をそ の ま ま適用 す るこ とが で き，特 に Y ．ian 　and 　Lin （2006）で は LARS

ア ル ゴ リズム を 用い て い る．Grouped　lasg．　o の 理論的性質 に つ い て は ，　 Bach （2008 ）お よび

Nardi　and 　Rjnaldo （2008 ）の 研 究 が あ る ．また ，非線形 回帰 モ デ ル へ の 応用 に つ い て は ，

Lin　and 　Zhang （20〔〕6）お よび Ravlkulnar　et α 1．（20（）9）を参照 され た い ．
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鳥

図 8 最小 2 乗推定量 〔点線）と縮ノ1・推定量 （実線）との 関係図．左 ：1匸ard 　threshQldlng，中 ：Las5。 ，右 ：SCAD ．

5．3．5　 SCAD

　Fan 　 and 　Li （2001 ）は
， 連続性 と不偏性 を考慮 に 入 れ た次 の 式 で 与 え られ る SCAD

（smoothly 　c！ipped　ab80111te 　deviation）制約 を提案 した．

P λ（βD 二

　　 λβ1

β
2 − 2aλ1，61＋ λ

2

（1，61≦ λ），

2（α
一 1）

（α ＋ 1）λ
2

（λ ＜ 1β ≦ α λ），

2 （a，λ く β1）．

た だ し， λ（＞ 0）と α （＞ 2）は調 整パ ラメ ータで あ り， 推定の 際 には適切 な値が必要 と なる．

Fall　and 　l、i（2001 ）は
，

ベ イズ リス ク最 小化の 観点か ら
， α ＝ 3．7 を用 い た ．

　図 8 は
，

ガ ウ ス ノ イズ と正 規直交性 を仮定 した 計画行列 を もつ 線形阿帰モ デ ル に対す

る 3 つ の 推定量の 関係 を示 した もの で ある．Hard　thrcsholding （D 。noho 　and 　Johmstone

（1994 ））で は
， 0 と推定 され ない 部分 で は 最小 2 乗 推定量 と

一
致して い るが，境界部分で は

不連続 とな っ て い る ため
， 不安定な推定 となっ て し まう．一

方 ，
lassoで は連続的に推定量

が 変化する が ， 0 で な い 推定量の 部分で 制約が 課 され ，
バ イア ス をもつ ． こ の よ うな問題

に対 して ，SCAD 制約 に は縮小 ↓・ ベ ル に対する
．
連続i生と不偏性が考慮 されて い る．　 SCAD

の 理論 的性 質に つ い て は
，
Fan　and 　Li （2〔〕〔｝1），

　 Fan　and 　Peng （2004 ），
　 Kim 　et　al．（2〔〕〔〕8）

等の 研 究が ある．

　 SCAD は
，
　 Ll 制約 を含 むた め

， 推定 量 を解析 的 に求める の が 困難 とな る．そ こ で ，こ こ

で は，局所 2次近 似 （LQA ；local　quadratic　apProximatioll ）の 手法 につ い て 述 べ る ． まず，

βの 初期 値 βo （≠〔｝）を定 め る．β魁 βo の とき，p λ（lt3）の微分 を次の よ うに近似 す る こ と

がで きる．

［P 入（β）］
’ ＝P気亅，8］）sign （β）＝ ｛P氏（1β1）／亅β｝β駕 ｛P気qβol）／1βo ｝β、 （5．19）
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一〇．4 一〇．2 0．0 0．2 O．4

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 beta

図 9 λ＝0．1
， 禽 一〇．15 の 時 の SCAD ペ ナ ル テ ィ の 2 次 近似 の 様子．横軸が β を表 し，実線 が p λ（1β1），点線 が

そ の 2 次近似 を表す，

（5．19）式 の 両辺を積分する こ とに よ り， pλ（βp は次の よ うに近 似で きる ．

P ・（β隔 （1，・・1）・1｛・K（β・D側 （♂
一
齢 （5．20）

（5，19）式，（5．20）式 の 近似式 は両辺 に β ＝ βD を代入 す る と完全 に
一

致する ．そ れ ゆ え，

（5．20）式の 右辺 は
， 関数 p λ（1β）を点 βo で 接 す る 2 次 関数で 近似 して い る ．図 9 は 砺 が

0．15の と きの 2次近似 を表す 図で あ る ．，Soが 0 で な い 限 り， βが β〔1 に近 い 時 は うま く近似

され て い る様子 を表 して い る ．（5．20）式の 右辺 は βに関 する 2 次関数 なの で
， 微 分す る こ

とが で き
，

た とえば ニ ュ
ー

ト ン ラ フ ソ ン 法を組 み 合 わせ る こ と に よ り推定ア ル ゴ リズ ム を

構築で きる ． また，反復 の途 中で 1β が ある 閾値 （た とえば 10− 5
）よ り小 さけれ ば

， β一〇

と推定する ．

　 SCAD はセ ミパ ラ メ トリ ッ ク モ デ ル や 比例ハ ザ
ー

ドモ デ ル な どに 対 して も適用され て い る

（恆Uえはf，Fan 　and 　Li（20e2 ｝
2004），

Cai　et　aZ．（2〔〕05））．　さらに，“」ailg 　et　a，1．（2〔〕07）は grollped

la．sso の 考えを SCAD に応用す る こ とに よ っ て grouped　SCAD を提案 し，
　varying −coefficient ，

モ デ ル （Hastie　and 　Tibshi喜・anl （1993））の 推定 を行 っ た ． また，　Matsui 　and 　Konishi（2009 ）

は grouped 　SCAD を 関数 回帰 モ デ ル の 正則化 項 に応 用 して い る ．
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6 ．　 モ デル の 評価 と選択

　Lasso タ イプの 正則化項 を課 したモ デ ル を推定する際 ，
〒F．則化パ ラ メ

ー
タ 7 の 値 に依存

して様 々 なモ デ ル が構成 され る， したが っ て ，モ デ リ ン グの 過程 にお い て ， どの よ うに 1・

の 値を選択す れ ば よい か とい うこ とが本質 とな る ．本節で は，Ll 型正則化法に よ っ て推定

された モ デ ル を評価する た めの 様 々 な基準 に つ い て 述べ る． L1 正則化法は
，

パ ラ メ ー
タ ベ

ク トル の 2 次形 式で 表 され る正則 化項 を課 した正則化法 と異な り，パ ラ メ ータ に関 して微

分 不可能 とな る こ と
， また

， データ数 よ り次元 数が高 い こ とか らデ
ータ数に関す る漸近理

論が適用で きない こ とな どか ら
， 今後 も研究の 進展が待た れ る分野 で ある ．

6．1　 ク ロ ス バ リデ ーシ ョ ン

　観測デ
ー

タ に基 づ い て推定 され たモ デ ル の 良さ を
， 将来得 られ る デ

ー
タ に対する予 測精

度 に よ っ て測 る こ とを考 える ．い ま
，
laSSO型推定法 に よ っ て推定 され た 回帰式 を Q（X ）と

す る． こ の と き，観測デ
ー タとは独立 に Ma で ラ ン ダム に得 られ たデ ータ z

，、
に対 し て （平

均 ）予測 2乗 誤差

　　　　　　　　　　　　・・呪 立・ ［｛z α

一 a（勾 ｝
・

］　 　 （・・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ．±1

が 最小 とな る モ デ ル を最適 なモ デル と考える．期待値 は将来 の デ
ータ x α に 関 して 取る もの

とす る ．こ の 予測 2 乗誤差 に含 まれ る将来 の データ z ，， を現在の デ
ータ ycrで お きか えた残

差平方和
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ア ニ

　　　　　　　　　　　　　… 読Σ｛一 剛
・

　 　 　 （… ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α 一1

で 予測 2 乗誤 差 を推定す る と，た とえば線形回帰 モ デ ル で は全 て の 変数を用い て 推定 した

モ デ ル が最 もよ い モ デル で あ る とい う結果を導 く．

　ク ロ ス バ リデ
ー

シ ョ ン （CV ： cross 　validation ；Stone （1974））は
，

モ デ ル の 推定 に用い る

デ
ー

タ とモ デ ル の 評価 に用 い る デ
ー タ を分離 して 予測 2 乗誤差の 推定 を行 う方法で ある ．

まず，デ
ー

タ ｛（Yl，
Xl ），

＿
， （Yn ，

Mn ）｝の 中か ら α 番 目の デ
ー

タ を取 り除 い た （Tl − 1）個 の

デ
ー

タ に基づ い て推定 され た 回帰式 をが
一
ω （勾 とす る． こ の よ うに して推定 され た モ デ ル

を用 い て ，（6．1）式の 予測 2 乗誤差 を

　　　　　　　　　　　　　・V 一去£ ｛・。

一・・
一

・ ・
（・ 。 ）｝

2

　 　 （・．・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ＝1

で 推 定す る ．ク ロ ス バ リデ
ー

シ ョ ン と AIC タ イプの 情報量規準の 漸近 的同等性 が Stone

（1977 ），
Konishi　alld 　Kitagawa （2008）に よ っ て 示 され て い る．また ， Rljikoshi　eオ磁 （2003），

Yanagihara　eオ 祕 （2006 ）は
， 漸近 バ イ ア ス の補正項の 精度を改善 した ク ロ ス バ リデ

ーシ ョ

ン 推定量 を与えた ．
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　 また
， ク ロ ス バ リデ

ー
シ ョ ン に よる選択で は選択 され る モ デ ル の不安定性が 指摘 されて

お り，デ
ー

タ集合 ｛（Yl，Xl ），
．．．

， （ny．。．。．，Mn ）｝を K 個 に分割 して ク ロ ス バ リデ
ー

シ ョ ン を実行

する K 分割交差検証法 （K −
／fold　 cross −validation ）が よ く用い られ る．　 K と して は 5 や 10

が 主 に用 い られ て い る （Hastie　et　a，Z，（2009 ，
7，10 節））．

6 ．2 　
一

般化 自由度

　Ye （1998）は，最尤法や リ ッ ジ推定法の 枠 を外 した 一
般 の 推定量 に対す る モ デ ル の 複雑

さを表す …
般化 自rh度 GDF （gcneralized　dcgrces　of 　freedom）を定義 した ．い ま，デ ータ

y は 平均ベ ク トル μ，分散共分散行列 σ
2Jn

の 多変量正規分布 N
，、（μ，σ

2
∫

η ）に 従 うとす る．

YG （1998）は，モ デ リ ン グ とは デ
ー

タ y の 推定値 β を生成する写像 M ： y → μと捉 えて
，

モ デ リン グ に対す る
一

般化 自由度 を次で 定義 した．

　　　　　　　　　・・）F 一 書
∂

黷
（Y ）L £ 響

磁

　 　 　 　 a
− 1

）・ 　 （… ）

　Efron （2004 ）は
，

一般 化 自由度 が MaUows の Cp を拡 張す る こ とに よ っ て 導出 され る こ

と を示 した．
一

般 化 自由度 は，任 意の モ デ リン グ M ：y → βに対 して 適 用す る こ とがで き

る た め
，
lasso タイ プ の 推 定量 の よ うな正則化項 が微分不 可 能な場 合 に おい て も適用 で きる

と い う特徴 を もつ ． また ，

一
般化 自由度は有効 パ ラ メ ータ数 （た と えば Hastie　ct　a，L　（2〔〕09，

5．4」 節））を
一

般化 して い る と考 えられ る ．実際 ， μ ； H （7 ，
m ）y と書け る とす る と

，

　　　　　　　　Sc°v （y〔、 ，psα
σ
一

）
−

t「｛c°

響
）｝

一 ・・｛H 圃 　 　 （・．・）
　 　 　 　 　 　 　 　 o “1

とな り， 有効パ ラ メ
ー

タ数 と一
致す る ．

　（6．4）式で 与え ら れ る 自由度に 含まれ る cov （V．　α ，
　pα ）は

， 積分計算が 必要 とな る た め
，

一

般 に解析的 に導出する こ とは 困難 で ある ．その た め
，

パ ラ メ トリ ッ ク ブ
ー

トス トラ ッ プ法

や SURE （Stein
，

s　llnbiased 　risk 　estimate ；Stein（1981））に よる
一

般化 自由度の 推定が 考 え

られ る ．

　パ ラ メ トリ ッ ク ブ ー トス ト ラ ッ プ法 に よ る ア プ ロ
ー

チ （Efron （2004 ））は ，　 lassoタ イ プの

様 々 な推定量に対 して適用で きる極め て 汎用性 の 高い 手法で あ る． まず ， 予測値ベ ク トル

p と，誤差 分 散の 推 定値 ゲ （例 えば，最 も複雑なモ デ ル の誤差分散の 不偏推定量）を計算

す る ，次 に
，

ブ
ー

ト ス トラ ッ プ標本を N 貳μ，
∂
21n

）か ら発 生 させ ， その ブー トス トラ ッ プ

標本 ヅ か ら β
“

を推 定す る．こ の プ ロ セ ス を B 回繰 り返 し
， 自由度 を

　　　　　　　龠 （劉α ， μα ）  』攴磁 L
〃谷）， 盛 一去圭垢

・ 　 （・・6）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 b＝1

と推定する ．
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　ブ
ー

トス トラ ッ プ法に よ る ア プ ロ
ー

チ は ，極 め て 汎 用性 が ある 上 ，

一
般化自由度 の 推 定

量 と して 安定 して い る とい う利点 を有す る もの の ，計算 コ ス トが大 きい とい う難点を も

つ ．そ こ で
， SURE に基づ くア プ ロ ーチが有用で ある と考え られ る． まず ，

　 SURE に よ り，

COV （！1α ， t／n ）が COV （tJ，、 ，
　p・α ）＝ E ［∂1？．、、／∂

’
y、、］で 与 えら れ る．そ こ で ，（6．4）式 の 白由度 に含

まれ る 項 Σ cev （yor，βα ）を Σ窪＿1　C 〔）V（理α ，ρα ）＝ Σ濃＿⊥
∂1）．α ／OY 、、

で 推定 す る こ とが で きる ，

Efron 　et　a，1．（2004 ）は
， 適当な条件の も とで は LARS 推定量に対する

・一
般化自中度の 不 偏

推定量が ，LARS ア ル ゴ リズ ム で 選 ばれ た変数の 数 と等 し い こ とを示 した．さ らに
，
　 Zou

et　al．（2006 ）は ，　 lasso推定量 に対する
一

般化 自由度の 不 偏推定量が ，係数の 推定値が 0 で

な い パ ラ メ ー タの 個数 と等 し い こ とを示 した．こ れ よ り，計算 コ ス トを増や さず に
一

般化

自由度 を推 定す る こ とが で きる ．

　
一

般化 自由度の 回帰モ デ ル へ の 適用に つ い て は
，
Shen　and 　Ye 〔2002 ）， Shen　et　al．（2004），

Zou　and 　Li （2008 ）等 を参照 され た い ．

6．3　 モ デル 評価基準 DIC
，
　EIC

　情 報量 規準 AIC （Akaikc （1973，
1974））は，真の モ デ ル と想定 した モ デ ル の 近 さを捉える

Kullback −Leibler情報量 （Kullback 　and 　Leibler（1951））に基づ い て 導出された極め て適用範

囲の 広 い 柔軟な評価基準で あ り， 諸科学の 様 々 な分野で 応用 され て い る ． しか し， AIC は最
．
尤法 に よ っ て 推定 され たモ デル を評価する基準で ある た め

， 正 則化
．
最尤法によ っ て 推定 され

たモ デ ル の評価に 直接適用する に は い くつ か の 問題点が 生 じる ．そ こ で
，
Kullback −Leibler

情報量 に基づ く様々 な AIC タイ プの 評価基準が 提案 され た （例 えば
，
　Kollishi　and 　Kitaga“ ・a

（1996，
　2008））．本稿で は，lassoタイ プの 推定法に よ っ て推定 され た モ デ ル を評 価す る こ と

がで きる基準 と して EIC （lshiguro　et　aL （1997））と DIC （Spiegelhalter　et α1，（2002 ））を

紹介す る．

　い ま ， 目的変数 と説明変数 に 関す る η 組の デ
ー

タ ｛（Ya ，
Ma ）；α ＝ 1

，
．．．

，
n ｝が真 の 分 布

g（矧x ）＝ H：＿1g （z α ［Xa ）か ら発生 した とす る．真の 分布 g（剣x ）を近似する た め ，パ ラ メ

トリ ッ クモ デ ル ノ（zlX ；θ）；　n：．−i　f（x α 　lxα ；θ）を想定 し，観測 さ れ た デ
ー

タ に基づ い て 構

築 した 統計モ デ ル を f（zlX ；θ）とする ．ただ し，θは ’n．組の デ
ー

タ ｛（Ycu，Xa ）；α ＝ 1，＿ ，
n ｝

か ら推定 し た パ ラ メ
ー

タ の 推定量 とす る，こ こ で
， 真 の モ デ ル g（z ］X ）と構築 した統計モ

デ ル ！（xlX ；θ）の 近 さを Kullback −LeibIer情報量

・（91・f）・一・E … 1・ ・卜・

，鵠 ）］ （6．7）

で 測 る ．

　Kullback−Leibler・｛
’B報量 は

， 観測 データ ｛（Ya ，Ma ）；α ＝ 1
，
．，．

， 瞬 とは独立 に将来真 の 確

率構造か ら得 られ るデ ータ ｛（z α ， 鞠 ）；α ＝ 1
，
＿

，
rL｝の 従 う分布 g（zlX ）を，統計 モ デ ル

N 工工
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／（zlX ；θ）で 予 測 した と きの 平均 的な 良さ を測 っ て お り，こ の 値が小 さい モ デ ル を選択す

る ．こ れ は
， 平均対数尤度 Ec

〔zlx 〕［1・gノ（ziXl θ）］を最大 にする モ デ ル を選択す る こ とと同

等で ある ．そ こで
， 平均対数尤度 を対数尤度 log　f（y1X ；e）で推定する こ とを考える ．しか

し なが ら
， 対数尤度は 平均対数尤度の 推定量 と して バ イ ア ス が 生 じ，さ らに その バ イア ス

の 大 きさが 想定する モ デ ル に よ っ て異 なる ．そ こ で
，

その バ イア ス を補正す る た め ，対数

尤度 に バ イ ア ス 補正項

わ（G ）＝ EG 〔ylX 〕［109∫（y　X ；θ）
− kJG

（xlX ）［109∫（Z　X ；θ）］】

を加 える こ とに よ り， 情報量規準は

一2109f （！ノ1丿（；θ）一ト2b（（］）

で 定義 され る （小 西 ・北川 （2004），
Konishi　and 　Kitagawa （2008））．

（6．8）

（6．9）

　情報量規準 を導出する際 に重 要 とな っ て くるの が，（6．8）式 の バ イア ス 補 正項 を どの よ う

に推定す るか とい うこ とに あ る．例 え ば，バ イア ス 補正項の 推 定量 を解析 的 に求め る の で

はな くブ ー トス トラ ッ プ法 （Efroii（1979））を適用 して数値 的 に求め る方法が提 案 され て い

る （Efron （1983 ，
1986），

lshiguroεオ al ．（1997 ））．特に
，　Ishlguro ら は これ を EIC （extended

informaもion　criteri （〕rl）と呼ん だ ．

　また ， Spiegelhaltcr　ct　al．（2002）は
， （6．8）式 の バ イ ア ス 補正 項の 第 2 項 目の 真の 分布に

関す る期待値 h
”
a （。 1劫 をと っ た後 に

，
さ らに事後分布 に 関する 期待値 E

π （θly）を と っ た 量

が ，次式 で 定義 され る有効パ ラ メ
ー

タ数

Pl）
＝ E

π 〔θ ly〕［
− 2109 ノ（！ノθ）］十 2109 ノ（1／1θ） （6．1〔｝）

で 近似で きる と し
，

ベ イズ型情報量規準 DIC を導出した ．有効パ ラ メ
ー

タilt　PD はバ イア

ス補正 項 に含 まれ る 亊後分布 に関 す る期待 値 を解析的 に求 め る こ とが 困難な場合で も，
マ

ル コ フ 連鎖モ ン テ カ ル ロ 法を適用する こ とに よ っ て 数値的に 求め る こ とが で きる と い う利

点を有す る ．その た め ，医学統計，生物統計，経済学等極 めて幅広 い 分 野 で 応 用 され て い

る （た とえば，Egger 　et　aL （20〔〕2），Yu （20G4））．　 Lasso タイプに よ っ て 推定 され た モ デ ル の

評価 に DIC を適 用 した研 究 と して は Tateishi　et　（sl．（2010）が挙げ られる．
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