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4次元 シ ン プ レ クテ ィッ ク写像の

　　　不安定多様体 の 漸近展開

名大 ・理　 平 田 吉博
＊

、 小西 哲郎

　保存力学系は 2 自由度以上 で カ オ ス にな り得るが 、 2 自由度と 3 自由度以上 で は相空間の 構

造が大 き く異な る 。 そ して 3 自由度の 近可積分系で さえ、その相空 間の 高次元性 に より未解決

な問題 が多い 。

一
方、保存系の ボ ア ン カ レ写像はシ ンプ レ クテ ィッ ク写像に な る こ とが 知られ

て お り、 我々 は 3 自由度保存系 （相空 間次元 は 6次元）の ボア ン カ レ写像の モ デ ル で ある 、 4 次

元 シ ン プ レ クテ ィ ッ ク写像を扱 う。

　こ こ で シ ンプ レ クテ ィッ ク写像 とは 、 偶数次元 （2n とする）の可微分写像で 、正準変数（91，

…
， qn，

Pl ，
…

，Pn）で 書 い たヤ コ ビア ン を M とした時 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　
TMJM

− J 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

が成 り立つ もの であ る 。
こ こ で 、

　　　　　　　　　　　　　　　　J − （
On　 In
− ln　On ）　　　　　 （・）

で あ り、 O
。 ，
lnはそれぞれ n × n の零行列 、 単位行列で ある 。

　近可積分系の ダ イナ ミ ク ス を考える上で 、 シ ン プ レ ク テ ィッ ク写像の 双曲点近傍の安定 ・不

安定多様体 の 様子 を調 べ る事は 非常 に重要で ある 。 これは保存系の 場合 、ボ ア ン カ レ写像 にお

ける安定 ・不安定多様体の 相互横断的交差に よ り、
ハ ミル トニ ア ン と独立な ユ価解析的 な保存

量の 非存在が証 明され、こ の とき系はカ オス に なるか らで ある 。 特に 、高次元系の場合は視覚

化で きな い た め 、解析的 な手法が有力で ある 。

　 近年 、 2 次元シ ンプ レ クテ ィッ ク写像の不安定多様体を 、 解析的に漸近展開する特異摂動論が

報告 され て い る ［1−3］。 こ の 方法 は 、シ ン プ レ クテ ィッ ク写像 の 不安定多様体 を、摂動 パ ラ メ ー

タc の 形式的巾級数の形で
一

旦表わす 。 そ して 、 その 摂動展開の 破綻する領域で 時間 を複素領

域 に拡張 し、ボ レ ル ・ラプラ ス 変換を用 い る こ とに よ り、exp （一の型め項をとらえる事がで き

る 。 こ の タ イプ の E → 0 に対 して 指数的 に小 さ くなる項は 、保存系の ホ モ ク リニ ッ ク構造 に特

徴的で あり、正の 実軸に沿 っ て ‘ → 0 と した 時 E の任意の 自然数巾よ りも速 く0 に なる た め 、

正則摂動で は決 して とらえる事がで きな い
。 そ して ス トー

クス現象を考慮 して 形式的巾級数解

とつ なぐ事に よ り、不安定多様体の漸近解を初等関数 を用い て表現で きる 。

　 我 々 は 、 正準 母関数

w 一 盞嘔 ＋棲誓・書（
　4　　　 2
qゴ　　9ゴ
2　　 2）雨 （3）
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か ら導かれ る 4 次元 シ ン プ レ クテ ィッ ク写像 （91， g2 ，Pl ，p2）→ （gi， ql，pl ，pE）

・1 − P ・
一

・（・祠 一｛ 諾
qi ＝ 　q1十 6P 宝

・う一 P2 −
・ （2飼 イ

＋ 1
κ 舞

gS ＝ q2＋ 6P る

（4）

に対 して こ の 方法を拡張する 。
こ こ で 、 0 ＜ c 《 1 は摂動パ ラ メータ、 κ ∈ R は 結合定数、

J ＝ q『
1q
望が結合項で 、 α 1，

α 2 ，、7
’
∈ N で あ る 。 こ の 写像 は母関数 （3）か らも明らかなよ うに 、

2 つ の 2次元 シ ンプ レ クテ ィ ッ ク写像 を結合項 」 で 結びつ けた もの で あり、 原点に （双 曲× 双

曲）点を持 つ た め 、 c ≠0 で あれば 、他の パ ラ メ ー
タ に よらず 2次元 の安定 ・不安定多様体が 存

在す る 。

　我 々 は これ まで に 、J ニ q、媚， 7 ＝2 の場合の ユ次元部分不安定多様体 を解析的に構成する こ

とに成功 して い る ［4］。 （4）式にお い て 1 階の 微分が あるため、結合 は 2 次で あ り、 最も弱い 非

線形結合の 1 つ で あ る 。 こ の 場合は結合項 の 次数が小 さい ため 、ホ モ クリニ ッ ク振動は 2次元

シ ンプ レ クテ ィ ッ ク写像 の 直積 として記述で き、直接的な拡張が可 能で あ っ た 。 そ し て もちろ

ん その 結果 も、 2 次元 系の 直積に定量的な高次元効果が加わ っ た もの で あ っ た 。 図 1 に解析的
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（a ）（g1，p1）平面 に射影した安定
・
不安定多様体 。 （b）双曲点近傍 の 拡大図。

図 1： c ； O．5eκ ＝ LO の安定多様体 （点線）と不安定多様体 （実線）。

に得 られ た 1次 元部 分安 定 ・不安定多様体 を （ql，p1）平面 に射影して示す 。 （g2，p2）平面 へ の射

影 も定性的に は同様で ある 。 こ の 図 よ り、双 曲点近傍で の ホモ クリニ ッ ク構造が よ く再現 され

て い る事がわか る 。
こ れ らの部分多様体 は安定 ・不安定多様体に含まれて い る の で 、 安定 ・不

安定多様体 自身も振動 して い る事が わか る 。 図 2 に 解析解 と数値解 の 比較 を示す 。 こ の 図 よ り、

今回得 られた解析解は数値解 をよ い 精度で 近似 して い る事が わ か る 。 また パ ラ メ ー
タ c

，
κ の そ

の他の 値に対 し て も、同様に よい 精 度で 解析解が得 られ る事が わか っ て い る 。

　次 に、写像 （4）に お い て 定性的な高次元効果の 現れ る条件に つ い て調べ た 。
こ れ は形式的 巾
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（a）（91，P1） （b）（92，P2）

図 2： 不安定多様体の解析解と数値解の比較 。
パ ラ メータは 図 1 と同じで あ り、 数値解は不安定

多様体上に 30 個 の 初期値 を等間隔で と り、 写像 （4）によ り時間発展 させ た 。

級数解の持つ 特異点の性質か ら議論され る 。 結果と して
、 結合項の パ ラメ ータ α1 ，

α2 ，7 の 間に

　　　　　　　　　　　　　　　　 α ・ ÷ α2 ≧ cr＋ 4 　 　 　 　 　 　 　 　 （5）

の 関係が成 り立つ 場合、ホモ ク リニ ッ ク振動は ポ テ ン シ ャ ル の 4 次の非線形項 よ りも、結合項
に よ り支配的に決め られ る事が わか っ た 。 これ は明 らかに定性的な高次元効果で あ り、 写像 （4）
が本質的な高次元性を示す十 分条件で ある 。 さらにその ような場合は 、 不安定多様体を構成す
る際に 2 次元系か らの 直接的な拡張が不可能で あ り、 こ の 方法が破綻する 。 破綻の具体的な理

由は 、 2次元系や 弱い 結合の 4 次元系で は パ ラ メ ー
タに依 らない 定数で あっ たス トー

ク ス 定数
が κ に依存 し、それが一

般に は収束 しない た め で ある 。

　現在 、

霞
こ の条件 （5）の 下 では不安定多様体を求め る事は で きず、こ の 方法の 改良を行 う必要

が ある 。 こ の 改良は現在まで には まだ で きて い ない が、今後成功すれ ば 、 本質 的な高次元性を

持 つ 写像 に つ い て の 新たな知見が得られ る事が期待 され る 。

　また 、こ れまで に 1次元部分不安定多様体 は求め られ た が 、 2 次元 の 不安定多様体 自体は構

成で きて い ない 。 これ も今後の 課題で ある 。
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