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　場の 量子 論を用 いた 非平衡統計力学に つ い て 解説す る e 具体的に 扱 う系は 二 体相 互 作用する

Bose／Fermi 粒子系で 、松原グ リーン 関数とそ の Dyson 方程式に 関す る知識を仮定する 。まず、

Keldysh グ り一ン 関数を用 い た 非平衡摂動展 開 と そ の Feynman 則 に つ い て 簡潔に 説明する 。 次に 、

Keldysh グ リーン 関数の Dyson 方程式を 出発点とし、Wigner 表示を用い て 量子輸送方程式を導 出

する。 こ の 量子 輸送方程式は 、ス ペ ク トル 関数 A と分布関数 φに つ い て の 閉 じた方程式を な して

お 叺 量子非平衡系にお ける確率分布の 時間発展を追跡す ることがで きる。また 、希薄高温極限で

Boltzmann 方程式にな り ， φを Bose／Fermi分布関数で 置き換え ると平衡状態の 遅延／先進グ リー

ン関数に対す る Dyson 方程式に帰着す る。つ ま り、非平衡状態の 時間発展を決める方程式が 、平

衡統計力学を内包する形で 得られ た こ とになる 。 さらに 、 φに つ い て の 方程式か らは 、非平衡状態

の エ ン トロ ピー密度に 対する連続の 方程式 も導 くこ とがで きる。これ は 、Boltzmaユm が H 定理を

証明する際に用いた手法を 、 量子効果 と高次散乱を取 り込むよ うに
一
般化した ことにな っ て い る。

熱力学や平衡統計力学で は、「エ ン トロ ピー増大則 1 を非平衡な 「経路」 で 直接確認で きず、平衡

状態の 「経路」 で 迂回してそ の変化を追認で き る の み で ある 。 対照的に 、こ こ で は 非平衡状態に

お ける エ ン トロ ピーの 微視的表式が 平衡統計力学と矛盾な く得 られ 、そ の 時 々刻 々 の 変化 を追跡

で きるようにな っ た 。そ の 他の 話題 として 、荷電系に おける量子輸送方程 式、多体 相 関の 計算法、

動的保存則 、お よび輸送方程式と流体力学の 関連に つ い て も解説する 。

1　 は じめ に

　Boltzma皿 n は 、1872 年、後に彼の名を冠する ことにな る輸送方程式を提出し 、 さらに、こ の方

程式を用 い て 、 エ ン トロ ピー増大則に微視的な基礎を与える H 定理 を証明した ［1】。 この方程式

は 、統計力学建設の 突破口を与え た の み な らず 、 非平衡系に おける確率分布の 時間発展を 直接追

うこ とがで き る点で きわめて 独創的か つ ユ ニ
ー

クで 、現代におい て もそ の 有用性は 失われ て い な

い。しか し 、その 後の 統計力学発展の 本流は 、Boltzmann の 原理 （1877年）［2】と Gibbsに よ る精

密な定式化 （1902 年）［3］に基づ く静的な平衡統計力学に 移 っ たよ うに 思え る。実際、揺らぎや 相
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転移にお けるそ の後の 大きな展開 に較 べ
、 非平衡統計力学の 発展はは るかに 地味で あ り、

「非平衡

統計力学は未確立で ある」 と
一般に思われて い るよ うで ある 。 本稿で は、「輸送方程式で 非平衡系

が どこ まで記述可能か 」 とい う問題意識の 下に 、 輸送方程式論の最近の発展に つ いて解説する。

　Boltzmann方程式などの 輸送方程式を線型応答理論 ［4］と較 べ る とき 、 そ の 明らか な利点 とし

て 、非平衡系にお ける確率分布の 時間発展を記述で きる ことが挙げられ る。線型応答理論で は、微

小な外場 （
＝ 平衡状態からのずれの原因）に対する大域的平衡状態の 応答を計算す る 。 従 っ て 、外

場 の 大き さそ の も の を決め る こ とは 不可能で あ り、こ の 目的の ため には、線型応答理論で 計算 さ

れ た輸送係数 （例 ：粘性係数）を持つ ような非線形方程式 （例 ：Navier−Stokes方程式）を外か ら持ち

こ む必要がある 。

一
方 、 Boltzmann 方程式は 、 衝突項の 存在に よ り、確率分布関ta　fに 関する非

線型方程式とな っ て お り、初期値 と境界条件を与えれば原理的に f の 時間発展 を記述で き る 。 こ

の ことは、熱伝導系などの 典型的な非平衡系に つ い て もあてはまる 。

　1970年代以降に盛ん にな っ た 非平衡パ タ
ー

ン形成の研 究 同 と の 関連に つ い て も言及して おく。

こ の 手法の 本質は 、 Navier−Stokes方程式など保存則に関連した非線形な 決定論的方程式を数値的 ・

解析的に解くこ とにあ り、 統計力学の 本質で ある確率概念がその 時間発展過程にお い て 欠如し て い

る。一方 、Boltzmann方程式は確率分布 f の 時間発展方程式で あ り、　f を求め る こ とに よ り揺 ら

ぎな どの 高次相関も原理 的に 計算可 能な の であ る （以下の第 6 章参照 ）。 こ の こ とに 関連して 、希

薄 古典気 体 に関す る連続 の 方 程式 や Navier−Stokes方程式お よび熱伝導方程式は、　Boltzmann方

程式か ら、局所平衡か らの 1 次の ずれ まで を考慮する近似で 導出で き る こ とを指摘して お く （以下

の 第 8 章参照）。つ ま り、Boltzma ・Lコn 方程式と い う確率分布 ／の 発展方程式は 、　 Navier−Stokes方

程式な どの 非線形な決定論的方程式も内包して お り、後者を越えた非平衡系の 微視的 ・統計力学

的な記述を可能にする。例えば 、流体力学は統計力学と独立した一分野 と
一般に 思われて い るが、

Boltzmann 方程式を用い る こ とで 、流体 中の 揺らぎな どを理 論的 ・統計力学的に考察する こと も

で きる。

　 しか し 、Boltzmann 方程式は希薄高温極限と い う限 られた適用範囲で の み成 り立 つ 方程式で あ

り、Boltzmann に よ る そ の 導出 ［1］も物理的直観に依存す る所が多 い 。こ の Boltzmann 方程式 を

量子効果や多体散乱を取 り込むように 一般化し微視的に確固と基礎づける こ とで 、非平衡系の 理

論的記述に 大きな進展が もた らされ る と期待し て もよ い で あろ う。

　 こ の 方向におけ る
一

つ の 突破 ロを切 り開 い たのが 、1962 年の Kadanoff と Baym の 研究 ｛6］で あ

る と筆者は考え る 。 彼 らは、輸送方程式の 研究に、グ リ
ー

ン関ta　G を用い る場の 量子論的手法を持

ち込んだ 。 松原 ［71により統計力学へ の 応用が始められ た場の 量子論は 、摂動展開の 系統的な実行と

そ の
一般的構造の深 い理解を可能に し、蓄積 された豊富な研究成果をもつ ［8］。 Kadanoffと Baym

は 、 こ の 手法を用い て 、おお よそ 下記の 手順に よ り Bose／Fermi 分布関数に対する Boltzmann 方

程式を微視的に 導出した 〔詳細は以下の 第 3章を参照）。 （i）左 Dyson 方程式 G
−1C

＝ 1 と右 Dysen

方程 式 CG
− 1 ＝ 1 を Wigner表示 に変換する （G は グ リ

ー
ン関数の 行列表現 、 1 は単位行列）；（ii）

重心 座標に つ い て 1 次の 勾配展開を行 う； （iii）右 Dyson 方程式を左 Dyson 方程式か ら差し 引 く

（Gf
−1G 　一　GG

− i　＝　o）；（iv）準粒子 近似 を採用 して Wigner変換の 際に現れ る変数
一

つ を積分に よ
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り消去する。

　しか し 、彼ら の 導出法は 、虚時間を変数 とする 平衡松原グ リ
ー

ン 関数を実時間へ 解 析接続する

もの で 、「非平衡系の 発展方程式を得る 」 と い う観点か らはい ささか冗 長で難解で ある。また、左

Dyson 方程 式と右 Dyson 方程式と い う全 く等価な 二 つ の 方程式 を差 し 引き 、か つ 変数を一つ 消去

する と い う手続きに 関し て も、近似の 構造が不明確であると い う不満が 残る 。

一体こ の 手続き で 失

われ た情報は何で あろ うか ？ また 、得 られ た方程式は 閉じた 方程式な の で あ ろ うか ？ しかし 、輸

送方程式の 導出に グ リーン 関tw　G を用 い る着想はすばらしい 。 古典 BQItzma 皿 n 方程式の 微視的導

出として は、Liouville方程式に基づ く Bogoliubovの もの が有名で あ り［9，
10］、量子系へ の拡張も

Bogoliubov
，
　Landau

，
　Vla80v

，
　Silinなど の ロ シア学派 によ り既に 始め られ て い た ［10］。　 Kadaneff

と Baym の 功績は 、 グ リー
ン関数 G を用 い る 4とで 、 よ り系統的か っ 明瞭な導出を行 っ た こ とに

あると筆者は考え る。一般に、量子統計は、準位の離散化や同種粒子の 同等性が 自然に導入 され る

と い う点で古典統計よ りも論理が 明快で 、か つ 、古典統計を高温極限として 含む 。 また 、グ リ
ー

ン

関数を用い る こ と で 、厳密な議論や 系統的な近似が 可能にな る 。 後に Baym は 、　Kadanoff−Baym

の 研究を拡張し 、保存則を自動的に満たす近似法 （い わゆる Φ 微分近似もし くは 保存近似）を 開発

して い るが ［111、こ の ような こ と も、グ リーン 関数を使 っ て こそ 可能で あ っ た と思われ る。ちな

み に、物性論の コ ミ ュ ニ テ ィ で 広 く知 られ た （しか し必ずし もよ く理解され て い るとは限 らな い ）

こ の Kadanoff−Baym に よ る 量子 輸送方程式の 導出は 、そ の 難解 さ に も原因が あ る の で あ ろ うが、

古典 Boltzmann方程式の 教科書で はほ とんど言及 され て い ない よ うに 思われ る ｛12］。 ．

　さて 、上に述 べ た Kadaiioff−Baym 理論 の 第
一

の 欠点は 、1964 年に Keldysh に よ り取 り除かれ

た ［13］。彼は 、2行 2 列 の 行列グ リーン 関数、すな わち Keldysh グ リ
ー

ン関数を用 い た実時間摂動

展開法を開発した 。 また 、 対応する Dyson 方程式に Keldysh 変換を施し て そ の 構造を明確に し 、

さら に 、そ の 一成分か ら上記   一（iv）の 手続きに より荷電系の Boltzmann 方程式を導 出し て い る 。

この摂動展 開理論 は非平衡系の動的記述に 大きな 可能性 を開 く もの で あ っ たと筆者は考え る 。 し

か し、こ の 手法は現在で もそ の 真価に値す るほど 充分には普及 して い な い 。最近で は量子 ドッ ト系

や接合系に良く用い られ て い るが 、 バル クの 非平衡系へ の 適用例は 、松原グ リ
ー

ン関数を用い た平

衡状態の 研究に 較べ は るかに 少ない 。こ の 理由とし て は 、摂動展開の 具体的な 計算法や Feynman

則を明快に解説した教科書 ・レビ ュ
ー

記事があ まり無い こ とが影響して い るか もしれない 。 例え

ば比較的初期の 1976 年に Langreth が 書 い た レビ ュ
ー

記事 ［14］では 、非平衡摂動展 開 の Feynman

則に つ い て 、、ただ
一

言
‘‘

use 　your　owll 　rules ；they　will　work 　here　as　well ！
”

としか述 べ て いな い 。

そ の 後最近まで い くつ か のレ ビュ
ー記事や教科書が出て い る ［15，16，17］。 しかし 、そこ で も、摂

動 展 開 の 経 路 （い わ ゆ る Keldysh 経路 ）や Ke 正dyshグ リ
ー

ン関数お よび Dyson方程式に 関する記

述に 較べ 、Feynman 則など摂動展開の 実用 ッ
ールに 関する説明は見劣りす る。

　Kadanoff−Baym 理論 の 第 二 の 欠点すなわ ち近似の構造を明確にする こ とは 、近年、　Ivanov ら 118］
に よ り、二 体接触相互作用の 場合に っ い て 行われ た 。左 Dyson 方程式と右 Dyson方程式は本来等

価で あるが、Wigller表示 に移 っ て 勾配展開を実行す る と見か け上異な る表現を持つ 。そ して 、こ

の こ とが a
−IG − GGf

− 1
＝ 0 によ る輸送方程式導出を可能にした 。つ ま り、勾配展開 を有限項で打
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ち切 っ た場合に は 、 初期の 等価性が必ずしも保障されない こ とになる 。 これ は深刻な 問題を含ん で

い る。すなわち、系の 時間発展は、本来、左 Dysen方程式もし くは右 Dysen 方程式の いずれ を用

いて も同じ で あるが 、1次の 勾配展開を行 うと、どち らを使うか で 時間発展が異な っ て くる可能性

がある の で ある。Ivanovらは、　Kadanoff−Baym に よる 上記の 手続き （iii）に関連し 、1次の 勾配展

開の 範囲内で 左 Dyson 方程式と右 Dyson 方程式が等価になるよ うな近似法 （Botermans−Malfliet

近似 ［19D を持 ち込んだ。そ して 、（iv）の 積分による変数消去の 手続き を行わずに 、量子効果を 残

した輸送方程式を導出した。こ の 輸送方程式は、ス ペ ク トル関数 A と分布関数 φに つ い て の 閉じ

た方程式系をなし て お り、希薄高温極限で Boltzmann 方程式にな り、また、φを Bose1Fermi分

布関数で 置 き換え ると平衡 状態 の 遅延 ／先進 グ リーン 関 数に 対する Dyson 方程 式 に 帰 着す る 。こ

れ に よ り、Kadanoff−Baym に よる手続き （iv）が 、状態密度に 関連す る A の 自由度を消去する こ と

に等し い こ と も明 らか にな っ た 。 Botermans −Ma ヱfiiet近似は も うひ と つ の 大き な御利益を も た ら

す 。 Iva皿 ov らは ［18］、こ の ように して 得 られた分布関数 φに つ い て の 方程式か ら、Boltzmann が

ff定理 を証明 したのと 同様の 手続きを経て ［12ト 非平衡系に おける エ ン トロ ピーの 表式とその 時

間発展方程式を導 出した 。

　しかし、IvanOVらの 輸送方程式は衝突積分に 「記憶効果」 と呼ばれ る時空微分項を含んでお り、

そ こか ら得 られた エ ン トロ ピーの 表式は筆者が得た熱平衡状態にお ける エ ン ト ロ ピ
ー

の 厳密な 表

現 120】と矛盾する 。 この こ とは、彼 らの動 力学を孤立系とい う典型例に適用した場合 、 真の 熱平

衡状態に漸近 して行かな い ことを意味する。そ こで 、筆者は Ivaユiov らの 考察を一般の 二 体相互 作

用に拡張 し 、詳細 な検 討を加 えた ［21］。そ して 、衝突積分の 「記憶効果 」項を取 り除 くこ とで 、エ

ン ト ロ ピーの 微視的表式が 平衡統計力学と矛盾の な い 形 で 得 られ る こ とを 示 した 。また 、非平 衡

系に おける 二 体相 関の 計算法と保存則に つ い て も詳細な考察を行 っ た 。

　 これ ら の 研究に よ り、平衡状態 と非平衡状態に対す る場の 量子論を用い た理論的枠組み の 関連

と違 い が 明快にな っ た 。平衡状態で は 、Luttinger−Ward によ る熱 力学関数 の 表現か らも明らかな

よ うに ［22］，すべ て の 熱 力学量や
一

粒子期待値および 多体相関が 原理的に松原グ リ
ー

ン 関数を用 い

て 表現で き る。一方、そ の 松原グ リ
ー

ン関数は 、Lehmann 表示 に より ス ペ ク トル 関数 A の み の 汎

関数と して 表され る ［8］。つ ま り、多粒子系の 平衡 統 計力学 の 課題は 、ス ペ ク トル 関数 A （rv 状態

密度）を決める こ と に あ り、 粒子の 分布その もの は Bose／Fermi 分布に 従 う 。 例えば、近藤効果 の

本質は、多体相関に より低温で Fermi 準位近傍に 発達す る状態密度の ピ
ー

ク （近藤共鳴 ピ
ー

ク）を

い か に記述す るか にあ っ た ［23】。
一方、非平衡状態に お い て は、ス ペ ク トル 関数 A だけで はな く、

分布関数 φも自己無撞着に決めな けれ ばな らな い 。対 応する φに つ い て の 方程式は、非平衡状態

におけるエ ン トロ ピーの 流れの 式 も内包し、平衡状態におい て Bose／Fermi 分布関数に帰着す る 。

　統計力学を熱力学に矛盾の 無い よ うに構成する こ とで 、我々 は 、熱力学では不可能な状態方程式

や 輸送係数等の 微視的計算法を獲得し た。こ れ と同様に 、非平衡統計力学を平衡統計力学を 内包

するよ うに構成する ことで 、非平衡系の微視的扱いが 可能になる と期待して もよい で あろ う。新た

に得 られ た A と φに つ い て の方程式は 、平衡統計力学と 矛盾の 無い よ うに拡張されて お り、非平

衡系に おける確率分布の 時間発展を記述で きる閉じ た方程式系をなして い る 。 また 、そ こか らは
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非平衡エ ン トロ ピー
の 微視的表現も得られ る。エ ン トロ ピーは 、エ ネルギ

ー
や 体積お よび粒子 数

な どの 力学変数 とは異な り、熱力学と統計力学を特徴づけ る唯
一

の 本質的な変数で ある ［24］。「孤

立系の エ ン トロ ピーは増大する 」 とよく言われ る 。 しか し 、熱力学や平衡統計力学で は 、時 々 刻 々

変化す る非平衡状態の エ ン トロ ピ ーを計算で きず、局所平衡系を仮定 して それ らを連結さ せ る こ

とで近似的に見積 もる こ とが でき る の みで ある 。また 、非平衡熱力学で も 、 エ ン トロ ピ
ー

を現象

論的に 導入せ ざるを得ない ［25］。 上記の研究によ り、非平衡系にお け るエ ン トロ ピーの 微視的表現

が得られ 、また、それがどのよ うな粗視化の下で 定義で きるかを明らか に で きた と考えて いる。

　本稿で は 、上記の 研究成果を 、理 論系の修士課程大学院生を念頭におい て 初歩か ら解説す る 。 具

体的に 考察する の は二 体相互作用する Bose／Ferlni粒子系で あ る。前提 とする知識は、松原グ リー

ン 関数 を用い た平衡状態の 摂動展開と Dyson 方程式で あるが 、そ の 要点は Appendix に まとめて

お く。非平衡摂動展開は 、平衡状態の 摂動展開に 習熟し て い れ ば、ほ んの 少しの 努力で 理解可能

で あ ると筆者は考え る。まず、第 2 章で 、Keldysh グ リ
ーン 関数を用 い た非平衡摂動展開とそ の

Feynman 則に つ い て 簡潔に説明を行 う。 第 3章では 、
　Keldysh グリー

ン 関数の Dyson 方程式を 出

発点と して 量子 輸送方程式を導出し、さら に エ ン トロ ピーの 流れ の 式 を導く。H 定理 と平 衡状態

へ の漸近に つ い て も言 及する。第 4章で は、導出した量子輸送方程式をさ らに簡略 化するため の 二

つ の 近似法 、すな わ ち準粒子近似と準古典 近似に つ い て 説明す る。量子輸送方程式 と Boltzmann

方程式との 関連もこ こ で 明 らか になる 。 以上で 本稿は
一

区切 りをな し、第 5章か らは個別に 関連

す る話題を扱 う 。 第 5 章で は、電磁場中の 荷電粒子系を考察し 、ゲー
ジ不変な 量子 輸送方程式の

導出を行う。第 6章で は二 体相関の計算法を議論する 。 第 7章 「Φ 微分近似 と保存 則」で は 、動的

現象を扱 う際に重 要とな る様 々 な 保存則を 、Baym の Φ微分近似に 基づ い て 考察す る。第 8 章で

は、量子輸送方程式と流体 力学と の 関連に つ い て 、希薄古典気体を 例に と っ て 説明する 。 第 9 章

は ま とめと今後の 展望および課題に つ い て言及する 。

　Appendixでは 、初学者を念頭にお い て場の 量子論の 基本的事項に つ い て解説 した 。まず 、　 Ap −

pendix 　A では 、「多粒子 系に対する第一量子 化法と等価な記述法」 として の 第二 量子化法に つ い て

説明する 。 Appendix 　B で は、統計力学で 重要とな る密度行列の 概念を導入し、平衡状態に対 して

そ の 具体形を求め、さらに第 二 量子化で の 表現を与え る。Appendix　C で は、　BloCh−de　Domimicis

の 定理 の 証 明を与え る。こ の 証明 に よ り、定理の 成立に は大正準集団との 仮定は不 要で ある こ と

が明 らか に なる 。 Appendix 　D と F で は 、松原グ リ
ー

ン関数を用い た 熱平衡状態の 摂 動論を解説 し

た 。 Appendix　D は熱力学ポテ ン シ ャ ル に 対する 摂動展開とそ の Feynman 則を扱 う。　Appendix 　E

で は 、松原グ リーン 関数に対す る摂動展 開を考察し、そ の 一般的性質を明らかにする。Appendix　F

では、繰り込まれた摂動展開 （あるい は 自己無撞着摂動展開）を扱う 。 具体的に は、Luttinger−Ward

に よ る熱力学関数の表現 ［22］を導出し、系の 熱力学ポテ ン シ ャ ルが 、松原グ リーン 関数の 汎関数と

して 書き下せ る こ とを示 す。最後に 、Appendix　G で は 、　 Luttinger−W 肛 d の 汎 関数を用 い て 、熱

平衡状態に おける エ ン トロ ピーの 表式を導出する 。

　本稿を読んだ読者に 、一般に は未だ充分に 認識され て い る とは 言い 難い 「量子輸送方程式を用

い た非平衡統計力学」 の 大きな可能性を感じ取 っ て い た だければ幸い で ある 。
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2　非平衡摂動展開

　こ の 章で は非平衡摂動展開 の基礎的事項 に つ い て 説明する。特に 、Feynman 則や Dysen 方程式

に つ い て 、松原グ リ
ー

ン 関数を用い る平衡系の 場合と比較しなが ら解説する。

2．1　Schr6dinger 表示と Heisenberg 表示

　通常 、 Schr6dinger表示 と Heisenberg表示 は 、時間依存のな い ハ ミル トニ アン を使っ て 議論さ

れ る ［8】。 しかし、本稿で 考察するのは 時間発展の ある系で ある 。 そ こ で 、まず 、 ハ ミル トニ ア ン

も時 間変化す るよ うな場合に つ い て 、Schr6dinger表示と Heisenberg表示をきちん と定義して お

くこ と に する 。

　ハ ミル トニ ア ン H （t）で 記述され る系を考え る。第二 量子化の表示を採用すると、そ の Schr6dinger

方程式は次のよ うにな る。

　　　　　　　　　　　　　　　　・・
dl

砦髪
）L 聯 （t）〉・　 　 　 （1）

第二 量子化に つ い て 不慣れな読者は 、Appendix 　A 、特に （223）式を参照され た い 。 こ の 方程式は

次 の 形 式解を持っ 。

　　　　　　　　　　　　　　　　 1Ψ（t）〉＝Z4（t，　to）1Ψ（to）〉・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

ただ し 、 toは初期時刻で あ り、また 、　U （t，
　t。）は次式で定義され て い る 。

　　　　L？・・，
・… 1 ＋螽（規 ・硲 晦 ・广 ・t

・
・1（ti・畑 ・孤 ・

　　　　　　　　一 叫 瓠鰍 1 ・ 　 　 　 　 （・・）

最後の表式に現れ る T は 、置換対称性を考慮して左から時間の 大きい順に場の 演算子 を並べ 変え る い

わゆる T 演算子で ある ［8］。こ の ρが実際に Heisenbergの 運動方程式 ihdZ？（t，
　to）1dt　・＝　R（t）a（t，

t。）

を満たす こ とは、（3a）式の第一番 目 の表式 を微分す る こ と で 簡単に 示 せ る 。

一方、2（t，
to）の エ ル

ミー ト共役演算子を 甜 （t，
to）と表すと 、そ の 具体的表式は次 の よ うにな る。

　　　　L・・（・，
・t・… ＋ 罍Gアか4・t2 ・か

↓

d… tn・… 顧 ・t・・

　　　　　　　　一晦
一1か   ・tl］…　 　 　 　 b・

こ こ で Ta は 、右か ら時間の 大き いII貭に場の 演算子を並べ 変える 操作を行 う。　Otが Heisenbergの

運動方程式 一ihdZ？t（t，
　to）／dt ＝ 冴†（t，to）虎（t）を満たすこ とは、第一番 目の表式を微分すれ ば納得

で き る 。 a と 謝 は以 下の 性質を持つ 。

　　　　　　　　　　　　　　　　a（t。 ，t。）一　at（t。，t。）− 1
， 　 　 　 　 　 　 （4・）

　　　　　　　　　　　　　　　　 乙4（t，
tl）ぴ（t1，

to）＝ 乙4（tl　to），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4b）

　　　　　　　　　　　　　　　　∂t
（t，

t。）ti（t，
　t。）− L 　 　 　 　 　 　 　 （4・）
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一 ，

図 1： 演算子の期待値の評価 に現れ る経路

（4b）式が 成立する こ とは 、両 辺 が t ＝ t1 で 同じ値を持ち、か つ 、　tに つ い ての 同じ
一

階微分方

程式を満たす こ と か ら分か る 。

一方、（4c）式は 、等式が t ＝：士o で 成立し 、か つ 、両辺 の t微分

が 共に 0 とな る こ とか ら明 らか で あ る 。（4c）式よ りa†
（t，

te）＝ 【諺（t，
　to）］

− 1 がわか る。従 っ て 、

0（t， to）亦（t，
　to）＝ 1 も成立する こ とになる 。

　（2）式で 初期時刻を to＝− DO と選ぶ と、演算子 0 の 1Ψ（t）〉に つ い て の 期待値 0 〔t）が 、　U を用

い て以下の よ うに表せ る。

　　　　　　　　　　 0 （t）＝ 〈Ψ（t）101蓮r
（t）〉＝ 　〈Ψ（− oo ）10■（t）1Ψ（

− OQ ）〉，　　　　　　　　　　　　　　（5）

　　　　　　　　　　　　　　o。 （t）≡ a卞
（t，　一

’
・）c）oa（t7− 。・）． ．　 　 　 　  

（5）式の 最後の 表式を右か ら左に 見て い くと 、次の よ うに解釈で きる。まず、− oo か ら t まで 波動

関数を 2 で 時間発展させ 、演算子 （うを 作用 させ た後：t か ら 一〇Q ま で t2† − 〇
− 1で（逆）時間発展

させ 、t ；
− CQ で の 波動関数と の 内積を取 る。こ の 時間発展の 経路は図 1 の よ うにあ らわす こ と

がで きる 。 こ こ で 、 行き と帰 り の 経路が それぞれ 時間軸の 上 下に あるの は 、両者を明確に 区別す

ると い う便宜上の 理 由か らで あり、実際の 変化は実の 時間軸上 で 行われ る こ とに注意 して お く。

2．2　相互作用表示と Keldysh 経路

　ハ ミ ル トニ ア ンが 究（t）＝飛o（t）＋ 脅（t）と 二 つ の 部分に 分割で き る場合を考え る。そ して 、7to（t）

に対応す る時間発展演算子 を

　　　　…（・，
・t… 1 ・ 慧（訓 ・・1∬・t・…君

’

d聯 1蘭 ％ ・tn・・ …

で 導入す る 。 a，は運動方程式 ihdL？e（t，
　to）／dt ＝虎o（t）Z20（t，

　te）を満たす 。 次に、0δと 磊を用 い て 、

演算子 5 を次式で 定義する 。

　　　　　　　　　　　　　　　 3（t，
to）≡ 朔（t，

　t，）0（t，
　to）．　　　　　　　　　　　　 （8）

この両辺に ihd／dtを作用させ 、昭と 冴の 運動方程式お よび a，（t，
t。）aa（t，

to）＝ 1を用い る と 、 3
が 次の 微分 方程式を満たすこ とを確認で きる 。

　　　　　　　　　　　　　　　・・
d511 ’D）− 711（・）S（t，t・）・　 　 　 （・）

こ こ で 、7il（t）は 7t’（t）の 相互 作用表示を意味し 、具体的に次式で 定義 されて いる。

　　　　　　　　　　　　　　　7Zl（t）≡ 朔（t，
・to）虎

’

（t）a，（t，
to），　　　　　　　　　　 （10）
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　　　　　 c
−

一

　

　 　　 　 　 　　 　 t

図 2： Keldysh経路

（9）式は次の 形式解を持 つ 。

　　　　S・  ・ 1＋慧（訓 ・・1君・t・ …

 
1d

聯 ・・71i…）・一礁 … 11・

bleと S が （4）式の U と 同じ性質を持つ こ とは 明 らか で あ る。

　（8）式と 12t（t，
　to）＝ 0｝1

（t，
te）より、　Z2（t，

　to）幕 砺（t，
　to）8（t，

to）が わ か る 。こ の 式 を （5）式に 代

入 し 、3†
（t2，

t1）3（t2，tl）； 1と 〈Ψ（− co ）1Ψ（− oo ）〉＝ 1を用い ると、0 〔t）が次の よ うに書き換え ら

れ る。

o （t）； 〈Ψ（− oO ）IS†（t，
　
− oO ）（う1（t）3（t，

一
〇G ）1Ψ（

−
oo ）〉

　　＿ 〈Ψ← oo ＞ls＋（oo ，

− OQ ）3（oo ，
t）（う1（亡）3（t，　一〇〇 ）1Ψ（

−
DO ｝〉

　　　　　　　　　　　　　（Ψ← oo ）15†（OQ ，

一
〇Q）5（oc ，

− oo ）1Ψ（− oc ）〉

　　　　　　　　　　 （Ψ← oo ）13t（ち一
〇Q ）（う1（t）6t（OQ ，　t）s（oO1 − OO ）｝Ψ（一〇 c ）〉

　　　　　　　　　　　　　〈Ψ（
− oO ）18†（OQ ，

一
〇 Q）5 （○ 01 − oO ）睡（

一
σ○）〉

こ こ で 、（う1（t）≡ Ol（t，

− oo ）δa，（t，− oO ）で あ る 。 第 2 番 目と 3 番 目の 表式にお け る 時間発展は 、

共に 、 t ＝ 一
〇〇 から oo に行っ て戻 っ て くる図 2の 経路 0 （Keldysh 経路〉上 で 行わ れ て い る。そ

して 、0 を作用 させ る時刻 t は 、第 2 番 目 の 式で は 往路にあ る の に 対し 、3 番目の 式では 復路にあ

る 。 しか し 、どち らの 表式を使 っ て も同じ結果が得 られ る 。 従 っ て 、0 （t）は次の よ うに も書ける 。

　　　　　　　　　　　　・（t）＝
〈w ← °°）9tk　5czg！cScOl （t）tW（一。。

　　　　 （Ψ（
− oO ）ITa8c　lΨ（

− oo ）〉

）〉・　　　　 （1・）

ただし 、Tc 、置換対称性を 考慮 し て 右か ら経路 0 上 の 行程順に場の 演算子を並 べ 替える演算子で

あ り、Oi（t）の 時刻 tは往路と復路の どちらに あ っ て もよ く、また 、　SC は 次式で 定義されて い る。

S・… Tc ・xp 一

諾鋼 ・tC （13）

こ の よ うに し て 、 平衡状態の 松原グ リ
ー

ン関数を用いた摂動展開法 （Appendix　D 参照）で 、積分

経路を虚時間上の 区 問 ［O，
− inβ］（β≡ 11kBTi 　T は温度）か ら実時間上 の 往復経路 0 に 変え る こ と

に よ り、実時間摂動展開法が得 られ る こ とが分か っ た 。

2．3　 ハ ミル トニ ア ン

　to ； 一〇G にお い て 相互 作用 の な い 同種 Bose1Fermi 粒子の 集団を考え る。そ し て 、　t ＞
− oo に

お い て 外場 U を印加す ると共に相互 作用を断熱的に 加え 、系を 力学的に時間発展させ る。時刻 t
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におけ る ハ ミ ル トニ ア ン は 次式 で 与え られ る。

咒（t）　＝ 　Ho （t）＋　Hi
。ta（t）． （14）

こ こ で 、7toは 外場 U を含 む相互作用 のな い ハ ミル トニ ア ン 、払 。t は 二 体の 粒子間相互 作用 、 ま

た、α （t）は断熱因子で あ り、例え ば階段 関数 θ（t）を用い て a （t）… θ（
− t）eD ＋ t

＋ θ（t）で 与え られ る。

ス ピン の 自由度は 当面無視する 。 虎0 および 費i。 t の具体形は 、場の 演算子 ψ（r ）を用い る第二 量子

化法で次の よ うに表せ る。

　　　　　　　　… − ／“・
（・ 嘉・ ・圃 灘 ・・

3ri

　 　 ・・5・・

　　　　　　　R… 　・ 　lfd3・・1　d3・：　di・（・・）ψ
・
（・1）・（r1

一幅 ）di（rl ）・　 （1・b）

ただし 、p、　m 、μ は 、それ ぞれ 運 動量演算子、粒子の 質量 、 お よび化学ポテ ン シ ャ ル で ある 。 ま

た 、V （ri
− rl ）は相互 作用ポテ ン シ ャ ルで 、　lri− r“の み に依存し次の よ うに Fc〕urier 変換で き る

もの とする。

　　　　　　　　　　　　　　　v・・）− f，磊、 玲 押 ・　 　 ・16・

2．4　密度行 列と演算子の 期待値

　系は to＝−
OQ にお い て 大正準集 団で表 され る 温 度 T の 熱平衡状態に あっ た とする 。 そ の 密度行

列 Poは 、7to（一〇Q ）の 固有値 Ev と 固有ベ ク トル 1Ψ ． （− oo ）〉を用い て 次の よ うに 表せ る。

　　　　　　P・
＝＝　z

−1

Σe
−Ep ！kBTI Ψ

。（一。。）〉〈Ψ。 （
一

。。）1， 　 z ≡ Σ e
−E ・ ！k・T ・　 （・7）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 レ

こ の 表現に 不慣れな方は Appendix　B の （251）式を参照され た い 。た だし、こ こ で の ハ ミ ル トニ ア

ン （14）は最初か ら大正準集団を扱 っ て い る こ と に 注意してお く。

　時 刻 t ＞ − oo における 演算子 0 の 期待値 0 （t）は 、（12）式を初期 の 確率分布で 平 均する こ と に

よ り、次の よ うに 表せ る。

　　　　　　　　　　　　　　・（・）．〈O。〔t）〉』 掣 1（t）〉．　 　 　 　 （・8）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈TcSc ＞

た だ し 、〈… 〉は βo で の 期待値を意味す る 。 初期状態が相互作用 のない 大正準集団で ある ことか

ら、こ の 期待値の 計算に は Bloch−de　Dolninicisの定理 ［26］が 適用で きる （Bloch−de　Dominicis の

定理に つ い て は Appendix　C 参照）。従 っ て 、7tintの効果が （18）式の 第二 の 表式を用い て摂動論的

に評価で き 、OI（t）と つ なが っ た Feyllman 図形 の みが期待値に寄与する こ と になる。

　本筋か らは 逸れ るが 、こ こで次の こと を指摘して お く の も有益で あろ う。Bloch−de　Deminicis

の 定理は 、元来、相互作用の ない 大正 準集団の 期待値に っ い て 証明された 126i。しかし、こ の 前提

条件は緩和 させ る こ とが で き る （詳し くは Appendix 　C 参照）。 こ の こ とを見 るため に 、7te（一〇Q）
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を対角化する表示 冗o （
− oO ）＝Σ店減δ雇 ξた は μか ら測っ た

一
粒子固有エ ネル ギー

）を用い て ．βo

を次の よ うに 書き換え る 。

　　　　Σln・・＞P：
k

くn ・l
P・＝

耳
呶

Σ礎　
，

　 　 　 　 　 　 nk

囲 」齢1・〉・ （19）

こ こ に 、Pk　＝ 　em ξk ！kBT は 、量子lk　k で 指定 され る
一粒子状態 に一個の 粒子が 存在す る相対確率で

ある。次の 恒等式が証明で き る 。

・慧M ・ ［一 毳i蒜ll・脚 1・ 一婁穿1・＞pn＜・ ・
” ＋1

− ・惹匝＞P
”

〈nlE ・

この恒等式 とその エ ル ミート共役な 式 を用 い ると、（19）式の 密度行列に対して

CfOρO
＝ PkρoCk ，

・Lp、 一 ⊥P。4，

　 　 　 Ple
（20）

が成 り立つ こ とを示せ る。これ らの p ≠e
一ξ融 BT に つ いて も成立する恒等式を用 い ると、Pk が正

値で ある任意の βo に 関し て Bloch−de　Dominicisの 定理を証明で きる ［26］。従 っ て 、こ の 定式化に

お い て は 、相互作用の な い
一般 の 非平衡初期分布か ら系を発展させ る ことが可能で ある。

　t ＞
− oo に 生じ る 二 体相互 作用によ る粒子問の 散乱は 、外場の な い 孤立系にお い て は、ほ とん

どすべ て の 初期分布に つ い て 、平均衝突時間程度 の 時間が経 っ た 後に熱平衡 状態を もた らすと期

待され る。こ の こ とは 、Orban と Bellemans ［27］に よる古典的な分子動 力学シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の

結果か らも明らかで あり、また実際に も、原子気体 を用 い た Bose−Einstein凝縮の 実験にお ける蒸

発 冷却の 過 程など ［28ト 広範囲に 用 い られ て い る・そして s　
B
．
・ 1・・ man ・ の蹴 で は ・多粒子 系の

純 力学的な 時間発展 にお い て 「圧 倒的多数の 初期状態が 系に 熱平衡分布 をもた らす」 と い う こ の

事実こ そが 、時間の 非 可逆陸の 起源 に他ならない ［291。また、こ の 多粒子系 に おける 「圧 倒的 多数

の初期状態が巨視的に 同じ時間発展をす る」 と い う事実は 、 孤立 系の 場合だけ で は な く、系が 熱

浴 と相互作用する 場合に も成 り立 つ で あろ う。

　以下では グ リー
ン関数を用い た力学的な非平衡統計力学の 定式化を行 っ て ゆくが 、そ こ で は 、初

期条件の 与え られ た単一の 力学系で はな く、分布関数と期待値を扱 うこ とに なる 。 そ し て 、こ の 分

布関数 と期待値は 、初期状態に 関して 平 均操作を行 っ た結果を表す 、 言い換え る と、上記の 圧 倒

的多数の 初期状態に 関する もの で ある、と理解す る の が 妥当で ある と筆者は考える 。 従 っ て 、こ

の 定式化に お い て は 、系を純 力学的に 時間発展させ るに も関わ らず、必然的に 「時間の 矢」 すな

わ ち 「非可逆性」が現れ る 。 また 、温度の 概念は定式化に不要で 、それは 、系が 熱平衡状態に至 っ

たとき の 分布関数の 特徴として 現れて くる の み で あ る 。
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2．5　グ リ
ー

ン関数と Dyson 方程式

　以上 の 準備の もとに 、 （14）式の Hi。tα （t）…≡ H ’

（t）を摂動と して系の 時間発展を追 う。 そ して ．

（18）式を評価するた めに次のグ リ
ー

ン関数を導入する。

　　　　　　　・（・
・

，
・

°

）i 　−X〈・・di・（1σ

）Z5fi（・
σ

）〉：＝　−1〈・・S・dil（1σ）ψ1（・c）〉・ ・　 （21）

こ こ で 、10 ≡ rlt9 の 上 つ き添え 字 0 は 、演 算子 ψH （1
σ

）≡ 2†（t9 ，

− OQ ）ψ（rl ）冴（t9 ，

− QQ ）と

ψ1（1
σ
）≡ 朔（19， − oO ）ψ〔rl ）Z20（t9，

− oO ）の ψ（r1 ）が 往路 と復路の い ずれ に あ る か を 区別する 必

要か ら生じた 。 また 、 最後の 式にお ける下っ き添え字 c は、外線と つ なが っ た Feynman 図形 の み

か らの 寄与を意味す る。以下で は ψ1 と 齊の添え字 1を省略する 。

　σ 上 の 摂動展開は平衡状態の 場合と同様に実行で き、ただ経路を松原形式の ［O，

− ihβ］か ら C に

変化させれば良いだけで ある。従 っ て 、こ の グ リーン 関数は次の Dyson 方程式を満たす。

　　　　　　瞬
一Al°）

）G ・lc ，
・
σ

・4 ・（1c ，
・
c
・…

σ
，
・
c
…

c ・
・… lc，・

c
… 　 22・

ただし、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 へ2

　　　　　　　　　　　　　　　　fi！
°）

・ 鼻・ ・〔・）
一

μ 　 　 　 　 （23）

は （15a）式に 現れ る
一体の ハ ミル トニ ア ン を表し、また 、Σ は 自己 エ ネルギー

で ある 。 平衡状態 の

摂動展開と Dyson方程式に つ い て は Appendix 　D か ら F を参照され た い。

2．6 　Keldysh グ リ
ー

ン 関数

　次に 、0 上で 定義 されたグ リーン 関数を 、 通常の 時刻 一
〇Q 〈 t く DQ を用 い た 形式に書き換え

る。そ の ために、まず、経路 0 を往路 Cl と復路 C2 に わ け、　C 上 で の 積分を次の よ うに表す。

　　　　　　　　　fc・・紘 ・砿 ・t2 一 叢、。 、

d・
1 一鷹、♂

・
2・　 ・24・

つ ぎ に 、1i ≡ rl 暁（i　＝ 1
，
2）を導入し て 0 互 上 と C2 上 の 座標 を 区別 し、Gij（1，2）≡ G （1i，　23）を導

入す る。そ して 、こ れ らの グ リ
ー

ン関数を以 下の よ うに行列表示す る。

　　　　　　　　　　　　　（lr・・… ［9：la：；；鱗｝：；1］　 　 ・25・

本稿で は 、
二 つ の 経路 Ol と 02 の 自由度に 由来する 2 × 2 行列を 、一般に

v
を つ け て 表す こ とに

する 。 G の 各成分の 具体形は下記の 通 りで ある 。

・
21
（1，

2）＝
一
垂くψH（1）ψ蓋（2）〉・

G12・… 一一
σ紬 ・・ψ・ ・1・・一 一 仁1鑑 結

・
1’

（・，
2）一一鑑［・（・1− ・・）〈ψ・ （1）ψ畳（・）〉・ ・（・・

一・・）・ （ψ蓋（・）ψ・（1）〉］

　　　　＝ θ（tl− t2）021（1，
2）十 θ（オ2

− t1）（穿
12
（1，2），

G22（1，
2）＝ θ（ホ2

− t1）G21（1‘2）十 θ（亡1
冖亡2）G12（1，

2）．

（26a）

（26b ）

（26c）

（26d）

一
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ただし、θは引数が負の ときは 0で正の ときは 1 の 値を とるいわ ゆ る階段関数で ある。Kadanoff−

Baym の表記では 、　G12 と G21はそれぞれ G く および G ＞ と表 され る ［6｝e 各成分には 次の 性質が

ある。

　　［G12（1，
2）］

＊＝一（？
12
（2，

1），　　［（］
21
（1，

2）］
＊＝− G21（2，

1），　　［G11（1，
2）】

＊

＝ − G22（2，
1），　（27a）

　　　　　　　　　　 all（1，
2）十 （？

22
（1，

2）＝（？
i2
（1，

2）十 G21（1，
2）．　　　　　　　　　　　　　　　　（27b）

（27）式の 対称性は、G を用い て次の よ うに簡潔に表すこ とが で き る。

　　　　　　　　　δ〔1，
2）＝一テ1（｝

†
（2，

1）テ1 ，　　　　Tr （｝（1，
2）＝ 丁￥テiC （1 ，

2）．　　　　　　　　　　　　〔28）

ただし 、ti（i ＝ 1，2，
3）は Pauli行列で ある 。 同様に、Σ

ij
（1，

2）≡… Σ（1t，　2」）か ら次の 自己エ ネル

ギー行列を構成で き る 。

　　　　　　　　　　　　　・・1・… ［
Σ

ll
（1，

2）　　Σ
12
（1，

2）
Σ⊃
21
（1，2）　Σ22

（1，2）］・
G および Σ を用 い て Dyson 方程式 （22）を書 き換え ると以下 の よ うにな る。

　　　　　　　　（暢 一・1°））　・・… − f・・1・・・・… ，
2・・・ ・… 3・・1・

2・・

こ こ で 、G と Σ の 問の た は 次の 変形か ら出て くる。

fc・・1
’

，
・3c・…

σ
・
・・
…

c
− fd3・・鷹・t・ ［・

i1
（1，

・）・
1
… 12 ）

一・
乞2
・1，

・）G2・
（・12 ）］＋

〔29）

（30）

また 、（30）式右辺 の r3 は 、（26c ）式 と （26d ）式で 階段関数の 引数が 逆符号で ある こ と に 由来す る 。

　（30）式を積分形で 表すと次の よ うにな る 。

　　　　　　　　・（・・2）− G 〔°・
（・，

・）・1・・f… 一（°・（1，
・）… （・，

・）・・a（・，
・）・　 （31）

ただ し 、び D）は次式で 定義 され て い る 。

　　　　　　　　　　　　・…
（1，… （慌 紛

1

δ・1・
・・・… 　 　 32・

2．7　摂動展開の Feynman 則

　次に 、摂動展開 の Feyn皿 an 則を具体的に書き下す。そ の ために 、（24）式の 変形を用い て 、（13）

式 の Sc を下記の よ うに 表す。

　　　　S・
一呵 考書・

一・尸 個 i・tl・］
　　　　　　一・T・・exp ［

一爺1d11・・1− i

・
一・・

i− i
… 一・・ψ・

・1》 （・
i
）…（2i・ψ… ］・ ・33）

一 12 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「量子輸送方程式 と非平 衡エ ン トロ ピー 一
場 の 量子論 に よ る非平衡統計力学一

」

図 3： 二 体相互作用 を表す 】leynman図形

第二 の 表式に現れ る V は

　　　　　　　　　　　　　　 V （1
− 2）≡ δ（tl− t2）V （r1

−
r2 ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）

で 定義され て いる 。また 、場の 演算子以外の 引数に つ い ては 、往路と復路を 区別する 上付き添え

字 i ； 1
，
2 が 不要で ある の で 省略し て い る 。 こ の 相互作用は 図 3 の Feynman 図 形で視覚的に表す

こ とができる。こ こ で、波線は ア に対応し、また入 っ て くる （出て ゆく）直線は ψ（ψ†）を表す。

　（33）の 表式を 、熱力学的摂動論に現れ る次の S 行列 ［6，
26］と比較する （Appendix　D 参照）。

・… ，… T
・

・xp
−lf・，f・・V’

・1 − ・）ψW … 師 ・1・］，
1 ・ ri ・… ≦ ・1 ≦ …

す る と、本質的な違 い は 、相互作用ポテ ン シ ャ ル ーV （1 − 2）を持つ 経路 C2か らの 余分の寄与で あ

る こ と に 気づ く。従 っ て 、こ の 経路か らの 寄与をつ け加え ると い う変更の み で 実時間上 の摂動展

開が実行で きる。以 上の 考察に よ り、グ リ
ー

ン 関数に対する n 次摂動 （n ＝1
，
2

，

…
）の Fey　nma 皿

則は 、下記の よ うにま とめ る こ とが で き る 。

（a）外線とつ なが っ た n ．次の 図形をすべ て 描 くe

（b）各 々 の 図形に次の 因子を関連づける 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（抗 ）
n
♂ e

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　 　　　　 　　　　 　 （35｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2nn ！

　　こ こで ne は閉じた 粒子線の 数を表す。 また 、因子 〔ih）
n は 、（33）式の展開に よる （

− i！h｝
n

　　に 、 n 次摂動項を 2n 個の グ リーン 関数で 表す際に 現れ る （21）式の 一i！h を打ち消すた め の

　　因子 （ih）
2n を掛ける こ とで生じた。

（c）liに 2ゴか ら到 着す る粒子線に Gij（o）（1，
2）を対応づけ る。

（d）も し Gii（e）におけ る 二 つ の 時刻が等 しければ 、1＝ 1，2の場合に対し、そ れぞれ Gll（o）（1， 1＋ ）

　　と G22〔o）（1＋ ，
1）を対応づ ける 。 こ こ で 1＋ の 添え 字 ＋ は 、1＋ の 時刻 tl＋ が tlよ り無限 小だ

　　け大きい ことを意味する 。 この規則は、（15b）式の 虎int におい て 、 ψ†が ψの 左に 位置す る

　　こ とに 由来す る ［26］。

（e）すべ て の 内部変数に つ い て 積分 もしくは和を実行する。そ の 際 ポテ ン シ ャ ル ーV を もつ 経

　　路 σ2 か らの 寄与も考慮する 。

（f）ス ピン 自由度の 影響は 、ス ピ ンの 大き さを S として 、個 々 の 閉じた粒子線の寄与を 2S ＋ 1倍

　　する こ とで取 り入れ るこ とがで きる 。
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呈森
　 　 　 121 ’

　12 　 2’1’

図 4： G に 寄与す る 1次の Feynlnan 図形

なお、（35）式に おける 因子 西 は 、グ リーン 関数の 場合、トポ ロ ジ
ー

的に 同等な 図形 の 数の全部

あ る い は
一
部と相殺して 消え る こ とに注意してお く。

　例を挙げよ う。 Giit（1，
1’

）に 寄与する 1 次の Feynman 図形 で トポ ロ ジ
ー的に異なるもの を描 く

と図 4 の よ うにな る。内部変数 2e2 ’

の 置 き換え をした もの も同じ寄与を与え 、上記 Feynman

則 （b）か ら生じ る 因子 1121 を相殺す る 。 また 、摂動に Cj・（ゴ＝ 1
，
2）と い う二 つ の 経路か らの 寄与

が ある こ と を考慮する と 、対応する解析的表現が 次式の よ うに 得られ る。

Giit… 1
，
1’

・一 抗毒1・・1・2t←・1・
一・v・・一・

’

）｛・ G ・」…
（1，

・・G」」…
（2

’

，
・2’

・び ・・
（・，

1・

）

　　　　　　　　　　　　　　　　＋ G ’」〔°）
（1，2）G

ゴゴ（°）
（2，2

’

）Gゴ” （°）
（21，・lt）｝．　 　 　 （36）

（36）式と （31）式を比較す ると、1 次の 自己エ ネルギーの 表式が次の ように得られ る 。

…
”
…

（・嘱 ・・
− 1・・

一’ih［・呵 ・… 1− ・）・・… °・
（2，

・・… 1− 1’

）…
（°・（1，

1’

）］・・37・・

こ の よ うに 1次の 自己 エ ネルギ
ー

は対角行列で ある 。 さらに 、上 記の Feynman 則 〔d）を考慮して

Gll（1，Y）→ Gll〔1，
1〜）＝ G12（1，

・1t）および G22（1，
　lt）→ G22（1＋ ，

1「

）＝・：　G12（1，
1’

）の 置き換え を行

う と、1次の 自己エ ネルギー行列 £ の が最終的に 次の よ うに 書ける こ とが 分か る 。

　　　　　　　　　　　　　　　D〔1）
（1，

1’

）＝ テ3Σ
HF （1）

（1，
1り，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37b）

　　　　Σ
HF “・（1，

・1「

）… （1，
1’

）f・・叩 一・）ihG12
（°）

（212＞・ ・（1− 1’

）ihG12〔°）
（1，

1
’

）・ （38）

　Feynlnan 則を用 い た摂動展開 の も う
一

つ の例は次節で 扱 う 。

2．8　Φ 微分近似 （保存近似）

　グ リーン 関数を用い た摂動展開で は 様 々な近似法が 考案され て い る 。こ こ で はそ の 中か ら特に、

Baym によ り導入 され た Φ 微分近似 （保存近似）Il1］に つ い て 説明し 、Feynman 図形 を使 っ た摂動

展 開の さ らな る例 も示 すこ とに する。

　まず、Gij の 汎関数 Φ を 、（33）式を用い て 以下の よ う に 定義する e

　　　　　　　　　　　　　　Φ ≡ ［〈5・ 〉ビ
1】、k，1。、。n，。，，，・」 。 、ゴ

・　 　 　 　 　 （39）

こ こ で 、添え字 c と skeleton は 、つ なが っ た Feynman 図 形の なかで 更に 自己エ ネルギー補正 の な

い 骨格 Fey　nman 図形 の み を考慮す る こ とを意 味 し、ま た 、び ゴ（o）
→ びゴは 、摂動展 開 を 行 っ た 後
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の 表式にお い て 、非摂動グ リーン 関数 σりゆ を繰 り込まれたグ リーン 関数 びゴで置き換える こ とを

表す。平衡状態にお ける繰 り込 まれ た摂動展 開 に関して は、Appendix　F を参照されたい 。摂動展

開の Feynman 則は グリーン 関数の 場合と全 く同じ で ある 。 こ の 汎関数 Φ は 、平衡状態にお い て 、

Luttingerと Ward に よ り最初に導入 された ［22］（Luttinger−Ward 汎 関数の 詳細と導 出に つ い て も

Appendix　F 参照）e ただし、ここで の表式は、彼 らの もの と較べ 、積分経路 と定数係数に違 い が

あ る ことに注意してお く。Luttingerと Ward は 、平衡状態の熱力学関数を繰 り込まれたグ リー
ン

関数の 汎関数とし て 表すこ とを 目指し て 研究し 、 そ の 中で こ の 汎関数に行き着 い た の で あ る。正

確な 自己 エ ネルギー
は 、こ の Φ と次の 関係式で 結ばれ て い る 。

　　　　　　　　　　　　　・
’t’
（1，

・・
’

）一・ ・
− 1）

’＋♂

δ。・1舞，
1）

・　 　 … ）

右辺に 係数 σ が あるの は 、 Σ
ii’

におけ る閉じた粒子線の 数が Φ と較 べ て
一

つ 減 る こ とに よ る。ま

た 、因子 （
− 1）

i＋t
’

は 、（31）式の カの 左右に f3がある こ とに 由来する e （28）式 と （40）式か ら、勇

が 次の 対称性を持つ こ とが わ か る。

Σ〕（1，
2）＝ 一テi£

†
（2，

1）テ1． （41）

　さて 、Φ 微分近似ある いは保存近似 とは 、Φ の 摂動展開に現れ る 無限個の Feynman 図形 か ら
一

部の み を残して近似 し、その Φ を用 い て （30）式と （40）式で グ リーン 関数と 自己エ ネルギ ー
を 自

己無撞着に決め る近似の こ とを い う。こ の 近 似の 利点は 下記の 通 りで ある 。

（a ）Feynman 図形をすべ て 考慮すると正確にな る 。 従 っ て 、厳密な理論と同じ構造を持つ 。

（b）様 々 な動 的保存則 を 自動 的に満足する （以下 の 第 7 章参照）。

（c ）vertex 　correctiolls も自動的に 入 っ て くる。

（d）こ の 近似で 二 粒子相関やよ り高次の 相関も計算で き る （以下の 第 6 章参照）。

　以下、Φ に対する 低次の 寄与と、それ か ら得 られ る Σ の 表 式 を書き下 す。Feynman 則はグ リ
ー

ン 関数の 場合 と全 く同じで ある。まず 、Φ に 対する 1次の Feynman 図形 の 中で 、トポ ロ ジ
ー的に

異 な る もの は図 5 の 二 つ で ある。ただし 、こ こ では座標変数 と矢印を省略し 、また 、繰 り込まれ

た グ リ
ー

ン関数 δを太い 実線で 表した 。対 応する Φ の解析的表現は次式で 与えられる 。

・｛1）一要書剛 d11 ・1
’

・・1− 1
’

）［蜘 鋼 ・ aGii ・1，
1’

・・
”

（1
’

，
1・］・ ・42）

○ − o  
図 5： Φ に 寄与する 1次の 骨格 Feynman 図形
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鱒
図 6： Φ に 寄与する 2次の 骨格 Feynman 図形

この表式をグ リー
ン関数の 1次摂動で あ る （36）式と較 べ ると 、そ の 特徴の

一
つ として 、係数に 因

子 1／2 が あ る こ とが 挙げられ る e
一

般に 、 Φ の n 次摂動項で は、因子 112n ある い はそ の
一
部が 相

殺され ずに残 っ て くる 。 こ の Φ（1）か ら （40）式の 操作に よ り 1 次の 自己 エ ネル ギー
が 得 られ る 。そ

の 表式は 、（37a）式の右辺で σガ   → Gゴゴとしたもの に一致する こ とが容易に確かめられ る。

　次に 、Φ に対する 2 次の 寄与を考察しよ う。トポ ロ ジ
ー的に異なる Feynman 図形 とし て 図 6 の

二 つ が ある。対応する Φ の解析的表 現は 次式 で 与え られ る。

・・ 一 擘嘉・
− 1・

・＋・
一・1d11・i’f・・1・2’

・v（1− 1’

）・（・− 2t）

　　　　 ・ ［G
’」
（1，2）σゴ盛

（2，
1）（；

’j
（1

’

，
2’

）G
ゴz
（2

’

，
1’

）＋ σ G ’ゴ
（1，

2）碑 2
，
1’

）G
’ゴ
（1

’

，
・2’

）幽 2〜1）］．（43）

2 次 の 自己 エ ネ ル ギ ーは 、こ の Φ（2）か ら 、（40）式 の 操作 に よ り次 の よ うに得 られ る。

　　・
2・（2）

（1・・）一 ・ （剛 d1’1・2’

　・（・一・
’・
）・（・− 2’

）［C
’j（・2 ）G

・・（1
・

，・
t
）G・t

（・Clt）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・ ♂ゴ
（1，

2’

）θ
ゴ重

（2
’

，
　1’

）σ
’」
（1

’

，
2）］，　 （44）

こ の 自己 エ ネル ギーの 対 角成分 Σ
11  と Σ

22（2）の 右辺に （26c）式と （26d）式を代入し 、 結果をΣ
12a ）

と Σ
21（2）の 表式と比較しよ う 。 する と 、 グ リーン関数の 成分間の 関係式で ある （26c）式お よび （26d）

式 が 、2 次の 自己 エ ネルギ ーの 成分間に おい て も成立する こ とが簡単に示せ る。こ の £ （2）の 対 称

性は高次項ま で 成立する
一般的性質で ある。従 っ て 、Φ微分近似 （お よび厳密な理 論）に おける 自

己エ ネルギ ーの 対角成分は、非対角成分を用 い て 以下 の よ うに表せ る。

　　　　　　Σ
11
（1，

1’

）一 Σ
HF

（1，
1

’

）＋ θ（4一孟1）Σ
12
（1，

V）＋ θ（ti一のΣ
21
（1，

1’

）1 　 　 （45・）

　　　　　　Σ
22
（1，1

’

）＝
一Σ

HF
（1，

　lt）十 θ（t1− tt）Σ
12
（1，

1’

）十 θ（防一亡1）Σ
2］

（1，
1’

），　　　　　 （45b ）

こ こ で ΣHF は 、（38）式で （？jj（°）→ Gガ の 置き換えを 行っ た もの 、 ．すなわ ち繰 り込まれた Hartree−

Fock の 自己 エ ネル ギー
で 、具体的に次式で 与え られ る 。

　　　　　　Σ
HF

（1，・lt）… （1，
lt）1・・i・’（1− ・）ihG

’2
（… ）・ ・（1− 1’

）・hG12 （1，
・lt）・ （・・）

2．9　Keldysh 変 換

　行列グ リーン 関数 （25）や Dyson 方程式 （30）の 構造を明瞭にす るには 、0 に次の Keldysh 変換

を施すと良い ［13，
15

，
　301。

… 1
，
2・緬 ，

・・L・
一 ［箔

R

斜 ・・ 毒・・
一

殉 一 毒［h1］・ ・…
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こ こ で 1は 2x2 の単位行列で ある。変形の 際には （27b）式を使っ た 。　GRIKIAは次 式で 定義され

て いる 。

　　　　　σ
R
（1，

2）≡ G1 ’
（1，

2＞− G12（1，
2）＝θ（tl− t・）［G2

’
（1，

2）一・G12（1，
2）］， 　 　 （48・）

　　　　　GA （1，2）≡
一
［G22（・，

2）一σ
12

（1，
2）］一

・一θ（t・
一

・tl）［G21（1，
2）

一σ
12
（1，

2）］， （48b）

　　　　　GK （1・・）・ C12（1・
2）・ G21（・1 ・）一 ・　一£〈di・ （1）勲 ・ ・ψた（・）ψ・ （1）〉・　 （48・）

CR と GA は、それ ぞれ 、遅延グ リーン 関数と先進グ リ
ー

ン 関数に他な らな い ［8，
26ユ。〔27a）式を

用 い る と、cR・K ・A が次の 対称性を持つ こ とを示せ る 。

　　　　　　　　　［GR 〔1，2）】
＊ 一σ

A
（2，

1）， 　 IGK（1，
2）】

’・・＝　− GK （2， 1），

こ の 対称性は （罫 を用い て次のよ うに も表せ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　CK（1，
2）＝ ・　e2CK †

（2，
1）テ2，

　（29）式の 自己エ ネルギー行列に も同じ変換を施し て お く と便利で ある 。

　　　　　　　　　　… 1
・
2・・ 崢 ・1・・Lt− ［

Σ

 
）ll圖 ・

こ こで 、変換後の 成分 Σ
RAK

は、（45）式よ り次の よ うに得られ る 。

　　£
R
（・，2）・・

　£
11
（1，

2）一Σ
12
（・，

2）一 Σ
HF

（・，2）＋ θ（tl・一・t、）［Σ
21
（1，

2）一Σ
12
（ユ，

2）1，

　　Σ
A
（・，

2）一一［Σ
22
（・，2）一£

’2
（・，2）］一Σ

HF
（1，

2）一θ（t、
一
  ［Σ

21
（・，

2）一Σ
’2
（1，2）］，

　　Σ
K
（1，

2）一 Σ
12
〔1，

2）＋ Σ
21
（1，

2）．

（41）式よ り 、 カK
も次の 関係式を満たす こ とが 分か る。

£
K
（1，2）＝r2£ K †

（2，
1）テ2．

（49）

（50）

（51）

（52a）

（52b）

（52c）

（53）

　以上で 準備が整 っ た の で 、（30）式の Dyson方程式を Keldysh変換を用いて書き換え る 。 （30）式

の 左右か らそれぞれ Lt3と Ltを掛け、　LLt　…　iを用 い る。す る と、（lrKに つ い て の Dyson 方程式
が 次式の よ うに 得 られ る。

（・・器1

− fii°〉）・… ，
・・

− f… 1
， ・・… 3，・… 一… 1

，… （54）

（47）式と （51）式よ り明らかなよ うに 、この方程式は 上三 角行列 の 形をして お り、また 、（50）式と

（53）式に対応した対称性を持つ 。こ の よ うに 、Keldysh 変換は Dyson 方程式を見通しよ くする ，

しかし、摂動計算は あ くまで （25）式の グ リーン 関数を用 い て 行う必要があ る こ とに注意して お く 。

　最後に 、こ こ で 用 いた変換 （47）は Larkin と Ovchinnikov が 1975 年に 用 い た もの で あ り ［30〕、

Keldysh の 原論文 ［13］の も の とは異なる こ とを指摘して おく。しか し、物理的内容は 当然両者 で

同じで ある。また 、Larkin．Ovchinnikov に よ る変換の ほ うが よ り簡便で よ く使われ て い る ［15］。
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3　量子輸送方程式と非平衡エ ン トロ ピー

　自己エ ネル ギー
の 式 （40）と Dyson方程式 （54）は （rに対する閉じた 方程式系を構成して いる 。

そして 、これ らを自己無撞着に解 く こ とで 、系の時間発展を記述する こ とが原理的に 可能で ある 。

しか し 、量子 ド ッ ト系や接合系など の 有限系を除 くと、こ れ らの 方程式を一般の非平衡系に 適用

して解 くこ とは 最新の 計算機をもっ て して も不可能で あ ろ うし、また 、た とえそ の よ うな解が 求

ま っ た として も、非平衡系に対する物理的理解が深 ま る とは 限らな い 。

　そ こ で 、Dyson 方程式 （54）をよ り簡略化し 、バル クの非平衡系に適用で きるようにするこ とを

考え る 。 こ の ための 標準的な処方箋は 、 Dyson 方程式を Wigner 表示に変換し 、そ の際に現れ る

重 心座標に関する勾配展 開を低次で 打ち切 る近似を採用す る こ とで ある 。 こ の よ うに して導かれ

た 量子輸送方程式は 、希薄高温極限で Boltzmann 方程 式に簡略化され 、また 、 平衡状態にお い て

　　　　　　　　 ノ
遅延グ リーン 関数に 対する Dyson 方程式に 帰着す る 。つ ま り、静的な 平衡統計力学を時間発展の

あ る非平衡系に拡張したもの にな っ て い る。さらに 、こ の 量子輸送方程式は エ ン トロ ピ
ー

の流れ

も内包し 、非平衡系におけ るエ ン ト ロ ピ
ー

の 微視的表式を得る こ とも可能にな る 。 つ ま り、エ ン

トロ ピ
ー

の 概念 が ど の よ うな 条件下 ・粗視化のも とで成立するか も明 らかにな る の で ある。以下

で は こ の 事情を文献 ［18，
21］に従 っ て 具体的に見て ゆ く e

3．1Wigner 表示

　Wigner 表 示は 、古典統 計 力学 へ の 量子 補正 を考察するために 、　 Wigner に よ り 1932 年に導入

された ［31，
33｝。 こ の 表示は 、古典統計力学に おけ る位相空 間 の 概念を量子 力学に 拡張し た もの と

み なす こ とが で き 、Weyl の 量子化手続き ［32］とも深 い関連を持つ 。さ らに 、1949 年 Moyalは 、

W 三gner表示 を用 い て ．量子 力学の 位相空間におけ る確率論的な定式化を 行 っ て い る ［34］。このよ

うに、Wigner表示 は量子 力学の 基礎づ けや古典力学と の 関連の 解明に大きな 役害11を果た して きた。

そ れ だ けで な く、以下に 見るよ うに 、輸送方程 式の 微視的導出の 際に も必要不 可欠な手段とな っ

て い る 。

　具体的にグ リ
ー

ン 関数 σ（1，
2）を例に と ると、そ の Wigner表示 G （p ε

，
rオ）は次式 で定義され る。

帥 ・
2・− 1鑛 ・・… 1・・12・帥 卸 （55）

こ こ で rl2 …≡ （r1 ＋ r2 ）／2．　 t12≡ （t！＋ t2）12、　 r12≡ r1 − r2 、お よび 言12 … tl− t2で ある 。 便宜上 、同じ

記号 6 を用い たが 、 （｝（1，
2）と 0（p ε

，
r12t12 ）は 関数形が 異な るこ とに注 意して おく 。 以下で は、引

数の な い d は θ（ps，　rt）を表す もの とす る 。 なお 、　Wigllerが 1932年に導入 した 関数は 、この表式

で 左辺 に t 依存性がな い 場合で あり、p と r を引数として持 っ そ の 場合の Wigner表示は 、　Wigner

準確率分布 （Wigner　quasi−probability　distribution）と呼ばれ る。

　さ て 、（26）式か らも明 らかな ように 、（）（1，
2）の 独立成分は G12（1，

2）と G21（1，
2）で ある 。 ここ

で 、それ らの Wigner 表示を 、別の 二 つ の 独立関数を用 い て 書き換えて お くと便利で ある。まず、
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ス ペ ク トル 関数 ．4 を次式で 導入 する 。

　　　　　　A （1，
・）・ i［G21（・，

・）
− G ・2

（1，
・）］− S〈li・（・）ψ盖（・）− 4蓋（・）ψ・ （・）〉・　 （56）

対称性 A ’

（1，
2）＝ A（2，

1）と生成消滅演算子の 交換関係か ら、A（1，
2）の Wigner表示 A （p ε，rt）が

次の 性質を持つ こ とがわかる。

　　　　　　　　　　A ’

（・・
，
・・… 一 ・A （・61r ・）1 購 ・（・El ・t）一 … 　 　 57）

こ の A は、松原グ リー
ン関数の Lehmann 表示 に 現れ る ス ペ クトル 関数 ［8，

26］（Appendix 　E2 参

照）を、非平衡系に
一般化した ものにな っ て い る。次に、分布関数 φを Wigner表示で 以下の よ う

に定義する 。

　　　　　　　　　鵡呵 d3・1・去〈細 ψ・ （1）＞e
−’（・’12

−
・’12 ）！h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ≡ φ
ホ

（Pε
，
r12t12 ）・　　　（58）　　 φ（Pε

，
r12t12）≡

　　　　　　　　　　　　　　　　　 A （PE ，
r12t12 ）

後 に見 る よ うに 、平衡状態に お い て は 、φ（P ε
，
rt）は Bose／Fermi 分布関数 ノ（ε）＝ （e

ε／kBT 一
σ 广

1

に 移行する 。 A と φは 、　G12 と G21 に 代わ る G の 独立関数とみなせ る 。　Kadanoff−Baym に始まる

従来の輸送方程式の研究で は、準粒子 近似等を採用 して A の 自由度を積分し 、φの み の 方程式が

導出され た 。 しか し 、 準粒子近似が 成 り立た ない 系も多い 。また 、上 記の 積分操作に より、エ ネ

ルギ ー準位の 離散化や 状態密度の 変化に付随する効果が 記述で きな くな る 。 こ こ で の 輸送方程式

導出では、A の 自由度 もその まま残すこ とに する 。 こ の こ とは 、 解 くべ き 方程式の構造や 平衡状

態 の 定式化との 関連を 明確にす る の に も役立 つ 。

　A と φによ り 0 は完全に記述で き る。実際、（26b）式と （56）式および （58）式よ り、　G12 と G21

が 次の ように表せ る こ とが わか る 。

　　　　　　　　　　　　　G12（P ε
，
　rt）＝

− iσ A（Pε
，
rt）di（P ε

，
　rt），　　　　　　　　　　　　　　　（59a）

　　　　　　　　　　　　G21（p ε
，
　rt）＝− iA（p ε

，
　rt）［1 十 σ φ（p ε

，
　rt ）］．　　　　　　　　　　　　　（59b）

また 、 〔48）式の Wigner 表示も 、　 A と φを用 い て 以下 の よ う に 表現で きる 。

　　　　　　　　　　・
・

（・Sl　・・）・一 ［・
・
（・姻 ｝

・

一 雌 考髻妾
）

， 　 　 （… ）

　　　　　　　　　　　　GK （p ε，　rt ）； ＿iA（p ε，
　rt ）［1 ＋ 2σ φ（p ε

，
　rt）］．　　　　　　　　　　　　　（60b）

た だ し ε＋
≡ ε ＋ io

＋ e こ の よ うに 、　 GR と GA が ス ペ ク トル 関数の み で 表現され る の に 対し、G1K

に は分布関数φの 情報も含まれ る 。

　自己 エ ネル ギーに関し て も同様 の 書 き換え が 可能で あ る。£ （1，2）の 独立成分は Σ
12
（1，

2）と

Σ
21
（1，

2）で ある 。 実際、対角成分 Σ
11
（1，

2）と Σ
22
（1，

2）は （45）式の よ うに書く こ とがで き る。そ

こ で 、Σ
12
（1，

2）と Σ
21
（1，

2）の Wigner 表示を 、0 に 倣っ て 以下の ように表すこ とにす る 。

　　　　　　　　　　　　　Σ
12
（Pε

，
rt ）＝

− iσ A Σ（P ε
，
rt）ipΣ （P ε

，
　rt），　　　　　　　　　　　　　　（61a）
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　　　　　　　　　　　 Σ
21
（p ε

，
rt）＝

− iAE（p ε
，
rt）［1十 σ φΣ （p ε

，
　rt ）1．　　　　　　　　　　　　　（61b）

こ こ で Ax と φΣ は 二 っ の 独立関数で ある 。す る と、（52）式と 〔46）式よ り、　Keldysh変換後の £ K

の 成分が 、次の よ うに表現でき る こ とがわか る 。

　　　　　　　… P ・
，
・・…一・・［Σ

A
・P ・

，
… ）］

’ 一・
HF

・P ，
・・）・此誓 粤

）
， 　 ・62・・

　　　　　　　　　　　Σ
K
（pε ，

rt ）＝ − iAΣ（p ε
，
rt）［1十 2σφΣ（p ε

，
　rt ）］．　　　　　　　　　　　　（62b）

最後に、（54）式の微分演算子も、右からδ（1，3）をか ける こ とで 行列 G δ
1
（1，

3）≡ （ihet、

− 1｝！
o）
）δ（1，

3）

と見なすこ とがで きる。そ の Wigner表示は次の表現 を持 つ 。

　　　　　　　　　　　　　・δ
1
（・・

，
・t）・ ・ 一蓋一

咽 … 　 　 　 （63）

32 　Moyal 積と勾配展開

　前節で （55）式によ り Wigner 表示を導入 した 。そ の左辺 の 関数 G （1，
2）は 1 と 2を足とする行列

とも見なせる。こ の 観点からは、Dyson方程式 （54）における 自己 エ ネル ギー
項 が 、行列 の積に他な

らな い こ とに気づ く。そ こ で 、Dyson方程式を Wigner 表示に変換する際に、「行列 の 積の Wigner

表示がどの よ うな 表現を も つ か 」 と い う問題が生じる。その 解答は 、0 （1 ，
2）と D （1，

2）を 二 つ の

任意行列と して 、 下記の よ うに与え られ る。

1・・・・
・・… ，

・）・・ − 1講 … 岫 ・・ D … ，
・ 12t ・2・・

嘛 卿 （64）

こ こ で 、演算子 ＊ は、∂， ≡ ∂／∂r や ∂ti ∂／Ot等を用い て次式で 定義されて い る 。

・… 1 ・t・… P ・
，
・rt・・ … e

，
・t）・xp ［誓（5 ・

・5
・
一砿 一S

・
・瓦 簡 ）］… E

，
・rt・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （65）

ただし、微分演算子上の左右の 矢印は 、それぞれ左および右の 関数に作用する こ とを意味し て い る 。

（64）式は Groenewold（1946 年）と Moyal （1949年）に よ り独立に 導出され た ［35，
34】。　Groenewold

の 導出が 先で あるが 、（65）式は
一

般に Moyal 積の 名前で呼ばれ て い る e

　恒等式 （64）は次の よ うに証明で き る 。 まず、左 辺の 0 （1，
3）と D （3，

2）を Wigner表示で 表現 し、

重心座eC　r13t13 と r32t32 を、ノ（r13 ）＝f（r12 ＋ Sr32）＝
　 exp ［舞32

・∂r 、2］f（r12 ）の よ うに r12t ］2 か ら

Taylor展開する。その結果現れ る相対座標 f32正32 と f13i13を N　f　13　eip
’fi3 ／h ＝ − ihZilieip’「 i31n 等を

用 い て 消去した の ち、pε に 関する部分積分を実行する。最後に変数 3 に つ い て の積分を行 う。

　（65）式の指数関数を展開して 1次 まで 残す と、Moya1 積に 対す る次の 近似式を得る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　・ ・ D ・ ・D ・ 誓｛叫
．　 　 　 （66）

た だし 、｛C ，
D ｝は 、次の

一
般化され た Poisson括弧式で ある 。

　　　　　　　　　　｛c ，
・｝・ 齧 砦 器 難 ・ 響 ・　 　 （67）
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こ の 近似は 1次の 勾配展開 とも呼ばれ る。それが 良い 精度で 成 り立 つ の は、系に特有 の 微視的な

長 さ lm と時間 tm が 、系の不均一性を特徴づ ける 巨視的な長さ IM と時間 tM に較ぺ て 小さ い 場合

で ある 。 例えば 、 Fermi 波数 栖 と Fermi エ ネルギー
εF をも つ 低温 の Fermi粒子 系の 場合、微視

的な長 さと時間はそれぞれ tm〜 11kF および tm　N 　h！εF で与え られ る 。 また、古典気体の 場合に

それ らに相当す るもの は 、 それぞれ粒子問の 平均距離お よび ん茄BT とな るで あ ろ う 。 これ らのス

ケー
ル と較べ て ゆ っ くりと した時空変化の 場合には、（67）式が 良い 近似とな る 。 そ して 、 こ の 条

件は 、非常に広範囲の非平衡系にお い て 満た され て い る。

3．3　 量子輸送方程式

　以上の 準備 に基づ い て 、い よ い よ量子輸送方程式を導 くこ とに する 。 まず 、 Dyson 方程式 （54）

を Wigher表示に変換しよ う。そ の 際 （54）式の第
一項を、（63）式の 上で述べ たよ うに して 、行

列の 積に書き換えてお くと便利で ある 。 する と 、 方程式の 左辺全体に （66）式が 適用で き、Wigner

表示の Dyson方程式が

　　　　　　　　　　　　　　　　（0δ
1i 一力K

）＊ （）K ＝ i
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（68）

と 得 られ る 。 こ こ で 、G δ
1
は 〔63）式で 定義 さ れ て い る 。

　次に 、（68）式に （66）式の 近似を適用する 。 （47）式と （51）式を考慮し、そ の 11 成 分を具体的に

書き下すと、次の よ うにな る。

　　　　　　　　　　　　（・δ
1一Σ

R
）（

・R
＋ 誓｛・♂一Σ

R
，
・

R
｝− 1・　 　 （69・）

この式で添え字の置き換え R → A を行 っ た ものは 、（6S）式の 22成分に他な らない 。 その 複素共役

をと り、（7A ’
＝ （7R の 関係に注意する と、上式は 以下の よ うに も書き換え られ る。

　　　　　　　　　　　　（・ii一Σ
R
）・

R 一顎
1一Σ

R
， ・

R
｝− 1・　 　 （69b）

こ の 方程式は 、右 Dyson 方程式 OK ＊ （θδ
1i 一力K

）＝i の 11 成分か ら も直接導かれ る 。こ こ で 上

の 二 式を加え 合わせ ると、以下 の 方程式を得る。

GR − （σδ
エーΣ

R
）
−1．

’
（70）

（60a）式を思い起 こすと、こ の 式が 、与え られた Σ
R

に対し、ス ペ ク トル 関数 A を決定す る方程式

で あ る こ とが わか る。

　（70）式 は （69a）式と （69b）式を加え 合わ せ る こ とによ り得 られた。しかし、（69a）式と （69b）式

のおおもとで ある （54）式の 11成分と 22成分は、複素共役の 関係に あり、数学的に全 く同等で あ

る 。 そこ で 、こ の 同等性が 、1次の 勾配展開後 の 結果で あ る （69a）式と （69b）式に お い て も保たれ

て い るか否かが問題に な る 。 Ivanov ら ［18］に よ り提起 され た こ の 問 い に答え るため に、（69a）式

と （69b）式の差を と っ て （7G）式を代入 する と、次の ようになる 。

0 − ｛（GR ）
−1

，
　（；

R
｝＝

一
（GR ）赦 σ

R
β

R
｝．
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この 式は ｛GR ，GR ｝＝ 0の恒等式で ある 。 従 っ て （69a）式 と （69b）式は確かに 同等で ある こ とが

チ ェ ッ クで きた 。 また 、以上 の 考察に よ り、（70）式で 決まる GR が 、勾配展開の 1 次まで の オ
ー

ダー
で 正しい 表式で ある こ とが分か っ た。

　次に （68）式の 12 成分に注 目し 、1次の 勾配展開を行 うと、次の 方程式を得る。

　　　　　　　（・δ
L Σ

R
）GK ・一・・

KGA
＋誓｛・δ

1 − ・馳・
K
｝
一誓｛Σ

K
，
・GA ｝一 ・・　 （71・ ）

その 複素共役を と り、 （60）式と （62）式を考慮すると 、上 式が 次の よ うに も表せ るこ とが わ か る。

　　　　　　一
（・δ

1一Σ
A
）GK ＋ Σ

KGR
÷ 誓｛・δ

1一Σ
A

，
・

K
｝一誓｛Σ

K
，
GR ｝一 ・・　 （71b）

こ の方程式は 、また 、右 Dyson方程式 （｝
K

＊ （0♂i一力K
）＝ i の 12 成分か らも直接導かれ る 。 上

の 二 式の 和をと り、（60）式と （62）式を考慮 し、最後に Im｛Glδ
1一ΣR

，
　GR ｝＝ 0 を用 い る 。 する と 、

以 下 の 方程式が 得 られ る。

　　　　　　　　　　
e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h　　　

’

こ の 式 の 左辺 はす べ て 時空 微分項で 、勾 配展 開に お い て 1 次 の オ
ーダー

で あ る。従 っ て 、右辺 の

φΣ
一
φも 1次の オ

ー
ダーの 微小量で ある 。 こ の右辺は 、 後に見るよ うに衝突積分 とみなす こ とが で

き、平衡状態で は 0 とな る こ とを示せ る （3．6節参照）。 以上 の 考察か ら、勾配展開の 1 次の オーダー

で は 、左辺 の φE を φで 置き換え る の が妥当で あ る こ とが分か る （Botermans−MalHiet近似 ［19D。

こ の 置き換え に よ り、上式は 次の よ う に な る 。

｛σざ
1 − Re Σ

R
，
　Aφ｝一｛A ，φ。 ，

R ，G ・
｝．

AA ・ （ip・ 一
φ）

｛Gi 　
i − ReΣ

R
，
　AiP｝一｛孟Σ φ，

　ReGR ｝＝ C． （72）

ただ し、e は以下の ように定義された衝突積分で ある 。

　　　　　　　　　　　　・ ・

舶

準
φL σ

σ
21

Σ
12

青
σ

12
Σ

21

・　 　 （73）

方程 式 （72）は 、与え られ た A と 自己エ ネルギーに対し 、 φを決め る方程式とみなせ る 。

　最後に 、（71a）式と （71b）式の 同等性 をチ iッ クするため、それ らの 差をとる 。 すると、（72）式

を 導いたの と同 じ手続きに よ り、次式が 得 られ る。

　　　　　　　　 ｛五Σφ，
A｝

一
｛A £ ，

・4φ｝　　且 £ φΣReGR −
（Gil

− Re Σ
R
）Aφ

　　 　　 　　 　　　 　　 　　 4　　　　　　　　　　　　　　 h

こ の 方程式は （72）式と等価で ある。実際、こ の 式に A Σ ！（Gii − ReΣR
）をか け る こ と に よ り （72）

式が得 られ る。こ れ を見るため には 、（70）式を用い て ReaR と A ＝− 21m （］
R を M ≡ σδ

1− ReΣ
R

と A Σ ≡ − 211nΣR
で 表し 、 見か けが異な る二 つ の 方程式に 代入 すれ ばよい

。 こ の よ うに して 、 微

分項におい て φΣ → φの 置き換えを行う操作によ り、（71a）式と （71b）式の 同等性が回復 され るこ

とが わか っ た 。

　（70）式と （72）式は 、二 つ の 未知関数 A と φを決定する 閉じた方程式系を構成する。これ らの方

程式で φ→ f（ε）≡ （e
ε1fOBτ 一

σ）
『1

の 操作を行うと、分布関数の 時空微分項が な くなる と共に衝突
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積分が消え て （3．6節参照）、（72）式が 0 ・ ＝ Oの 自明な式となる 。 また 、（70）式は熱平衡状態の 遅延

グ リー
ン関数に対する Dyson方程式に移行する e こ の ように 、（70）式と （72）式は平衡統計力学の

非平衡系へ の 自然な拡張に な っ て お り、
一

粒子分獅関数 φを決め る 方程式が 新た に つ け加わ っ た。

これ らの方程式を解くこ とに よ り、 非平衡系の 時間発展を記述する こ とが 可能で ある 。

3．4　 自己エ ネル ギーに対する近似法

　1次の勾配展 開に現れ る自己エ ネルギ ーは 、時空微分項を無視する い わ ゆる局所近似で 評価する

の が妥当で ある。実際、局所近似の Σ
R を用 い た （70）式は 、勾配展開の 1次の オーダーまで 正 し

い 表式で ある。また、（72）式は、そ れ 自体が勾配展開で 1 次のオ
ーダー

の 方程式で あ り、そ こ に

現れ る自己エ ネルギーは 、局所近似で 評価すべ きで ある。

　局所近似で の 自己エ ネルギー
の表式を、2 次摂動まで の Φ微分近似で 書き下してお く。（ユ6）式を

用いる と、Hartree−Feck 近似の 自己 エ ネルギー
（46）が 、以下の よ うに Wigner 表示に 変換で き る 。

　　　　　　　　　・… P ・
・r…一 　in・1罅 伸 ・ Vp−P’・G

・2
・P

’

・
’

，
・…

また、（44）式の Wigner表示に局所近似を施すと、次式が得られ る。

・
i・・

圓 一 一・（州良離 ］IIVp−p ・　・　・ Vp−P ・　1
・

… h・
・6（・＋ 一

一P・）

　　　　　　　　　 x δ（・＋ ε2
一

ε3
−

・4 ＞G牧P2 ε2 ，
・t）び （P3e ， ，

・t＞びゴ（P、ε4 ，
・t）．

（74）

（75）

こ こ で 012 ＝ − iσ 0 ＜
， C2L − ic ＞

，
Σ 12訌一乞σ Σ

〈

， および Σ
2i

＝ − iΣ〉 と書き換え ると 、 （75）式は

Kadanoff−Baym の 教科書 ［6］における （4−16）式に
一致す る 。

　以上に よ り．　 （70）式と く72）式を 自己無撞 着に時聞発展 させ ることが 可能にな っ た。そ の手順は

次の通 りで ある 。 （i）ある時刻 tにお いて 分布関数 φ（p ε
，
　rt）が与え られ たとき 、スペ ク トル 関数

A （p ε
，
　rt）を （70）式と局所近似の Σ

R
＝ Σ

R
（p ε

，
　rt；A ）を用い て 自己無撞着に決める ；（ii）次に 、 時

刻 t＋ dt における 分布関数 φを （72）式に より決定する 。 こ の ように 、 こ の 時間発展におけるあら

わな 時間変化は、分布関数 φを通して 生じ ることにな る。

3．5　エ ン トロ ピー密度の 表式

　分布関数の 時間発展を記述する （72）式は 、熱流の 効果 も内包して い る もの と期待できる。実際

そ こ からは 、非平衡系にお ける エ ン トロ ピー密度の 微視的表式 とその 流れ の 式を導く こ とが 可能

で ある 。 こ の こ とを見るために 、（72）式に 轟 lnと留 をかけ、　pε積分を実行する 。 そ して 、

　　　　　　　　　 lnl（1÷ σ φ）／φ｝dφ匹d卜φ11・φ＋ σ （1 ＋ σ φ）ln（1
』
＋ σ φ）］，

および Im｛Gδ
i 一Σ

R
，
σ
R
｝＝ 0 に注意する と、次の 方程式が得 られ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　霧・ ▽ … 一 響・　 　 　 　 （76）
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こ こ で 、5 ＝ ε（rt）、　js　＝ js（rt）および ∂SC
。1／Otは 、以下の よ うに定義 されて い る 。

・ ≡ 呵 講 卜・ln・・ … ＋ ・ φ・1・ ・1＋ ・φ）］［A
∂（σδ

1

許
Σ
Rl

・ A ・

∂

讐『
・s ≡ 呵 辮 ［

一
φ1・ φ… 1 ・ ・ φ）1・（1＋ ・φ）］［− A

∂（

鶚
距 Σ

RL

・・

∂

讐
R

，

　　　　　　　　　　　　　  ・ 呵 離 1・
1

≒
σ φ

・

（77）

（78）

（79）

（77）式と （78）式は 、 それぞれエ ン トロ ピー密度およびエ ン トロ ピー流束密度とみなす こ とがで き

る 。 実際 、 （77）式で φ→ f（ε）≡ （e
ε！kBT 一

σ ）
− 1

と置き 換えた後に空間積分する と、文献 ［20】で 導

出された熱平衡状態に おけ る エ ン ト ロ ピーの 表式が得 られ る （Appendix　G 参照）。また 、（79）式

は 、次の 3．6 節に示すよ うに 、衝突に よる単位時間 ・単位体積辺 りの エ ン ト ロ ピ
ー

生 成を表すと

理解で き る 。 こ の よ うに して 、平衡統計力学 と矛盾の な い 形で 、 すなわち、平衡統計力学を 包含

する形で 、非平衡系の エ ン トロ ピ
ー

を定義する こ と が で きた。4ユ 節で見るよ うに 、こ の エ ン トロ

ピー密度の 表式は 、また 、希薄高温 極限 にお い て 、Boltzma 皿 n が 1872 年に提出したエ ン トロ ピー

密度の 表式に 移行する。

　こ こ で 、Ivanov らの 得たエ ン トロ ピ
ー

密度 ［18｝と上 記の エ ン トロ ピー密度と の 違い に つ い て 言

及 し て お く。Ivanov らは 、前節における 自己 エ ネル ギーの 評価にお い て 、「記憶項」すなわ ち 1次

の オーダーの 時空微分項 ま で 取 り込む べ きで あると主張した。しか し、そ の 動力学か ら得られ る

エ ン トロ ピ
ー

密度の 表式は、上記の もの とは異な り、また熱平衡状態にお けるエ ン トロ ピーの 表

式 120】と も矛盾する 。 こ の こ とは 、彼 らの 動力学が 、孤立 系と い う典型例に適用した場合、真の

熱平衡状態に漸近して行かな い こ とを意味する 。 実際 、 IvanOV らの エ ン トロ ピー密度の表式は 、

Carneiroと Pe七hickに よる熱平衡状態の エ ン トロ ピー
［36］と無矛盾にな るよ うに構成され た 。し

か し 、文献 ［21］に詳し く述べ たよ うに 、CarneirGPethickの エ ン トロ ピ
ー

は 、　 Goldstone に よ る

絶対零度の 摂動展開法 ［371を 用 い て 導出され 、そ の 際の エ ネル ギ ー分母の 扱いが不 適切 で正 し く

ない 。 従 っ て 、IvanOVらの動力学は 、平衡統計力学と矛盾する こ とにな る。

3．6　 H 定理 と熱平衡

　（75）式を （73）式に 代入 し 、得 られ た 表式を （79）式に代入す る 。 そ して 、そ の 結果 を （59）式 を

用い て A と φで 表し、か つ 、積分変数に関する対称化を行 う。する と、∂Sc
。11∂tが 、2 次摂動 まで

の 範囲で以下の よ うに表せ る 。

事 纈 1黔 1… −p ・
・帰 醐 ・Pl− … ）軸 鯛

　　　細 … A ・［・・＋・ φ1）（1＋・ φ・）・・φ・
一φ1φ… ＋ ・φ・・（1＋ ・φ・・］1・ 緜 睾離 嬲 ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （80）
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ただし、Aj ＝ A （pゴ
ε
ゴ，

rt）等の簡略化を用い た 。 こ こ で、任意の x
，
　Y ＞ 0に対し （m − y）ln（x ／y）≧ 0

が成立する こ とに注意すると 、 ∂sEzi ／Ot≧ 0が結論で きる。これは、　Boltzmannの ll定理 に他な

らな い
。 より正 確には、量子効果を取 り込んだ H 定理で ある 。 さ らに 、等号が成立する の は、対

数関数が 0 とな る

　　　　　　　　　　 1＋ σ φユ　　　　　　　　　　　　　　　　1＋σ φ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1＋σ φ3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 1＋σ φ4
　 　 　 　 　 　 　 　 　 1n　　　　　　　　　　　　　 十 ln　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　 − ln　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 1n　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　 ＝ 0
　　　　　　　　　　　 φ1　　　　　　　　　　　　　　　　　φ2　　　 φ3　　　　 φ4

の 場合で ある p こ の 条件と （80）式に おけ る 二 っ の δ関数を考慮する と、1n［（1＋ σ φ1）／φ1］が Pl と

ε1 に 関する 1 次関数で なけれ ばな らない こ と、すなわち、

　　　　　　　　　　　　　　　　1＋ σ φ1
　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 1n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ； α ＋ β（ε1

− v ・P1）　　　　　　　　　　　　 （81）
　　　　　　　　　　　　　　　　　φ1

が 結論で きる。こ こで α 、βお よび v は 、rt の任意関数で ある。こ の 条件を用 い る と、衝突積分

を 0 とする分布関数 φ＝ φ
（［e ）として 次式を得る。

　　　　　　　　　　　　φ（’e ）
（・・1 ・t）＝：：

。f，，。，）、，
．v け1。 、． 。 （，、｝．。

・　 　 （82）

こ れ は 、局所平衡分布に他ならな い 。

　 こ の ようにして 、摂動の 2次 まで の 範囲内で ff定理の 成立 を証明で き 、さ らに 、エ ン トロ ピー

生成をゼ ロ にす る分布 関数 φ（le）の 形 も決定で きた。2 次摂動を用 い た全 く同 じ議論 によ り、こ の

φ（le）が 、（73）式 の 衝突積分そ の も の をゼ ロ に する こ と も簡単に 示せ る 。

　不等式 ∂Sc
。11胱 ≧ oが摂動 の 無限次まで 成立するか否か は 重要な問題で ある 。 しか し 、そ の 一

般 的証明は まだ 無い 。一方で 、相互作用 の 強さ に 拠 らず衝突に よ りエ ン トロ ピーが 増大す る と 期

待する こ とは 、物理 的 ・直観的に きわ めて 自然で ある。

4　準粒子 近似 と準古典 近 似

　（70）式と （72）式の 量子輸送方程式は 、非常に多く の 場合、状態密度に関連 した ス ペ ク トル 関数

A の情報を消去し、分布関数の みの 方程式に簡略化して 用い られる。こ の 情報消去の 手法として

準粒子近似と準古典近似と い う二 つ の 近似法が存在す る。こ こ では、これ ら二 つ の近似法を、2 次

摂動の 自己エ ネルギー
（75）を採用 して説明する 。こ れ に よ り、Boltzmann 方程式が 、上述の 量子

輸送方程式の
一

つ の極限として 導かれ る こ とも明 らかになる 。 また 、 輸送方程式論で しばしば説

明なし に導入され る 「位相空間の 分布関数」 とい う概念 ［12］が 、どの ような条件下で 正 当化され

る の か も明確になるで あろ う。

4 ．1　 準粒子 近似

　まず準粒子近似に つ い て 考察する。この近 似は 、ス ペ ク トル 関数に δ関数的な ピ
ー

クが 存在す

る場合に非常に 良い 近似となる。こ こ で は典型例 として 相互 作用が小 さい場合を考え、まず、（70）
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式におい て 自己エ ネルギー
項を無視す る。対応するス ペ クトル関数 A ；− 21mcR は、（63）式よ り

　　　　　　　　A （・・
，
・r・）・・U 　27r・（・ 一・。）， ・。 （・t）・ 譱・ 咽

一
・， 　 （83）

と得 られ る 。 同じ近似 の 精度で 、（72）式の 左辺におい て ReΣ
R
および A Σ

＝ − 21m Σ
R
が関与する

項を落とすこ とがで き る 。 そ の方程式を （63）式と （67）式を用い て あ らわ に書き下すと 、次のよ う

になる 。

　　　　　　　　　
∂（

羞
φ〉

・ 紹黯
）

・ 咢響 ÷
∂

穿L ・ 　 　 （84）

こ の 式に （2π ）
− 1

をか けて ε に つ い て の 積分を実行する 。 そ してそ の結果を

　　　　　　　　　　f（・ ，
・

・
t）・ 隠艶（・・

，
・t）・（・・

，
・t）一 ・（… ，

・t）　 　 （85）

で 定義され た分布関数で 表すと 、 以下の ようになる 。

　　　　　　　　　　　　　　誓・ k・誓一響・
髴一 硼 　 　 　 （86・ ）

こ こ で Jp［！］は衝突積分で 、（73）式に （59）， （75）， （83）式を代入 して ε 積分を実行する こ とに よ り、

分布関数 f の 汎 関数とし て 次の よ うに 得られ る 。

・p ［・］・ 塾1、驀臨 ・ ・ v
・
−p ・1

・

・…
4
… ＋P ・

一
・・

− P4・6・・・
・…

一
…

一
… ）

　　　　　x ［（1十 σ ノ）（1十 σ ！2）f3f4− ff2（1十 σ f3）（1十 σf4）ユ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（86b）

こ こ で fj＝ f（pゴ，
r

，
　t）等 と略記した。（86）式は量子効果を取 り込んだ Boltzmann 方程式に他な ら

ない 。実際、（86b）式で 交換効果 を無視する近似 σ Vp＿p ，玲＿p 、

→ O を採用し、さらに （1＋σf）→ 1

に よ り高温極限 を と る と、二 体散乱に 対す る 通 常の Boltzmann 方程 式が得 られ る ［121。ただし 、

こ こ で の fは 無次元量で 、平衡状態で （e
βξ・ 一

σ ）
− 1 に 一致する ように 規格化 され て い る 。

　（86）式に対 応する エ ン トロ ピ
ー

密度、エ ン トロ ピ ー
流束密度お よび エ ン トロ ピー生成密度の 表

式は 、（77）， （78）， （80）式に同じ近似を採用する こ とに よ り、それぞれ 下記 の よ うに得 られ る。

　　　　　　　　　　・ ≡ k・1、驀、 ［イ ・・ f… 1 ＋ ・ ・）1・・1 ＋ ・ ・）］： 　 　 ・…

　　　　　　　　　j
’
s ・ k・儲 、 卜fl・ f… 1＋ ・f・1・ ・1＋ ・鴫 　 　（88）

∂

壽L黝 1、舞隔 ・ 帰 ・2・・
4
・・一 … … 一 一 ）

　　　　　・ ［（1＋… ）（1＋ ・f2）・・f4− fl・f2（1＋・f3）（1＋ ・f4）｝1・ 呈耀 1磊甥 ・ （89）

（87）式は相互 作用 の な い 系に対するエ ン トロ ピ
ー密度の 表式に他な らな い 。これ らの 表式は、また、

（86）式に k・ 1・ 甼 をかけて ・ 積分する こ とに よっ て も得 られ る ・ B ・lt・m … の エ ン ト・ ピ
ー

とそ

一 26 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「量子輸送方程式 と非平衡エ ン トロ ピー 一場の量子論 に よる非平衡統計力学
一
」

の H 定理は、これ らの表式で高温極限を とる操作、すなわち σ玲＿p3 璽＿p4
→ 0および 1＋ σノ→ 1

に より再現 される 。

　以上の よ うに 、希薄気体に準粒子近 似を適用する ことに より、位相空間で 定義 された分布関数

ヂに対する輸送方程式が導出で きた。しかし、準粒子近似が 良い精度で 成 り立つ に は 、相互作用

が 弱 い こ とは本質で はな く、ただ 自己 エ ネルギー Σ
R

の 虚部が十分小 さい ければ よい 。言 い換え る

と、準粒子の 寿命が 十分長けれ ば 成立 する 近似で あ る 。従 っ て 、準粒子間の 散乱が ゼ ロ に近づ く

低温 の Fermi 液体 【8］に つ い て も適用可能で ある 。
こ の こ とを具体的に見て ゆ こ う e まず、（72）式

の 左辺で A Σ に 比例する 項を落とし 、 また σδ
1 − Re Σ

R
を ε ； 0 お よび Fermi 運動量 p ＝ pF か

ら 1次 まで 展 開し 、

　　　　　　　　　　　　　　　　Gii ．fe ・！・　。

ε
一
ξ・1　 　 　 　 　 （9・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a

と近似す る。こ こ で a と ξp は、そ れぞれ繰 り込み 因子および準粒子エ ネルギ
ー

と呼ばれ 、以下の

よ うに 定義されて い る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂ReΣ
R

　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ，　　　　　　　　　　　 （91a）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一≡ 1 一
　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 α 　　　　 ∂ε
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε＝OiP＝PF

　　　　　　　　　　　・… 障・ U ・＋・R ・・… ，
・・

一
・］・ ・ … P − P・ … 　 91b・

ただ し、（91b）式の 右辺 に現れ る VF は Ferrni速度で あ り、次式に よ り導入 され た 。

　　　　　　　　　　　　　　　VF 　　PF　　∂Re Σ
R

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ．　　　　 　　　　 　　 （91c）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　一 ≡ 一 十

　　　　　　　　　　　　　　　α 　 m 　 ∂P
，
−O，P− P 、

こ の 近似の 下で の ス ペ ク トル 関数．A　＝　− 21mGfRは 、 （70）式よ りA （p ε
，
　rt）FU　2π αδ（ε

一
ξp ）と求ま

る。そ こ で 、分布関数を

　　　　　　　　　　　　　・圃 ・ 鷹論 … 1・t）ip（p6 ，
・t） 　 　 （92・

で定義する と、（72）式よ り （86）式が得 られ る。ただし、こ こ では 詳細は省略するが 、そ の場合に

お ける （86b）式の 右辺 の Vp＿p3 ＋ σ Vp＿p4 は準粒子 問の有効相互作用 に置き換わる ［8］。

4．2　準古典近似

　Fermi 粒子系にお いて 、準粒子近似に代わ るよ り適用範囲の 広い 近似法とし て 、 準古典近似が

ある e 例えば 、 金属中の 電子におい て 不純物散乱や 電子格子相互 作用が 強い場合には 、 準粒子の

寿命は有限とな り、自己エ ネルギー
Σ
R の虚部も無視で きな い 大き さを持つ 。準古典近似は このよ

うな場合に も有効で ある 。 こ の 近似は Prange と Kadatioffに よ り電子 格子相互作用が 大き い 場合

に 対して 初めて 導入 された 【38］。そ の 後、超伝導や超流動に も適用され 、第二 種超伝導体の 平衡

状態 ［39］、非平衡状態 ［40，
41］、および 超流動 3He の 動力学 ［42］を記述する 「準古典方程式」が

導かれ た 。 例えば、第二 種超伝導体に お い て は 、不純物散乱が 大きな役割を果たし 、準粒子 近似

が 不 適当な 場合が多い 。Eilenbergerは 、こ の ような場合に つ い て 、超伝導の Gor’kov方程式を簡
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略化す るため に 準古典近似を採用し 、Ginzburg−Landau方程式を全温度 ・磁場領域に 拡張する い

わ ゆる Eilenberger方程式を導出した ［39］。 これ らの 方程式群は 、超伝導 ・超流動状態 の 理論的解

明に広く用い られ、大きな成果を挙げて い る。

　 こ の よ うに 、準粒子近似よ りも広 い適用領域を もつ 準古典近似は 、準粒子近似の ε 積分の 代わ

りに、（91b）式の ξp に つ い て の 積分を行 っ て A の 自由度を消去する 。 具体的に Fermi粒子系を考

え ると 、導出の 詳細は下記の通 りで あ る。まず 、（67）式と （90）式および
t

（91b）式を用い て （72）式

を具体 的に書き下す と、以下の よ うになる 。

1∂（羞φ）・咢
・∂黔

∂（σ

穿
Σ
Rl

∂

穿L ∂（σ

総
eΣ

Rl

・響 ・・｛Σ
12
・R ・a ・

｝一 ・C・・93・

こ こ で 左辺に おい て みΣ φ su　iaΣ12 を用 い た。こ の 式に 現れ る 自己 エ ネルギ ーの p 微分の 絶対値

1∂Σ（p ε
，
rt ）！∂pl は、準粒子 散乱が大き い 場合で も 1Σ（p ε

，
　rt）／PF の 程度で あると期待で きる。従っ ，

て 、Σ の ）pl依存性を無視し 、

　　　　　　　　　　　　　　　　 Σ（Pε
，
rt ）ss Σ（PF ε

，
　rt ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（94）

とする近似が良い精度で 成 り立つ で あ ろ う。こ の 場 合の ス ペ ク トル 関数 A ＝− 21mGR の 表式は 、

IrnΣR ＝一豈A Σ の 関係 と （90）式 よ り、

　　　　　　　　　　　　A ・P ・
，

・…　
・

　rt．，，舞諜 ，司
・ 　 　 ・95・

で 与え られ る。そ の lpl依存性は ξp のみに現れ、ξp を変数とし幅 登αA Σ と面積 2πα を もっ Lorentz

型 の 関数とみな せ る 。 そ こ で 、 準古典近似に おける分布関数を以下の よ うに定義する 。

　　　　　　　　　　　f…（… ，
・…　11

，黒 膿 ・・・… t・・… ，
・t… 　 　 96・

こ の よ うに、こ こ で の 分布関数は 、 準粒子近似に おける lplの 代わ りに ε を 引数とし 、運動量は角

度依存性の み を もつ 変数となる 。 次に 、（93）式に おい て ξp 積分を （96）式の ように 実行する 。 す る

と、左辺 第 4項は積分によ り消え る。また 、第 5 項に 現れ る ReGR の ξp 積分は 、（60a）式と （95）

式よ り

　　　　　　　　　　　，無 燐 恥 ・
R
・P ・

，
・r・）一・雌 。

…♂ 　 　 ・97・

と評価で き る 。 従 っ て 、ReGR の 微分が関与する第 5 項 も ξp 積分 によ り消え るこ とが分か る。

一方 ，（73）式に （59）式と （75）式を代入 し て 得 られ る衝突積分 C に 関して は、状態密度 N （ξ）≡

∫論 δ（ξ
一

ξ。）鱒 入 し ・N （ξ）・U 　N （・）と近似し て ξ積分を同様膜 行す る・こ の よ うに して ・

（93）式よ り、準古典近似に お ける輸送方程式が最終的に 以 下の よ う に 得ら れ る 。

誓 ・ …

∂

豁・ ・

∂（U ＋ReΣ
R
）
誓 一

｛gc［f
・・

］，

購 誓1・ …制 皇1響
ゴ v

・・
− p …＋ ・ V

・・
一轟 ・ 一

一
画

　　　　　・ δ（・＋ε2
一

ε3
一

ε4）［（1＋ σ ∫
qc
）（1＋ σ ノS’

）f詈
Cf

星
c一ヂ

qc
∫gc（1＋σ ヂ8c）（1＋・ ／皇

c

）］．

（98）

（99）
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ただし 、 dΩ
ゴ
は p ゴ方向の 微小立体角を表す 。

　この ように して 準古典近似の輸送方程式が得 られた 。 こ の 節の 最初に も述べ た よ うに 、こ の 方

程式は準粒子の 寿命が 短い場合に も適用で き ると い う大きな 利点がある 。 こ こ で の 導 出は、（75）

式の 自己エ ネルギ ーを採用 して相 互 作用が弱い場合に 対し て 行 っ た 。しか し 、相互 作用の 効果が

無視で きな い低温の Fermi液体に も適用で き、また、超伝導 ・超流動状態へ の 拡張も可能で ある。

詳細は文献 ［42］を参照されたい 。

5　 荷電系の 量子輸送方程式

　電磁場中の荷電粒子 の運動を記述す る量子 輸送方程式を導出する に は 、方程式のゲージ不変性

に関連 した 特別の 配慮が 必要で ある 。 よ り具体的には 、（55）式を変更 してゲージ不変な Wiger変

換を導入し、それ に対応する Moyal 積の 表式を用い て 勾配展開を行わ な けれ ばな らな い 。以下で

は文献 ［41］に従 っ て この ことをよ り詳しく見て ゆこ う。

　H   とし て （15a）式の 代わ りに次の ハ ミ ル トニ ア ンを考え る。

　　　n・
− f“・

（・・）Al°）ψ（・・）d3・1 ，　 ftl°）・ 素［P・
− 1・ （・）］

2

＋ ・A ・（・）
−

t・・ （… ）

こ こ で 、A （1）と A4（1）は、それぞれ電磁場の ベ クトル ・ポテ ン シ ャ ル と ス カラ
ー ・ポテンシ ャ ル

で あ る。こ の 1｝｛
o〕

に対す る Dyson 方程式 も （54）式で与えられ、以下の ゲージ変換に対し て 不変

で あ る 。

　　　　　　　　　・ （・）一 ・ （・）・ ▽ 1・（1），
A ・（1）− A ・（1）− 1∂誉1｝）， 　 （1・1・）

　　　　　　　　　　　　aa ・）一 ・xp ｛綴。
［x（1）

− X（・）］｝C（1，
・）・　 　 （1… ）

さて 、標準的な処方箋に従 っ て （54）式に Wigner変換を施し 、勾配展開を行 う こ とを 考え る 。し

か し、通常の Wigner 変換 （55）を用い る と、（a）方程式のゲー
ジ不変性が破れる 、（b）ホール効果

が記述で きない 、など の 問題が 生じ る 。 こ れ は 、変襖 （55）が 重心 座標に関するゲージ不 変性を破

るた めで あ る。

　こ の点を改善する た めに、1956年に Stratonovich［431に よ っ て導入 され た 「ゲー
ジ不変な Wigner

変換」 を採用す る 。 こ の Wigner 変換は 、（55）式の 代わ りに 以下の よ う に 定義され て い る 。

　　　　　　　　　d・1，
・・一 ・例 講 … s

，
・・2t12・e

’・一 ・／h・ 　 （1・2・

こ こ に現れ る位相因子 1（1，
2）は 、4元 ベ ク トル 互≡ （A ，

− cA4 ）および 角 ＝ （rl ，
tD を用い て 、

　　　　　　　　　　　　　　　J・・・ … 躍 爾 ・・・ 　 　 　 … 3・

で 与えられる 。 ただし積分経路は直線で ある 。 こ の 位相 因子は 、ゲー
ジ 変換 （101a）に際して

e
’J（1，

21
・一 ・・xp ｛・磊［・（1）− X（・）｝｝e

” （12 ’
（104）
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図 7： 閉曲線 0123

と変換され 、（101b）式の G と全 く同じ位相変化をす る。言い 換え ると、（102 ）式に お ける Fourier

変換前の 関数 e
−il（1，2冶 （1，2）をゲージ不変にする 。 実際 、 （101b）式で 2 ＝ 1 と置 くとわ か るよ う

に 、（）（1，
2）は 重心座標に 関してゲー

ジ不変な 関数で ある。因子 e
− iJ（1・2）は、（｝（1，

2）のゲージ変換

におけ る相対座標依存性を消し去 り、 重心座標の みの 変換性に帰着する効果が あ る。

　（102）式は、藤 田に よ り、Weyl変換を用 い て 優美に再導出された ［44］。 その ポイン トは 、
「相対

座標に関す るゲー
ジ依存性を 無くした 後にそ の Fourier変換を実行する 」 こ と で あ り、 対応す る

Wigner 表示 G（p ε
，
rt）は必然的にゲ

ー
ジ不変とな る。そ し て 、こ の 変換は 電磁場 に時間 ・空間依

存性が ある 場 合に も有効 で あ る ［41｝。また 、そ の 基本思 想は超 伝 導状態に も拡張可能で あ り 141］、
ペ ア

・ポテ ン シ ャルが電荷 2e を持 つ 有効波動関数の よ うに ふる ま うと い う事実が きちん と導 出で

きる。

Wigner変換 （102）を用 い ると、「行列 の 積」 の Wigrier変換である （64）式も変更を受け、（65）式

の Moya ユ積に電磁場が ゲー
ジ不変な 形で現れ る。こ こで は、簡単の ため一様電磁場の 場合を考察

し 、こ の こ とを見て ゆこ う ［411。（64）式左辺の 0 （1，
3）と D （3，

2）に （102）式の 変換を施す と 、位

相 因子 e
π〔1β）＋i∬〔32 ）が現れ る。こ の 位相因子を、eiJ（1・2）とそれ 以外の 寄与の積 として 、以下の よ

うに表す。

　　　　　　　　e
’J〔1・31’”｛3・2）

− e
’∬（1・2’” di1231

φ・23 ・ 紘 爾 … 　 （・・5）

ただし位相 φ123 の 定義に 現れる 閉曲線 0123は、上図の よ うに 定義され て い る 。 さ らに Stokesの

定理 を用 い ると 、こ の 位相因子 が 、電場 E ≡
一∀ A4　一差∂zA および磁場 B ≡ ▽ × A を用 い て 、

以下の よ うに 表せ る こ とが わか る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e

　　　　　　　　　φ123 一
瀰 卜・E ・

（f1觀
一f・3’32 ）

− B ・（f13 × f・2）］・

（105）式の 位相因子 を考慮すると 、（64）式が次の よ うに変更され る。

f… ，
・・… ，

・… − e
・’・1・1講 ・… ，

r1・t12・・ D … ，
・・2t12 ・e

’・一 ・・！h・

ただ し 、こ こ で の Moyal 積は以下の よ うに定義され て い る。

・・圃 ・ … 蜩 … 圓 即 ［誓（瓦 ・万
・
一舐 一猛 ・殉 ］

　　　　　脚 ｛誓［
一詛 ・

（万・
6

・

一
凋 ・ i・ ・

（万px 万
・）］｝・ （・・ ・…

（106）

（107）

（108）
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こ の Moyal積 の 導出は、1956年の Stratonovichに よる研究から時代が下 っ て 、2001 年の こ とで

あ る ［41，
45］e （108）式を微分演算子に関して 1次 まで 展 開する と、再び （67）式のよ うに表すこ と

で き、対応する Poisson括弧式は

　 ｛c ，
　D ｝

・ 咢・器一罌 一器留・ 響 一・E ・（
∂C ∂D 　　　∂0 ∂D

∂P ∂ε　　∂ε ∂P）・ 1・ ・（器・器），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （109）

で与え られ る。

　以上で 準備が整 っ た の で 、（ユ00）式の 17｛
o）

に対する Dyson 方程式 （54）を Wigner表示 に変換

する 。 （102）式を （54）式に代入すると、左辺には位相因子 ∬（1，
2）の 微分項が現れ る 。 それ らを計

算す るため に 、まず、（103）式の積分経路を Ri 鈬酋 ＋ ろ）と F ≡ 丹 一ち を用い て 9 ＝ R ＋ が

（
一
豈≦ η ≦ 圭）と表す 。 次 いで 、按積分関数 λ  を ぎ＝ 荒か ら Taylor展開し、各次数に つ い て 個

別に η積分を行 う。する と J（1，2）が以 下の よ うに表せ る こ とがわかる。

　　　　　　　　　・（・，
・）一農・（・・δ

・）禰 ）， 炸
tanlll ／2）・　 （11・）

こ の 表式に演算子 ∂il ＝ 砕 ＋ 麦∂A を作用して微分を実行する 、 そ の 際 、　rv ∂
μん

＝ rv ∂vAPt ＋

rv （∂μ
Au　一∂bAPt）の 書き換えを行 い （μ， レ ＝ 1， 2， 3，4）、また、等式 g（x ）＋ ［gt（x ）＋ 圭g（x ）］x ＝ 　eX（

2

に 注意する 。 すると 、 ∂∫（1，2）／∂r1
μ
が次の よ うに 計算で きる 。

　　　
∂

器滌 ｛APt・1・・ ［4・・嘱 ・・・・…］：1）　・・ ［響
）一響 1｝

　　　　　　　一｛轍 ：笥
碗 × Bl］・

：∵ ・ （・1・・

こ こ で 第
一

の 等式は恒等式で あり、また 第二 の 等式にお い て は
一様静電磁場の 条件を用 い た。こ

の 表式を用 い て 、（54）式に おける （｝K の ゲージ不変な時間 ・空間微分項を 、（64）式を導出した の

と同様の 手続きに よ り変形す る。そ の 結果得られた表式を （108）式にお ける ＊ 積の 定義 と見較 べ

ると 、以下の簡潔な 表式 を得る。

　　　　　［。1
− 2・・1）］C

・

（1，
・）一 ♂ ・・，・・1講 ・ ・ G・

… ，
r12t ・2・e

一 触 ・！h ・　 ・112・・

　　　　［暢 一
・A・…］C… ，

・・一・叨 講 ・ ・ ・
・

・・… 2t… 卿 硝 （・・2b・

これ ら の 表式は、Pi一
詈A （1）および 旃 藷

一eA4 （1）の ゲージ不変な Wigner 表示が 、それぞれ p

お よび ε で あ る こ とを示し て い る。
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　（107）式お よび （112）式を用 い る と、（54）式の Wigner 表示が 、 （108）式の Moyal積を用い て以

下の よ うに簡潔に表現で きる こ とがわか る 。

　　　　　　　　　　［（・÷ ・）・一・£
K
・P ・

，
・rt）］・ a・

・P・
，
・・… 一 　1・　 （1・3）

この式よ り 、 3．3節の 手続きを経て 、電磁場中の荷電粒子に対する量子輸送方程式を導 くこ とができ

る 。 特に希薄気体の 場合には、4．1節と同様にして 、（85）式の分布関数 ／に 対する次の Boltzmann

方程式を得る。

　　　　　　　　　　　筈… 霧・ ・ （・ ÷ ・ B）・磊一 ・
・［f］・　 　 ・114）

こ こ で v ≡ p／m で ある。電気抵抗を論じるに は 二 体相互作用の みでは不十分で 、ハ ミ ル トニ ア ン

に不純物散乱や フ ォ ノン散乱等の 効果を取り入れ 、そ こ から導かれ る Ip国 を用い る必要が ある こ

とに注意して お く。

　最後に 、電磁場中におけ るゲージ 不 変な 輸送方程式を 得 る た め に しば しば使われ る も う
一

つ の

方法に つ い て 言及して お く 。 そ の 要点は 、通常の Wigner変換 （55）を行 っ た後に次の 変数変換を

施すこ と に あ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e

　　　　　　　　　　　p −
→ π ≡ p − − A

，　　 ε → π4i ε
一eA4 ．　　　　　　　　 （115）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 C

この方法は Keldysh［13］や久保 ［46］らによ り用い られた 。 また 、そ こか ら得 られ る Moyal 積は 、

一
様静電磁場の 場合にお い て 、（108）式に

一致する こ とが 示され て い る ［47］。

　しかし、この 「変数変換 亅 の 方法には以下の よ うな問題点がある。まず第一
に 、Wigner 表示 の

ゲ ー
ジ不 変性が 破れ る点が 挙げられ る 。 実際 変数変換 （ll5）に対 応する Wigner 表示 （｝（p ε

，
　rt）

をあらわに書き下すと、以下の よう
．
になる。

・（・・，
・・2t12 ）イd3・・2d ・12 σ（1，

・）e
’｛・P−・… A ・

・
触 一 硝 ・ （116）

この 表式を （102）式の逆変換 と比較すると 、（102＞式の 位相因子 1（1，
2）が （e！c）A ・fl12一ε．44f12で

置き換わ っ て い る こ とに 気づ く。こ の Wigner変換は 、ゲージ変換 （101）に おける関数 X が時間 ・

空間座標の 1次関数であ る場合を除き、
一

般にゲージ不変性を破る。また、（116）式に現れ る電磁

ポテ ンシ ャ ル と して ど の 点の 値を採用 すべ きかに も不定性が 生 じ る e 例外とし て 、一様静電磁場

の 場合に は 、（116）式が （102）式と同じ結果を 与え る 。
「変数変換」 の 方法にお け る こ の 第

一
の 問

題点は 、Stratenovichに よ り既に 指摘 され ［43］、また Serimaaらによ っ て詳し く論じ
「
られた ［48］。

　第二 の 問題点 とし て 、「変数変換 」の方法は超伝導状態に 適用で きない 。 超伝導状態にお い て

は 、ペ ア ・ポテ ン シ ャ ル ム（1，
2）や 異常グ リーン 関数 F （1，2）の よ うに 、正 常状態の グ リ

ー
ン関

数 とは異な るゲー
ジ変換性を 示す関数が現れ る ［81。例え ば 、ペ ア ・ポテン シ ャ ル は 、（101）式

に 対応して △（1，
2）→ exp ｛乞毳［X（1）＋ X（2）］｝△（1，

2）と変 換され 、2 ＝ 1 とお い た場 合に 電荷

2eをもつ 波 動関数として 振舞 うこ とがわか る 。 もし、これ らの積 △（1，
3）F

’

（3，
2）の Wig1コer 変

換を 「変数変換」 の 方法で 導 出す ると、△（p ε
，
rt）に対 して通常の 微分演算子 ∂1∂r および ∂／at

が 作用す る結果 とな り、「ペ ア ・ポテ ン シ ャ ル が電荷 2e を持 つ 有効波動関 数と し て 振舞う 」 と
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い う事実が 出て こな い 。

一
方、（102）式の 変換は 超伝導状態に拡張で き、ただ右辺の 位相 因子 を

exp ［昭 尸1， R）＋ il（ろ・
R ）1で置き換えればよい ［R　i 　S（ろ ＋ ろ）］。対応する Wigner表示 △ （P ε ，

rt ）

はゲ
ー

ジ変換に際して △（p ε，　rt ）→ exp ［弗X（rt）］△（pε
，
　rt）と変化し、また、それ に作用する微分

演算子 として ∂／∂r − i（2e／hc）A （rt ）お よび ∂／翫 ＋ i（2e／h）A4（rt）が 自然に現れ る ［41］。

　以上のよ うに 、「変数変換」 の 方法に は基本的な問題が あ る よ うに 思われ る 。

6　 二 体相関

　2．8 節で 考察した Φ微分近似で は、Φ を与え る こ とに より高次の 相関関数を計算するこ とが原理

的に可能で ある。ここで は 揺らぎ とも関連が深 い 二 体相関関数を取 り上 げ、文献 ［21］に従 っ て こ

の こ とを見て ゆ こ う。

　考察する の は次の 二 体相 関関数であ る。

　　　　　・啾 1・・4・・ C去隔 ・1W ・ψも・・
t
）dik・・J）〉一・G ・

… ，
・・・… ，

・… 117・

こ の 相関関数が従う方程式を求め るた め 、 Keldysh 経路上で仮想的な摂動ポテ ンシ ャ ル W （1
σ

，
2σ

〉

を余分に加え る。そ し て 、W （IC ，
2c）の 効果を除いた全ハ ミル トニ ア ン H （t）によ る相互作用表示

を採用する と 、 （33）式に 代わ っ て 、0 上 で の 摂 動が 次の 演算子で 記述 され る こ と に な る。

　　　　　　一 陪 ・）
・＋・
　f・・　f・卿 ・W

・

… ，
・）・3・ …）］・ （118・

こ こ で （− 1）溺 は （24）式 の 変形 に 由来し 、また 場の演算子 の 添 え字 H は H （t）の Heisenberg表示

を意味する。W 吹1
，
2）≡ W （li，

　2」）を加えた とき の グ リ
ー

ン 関数は次式で 与え られ る 。

　　　　　　　　　　G ・・
（1，

・・吻 一一尭く・・S6di・ （1
’
）φ盃（・・）〉／〈T・Sb＞・　 　 （・19）

（117）式の 二 体相関関数 κ は 、こ の グ リーン 関数か ら、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tl　　　　　　　　　　v

　　　　　　　　　　
脚 ・11

’

・・2r・一・
一・・

’”
”
・

δ

錦 凱 。

， 　 ・・2・・

の 変分操作に よ り得 られ る こ と が簡単な 計算で 分か る。こ こ で σ は 生成消滅演算子の 交換関係に

由来し、また （
− 1）升 〆 は （118）式の （

− 1）
i＋ゴの 効果を消すために必要で ある 。 こ の 式は簡略化して

κ ＝σ δG ／δ（テ3wr3 ）と書ける こ とに注意して お く。 こ の 関係を用 い る と、　k を 自己無撞着に決め

る方程式が以下の よ うに導出で きる。まず （119）式の G に対する Dyson 方程式は 、（30）式の 左！
o）

に W の 効果を付け加え る こ とに よ り得 られ 、 簡略化して 次の ように書ける 。

　　　　　　C− ’c・一 　i
， a− i

・ ・3（嶋
一＆

2

　− u ＋ μ）
一・3・蘭 ・・ （121）

従 っ て 、G の 1 次の 微小変化 δG は 、（｝
−1

δ（｝＋ δ6−1
（）ニ 6、 すなわ ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　σδG・＝ ・ad （
一δdi−1

）θ
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を満たす e こ の 式に

　　　　　　一・・
一’ 一梱 ・ ・・…　一・・轟 ）・

il／lllllit’
77

　 23i・llT3）
、、譱 、

・・轟 ・

を代入して δ（テ3卯テ3）で変分を と っ た 後 、 tu　＝O と置く。そ の結果を （120）式 と次式で 定義 され

る結節関数

　　　　画 （… 2’

）・　一・S（一・ア鴨 揚1− 一蓋、。。
、、， 1箒，幽

， ・122）

を用い て 書き換え る 。 た だし （122）式の 第二 の 等式で は （40）式を用 い た 。 する と κ に対する 次の

積分方程式、すなわち Be七he−Saユpe七er 方程式を得 る 。

脚 ・11
’

，
・2’

）一 ・ ・
’」

’

・1，
・

’

）び （2，
・1’

）・＋・・h・

蠹1・・f・3
’f・・1・4

’
・a ’k’

（1，綿 ・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xrlek
’・ll「

（33
’

，
44’

）ICii
’，」プ

（44t，22
’

），　　　　　　　　　　　（123）

こ れは与えられた G と iに 対 しえを決定する方程式で ある 。 こ こで （122）式 の 関係に 注意する と、

汎 関数 Φ が 与え られれ ば 二 体相関関数も原理 的に 計算可 能で あ る こ とが 理解で き る。

　積分方程式 （123）は形式的に解 くこ とがで き、κ に対する次の 表式を得る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（124）　　　　　　　　　　　　　　　κ 一 （1 − ih・ σar ）
− 1

・ σG ．

こ こ で iと （7G は以下で定義され た 行列で ある 。

　　　　　　　　　　　　（i脚
’
（11〜22’

）一δ轟 ’δ（1，
2）δ（1

’

，
2’

），

　　　　　　　　　　　　（（｝（））
ii’，jo” （11

’

，
22’

）＝Gtj
「

（1， 2
’

）aゴi
’
（2，

1’

）．

（122）式よ り、結節関数 P が 次の 対称性を持つ こ とは明 らか で ある。

　　　　　　　　　　　　　　r吻
’
（11

’

，22
’

）− rゴ〆・乞乞
’

（22
’

，11f＞．

また 〔28）式の 対称性に 由来す る以下の 関係式も満た す。

　　　　　　r勘
’
（11

’

，
22’

）一 一Σ（テ・）ik（テ1M テ1）ゴ・（テ・Mr 脚
’
ε

（1
’1，2

’2）］
＊ ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 舳 ’i‘’

これ らの 対称性は Bethe−Salpeter方程式を解 く際に有益であ る。

（125a ）

（125b＞

（126a）

（126b ）

　3，4節では 自覃エ ネルギー
に対して 局所近似を採用 した 。 こ の 局所近似は 二 体相関関数を計算す

る際に もしばしば有効である。そ こで局所近似の Bethe．Salpeter方程式を書き下してお く 。 そ の

構造は エ ネル ギー ・運動量保存則の 成立する
一

様系の 場合と同 じに な り、まず結節関数は以下の

ように展開で きる 。

　　　画 ・11
・

，
・2’

・イ薯瓢 罅 1霧昇那・噸 ・・ε・ IP ・… q… ）

　　　　　　　　　　　× e
’［一（・・＋ ” ・

“
ε・＋ t・）＋ 〔・・

一’「1−‘・
−t：）一（・・

一’「
・
一

ε・
− t・）＋ （・・＋

’「i”s ・・
‘S）1！n ， （127）

一34 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「量子輸送方程式 と非平衡 エ ン トロ ピー 一
場 の 量子論 による非平衡統計力学一

」

ただし p＃
≡ p ゴ± q／2および εj± ≡ fj ± ω ／2で あり、また rt は 1

，
1〜2

，
2’

近傍の局所座標で ある。

こ の 式 と （55）式を （123）式に代入する と、£ も局所近似で以下の ように展開で きる こ とが わか る。

　　　脚 ・11
’

，
・2’

・− 1譌 、

’1罅 1論 幽 P1ε1… ε・1・・
，
・・）

　　　　　　　　　　　 ・ ，
εKP・一・r ・

一・ ・−t・〉一〔P・＋
・rl −・・＋tl｝＋ （・・＋

’
・・
一

・2＋t2）一（P ・一『「短 4 ）1！n． （128）

ここに現れ る Fourier係数κ
甜 の

’

（p1ε1，p2ε2；qω
，
　rt）も方程式 （124）を満足する 。 ただ し、κ 等は

PI ε 1−p2ε2 を足とす る行列で 、内部変数に 関す る和は ∫d3pd ε／（2π h）
4

と理解すべ きで ある。また

iと GG は次式で 定義されて い る。

　　　　　　　　　　（i）測 ，ゴノ
（P ε

，P
「

ε
t
）＝ （2π h）

4
δ（P − P

’

）δ（ε 一ε
’

）6tゴδ2’

ア，　　　　　　　　　（129a）

　（δσ卿
’

（P ・
，P

’

・〜qω
，
・の 一 〔2・ h）

4
δ（P − P

’

）δ（・ 一・
’

）σ
’j’
（P．・一

］
・t）σ

ゴ’
t

（P ． ・＋ ，
・t）． （129b）

7　 Φ 微分近似と保存則

　動的な問題を扱 う場合に は 、 保存則に 関して細心の 注意が 必 要で あ る。例えば、粒子数が
一

定

の 系の 時間発展を考察する場合におい て 、使 っ た近似が 粒子数保存則を満た さな い 場 合、得 られ

る結果は全くナンセ ンスな もの にな るで あ ろ う。従 っ て 、「どの よ うな近似を採用すれば保存則が

満たされ る か ？」 と い う問い が 極めて 重 要な意味を持っ て くる。こ の 問い に対する
一

つ の 十分条

件を与えた の が 、 1962 年の Baym によ る研究で ある ［11］。そ の近似法は Φ微分近似 ある い は 保存

近似 と呼ばれ 、 2．8節で その 内容と利点に 関して 言及した 。

　この章で は、Φ微分近似 を採用すると様 々な保存則が 自動的に満た され る こと を見て ゆ く。証

明の 基本は Baym が松原グ リ
ー

ン関数に っ い て与えた ［1i］。 実時間 Keldysh グ リ
ー

ン 関数を用い

る こ こ で の 手法は文献 ［21］によ る 。

7．1　 恒等式

　まず準備 として 、Φ 微分近似が満たす様 々な恒等式を導出する 。¢ 微分近似は、（39）式の 展開

に現れ る Feynman 図形 を無限次まで すべ て 取 り込むと正確な理論になる。従 っ て 、それ らの恒等

式は 、また 、厳密な 理論が 従う恒等式で もある。

　第
一

に、次の ゲージ変換を考える 。

　　　　　　　　蜘 一 幽 ・1− ・
） ・・… ［蜩 ・ 　 （13・・

（39）式で 定義され た汎関数 Φ （お よび そ の 部分和近 似）は 、明 らかに こ の 変換 （130）の 前後で 不

変で ある。従 っ て 、1次 の オ
ーダー

で も δΦ　 ＝ Oが成立する 。 こ こ で 、Φ が G の 汎 関数で あり （40）

式が 成立す る こ と に 注意する と 、こ の 条件δΦ ＝0 は次 の よ うに 書ける こ とが わか る。

f・・f・・嚇 1
，
・）轟 1）一 ・・ （131）
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方、δG は （130）式よ り以下の ように評価で きる 。

　　　　　　　　　　　　δ（）（2，
1）＝ i［戈（2）6（2，

工）一（｝（2，
1）戈（1）｝．　　　　　　　　　　　　　　　　（132）

こ の 式を （131）式に代入 し、X（1）が任意関数で ある こ とを考慮す ると、次式を得 る 。

　　　　　　　　f・・丑 甼 ［… （11・）・・G（・， ・）
− G（1，

・）・… （… ）・・］・・　・・　 （133・）

さらに 、（25）、（26）、（48）式な どを用 い て変形する と、この恒等式は 以下の よ うに も表せ る。

f・・［Σ
R
（1，

・）G12（・，
1）・ ・

12
（1，

・）・
A
（・・

1）− GR （・，
・）Σ

12
（・，

1）− C12（1・
2）Σ

A
（・，

1）］一・・（133b）

これが ゲージ変換の 自由度か ら帰結され る恒等式で ある。

　第二 に、次の Galilei変換を考え る。

蜘 … ［咽 蜘 即 ［蜘 ］，
R・… ［剄 ・ （・34・

しか し、こ の 変換 （134）によ り Φ は不変であ り、（131）式は今の 場合 も成立 す る。こ こ で の G の 1

次の変化は

　　　　　　　　　　 δC （2，
1）≡ R （t2）・▽ 2G （2，

1）十 R （tl）・▽ 1G （2，
1）　　　　　　　　 （135）

と評価で き る。そ こ で 、（135）式を （131）式に代入し 、 R （t）が 任意関数で ある こ とを用い る と 、 以

下 の 恒等式を得る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　1Q（1）d3・1　一 ・・　 　 　 （・36）

た だし Q （1）は

　　　　Q （1）≡
一・h・

▽

甼 1・・［・
R
（・，

・）c12（2，
・・

’

）・＋・・
12
（1，・）・

A
幽

　　　　　　　　　　　　　　　　
一σ

R
（1，2）Σ

12
（2，1

’

）
一σ

12
（1，2）Σ

A
〔2，1

’

）］1，。1，　 （137）

で 定義され て い る 。 Σ の 微分項は部分積分に よ り生じた。

　第三 に 、Ol 上で の 変数変換 t → θ（t）≡ t＋ g（t）を考える 。 それに 応じて a を次の ように変化

させ る こ とにする 。

　　　　　　・・・・・… 一 ・・・・・・… e・，… e・・・…）… t）・ ［
（dθ／9t）  ］ ・138・

こ こ で の 因子 （dθ／d亡）
114

は 、変換 t → θに よ っ て （33）式に現れ るヤコ ビ ア ン を相殺し 、Φ の 形 を

不変に保つ 役割を果たす 。 従 っ て 、（131）式は今の 場合に も成立する 。 変換による 6 の 1次の変化

をあらわに書き下すと以下のよ うにな る 。

　　　　　・・蜘 一 ｛6」・階
2）

… t・）詣… 槽
1）

… t・・甜 ・脚 ・ ・139）

一 36 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「量子輸送方程式と非平衡エ ン トロ ピー一場の 量子論 による非平衡統計力学一」

こ の 式を （131）式に代入 し 、 g（t）　ns任意関数で あ るこ とを用い る と、次の恒等式を得る 。

　　　　　　　　　　　　　　　
d 〈7ti。t（tl

　　dt1
）〉一一1・・（・）… 1・　 　 （14・）

こ こで 、〈咒 int（ti）〉と Gε （1）は、以下の ように定義され て い る。

　　　　　　〈Ri。t．（tl）〉一 割 d3・4・・［・
R
（1，・）G12〈・…）・ ・

’2
（1・ 2）・

A
（2，

・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋GE （1，
2）Σ

12
（2，

1）＋ σ
12
（1， 2）Σ

A
（2，

1）］， 　 （141）

　　　　　　Q ・（1）・ 一藐 ・謠1・・［・
R
（1

’

，
・）・

12
（・・

1）…
2
（1

’

・
・）GA （2，

・）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ＋ σ
R
（1，

2）Σ
12
（2，

・1’

）＋ G ’2
（1，

2）Σ
A
（2，

1’

）］、，。．1
’　 （142）

これが変換 （138）か ら得 られ る恒等式で ある 。

　（141）武で 導入 された 〈％ nt（t1）〉は系の 相互作用 エ ネルギー
に他な らない 。 こ の ことを確か め る

た め に 、 （30）式の 12成分を書き下す と以下の よ うにな る。

［鵐 ・穿 一・・1＞・ ・］・
12
・1，

・）4 ［… 1
，
・31G1・・3・・2・・…

12
・1・

3・… 3… 陶

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （143）

こ こ で 、自己エ ネルギー項の 変形に は、再び （25）、（26）、（48）式などを用 い た 。

一方、び 2 の 方程

式は 、（3＞式か ら導かれ る ψH （1）em ∂す
（tl，

− oO ）ψ（rl ）身（tb　
一

◎c ）に 対す る運 動方程式 ihSIT
，
　Z3H（1）＝

Z2†（tl，

− oO ）［ψ（rl ）， プt（t）］虚（t，，

− CQ ）、すなわち次式からも得られ る 。

　　　　　［暢 ＋
充

藷曾一U ・・… ］φ・・1・−f・・ト 1珈 ・ψ・・1
’

・・… 1・一 ・・ （144・

実際、（144）式の 左か ら 一
σ （〃勅鑑（2）を掛け、密度行列 （19）で 平均操柞を行えばよ い 。 その よう

に して 得られた表式を （143＞式と比較する と、次の 恒等式を得る。

11・・
「

・・
’
（1一嶋 鴫 （1

’

）卿 ）繍 〉一 割 ［Σ
R
（・・）・

’2
（・・

2）・ Σ
12
（・，・）GA （・， ・）1…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （145 ）

こ の 式で 2＝1 と置 くと、相互作用 工 ネル ギ
ー

の 期待値を 自己 エ ネルギー
で 表す式が得 られ る 。 そ

の 複素共役を と っ て 元の 式と足して 2 で 割 り、 （27a）式お よび （49）式を考慮すると 、 （141）式が 相

互作用 エ ネル ギーに他ならない こ とがわか る。

7．2　保存則

　以上の 準備の 下に 、Φ 微分近似におい て 保存則が満たされ る こ とを証明する。まず、（143）式の

複素共 役を と り、（27a）式お よび （4g）式等の 対称性を用 い る と、次式が得られ る 。

［
一巉 ・ 響 一・（・）・ ・］・

・2
（1，

・・−1［・
・

（1，
・…

2
・3，

・・・ ・…1・〉・
・

剛 ・・ ＝ ＝　・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （146）
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次いで 、（143）式と （146）式の 差牽取 り、2 ＝ 1 と置き、（133b）の恒等式を用いる。す ると 、次の 粒

子 数保存則を得 る。

　　　　　　　　　　　　　　　．
∂

甜
）

・ ▽ 1
・・（1）一 ・・　 　 　 （1・7）

こ こ で 、 n （1）とj（1）はそれぞれ粒子密度および流束密度で 、以下の よ うに定義され て い る。

　　　　　　　　　　　　　　　　 n （1）≡ ihσ C12（1，
1）， 　 　 　 　 　 　 　 （148・）

　　　　　　　　　　　　　・・・… h2
▽

垢
▽ ZG12・1，

・）
、．1

・　 　 （148b・

　つ いで 、（143）式と （146）式に 一ihσ （▽ 1
− ▽ 2）12mを作用した後、両者を差し引き、さ らに 2 ＝ 1

と置 く 。 する と、流束密度j（1）が次の保存則を満たす こ とがわか る。

　　　　　　　　　　詣j（1）・ 素…
K
（1）・ 響▽ 1u （1場 Q （1）・　 　 （149）

こ こ で 、 Q （1）は （137）式で 与え られ 、また 、テン ソ ル 旦
κ
（1）は次式で 定義 されて い る 。

　　　　　　　　　　・疹（1）一 一誓・▽1广 V、、）（V 、、
− V 、，）G12（1，・）、。． 　 　 ・15・・

さらに 、 〔149）式を系の 全空間にわ た っ て積分し 、（136）式を用いる と、全運動量に 関す る次の 保

存則を得る。

　　　　　　　　　　　　晶1j（・）d3・・
一 一1響… 〔1）d3… 　 　 （・51）

　最後に エ ネルギー保存則を考察する 。演算子 一旃 σ晶 と 一脇 σ 晶をそれぞれ （143）式と （146）

式に作用 し、両者を加え 、さ らに 2； 1 と置く。する と次式をえる 。

　　　　　　　　　　　
∂

警
11

・ ▽ ・ jl・… U …
∂

琴皋L   ・1・・　 　 （1・2・

こ こで 、Q。（1）は （142）式で 与え られ、また、8K （1）と j2（1）は以下の よ うに 定義され て い る 。

　　　　　　　　　　　　　・
K
・1・・ 警▽ 1

・…
12
・1，

・・
，。1

， 　 　 ・153・

　　　　　　　　　　・1（1）一 一瓢論・ ・＋詣▽ 1）・
12
・・，

・・
、．1

…　 　 54・

こ の £
K
（1）は 運動ヱ ネル ギー密度に 他な らな い 。さ らに、（152）式を空間積分し 、（140）式 と（147）

式を用 い る と、次の全エ ネルギー保存則を得る 。

　　　　　　　　誌1・
K
・1・d3・・＋ ・・・…   〉］一一1・（1）… σ・1）… 1・　 （・55・

　（147）， （151）， （155）式が こ の 節で の 主 な結果で ある 。 それ らは Φ微分近似にお い て保存則が 満

た され て い る こ とを表 して い る 。
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7，3Wigner 表示で の 保存則

　前節で 得た （147）， （149）， （152）式は 、粒子 と運動量および エ ネルギ
ー

の 流れ の 時間発展を記述

し 、基本的重要性を持つ 。 こ こで は、これ らの 保存則を （70）式と （72）式の解と関連づけ、Wigner

表示で 表すこ とにする 。

　〔55）式と （59a）式を （148）式に代入すると 、　n （rt）と j（rt）を A と φを用 い て 表現で きる 。 それ

らは近似な し の 厳密な 表式で あ り、（147）式を満足する
』
。 よ り具体的に 、粒子 密度 n （rt）と速度

v （rt）≡ j（rt）／n （rt）は次の よ うに与えられ る 。

　　　　　　　　　　　　n （・・）一 ・1i箒… e
，
・・）・・P ・

，… ， 　 　 ・156・）

　　　　　　　　　　　… t・一嵩1離粋 … ，
・・）ip（・・

，
・t）…　 　 56b・

また v を用 い ると 、（147）式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　咎・ ▽ （・v ）− e
， 　 　 　 　 （157）

と書き換えられる 。

　（149）式に移ろ う。 まず （150）式の θ姦は 、 （55）式と 〔59a）式を代入する こ とに よ り、　 A と φを

用いて 下記の よ うに表せ る 。

　　　・吾… 一 ・∫謙繰 ・・P ・
，
・rt・… E ，

・rt・一 一 ・呶 ・t・・1・・t・・ 嘸 … 158）

ただし 、第 二 の 等式に現れ る n姦（rt）は

　　　　　　　・姦・昨 僻 緤 輌 … P・
，
・r ・・， …

− m … 　 159・

で 定義され 、流体 と共に動 く局所座標で み た運動量流束密度テ ン ソル と い う意味を持 つ 。次に 、

（149）式の Q（1）を書き換え よ う。（145）式とそ の 複素共役 を （137）式に代入する と、Q（1）に対す

る次 の 表現が得 られ る 。

・（・）一
一f… 1

∂V （X／
一「t）

〈勲 ψ晝・1
’

・ψ・（1
’

）ψ・ （1…

ただ し 、こ の 表現 にお い て は 1’ ＝rtti で あ り、4 つ の 場の 演算子 の 時刻は同じで ある 。さらに 、

（ψも（・）卿
’

）1。（1
’

）ZD。 （・）〉一 ρ，（・r ・〜， 甼 ，
・1）と書き換え、甼 を rl か ら 1次まで麟 す る

と、次式が得られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　 Q（1）＝一▽ 1旦
v
（1）．　　　　　　　　　　　　　　 （160）

ただ し、丐（1）は 、1土 ≡ （r1 ± r／2，
tl）を用 い て 以下の よ うに定義され て い る。

　　　　　　　　噸 ・・ − d3鴨
∂

夥
）
〈ψム・1・ ・ψ蓋・・一・ψ… 一・ψ・… ）〉・　 ・16・・
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（160）式の 関係に注意する と、H彩の 評価には局所近似を用い るの が 妥当で ある こ とが理解で きる 。

そ こで 、この H彩を （117）式の 記を用い て表 し 、 その 結果に （16）式と （55）式および 〔ユ28）式を 代

入し 、 最後に fに関す る部分積分を実行す る ， すると ，丐 に対する以下の 表式が 得 られ る。

　　　丐（・・）一

（乞1＞
2

1罅 儲 熹∫霧野（脇 ＋
9

緇 ）
　　　　　　　　・ ［Kl12

・2
（P ・

，　pt・
’

；qw ，
・rt）＋ （2・ ん）

4
δ（q ）δ（w ）σ

12
（P・ ，

・t）σ
12
（P

’

・
’

，明 ． （162）

以上で準備が整 っ た 。 そ こ で 、」　 ＝　nv の関係と （158）式お よび （160）式を （149）式に代入し 、（157）

式を用い る と、運動量保存則を表す次の 方程式を得る 。

　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 ∂v　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ▽ u　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　祝
＋ v 鹽▽ v ＋

羸
▽旦＋ −rt　＝

　
Or
　 　 　 　 （163）

ここで 、テン ソル 璃ゴは H 貳ゴ≡ H碁季 H髫で 定義され 、 （159）式と （162）式を用い て あらわに 書き

下すと 、下記の よ うにな る 。

　　　喇 ・ ∀齢熱 脚 ）・（・・
，
・t・

　　　　　　　　・
（

暫 論 1講 ！罅 （Vg…＋
q

緇 ）
　　　　　　　　・ ［κ

12・12
（P・

，pt・
’

i・qca，　rt）＋ （2両
4
δ（q）δ＠）σ

’2
（P ・

，
・t）σ

12
（P

’

・
’

，
・t）］． （164）

ただし 、 p ＝ p − mv で あ り、　G12は （59a）式で 与え られ 、 また、　k は 局所近似の 結節関数 （127）

と （；29）式を用 い た Bethe−salpeter方程式の解 （124）である 。 こ の 篁は明らかに対称テ ンソル で

ある 。

　最後に 、 微分形式の エ ネルギ r 保存則を導出する 。 こ の 目的の ために は 、 （152）式の代わ りに 、

次式で 定義され る エ ネル ギー
密度の 表式か ら出発する の が便利で ある 。

・・1）・ 蓋・ 1・▽ ・卿 ・Z・… ）〉｝＿ ＋11… 1・V ・r ・
一

・1＞脚 脚 ・ψ・隔 ・・… （・65・

ただ し 、 こ の 表式に 関して は t’

i　
＝　tiで あ る。（165）式を時間に つ いて 微分し 、 その 結果現れ る場

の 演算子の 時間微分を （144）式を 用い て 消去し 、さ らに 、 相互作用項に 関する 1 次の 勾配展開を

（160）式の導出と同じ手続き で 行 う。 こ の よ うにして 、 微分形式で表された次の エ ネル ギー
保存則

を得る 。

　　　　　　　　　　　　 ∂ε（rt）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （166）　　　　　　　　　　　　　　　 ＋ ▽ ・jε （rt）　； 　−j（r‘）・▽ σ（rt）．
　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 ∂t

ここで 、jeは エ ネルギ
ー

流束密度を表し、演算子

　　　　　　　　　　　　∫（嘩 纛▽ 一
嘱 師 ・（・t）1，，

． r
’

を用 い て 以下の よ うに定義され て い る 。

　　綱 当慕（▽ − v ’

）▽ ▽ ・
12
（・岡

薗

・11酬 鵡 岡 ∫（・＋t）di・（＝ t）〉

　　　　　　
−11d3”

∂lli／
「）・［〈轍 一t）s〔・＋t）di・（L ・）鴫 （・＋t）5（L ・）ψ・（・＋ ・）〉］・

（167）

（168）
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（166）式における εと jgには微分演算子がかか っ て い るの で 、 （165）式と （168）式は局所近似で 評

価する のが妥当で ある 。 そ れは、（158）式と （162）式の導出と同じ手続きによ り実行で き、以下の

表式を得 る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ − 1…
・
＋ Si

， 　 　 　 　 （169・）

　　　　　　　　　　　　　　jε ＝ 二　豈mnv2V 一季一SiV→−1エV 一垂一j（？・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（169b）
ただし、皿は （164）式で 与え られ 、 また EriとjQは 局所運動量 p ＝ p − mv を用い て 次式で 定義さ

れて い る 。

・・（・瞬 1護黠 ・… ，
・t）・・圃

　　　・割 講 ［・
・

（圃 び
・

・・・ ・・・・・…圃 … 圃 ， （170a）

・・瞬 趨 鑛 酬 ・輔 ・… ，…

　　　　・響1論 1講 1窪農（2pv4 ＋ q％
P
欝）

　　　　・ ［κ
12・12

（Pε，P
’

・
’

；卿 ，
・‘）＋ （2π ゐ）

4
δ（q）δ（ω ）σ

12
（P ε，

・亡）σ
12
（P

’

ε1叫 　（170b＞

こ こ で 、（170a＞式の 導鵬 には （145）式 を用 いた。6iは流体 と共 に動 く局所座標 にお け るエ ネルギー

密度、すなわ ち内部エ ネルギー密度を表し、また 、jqは 熱流東密度ベ クトル で ある。

　（169）式を （166）式に 代入 し、（157）式 と （163 ）式を用い て 変形する と 、エ ネ ルギー保存劉を表

す以下の 方程式を得る 。

　　　　　　　　　　　　　咢
・ ▽ ・（・・V ＋ ・Q）・

多
瑪・點 　 　 ・・7・・

v ＝ 0 の とき 、こ の 方程式は熱伝導方程式に簡略化され る 。

　（157）式 と （163 ）式お よび （171）式は 、それぞれ 、微分形式の 粒子数と運動量お よび エ ネル ギー

の 保存則で あ り、そ こ に現れ る物理量は （156）式 と （164）式お よび （170）式で 定義され て い る。こ

れ らの 物理量は 、 （70）式と （72）式および 局所近似の （124）式を解 くこ と で 、 全て 微視的に 計算可

能 であ る 。

8　輸送方程式 と流体力学

　流体 力学は、通常 、統計力学とは無関係に、筒所的な粒子数 ・運動量 ・エ ネルギー
保存貝週に基

づ い て 、力学的 ・決定論的に構成 される ［49］。そ の よ うに して得 られる Navier−Stokes方程式は 、

非線形発展方程式の 典型例とな っ て お り、また 、乱流 ・カオス ・パ ターン 形成など非平衡系に特有

な現象を内包して い る 。 しか し 流体力学は 、本来、多粒子系の 平均的な運動を記述する 学問分野

で あ り、統計力学と密接な関連があるはずで ある 。
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　こ こ で は 、 単原子分子 か らなる古典希薄気体を例に取 り、流体力学の 方程式が輸送方程式か ら

導出で きる ことを見てゆ く。具体的には 、Boltzman且 方程式を出発点とし 、　Enskog による 「局所

平衡か らの 展開」 150，51】を用い て 流体力学の方程式を導く。この 考察は、流体力学的方程式の微

視的基礎づけを与え るだけでな く 、 流体に おける確率分布関数の 形を決定する こと も可能にする 。

そして 、こ の 確率分布関数を用い て 6 章の 考察を行えば、流体 中の 二 体相 関関数や揺 らぎの 計算

も実行で きる e すな わち、流体とい う典型的雰線形非平衡系に対し て 、平衡系と同様の 扱い が 可

能に なる の で ある 。 こ の ように 、非平衡系は神秘的で も何で もな く、統計力学の 射程内に あ り、輸

送方程式は その解明に対する基礎を提供して い る。こ の 考察を通して 、パ タ
ー

ン形成や 乱流など

非平衡現象の 宝庫で ある流体力学も 、 実際は熱平衡状態に 近い とい うこ とを感じて 頂ければ幸い

で ある 。

　こ こで扱う主題は古典的な内容で 、例えば Chapman と Cewlingに よる教科書 ［50｝や Hirschfelder

らによ る著書 ［5ユ］に詳述されて い る 。 あえて こ こ で 取 り上げるの は 、 希薄古典気体に限定されたそ

れらの 内容が 、場の量子論による量子輸送方程式を用 い るこ とで 、強相関効果 ・量子効果 ・揺らぎ

の効果等に関連して 、今後さらに理解が深 まると期待され るか らである。また Chapman ．Cowling

や Hirschfelderらに よる考察にお い て は 粘性係数など の 輸送係数を求め る こ とが 主 目的なの に対

し、こ こ で の 考察は 、将来における揺 らぎの 計算等 も視野に入れ 、毓 体 中の 分布関数を求める近

似法」 と の 視点に 立 っ て 流体力学の 方程式を導出する。導出の 詳細は文献 ［52］に よる。

　考察 の 出発点は （86）式の Boltzmann方程式で 、改めて 書き下すと次の ようになる。

　　　　　　　　　　　　　　霧・蕩
・嘉 馨磊一・

・lf】　 　 （172）

右辺の Ip凶 は衝突積分で 、古典希薄気体に対す る表式は 、（86b）式で 交換効果 を 無視する近似

σ協一p3 膠＿p 、

一一 　O を採用し 、さらに 高温極限 （1＋σ f）→ 1 をとる こ とで 得られ る 。 さらに変数変

換 P2 ； P＋ q・P3 ； P − q
’

／2・P4 ＝ P ＋ q
’12を行 うと、　Jp ［f］が以 下の よ うに 表現で きる。

　　　　　　　　・
p ［f］一 儲 ，蓋1… f・＋・q

−
q

’

・1・・，＋ ・・＋，
’

・嚇 ＋q・・　 （・73・

ただし 、dσ
＝dStq・　fdq’δ（q’− q）［mlv （q

・＿q ）／2114rh2 ］
2

は散乱の 重心座標で の 微分散乱断面積で あ

り 153］．また 、dΩq
’は q

’

方向の 微小立体角を表す。特に 、　 F　Yq ＝　一一定」 で ある接触梱互作用 の微

分散乱断面積は 、 α 111mlv 　14π h2で 定義され る散乱長を用 いて 、

・・ 一 ・
2d

吋 ・q
’

・（4 − q）1 （174）

と表 され る 。 こ の 表式は 、 半径 a を持 つ 剛体球の 二 体散乱に よる微分散乱断面積の表式に他なら

ない 【53〕。 以下で は、簡単のため、この接触相互作用の 場合を考え る ことにす る。

　次に 、BoltZmann方程式か ら得られ る粒子数 ・運動ig　・エ ネルギ ー保存薊を書き下す 。 それ ら

に 関与する 基本的物理量は 、粒子密度 n （r ，
t）、速度 v （r ，

　t）、温度 T（r ，
　t）、流体と共に動 く局所座

標系で みた運動量流束密度テ ン ソル 旦（r ，
t）、および 熱流束密度ベ ク トル jQ（r ，

t）で ，局所運動量
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p≡ p −
　mv を用い て以下の よ うに定義 されて い る。

　　　　　　　　　　　　　　　n ・・ ，・t）一 儲 ，・・圃 ， 　 　 ・175・）

　　　　　　　　　　　　　・ 岡 一
n 、k，、儲 、Sf・P ，

・
，
t・， 　 　 ・・75b・

　　　　　　　　　　　　塒 、、。諞 1、驀、蓋… erltl1 　 　 ・175・）

　　　　　　　　　　　　　　ll（・，・t）− 1（驀、霧・（P ，
・

・
t）7 　 　 （175d）

　　　　　　　　　　　　　jQ（r ）
t）− 1（驀3蓋蕩f（Pi　r ・

t）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　（175e）
これ らの表現は、また 、一般的な表式で ある （156a）式、（156b）式、（170a）式、（164）式お よび （170b）

式か ら、次の 操作に よ っ て も得 られる。すなわち、相互作用項を無視し 、（85）式で 定義され た 分

布関数ノを用い て 書き換え 、さらに内部エ ネルギー
密度 εiを 単原子理想気体の 表式 Si＝号nkBT で

近似す る 。

　以上の 準備の 下で 、粒子数 ・運動量 ・
エ ネルギー保存則を導出する 。 具体的に は 、 （172）式にそ

れぞれ 1、p！m および 戸
2
／2m を掛け、　p に 関する 3 次元積分を実行する 。 する と、（173）式の衝突

積分か ら の 寄与は消え る こ とが 確認で き る 。 こ れ は 、二 体衝突に際して 全粒子 数 ・運 動量 ・ヱ ネ

ルギーが変化しな い ためで ある 。 対応する保存則は、（175）式の 物理量を用 い て 以下の よ うに表現

で き る 。

　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　 ∂n

　　　　　　　　　　　　　　　　　石
＋ ▽ （nv ）＝0，　 　 　 　 　 （176a）

　　 　　　 　　 　　 　　 　　　∂v　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 ▽ u　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　石
＋ ・

’▽ ・ ＋
瀛

▽旦＋ m
＝ °

， 　 　 　 　 （176b）

　　　　　　　　　　　1・k・（
∂T
− 十 v ・▽T
∂t ）・ ▽… ＋ ・ ・▽ ・ ：＝ 　… 　 　 176・・

ただし 、A ：弖 はテ ンソル 積 4 ：互 ≡ Σ乞ゴ砺
B

ゴi を表す 。
こ れ らの 式は 、

一
般の 場合の 保存則で あ

る （157）式、（163）式および （171）式の 古典希薄気体版で あ る 。 実際 （176a）式と （176b）式はそれ

ぞれ （157）式と （163）式に見かけ上同じで あり、また （176c）式は （171）式で εi　＝ 耋nk−BT と置 く こ

と によ り得られ る。

　さて 、Boltzmann 方程式 （172）は 、 （p ，
　r

，
　t）を変数 とする非線形偏微分方程式である。この問題

を、（r ，
t）を変数 とする連立偏微分方程式 （176）を解 く問題に簡略化する こ と を考え る。こ の ため

の標準的手法は、Enskogによる 「局所平衡か らの 展開」［50，511を採用する こ とで ある 。 まず、分

布関数 fを次の よ うに展開する 。

∫（P ，
・

， 亡）＝ ノ
〔le〕

（P ，
・

，
オ）［1＋ ・・

（’）
（・， 切 ・ 一・］・

こ こ で 、ノ（le）は、　p ≡ p −
　mv を変数 とする局所平衡分布

　　　　　　　　　　　　　　　　　（2π h）
3n
　　　　　　　　戸

2

・
・1… 一

，，＿ kBT ，
、1，

exp （、唖 。），

（177）

（178）
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を表す。こ の f（le）は、次の 二 つ の 条件を満足するよ うに選んだ ［50，
51］： （i）Ip［f］が 消える とい

う局所平衡の 条件 ； （ii）（175a）一（175c）式をそれ 自体で満足する 。 そ れ ゆえ 、（177）式におけ る高

次の 補正項 g 〔ゴ）
（ゴ＝ 1

，
2

，

・
）は 、以 下の 条件を満た す必要がある。

　　　　　　　　　　　　　　，磊，
P・ f（1・・9 …

一 ・ 圃 ， … 　 　 （179）　　　　　　　　　　　　1
局所平衡分布 ／（1e）には 5 つ の 未知 関ta　（nl　v ，

T ）が挿入 されて お り、 その 数は保存則を 表す発展方

程式 （176）の 数と
一

致する 。 残され た問題は 、それ ら の 方程式に おけるそ の他の 未知関数旦 とjQ

を 、（n ，
v

，
T）とそれ らの導関数を用 い て表現する こ とで ある 。 それ によ り、（176）式が （n ，　v ，

T）に

対する閉じた 方程式 とな る。ちなみ に、∫
（le）は、また、（82）式 と（83）式を用いた 分布関数 （85）の

高温極限 として も得 られ る こ とに注意してお く。

　展開 （177）を Boltzmann 方程式 （172）に 代入し 、左辺の 微分演算子 を 局所平衡か らの展開にお

ける 1次の オ
ーダー

の微小量と み なす。また x　 lp［f（！e）］＝ 0 に注意すると、1次の オ
ー
ダ

ー
に 関し

て 次の 方程式を得る。

　　　　　　　　　　
∂

静
）

・ 昜
・
∂

罪・ ▽ ・ ・轟丁
！
・le・一培）

［f｝・

こ こ で 、右辺 の ISi）［f｝は 、 （173）式と （177）式よ り以下 の よ うに 与え られ る 。

・s’｝［・・− 1・轟 景1・・ fSie’・fB
’

2’， （瑠、q −q
’

，1・ ＋ ・ge、q＋ q
’
，！・

一
・9’瑠 ・）・

（180）

（181）

次に 、（180）式にお ける f（】e ）の 微分項を 、（178）式を用 い て （n ，
v

，
　T）の 導関数で 表現する 。 さらに、

そ の 結果現れ る 時間微分項を、局所平衡近似で の 保存則 （176）を用 いて 消去する 。 その 際、（175）

式に f ＝ f（le｝を代入して 得られ る次の 関係式 を考慮する。

旦
（1e）

＝ P ！， j翕
e ）一・・ （182）

ただし、P ≡ nkBT は 局所平衡系 の 圧 力を表し 、また、1は単位テ ン ソル で ある 。 こ の よ うにして 、

（180 ）式の 左辺が 以下の よ うに 変形で き る 。

∂

窰
〉

＋ 鷺 ，
）

＋ 爵 ・
・le・

一 ・
・le・

［・（kk 一等・）・▽ ・ ＋（k
・−1）9・▽ 1・ ・］・

ただし、k は以下で定義された無次元 ベ ク トルで ある。

これに加えて、次の 二 つ の 無次元量

k ≡ Pん輛 ．

　

V摩忙 f ≡ n
’1！3r

，

（183）

（184a）

（184b ＞

お よび平均 自由行程
　 　 　 1
1 ≡

　　4A πa2n
’ （185）
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を導入してお く。 これ らを用 い て （174）式 と （178）式を 書き換えた後、（181）式に代入 して 運動量

積分を無次元化し、そ の 結果と （183）式を （180）式の それぞれ 右辺と左辺に代入する 。 する と、以

下の 無次元 の 方程式が得 られ る。

誹嘉1、1剽 躱
δ（

tq｝9q）
・

−k2 −・… ）
2

［・鉾、q −q
・

、1、
＋ ・鉾、q＋q

’

、1、
一

・9L釧
一

・e
−’e2

［・（kk 一誓・）… ＋（・
・一；）… 1・ T …　 　 　 　 86・

ただし、▽ ≡ ∂／∂fを導入 し、また 、g〔1）を k ≡ 創〉
！
嘛 の 関数として 再定義した 。同様に し

て 、（179）式は

　　　　　　　　　　　　　1d3・e
一
耀

）一・ 回 ・
，
・）， 　 　 （187）

と書き換え られる。（186）式は 、（187）式を補助条件とする eplt1
〕
の 線型積分方程式とみなせ る 。

　（186）式の 右辺の 形よ り、解 として次の 形を採用す る 【50，
51］。

　　　　　　　・£L − 1・ 11・
・

・・・…）（kk　
一　X2・）・

sC… ＋・A ・

…k・

・… 1・ T］・　 ・188・

こ こ で A5 〆2 と A3 ／2 は 二 つ の 未知関数で 、そ れ らを指数 α ＝ 5／2，
3／2 で 区別する理 由は以 下で 明 ら

か にな る 。 （188）式を （186 ）式に 代入 すると 、A α
に対す る分離した 二 つ の 方程式

誓1砦1礬δ（
’

q ｝q9）
e
−・

2−・・＋・r瑠 ・ 略 。

一
鵤 ，q ．q

’

、／，
一
雅 ，q＋q

’

、、，］一 ・

一・
2
・lt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（189）

が 得られ る 。 こ こ で 、Rll と   は テ ン ソルで 、その 具体形は、表 1に基本テ ン ソル W 瓮を用 い て

与えられて い る。右辺 の 因子 e
− k2

は 、　k2を変数とみなす とき、　Sonineの多項式 ［50 ，
51］の直交関

係に 現れ る重み関数に
一致す る。そ こ で 、（189）式を効率よ く解 くた め に 、A α

（ε）を Sonine の 多

項式 ss（ε）を用い て 以下の よ うに展開する 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ホ

　　　　　　　　　　　　　　　　　A
α

（・）； Σ ・2θ2（・）・　 　 　 　 　 　 （190）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 乏＝ 〇

二 つ の 方程式に対して 異なる指数 α ＝ 5／2，
3／2 を持 つ Sonineの 多項式用い たの は、（189）式 の 右

辺を単一成分のみが有限の 値を持つ ベ ク トル に変換し、方程式を効率よ く解くと い う便宜上 の 理

由か らで あ る。（188）式、（190）式お よび θ2〔ε）の 直交性 を用 い る と、補助条件 （187）は 、次の 一

つ の 条件に 簡略化 され る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ・1！2 ・ ・ O．　 　 　 　 　 　 　 （191）

　　　　　　　　　　 α 　 　 膿 　　 　　 Rll　 　 　 窄

　　　　　　　　　　5／2kk −
（k
・2
／3）⊥ 288 （k

・2
）W £ A α

（il2）膿

　　　　　　　　　　3／2 k − S7（il2）γレ瓮 A α

（k2）ンソ足

表 1： （189）式に現れ るテ ンソル の定義式。θ8（ε）！1 と Sf（ε）＝ 1＋ α
一

ε は Sonineの 多項式。
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α 　 a3 　 　 a7 　 　 α 穿　 　 a 蜜　 　 αs
5／2　　2．2511　　0．1390　　　0，0233　　　0．oo58　　　0．oo18

3／2　　　　0　　　　− 1．7036　　− 0．1626　　− 0．0371　　− O．Ol17

表 2： （192）式を数値的に解 く こ とに よ り得 られ た α7の 値。

それゆえ、以下で は、α ＝ 3／2 に 対する （190）式の 展 開か ら e ・・： O の 項を除 くこ とにす る。次に 、

（189）式と 52（k2））／Vf／4π の テ ン ソル積 （α ＝ 512）あ る い は ベ ク トル積 （α ＝3／2）をと り、続けて

k に 関す る 3 次元積分を実行する 。 す ると、（189 ）式は 、α 『に 関す る次の線型連立代数方程式に 変

換され る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ場 α捗一 π7・
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e’

こ こ で 、R7 の 定義と そ の 具体形は 下記の 通 りで ある 。

剛 難 聯 鮓 ｛靱
：α ＝ 512

：α コ 3／2

（192）

（193）

ただし 、（）／v．，　R ）は 、α ・＝ 5／2 と 3／2 に つ い て 、それぞれ テ ン ソル 積 W ：R ≡ X ，ゴ
）／VijRjiとベ ク

トル 積 W ・冗 ≡ L 嚇 π 1を表す もの とする。また 、（192）式の T
，7， は 、k 積分にお ける変数変換

k → k − q！2 によ り、以下の よ うに 表せ る 。

　　　　　　　　T・・’
一劉

D °

・ke
−・・2

・
・f。

°°

・qe
−q21…f。

° °

・9
’

・・q
’一

・・

　　　　　　　　　　　× ［∫＆，（k ，g，q）十 ∫麗，（k7q1
− q）

− 21＆，〔k，
　q，q

’

）］．　　　　　　　　　　　　　　　　（194）

こ こ で 、∫矗（k ，
　q，

　q
’

）は 、

　　馳 4・・ 1警∫筆 （（k− q／…）・3・（・二・
’

！・）
2
）（膿 ．

，1・， 膿 吋 ・・）− 195・

で 定義され 、また 、場，（k，g，　g）と ∫夐，（iC，g，

− q）は 、（195 ）式で それぞ れ k −
　q

’12→ k − q12 お よ

び k ＋ q／2 と置 く こ とによ り得られ る。

　（194）式の 行列要素の最初の 数項は 、解析的に容易に計 算で き、7認
2

＝ 7響
2

＝ 1、嬬
12

＝ 7留
2

＝

− 1／4、7翌
2

＝ 205／48 および 7動
2 鬲45／16 と求まる。また、一般の ee’ に関する 行列要素も数値的

に簡単に評価で きる。そ の よ うにし て 計算 された Te7，を用 い 、かつ 、無限次元行列 （Te7，）を有限 の

e
，
で 打ち切 る近似を採用す ると、（192）式は数値的に容易に解 く こ とが で き、そ の 際の誤差も 6

。
を

変化させ る こ とで 見積もる こ とがで き る。表 2に は 、そ ¢ ｝よ う に して 得 られた α7の収束値を示 し

た 。 例えば 、α：
／2

と α112の 値は 、それ ぞれ 4
。

＝ 0 お よび 1 として 得 られ る 5＞肝／4 と 一15＞研！16

よ りも絶対値に してわずか 2％大きい だけで ある 。 こ の ように 、Sonine多項式展開に よる有限項

近似は 、極めて 速い 収束を もた らす。
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　（175d）式 と （175e）式に （177）、（178）、（188）式を代入す る と、運動量流束密度テ ンソル と熱流

束密度ベ ク トルの 表式が、展 開の 1次まで の オーダーで 以下の よ うに得られ る。

・1・
一・・ザ … （1黷 一・1ゴ1・ ）， （196a）

　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　 ∂T
　　　　　　　　　　　　　　　　　　jQ　

＝一（コP ・

灰
・　 　 　 　 　 　 （196b）

こ こ で 、P　＝ 　nkBT は単原子理想気体の 圧力を表し 、Cp ＝ 爰nkB は 定圧比 熱で ある。また、　y と

κ はそ れぞれ動粘性係数および熱拡散係数と呼ばれ 、（185）式の平均 自由行程 1と表 2 に与えた係

数 α1／2 お よび al
〆2

を用い て 以下の よ うに定義され て い る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　v　一 　il　es・IX・， 　 　 　 （197・）

　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一一
V摩 ・1・…　 　 　 197b・

これら の 係数は明らかに同じ次元を持 つ 。それ らの 比 Pr ≡ u ／κ は Prandtl数と呼ばれ ［50］、流体を

特徴づけ る基本的無次元量の
一

つ とな っ て い る 。 表 2と （197）式を用い て得 られ る理論値 耳 ＝0．66

は 、1 気圧 273K の Ar にお ける値 0．67 など 、多 くの 単原子気体の値ときわめて 良 い一致を示す

【51］。

　以上 の よ うに （n ，
v

，
T ）お よびそれ ら の 導関数を用 い て 、未知関数 旦 と jQを （196）式の よ うに

表現 で きた 。これ らを代入 した （176）式は 、（n ，
v

，
T ）を決め る閉じた方程式系を構成する 。 特に 、

（176b）式は Navier・S七〇kes方程式に 他な らず ［49］、また 、（176c）式で v ＝0 と置 くと熱伝導方程式

に 帰着する 。 こ れ ら の 方程式が 「局所平衡か ら の 1次まで の 展 開」 を用 い て 導出された こ とを改め

て 強調 してお く。従 っ て 、そ の 正当な適用範囲内で （176）式と （196）式を解 い て 得られ る （n ，
v

，
T ）

に対し て は 、f の 熱平衡分布か らの ずれ は 小 さ く、（178 ）， （188 ）， （190 ）式お よび表 2 の 係数を用 い

て 、（177）式の よ うに表せ る 。 こ の よ うに 、乱流や パ タ
ー

ン形 成など様々な非平衡現象の 宝庫で あ

る流体力学の対象 も、そ の エ ネル ギーの ほ とんどは 、 平衡統計力学で 記述で き る熱で 占め られ て

い る の であ る。得 られ た分布関数 （177）を用 い ると 、流体 中の 揺らぎが 第 6 章の 方法で 計箏可能で

ある こ とを再度指摘 して お く 。

9　 まとめ と展望 ・課題

　非平衡多体系の 力学的な時間発展を記述する量子輸送方程 式に つ い て解説した 。 用い た 手法は

Keldyshグ リーン 関数法に よる非平衡多体摂動展開で 、そ の 積分経路 と Feynman 則は、熱平衡状

態の も の に多少の 変更を加え る こ とで 得られ る （第 2 章参照）。 熱平衡状態の 松原グ リ
ー

ン閼数が

ス ペ ク トル 関数 A に より完全に 決定される の に 対し、非平fi　Keldysh グ リー
ン関数に は

一
粒子分

布関数 φが 余分の 未知関数とし て つ け加わ る （3．1節参照）。 それ ら二 つ の 関数に対する 自己 無撞着

非線形 発展方程式が Dyson方程式 （54）に 他な らな い
。 量子輸送方程 式は 、そ の Dyson 方程式 を

Moyal 積を用い て Wigner表示に変換した後 、勾配展開を 1次で 打ち切る近似によ り導出 さ れ 、時
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間 ・空間に つ い て
一
階の 非線形偏微分方程式で ある （第 3章参照）。 それは、遅延 グ リー

ン関数に対

する Dyson 方程式 （70）および分布関数に対する （72）式で与え られ 、　A と φに対する閉じた方程式

系を構成する 。そ こに現れ る 自己エ ネルギーは 局所近似で評価す るの が妥当で ある （3．4節参照）。

こ の 量子輸送方程式にお い て ス ペ ク トル 関数 A の情報を積分で消去す ると、通 常の Boltzmann 方

程式や準古典方程式が得られ る （第 4 章参照）。

　勾配展開を 1 次で 打 ち切る 近似が正 当化 される の は、系の微視的な長 さと時間の ス ケール で あ

る粒子間の 平均間隔および h！εo （ε。 ：系の 特徴的エ ネルギー
）に 較べ 、系の 巨視的な空間 ・時間変

化が緩やかな場合で あ り、こ の 条件は多 くの 非平衡系に 当ては まる。こ の 近似あ る い は 「粗視化」

の もとで 得られた 分布関数に 対 する輸送方程式 （72）か らは 、また 、 非平衡状態にお けるエ ン トロ

ピ
ーの 情報を取 り出せ る こ と も明 らか にな っ た （3．5節参照）。 そ の 時間発展は、一階偏微分方程 式

で ある連続の 式 （76）で 与え られ る 。 そ して 、 孤立系に おける分布関数 φは Bose／Fermi分布に漸

近して衝突積分がゼ ロ とな り、また 、エ ン トロ ピ
ー

の 増大 もな くなっ て 平衡状態の 値に 落ち着 く

（3，6節参照）。以上の よ うに 、 非平衡系におけ る 「エ ン トロ ピー
」 の微視的表現が 得 られ 、また、

それが ど の よ うな条件下ある い は粗視化の 下で 定義で きるか を明 らか にで きた 。系を純粋に 力学

的に扱 うにも関わ らず、なぜ エ ン トロ ピー
の概念が 現れ 、また 「非可逆性 」 が 生じた の か と い う

疑問が湧 くか もしれな い。しかし 、ここで の 取り扱 い は 、確率概念で ある 「分布関数」 の 時間変

化を純 力学的に追 うと い う手 法を用いて い る。そ し て 、こ の 分布関数の 時間発展は 、系の 「乱雑

さ」が増大する圧 倒的多数の 初期分布 を反映する 。 これが 、こ こ で の 扱 い で 「非可逆性 」 ある い

は 「時間の 矢」 が 生じ る理由で あると考えられる ［29］。

　こ こ で 得 られ た方程式は 、また、平衡状態にお い て 遅延グ リ
ー

ン 関数に対する Dyson 方程式に

帰着し、松原グ リー
ン関数を用 い た 平衡統計力学を包含す る 。 つ ま り、平衡統計力学の 自然な 拡

張として の 非平衡動力学で ある 。 非平衡動 力学としては Langevin方程式な どの 確率微分方程式に

基づ くも の もあ る 。 しか し、これ ら の 方程式は、一
般に確率変数を用 い て 、 定常状態 として の 熱

平衡状態を再現す るよ うに 人工 的に構成され て いる ［4］。 従 っ て 、純非平衡系へ の 適用に疑問が残

る 。一
方、こ こ で の 手法は 分布関数を純力学的に 発展させ るもので あ り、そ の よ うな 問題はな い

と考え られ る。また 、ハ ミ ル トニ ア ン （14）を用 い たこ こで の考察は 、表面に おけ る熱浴と の 相互

作用を力学的に 取 り込むこ とに よ り、熱流や 運動量流の ある場合に も適用可能で あろ う。 さらに、

二 体相関や揺 らぎ も第 6 章の手 法で 計算で きる 。 こ の 意味で 、 場の 量子論を用い た非平衡統計力

学は 「確立」 して お り、そ こ に原理的問題はない と考えて い る e

　松原グリーン 関数を用い た場の 量子 論の手法は 、電子系や
3He

などに 適用 され 、そ の 物性の 理

論的解明に大きな 役割を果た して きた。それ は 、今や、物性理論に おける必須の道具とな っ て い る

［8〕。 そ の 自然な拡張として得 られた量子輸送方程式は 、非平衡系の 理論的解明に 大き く役立 つ と

期待で き る で あろ う。平衡系と非平衡系とは い っ た い何が 異なる の で あろ うか ？ 平衡系の Gibbs

分 布な どに 相当す る非平衡定常系にお ける 普遍的な分布あ るい はポテン シ ャ ル は存在する で あ ろ

うか ？ 輸送方程式を用い て 非平衡系を扱 うこ とで 、こ の よ うな 問 い に も
一
定の 答えが 得られ る と

考えて い る p 例えば 、後者の 問い に 関して は 、輸送方程式を解 くこ と で 非平衡系の 時間発展 を追
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」

うこ とが可能で あ り、そ の 到達点として の 非平衡定常状態の性質を調べ れば よい こ とにな る。非

平衡系は 、これ まで 一般に 、決定論的な非線形発展方程式 に基づい て解析され て きた 團。第 8 章

の 考察か らは 、 それ らが系の 平均的挙動の みを記述し 、 揺らぎの 効果を無視して い る こ とがわか

る 。 また、それ ら非線形偏微分方程式の正 当な適用範囲におい て は 、 平衡状態か ら の 逸脱の 程度

は小 さ い e こ こ か ら
一

歩下が っ て よ り微視的な視点に立ち 、分布関数の発展方程式 、 すなわ ち、輸

送方程式か ら出発する こ とで 、 非平衡系に おける揺 らぎや 様々 な 「非平衡相転移」 の 性質に つ い

て も解明が進むもの と思われ る。

　輸送方程式そ の もの に関して も未だに数多 くの 問題が残され て い る。そ の い くつ か を挙げる と

以下の ようになる。（i）3．6 節に おけ る 2 次摂動で の H 定理を高次ま で 拡張し て
一
般的証明にする

こ と。（ii）こ こ で の輸送方程式の 導出は 、　Moya ユ展開を 1次で打ち切 り、次い で左 Dyson方程式

と右 Dyson 方程式が等価に なる よ うな近似を用い て 行 っ た 。

一
般に、ある次数で Moyal 展開を打

ち切 っ た とき、どの よ うな近似の 下で 左 Dyson 方程式と右 Dyson方程式が等価に な るか を明らか

にす る こ と 。 （iii）結晶中の 電子に対して 、 周期ポテ ン シ ャ ル に よる バ ン ド間散乱の 効果を 含む輸

送方程式を導出する こと D （三v ）超伝導 ・超流動状態へ の 適用 。

　量子 輸送方程式 を用い た 非平衡統計力学は 、未開拓の 魅力的な分野で ある 。 本稿を読ん だ読者

に 、こ の 分野 へ の 興味を持っ て 頂い た とした ら、筆者に と っ て望外の喜びで あ る 。

Appendix 　A ．第二 量子化

　第二 量子化は 、多粒子系を簡便に記述す るために必要不可欠な数学的手法で あ り、学部レ ベ ル

の 量子 力学で きちんと学んで お くべ き主題で ある。そ れに もかかわ らず、基礎か らし っ か りと学

べ る教科書が 少な い よ うに 感 じ る、私自身も第 二 量子 化 で 躓い た覚えがある 。

　 こ こ で は 、まず 、 同種多粒子 系が 持 っ 置換 に つ い て の 対称性か ら説き起 こ し ．そ の 置換対称性

を表現する便利な手法として第二 量子化を導入 する 。

A ．1　 置換

　まず、置換に つ い て の基礎的事項を説明す る 。 数学的な 証明は文献 ｛54｝を参照された い 。 置換

（permutation＞は 、　 N 個の 席に 座 っ て い る N 人の人が互い に席を入れ替える操作 を意味し、そ の

演算子 P は以下のよ うに表す こ とが で き る。

・ 一 （
1　 2　 3　 …　　〈厂

Pl　　P2　　P3　　
’”

　　　Pハ1）・ （198）

こ こ で 、第二 行の Pi は 、　iに座 っ て い た人が Pi に席を移した こ とを表す。従っ て 、各 Piは 1から N

まで の 中の
一

つ の 値をと り、それ らの間に重複はない 。 相異なる P の 数は 1V！で あ る 。 置換の 中

で 、特に 、円状に配置された 席に座っ た人が次々 と隣の席に移動するよ うな置換を巡回置換 （cyclic
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permutation）と呼ぶ 。 そ れ は 以下の演算子で 表すこ とがで き る。

　　　　　　　　　　・ 一 （瑠 ：：： 
1

り・ ・123 ・・・・… 　 199・

さ らに 、 置換の 中で 特別な もの として 、
二 人の 人が 互 い に 席を入れ 替え る 「互 換」 があ り、

　　　　　　　　　　　　　　　・，・ ・ G　？）・ ・12・・ 　 　 ・・…

と表すこ とがで きる。

　任意の 置換は巡 回置換の 積と し て 表せ る 。例を
一

つ 挙げよ う，

　　　　　　　瓦 ・ 儒 lll）一・・）（36）・125）・ （36）（125 ）・ （・・1）

こ の ように恒等置換 （4）は書 くの を省 くこ とにする 。 さ らに 、巡回置換は互 換の積に書くことがで

き 、具体的に以下の よ うに確かめ る こ とがで きる。

　　　　　　（；1：：：1ゴ 
1D

− ・12・・13・
・

…
− 1）（1…

こ こで 、右辺におけ る演算は 、右か ら左へ と順に行 う もの とす る 。 以上 の 二 つ の 事実か ら、「任意

の 置換は 互換の 積に書く こ とが で き る」 ことが 結論され る 。 例えば、（201）式の 置換 Pa は 、

　　　　　　　　　　　　　　　 1：h ； （36）（12）（15）

と表す こ とが で き る。例 をも う
一

つ 挙げ る。

　　　　　・b ・ Gll劉 一 ・364 ・・125 ・一 ・36）（34）（12）・15・・

各 々 の 置換を互換の 積で 表したとき、互換の 数が偶数で あるか 奇数で あるか は 、互換の 仕 方によ

らな い 。 例えば、上の Paは 奇数個の 互換の 積として 、また、　Pbは偶数個の 互換の 積とし て 表され

て いる 。 そ こで 、ある置換を互換の積で表したとき、そ の数が奇数個の置換を 「奇置換」、偶数個

の 置換を 「偶置換」 と呼ぶ こ とにす る 。 特に 「互換」は 「奇置換」で あ ること に注意してお く 。

A ．2　 同種多粒子系の 置換対称性

　同種粒子か らな る多粒子 系にお い ては 、質量などの粒子 の属性が同じで あるために、置換に 関

連し た特別の 対称性が 備わ っ て い る 。 典型例 と し て 、N 粒子系に 対す る 次の ハ ミ ル トニ ア ン を考

え よ う。

　　　　　　　a 一窰［幕・呵・

暑
・・1・・　

一
・…1）・ 書概 碁鰐

）・　 （2・2・
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こ こ で 、U と V は 、それぞれ 1体ポテン シ ャ ル と相互 作用ポテン シ ャルで ある 。 こ の ハ ミ ル トニ

ア ンは任意の 置換 P と可換で あ り、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　P∫｝戸
一i ＝＝A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（203）

を 満たす 。 例えば ／V ＝ 2 の 2 粒子 系を考え ると、上式は次の よ うに証明で きる 。

　　　　　Pi・姆 綴 蠕 ・ 嘲 脚 ・）・ ・（lr・− r・b］Pi・賠 ・・

この よ うに 、 置換は 、 ハ ミル トニ アンにおける和の 順序を変える の みで あ り、ハ ミル トニ ア ンそ

の もの を不変に 保つ 。（203）式よ り、P と H は同時対角化可能で あり、また、、ffに時間依存性が

な い場合には 、 P の期待値 も時間変化しな い こ とがわかる 。

　そ こで 、まず 、互ne　Pi2の 固有値牽求める 。　P，
2
，
は明らか に恒等演算子で ある 。 従っ て 、為2 の

固有値を σ とする と、それ は σ
2

＝ ユを満たすことがわか る 。 これ より σ　 ・ ± 1が結論 され る 。 す

なわち 、同種粒子系の波動関数は 、互換によ り不変であ るか 符号を変えるかの いずれかである 。 固

有値 σ と粒子の持 つ ス ピ ン の 大き さとの 関連が Pauliに よ り明らか にされ た （Pauli， ユ940年）。 そ

れ によ ると 、以下の対 応関係があ る。

　　　　・ 一｛：臨 繕，
一 一 ｛雛 ．：織、

・

例え ば、電子 、陽子 、中性子などはい ずれ もス ピ ン 1／2 を持つ Fermi 粒 子で あ り、光子はス ピン

1 を持 つ Bose 粒 子 で あ る。ま た 、複合 粒子 で あ る 水 素原子 は 、陽子 1 個 と 電 子 1個 か らな っ て お

り、そ の 全ス ピンは 0 ある い は 1 の 整数値をとるた め、全体 とし て Bo8e 粒子の 振舞い をする

　以上 は互換に つ い て の 考察で あるが 、任意の 置換P へ の 一
般化 も容易で ある 。 それ に は 、「任意

の 置換が互 換の 積として表すこ とが で き 、 そ の 互 換の 数の偶奇はそ の 置換に 固有で ある 」 と い う

上記 の 定理を思い 起 こせばよい 。 従 っ て 、 P の 固有値 として

　　　　　　　　　　　　　　　　！ ・ ｛｝：覊 　 　 　 … 4・

を得 る 。

　最後に、戸の波動 関数 へ の作用をあ らわに書き下してお く 。 N 粒子系の 波動関数を

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ψ v （Xl ，
x2

，

’・・
，
XN ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（205）

と書くことにする。ここで 、v は N 粒子系の 波動関数を指定す る量子数で あ り、また 、鞠
≡ rゴαゴ

は空間座標 r
ゴ
とスピ ン座標 α

ゴ
を
一

まとめに 表すもの とする 。 （198）式の 置換 P を Ψ
。
に作用 させ

るとい うこ とは 、定義として 次の 操作を意味する。

　　　　　　　　　　　PΨ シ （コc1，
x2

，

…
，
XN ）籌 Ψレ （¢ P玉 ，コ：P2 ，

…
，Xp κ ）・　　　　　　　　　（206a）

一
方、Ψ v は P の 固有関数で あ り、そ の 固有値は σ

P
で ある。こ の ことを具体的に表現す ると 、以

下の ように なる 。

　　　　　　　　　　　PΨ
レ （r1 ，

x2
，

．，．
，
XN ）＝ σ

P
重

ン （XI 、
x2 ，

，・・
，
mlv ）．　　　　　　　　　　　（206b）
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A ．3P の 固有空間の構成

　（206）式は、同種多粒子系の波動関数が P の 固有状態で あり、対称化 （Bose粒子）ある い は反対

称化 （Fermi粒子）されて いなけれ ばな らな い こ とを表して い る。以下で は 、こ の 同種粒子が 棲む

特殊な空間を 、 場の演算子を用 い て 簡便に構成する 。

　まず、調和振動子の生成消滅演算子 ［55］に倣 っ て 、 場の演算子 ψと 砂を 、次の 交換関係を満た

す もの として数学的に 導入する e

　　　　　　　　　［ψ（x ）1　di†＠’

）】。 ≡ li（x）ψ†
（め 一

・ψ
†
（x

’

）ψ（・ ）＝ 伽 ，め ， 　 　 　 （207・）

　　　　　　　　　［ψ（x ），ψ（x
’

）ユ。 一 ［ψ
†
（・），ψ†

（・
「

）1。 − O．　 　 　 　 　 　 　 （207b）

こ こ で 、δ（x ，
xt ）≡ δ（r

− rt）δαα
， で ある 。 次に 、真空ケ ッ ト IO＞と真空ブ ラ 〈Olを次式に よ り定義

す る 。

　　　　　　　　ψ（x ）10＞− o， 　 o − （di（x）lo＞）L 〈o【ψ
†
（・）， 　 〈olo＞＝1．　 　 （208）

以上が P の 固有空間を構成す る た め の 基本的演算子 と状態ベ ク トル で ある 。

　上記 の 演算子 と真空ブラケ ッ トを用い て 、状 態ベ ク トル lxlx2… XN ＞とその エ ル ミ ート共役を

以下 の よ うに導入する e

　　　　　　l・ lx … 嘩 志ψ†
＠・）ψ

†
＠・）… ψ†

（・N ）1・〉， 　 　 （・・9・）

　　　　　　〈x ・x ・
’・
蜊 軸

…
・・ 〉

†
一 志く・幽 一・ψ（・ ・）… ψ（・ 1）・　 （… b）

こ の 状態空間 IXIz2… XN ＞は 、場の 演算子 の 交換関係に より、自動的に P の 固有空間とな っ て い

る。実際、交換関係 ψ†＠2）ψ†（X1 ）＝ σψ†（Xl ）ψ†＠2）を用 い て 、　IX2XIX3　
… XN ＞＝ σ LXiX2× 3

… XN ＞

を示す こ とが で き る 。また 、一
般の P に っ い て も

lX，、
X

，、

… X ，。 〉＝＝　aPl ・・IX ・
・
… N ＞ （210）

が 成立する。

　状態 ベ ク トル IXIx2… XN ＞は次の 規格直交条件を満たす。

〈YI〃・
…

〃ILf　lX・X ・
・

… N ＞＝ 響Σ ・
P
δ（Yl，

・
，、 ）ti（y・ ・Xp2 ）

… δ（YN ， … ）・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P
（211）

これは 、恒等式

　ψ（Yl）ψ†
（X1 ）ψ†

（X2 ）
… ψ†

（XN ＞

一δ（〃1，
x 、）ψ

†
（x2 ）… ψt（XN ）＋ σ δ（y、，

X ，）ψ
†
（X 、）ψ

†
（X 、）… ψ†

伽 ）＋ …

＋・
N −1

δ（Yl ，
・N ）ψ†

岡 … ψ寸
（XN ．1）＋ ・

N
ψ†（XI ）ψ†（X ，） ・ψ†

團 di（Y、） （212＞
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を用いて 消滅演算子 di（y）を IO＞のすぐ左に持っ て来た後、ψ（刎 0＞＝ 0 を用い る こ とで証明で き

る。具体的に 、M ≡ 1＞ ＝ 2の場合には 、次の ように示せ る 。

〈y・y・1・・x ・〉一 ・1ψ〔y・）ψω 伽 ・）ψ・
圃 1・）

　　　　　　　一圭〈・M ・（・・，
Xl ）・2）・（x ・）… （Yl，

・・）ψ・
（x ・）＋ σ

2
ψ・瞬 ＋

＠蜘 ・）］1・〉

　　　　　　　一 麦［・（Yl，
X ・）・（・・，

・・）… （Yl，
・ ・）・（・・，

・ 1）］・

以上 で P の 固有空間が構成で きた。

A ．4　 多粒子系におけるブラケ ッ ト ・ベ クトルの 構成

　次に置換対称性 （206）を持つ 波動関数 （205）に対するブ ラケ ッ ト・ベ ク トル を次式で定義する 。

　　　　　1・ v ＞・ 1呵 ・・・
…f… 　L・…

…
・・ 〉蜘 ・，・・，

…
i ・・ ）i 　 （・・3・）

　　　　　く・・ 1・ 1・・4…
…1・Y・ 〈YIY2…　　YNIΨ嘉（Yl，Y2，

…　　ッ YN ）　＝　1Ψ v 〉
†・ 〔213b）

こ こ で 、〃ゴ
＝ r

ゴ偽
に つ い て の 積分は 、r

ゴ
に つ い て の 積分 と α

ゴ
に つ い て の 和を意味する もの とす

る 。 こ のブ ラ ・ベ ク トルは 以下の 性質を持つ 。

　　　ψ（Xl ）鴎 〉＝＝ VN1 … …1d〃・ 1〃・
・
… N ＞・ ・ （Xll 　・・ ・

…
，・・ ）， 　 　 （・・4・）

　　　S3（x2 ）ψ（x1 ）鴎 ）− N （N − ・）1・… ノ輪
… Y・ 〉・ ・ （xl ，… Y・・

…
，・・ ）i （・・4b）

　　　ψ（XN ）
…　ψ（x2 ）zli（Xl ）1Ψ v ＞　：〉

〆ラ炳IG＞Ψv （Xl ，エ2 ，

…　　，ココN ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（214c）

っ まり、th（x ）を 1Ψv ＞に 作用す る こ と に よ り、波動関数の 座標 x が あらわ に 引き出され る こ と に な

る 。 証明は 、（206）式と （212）式 および積分変数の 入れ 換え に よ り、初等的に実行で きる。（208），

（209b）， （214c）式か ら次式が 得 られ る 。

　　　　　　　　　　　　　〈Xlx2 − ・XNI Ψ
μ 〉＝Ψ v （x1 ｝

x2
，

…
　　，XN ）．　　　　　　　　　　　　　　　　（215）

こ の 式を （213a）式に代入する と 、以下の 等式が 出て く る。

1・ ・ 〉・ 1… 1・・ ・
…1・・ lv　1・lx2

… XN ＞〈x1 ・ ・
…

・ ・ 1・〃 ）・

これは次の 関係式に等価で ある 。

　　　　　　　　　1… 1… …f・xN ・lxlx・
・・

… 〉ゆ
・
蜊 一 ・・　 （・・6）

言い換え ると、防 コぐ2 … τN ＞は P の 固有空間に対する完全系を構成して いる 。

　（213）式を用い る と、また 、P の 固有空間にな い任意の関数 Ψ（Xl ，x21 …
，
XN ）も 、 容易に対称

化 ・反対称化する ことが 可能で ある。実際、状態ベ クトル

　　　　　　　1・〉− A ・f… 1… …1・y・ 1・・y・
… YN ＞蝓 ・，

’・’
，・・）　 （217）
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を構成す ると、ly，y2… YN＞の 効果によ り 、 Ψ（Yl，gy2，… ： YN）の 中で対称・反対称な部分の みが取 り出

され る こ とになる 。 ただし 、規格化定数 ．4N は別に決める必要がある 。 （217）式は 、Ψ（Xl7x2 ，…　 ，XN ）

を P の固有空間に埋め込む操作とも見なす事がで きる。実際、この 1Ψ〉か ら （215）式を用いて 、P

の 固有空間の 波動関数が 以下の ように構成で き る 。

　　　　　Ψ（x ・，
x ・… 嗣 ≡ 〈Xl ，

x ・… 副 Ψ〉一雑Σ・
PW

（・，，，
x
，バ ，

x
，。 ）・　（218）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

こ こでの変形 に際しては （211）式を用い た。この波動関数は （206）式を満足 し 、正 しい置換対称性

を持 っ て い る 。

A ．5　 ブラケ ッ ト
・ベ ク トル の 規格直交性 と完全性

　（206）式を満たす多粒子系の 波動関数 Ψ
。 （Xl ，

x2
，

…
，
XN ）が 、また 、規格直交性と完全性を あわ

せ 持つ と仮定しよう。 その こ とは次の ように表せる 。

　　　　　　f… 1… …1嵎 （・ 1，… … ，・ N ）・・ （・ 1… ，’・・，・N ）一・・
’
・ ， （・19・）

Σ・ ・ 畑 … ，跏 聯 1・・…・
・蜘 品 Σ鵡 ，

・
，、）聯 ，、）

… ・（X ｝・ ，
・
，。 ）’

　 　 シ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　^
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （219b）
一

方 、 こ れ らの 関係は 、 （213）式 の ブ ラケ ッ ト ・ベ ク トル を用 い て 、以下の よ うに簡 潔に表現で

き る 。

　　　　　　　　　　　　〈Ψ。
・1Ψ。 〉… 　i。

’u1 　 Σ1Ψv ＞〈Ψ。 1・一・・　 　 　 　 （220）

証明は、（220）式の 左辺 に （213）式を 代入 し 、（206）， （211）， （216）， （219）式を用い る こ とで 初等的

に実行で きる 。

A ．6　 演算子の行列要素

　状態ベ ク トル 1Ψ v＞と場の 演算子 zb（x ）を 用い る と 、同種多粒子系に おける演算子の 行列要素が

簡潔に表現で き る 。 こ の こ とを以下で 見てゆ こ うe

　（202）式か らも明らかなよ うに 、同種多粒子 系の 1粒子演算子 倉（1）と 2 粒子演算子 君〔2）は 、一

般に次の形 を持っ 。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N

　　　　　　　　　　　　　A
（’）

≡ Σ袴
1）

， 　 a 〔2）
≡ Σん穿

）・　 　 　 （221）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1　　　　 　　　 　　　 i〈ゴ

これ ら の 演算子の Ψ冫（X1 ，
コ匚2ジ

”
，
XN ）と Ψ 。 （X1 ，

X2
，

…
，
XN ）の 問の 行列要素は、ブ ラケ ッ ト ・べ
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クトル 〈Ψvr と 1Ψ．〉を用い て以下の ように表現で きる 。

f・・ r
・・f… 蜘 ・，

…
，
・・ ）A （1’・v （・1 ，

…
　，

・N ）　・ ＝　f… く・・ 幽 ）醐 ・ ・）1… ，・222・）

　　　　　　　　　　1・… ゾ… 蜘 1 ・

…
，
・・ ）rt  卿 1 ，

…
，
・ ・ ）

　　　　　　　　　− 11・・ 11 … 〈… 1di†（x ・）ψ囑 掬 ψ（・，・）1・ ・ 〉・　 （222b）

証明は 、 右辺に （214）式を代入し ．（206）式 と （211）式を用い るこ とで 初等的に実行で き る 。

A ．7　第一
量子化と第二 量子化 一 同種多粒子系に対する二 つ の等価な記述法

　以上に よ り、同種多粒子系に 対し て 二 つ の 等価な記述法が ある こ とが明 らか にな っ た 。

　第
一

の 方法は 「第
一

量子化」 と呼ばれ 、通常の演算子と波動関数を用 い て行列要素や 期待値を

評価する 。 例えば 、 ハ ミ ル トニ ア ン は （202）式で 与え られ 、対応する波動関数 （205）は （206）式の

対称性を満たすよ うに構成しなければな らない
。

　
一

方、第二 量子化と呼ばれ る場の演算子を用いた記述法で は、（202）式の ハ ミ ル トニ ア ン は

・ − f・・ 1ψ・
（Xl ）［嘉・ σ・ri ）］　di・・ … YdXif… ψ・

（・1）ψ
†
・・… （ir1− … di・x ・・輌 ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （223a）

と表され る 。 対応する状態 ベ ク トル は 、 （209＞式 を用い て

　　　　　　　　　　1・ u＞−f・…
…f・噛

・
… 〉・ ・ （x ・1

…
，
… N ）1 　 （223b）

で 与え られ 、規格直交完全性 （220）を満たす 。 （223）式すなわ ち第二 量子化法は、（222）式より、「第

一量子化」 と全 く等価 な記述を与え る こ とがわかる 。

A ．8　 第二 量子 化一 相互作用のない 場合

　以 下で は 、相互作用 の な い 系に対し て 、第二 量子化 の ハ ミ ル トニ ア ン と状態ベ ク トルをあらわ

に 書き下して お く。考察する ハ ミル トニ ア ン とし て 、具体的に 下記 の もの を考え る。

　　　　　　　　　　　　嗣 ψ・
回 隣・ U ・r・・］ψ・・ 1）・・… 　 　 224・

こ こ で 、1粒子ハ ミ ル トニ ア ン の 固有値問題

　　　　　　　　　　　　　　隣 ・・…］綱 一 ・・・・・… ） 　 　 （225・

が解けた とし 、そ の 由有関数　9k（x ）＝ ＜xlk ＞が 以下の 完全規格直交関係を満たすもの と仮定する。

　　　　　　　　　　　　　〈・1・’

〉　・ 　f　・1（Xl）… （・ 1）・・ 1 − ・… ， 　 　 （226・）

　　　　　　　　　　　　　Σ卿 ・）卿 2）一 δ（x ・，
x ・）・　 　 　 　 　 （226b）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k
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次に 、9k（Xl ）を用い て 、場の演算子 Ll）（x）を下記の よ うに 展開する。

　　　　　　　　　　ψ（x ）一Σε酬 ・）， 　 ψ†
（x ）一 Σ轤 （・ ）．　 　 　 （227）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

（207）式と （226）式を用い る と 、 演算子 δκ と ∂1が 次の 交換関係を満たすこ とを容易に示せ る 。

　　　　　　　　　　　［e・ ，
e！，ユ。

− 6・k’
， 　 ［ell・，・61、’］。 一 ［ε1，

61，｝。 ＝ ・　O．　 　 　 （228）

（227）式を （224）式に 代入 し、（225）式と （226a）式を考慮する と、（224）式の 虎，が 次の よ うに書き

換え られ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　R・
一Σ磁 δ・・　 　 　 　 　 　 （229）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

　次に 、Ho の 固有ブ ラケ ッ ト ・ベ ク トルを求めよ う。まず、相互 作用の な い 1＞粒子系の 波動関

数を得るため 、 1 粒子波動関数の N 個 の 積 Φ
。 （x1 ，x2 ，… ，XN ）≡ n狸1〈zゴ陽〉か ら出発す るe こ

こ で u ＝ （kl，k2，… ，
kv）で あ る 。 そ して 、（218）式によ り P の 固有空間へ の 埋め込み作業を行 う

と、正 しい 置換対称性を持 っ た波動関数が以下の よ うに得 られ る。

　　　　　　　Ψ ・ （・ ・，
X ・，

… ・・N ）一嗇Σ σ
P
〈X ，lkp、〉〈冰 。、〉

…
〈X ・v　lkbN＞．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 戸

特に 、Fermi粒子 系 〔σ ＝ − 1）の 場合 、（230）式は行列 式 の 定義に 外な らず ［56］、

　　　　　　　蜘 ・ 一 峠 響磁 「器∵i篇］，

（230）

（231）

と Slater行列式と して 表す こ とが で き る 。 そ して 、行列 式 の 性 質か ら、（砿
…

，
kN ）もし くは

（Xl ，

…
，
XN ）の なか に 同

一
の ものが あ ると ΨIF） ＝ 0 とな る こ とが結論される 。こ れ は 、「二 つ の

同種粒子が 同時に 同じ 1粒子状態もし くは （ス ピ ン も含め た）同じ 1粒子 座標を 占め る こ とは で き

な い」と い う Pauli原理に 他ならな い 。こ の よ うに、「Pauli原理 」 は実際は 「原理」 で は な く、同

種粒子系の 置換対称性か ら 自然に導か れ る法則である。Fermi 粒子系の 規格化定数 ，
tlilF ）は 、砺 が

すべ て 異な るこ とに注意す ると 、以下の よ うに計算で き る 。

　　
… 　f・… f・・ Nl ・r・

（Xll
…

，
・N ）12− （譌∫咢

（
− 1伊 意（魍

　　　　
（諾i∫ΣΣ← 1

　 　 　 　 　 P 　 P ’
）
一

鰍
（

離 昇
（
− 1・〜 一

（A萼：）
2

これか ら Fermi 粒子系の 規格化定数が

A痔
）

一 ・倆 （232 ）

と求 まる。
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一方 、Bose粒子系 （σ ＝ 1）の 場合には 、同一の kjに複数個の 粒子が 入る こ とが可能にな る。 こ

こ で は V として 、klに nl 個 、　 k2に n2 個 、… 、keに ne 個の粒子が存在す る場合

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 だ

　　　　　　　　v − （k
−
1，
…

，

’
kl

，
k・，

…
，
fO・，

…
，
ke

？

・・『
，砌 ， 　 Σ ・」　

・ ・ N
， 　 　 （233）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3 ＝＝1

を考える 。 波動関数は再び σ ＝ 1の （230）式で 与え られ 、kp
」
は （233）式の v の置換で ある。対応

する規格化定数は以下の ように 計算で き る 。

　　　　　・ 一　f… …・fdxN1・LB・（Xll …
，
・ ・

’
・1・　・

（讙！
2

勲 ・噛 〉

　　　　　　一

（

譚 N ・

多意櫨 ・一
（碧）z

・ 1… 1… n …

第三 の等式で は ； P ’
が 恒等置換の場合を考えて結果を N ！倍した 。 こ の よ うに して 、Bose 粒子系

の 規格化定数が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　煎
　　　　　　　　　　　　　　　　瑠L　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（234）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nllln2 ．…　 ne ！

と求まっ た 。

　以上で波動関数が 得られた の で 、対応するブ ラ ・ベ ク トル 1Ψ。 〉を具体的に書き下そ う 。 まず 、

Fermi 粒子系の 場合を考え る 。 （230）式に （232）式と σ ・・＝ − 1 を代入し 、そ の 結果を さ らに （223b）

式に代入した後、（226）一（228）式を用い て 変形する と、lorLF）
〉とし て 次式が 得られ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　」ΨLF）〉＝　al
，

a！、

… a！
．
　to＞・　 　 　 　 　 （235a）

こ の 表現は （231）式に 較べ て は る か に 簡潔で ある 。 そ し て 、Slater行列式に お ける 列の 入 れ 替え

凝 鴫 に よる濺 麟 の 符駿 化力・峨 と ε砂 入構 え によ る 雌
）
〉の 符号変化に 柵 する ・

特に 、u を構成 す る 砺 として 1粒子 エ ネ ルギ 「 の 低い も の か ら順 に 1V個を選ん だ場合の 腫2F）〉
は 、相互作用の 無 い Fermi 粒子系にお ける基底状態を表し、「Fermi 真空 」 と も呼ばれ る。

’

　
一方 、 Bose 粒子系の場合に は 、 （230）式に （234）式と σ ＝ 1を代入し 、 岡様に変形すると 、 （233）

式の v に対す る 1ΦLB｝〉と して 次式が得 られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　1・LB・〉一 （

欝 ・（

欝・… 　 　 235b・

こ の 表現は 、多数の 自由度を持つ 調和振動子の 固有関数の 表現に 他な らない ［55〕。

　以上 の 例か らも明 らかな よ うに、第二 量子化は 、同種多粒子系の 簡潔な 記 述を 可能に し、量子

統計力学に おける必要不可欠の 数学的道具で ある 。

　Fermi粒子系に おい て は、演算子の 反交換関係 より、　a驀「0＞＝＝　Oが 成立する 。 こ の こ とを考慮す

ると 、（235a）式 と （235b）式は 、まとめて

　　　　　　　　　　　　　　　1・・v＞一

（

欝…
〔1黔・〉 　 　 （236・

と表すこ とがで きるこ とを指摘 して お く。
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Appendix 　B ．密度行列

　ここで は 、量子統計力学に おける最も重要な概念の
一

つ である 「密度行列」 を導入 し 、 平衡系

に対してその 具体形を求め る 。

B ．1　全系と部分系

　一般に 、統計力学で 扱う系は非常に膨大な 自由度 を持 っ て お り、それ 自体を力学的に扱 うこ と

は ほぼ不 可能で ある 。 そこ で 、全系を注 目する部分系とそ の 他の 外界に分け、外界の 影響を確率

的に 取 り込 む こ とを考 え る 〔図 8参照 ）。 以下 、部分系 の 全座標を ξ≡ （Xl ，
x21 …

　 ，
rN ）、また外 界

の 全座標を q で 表すこ とにす る。

　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　全系

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 外界 q　 　 ＼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＼

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
図 8： 全系と部分系

　外界と部分系と の 間に 相互 作用が ない とき 、そ の 部分系は 「純粋系」 と呼ばれ る 。こ の 場合の

部分系は 、Schr6dinger方程式の解で ある 波動関数

　　　　　　　　　　　　　　　　Φ（ξ，
t）＝ Σ α

・φ・ （ξ，
t），　　　　　　　 （237）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 レ

で 記述で きる で あろ う。 こ こ で φv （ξ，
t）は完全規格直交系で あ り、また α u は 展開係数で 、規格化

条件 ∫1Φ（ξ，
t）i2dξ　＝ 1 よ り、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ 1・ ・ 12− 1
，　　　　　　　　 （238）

を満た す。波動関数 Φ（x ，のを用い ると、部分系の 演算子 0 の期待値は 、

　　　　　　　・・t）・ 1・
・

（・it ）・・（… ）・・一

Σ呵 φレ・ξ・）蜘 ）・・， 　 （239）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1／1ノ

と表せ る 。

　次に 、部分系と外界との 間に 相互作用があ る場合を考え る。そ の 場合の 部分系は 「混合系」 と

呼ばれ る 。 部分系に対する外界の影響を確率的に 取 り込む ため に、（239）式の 展開係数 α
。 崎 をあ

る平均値 ω uvl ≡ 〈ava ：i＞で 置き換え る こ とを考え る。ω vvl の 具体形は未だ 不明で ある 。 しか し、

そ の 定義式よ り、以下の性質を持つ こ とが期待で きる 。

　（a ）ω 渉ut ＝ 〈au α：、〉
＊ ＝（au ・α渉〉＝ω u ・v 　：エ ル ミ ート行列 。

　（b）Wuvt ＝ 〈ava ：t＞は正値行列 。

　（c）Σレ
ω

。v
＝ Σ。 〈la。12＞＝ 〈Σ。

　1α。12＞＝ 1 ： 規格化 ・
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B ．2　 密度行列

　上 記の Wvvt を用 い て 、密度行列 ρ（ξ，ξ
’

；t）を次式で定義す る。

　　　　　　　　　　　　　ρ（ξ， ξ
’

；t）≡ 　E 　Wvu ’iPu（ξ，t）ip；，（ξ
’

，
t）・　　　　　　 （240）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 vレ
」

こ の 密度行列を用 いる と 、 演算子 0 の 時刻 tにお ける期待値 0 （t）が、次の ように表現で きる 。

　　　　　　　・（の一

恥 1醐 蜘 … − f・・ρ（・，・
’

・t）1・，・＝e… 　 （241・

こ こで、演算子 0
ξ

の 添え字 ξは 、ρ（ξ，ξ
’

；のの ξの み に 作用する こ とを表す。上記 の ω u 。
’ の 性質

か ら、密度行列 は以下の性質を持つ 。

　（a）ρ（ξ，ζ
’

；t）＝＝　p
＊

（ξ
’

，ξ；t）：エ ル ミ
ート行列。

（b）ρ（ξ，ξ
’

；t）は 正値行列 。

（c ・／… ，・炸   趣 ・・醐 ・・＝ ・　1 ・規格化 ・

また 、Schr6dinger方程式 ih∂虚砺 （ξ，
t）＝ 　Hilv（ξ，

t）よ り、密度行列が次の 微分方程式を満たすこ と

がわかる 。

　　　　　　　　　　　　　・・岳・（ξ， ξ
’

；t）一（H ξ　
一
　H

’
ξ1）・（・，・

’

lt）・　 　 （242）

た だし、こ こ で は Wvut が 時間依存 性を持たな い と仮定した。

B ．3　 平衡状態の密度行列

　平衡状態にお い て は 、 φレ （ξ，
t）＝ Ψ v （ξ）e

’iE ・ tfh
と表され るエ ネルギー

固有状態 Φ v （ξ）を用 い る

と便利で ある 。 こ の と き、密度行列 （240）は、

　　　　　　　　　　　ρ（ξ，ξ
，

；t）＝ Σ⊃Wvv 、Ψ v （ξ）Ψ　lr（ξ
’

）e
一乞（Ev −Evt ）tfh

　　　　　　　　　　　　　　　（243）

と 書き換え られ る 。 こ こ で 、平衡状態の ρに 時間依存性が な い こ とを要請すると 、ω
。。

’ ○（ δ
。〆 が

結論され る。つ ま り、平衡状態 の 密度行列 はエ ネル ギー表示 で 対角的に な り、

　　　　　　　　　　　　　　ρ（ξ，ξ
t

）＝ Σ w （Ev）Ψ v（ξ）Ψ渉（ξ
’

），　　　 　　　 （244）

と表すこ とがで きる。

　以下 、 相加性の 仮定に 基づ い て 、ω （Ev）の 具体形を求めて ゆく。図 9の よ うに 、全系の 中に 二

つ の 隣接する部分系を考え、表面を通して 生じるそれ らの 間の 相互作用は 十分弱い も の と仮定す

る 。 すると、部分系 1 と 2 はほ とんど独立で あ り、複合系 1＋ 2 の出現確率 w （1＋2）は w （1）と ω （2）

の 積で 近似で き る で あろ う。 すなわ ち、lnω は相加的で あ り、

　　　　　　　　　　　　　　　 lnw （1＋2）
＝ lnw （1）

十 lnw〔2）
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（245）
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全系

図 9： 部分系間の 相互 作用

を満たすこ とが結論され る。同じ近似の 範囲内で 、E 〔1＋2）
＝ E （1）＋ E   が成立する 。 こ の こ とと

（245）式お よび w ＝ w （E ）を考慮する と、lnw （E）の 関数形 が次のよ うに求まる 。

（a＞1n　w （E ）＝α
一
βE 　 ： lnw（E ）は E の 1次関数 （E と lnω の 相加性よ り）。

（b）α （1＋2） ＝ α （1）＋ α （2）　 ：定数部分は相加的。

　（C）β
（1）＝ β

  ≡ β　 ：β
ω は各部分系で 同じ 。

（d）1 ；Σ w 。
＝Σ e

α 一βEv
一 　α ＝− lnΣ e 懺 ≡ βF ・

　 　 　 　 　 レ　　　　　　　　　 レ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　u

すなわ ち 、Wv の 具体形 とし て 次式 が得 られ た 。

　　　　　　　　　　　　w
・

一 ・
「SCF“E ・’

，　 Fi −e1・ Σ・

一
βE ・・　 　 （・4・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u

さ らに 、エ ネルギ ーの 低い 状態の ほ うが 出現確率が大きくなる こ とを要請する と 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　β≡

蔵
〉 °・

　 　 　 　 　 （247）

が 結論され る。こ れ は Boltzmann 定tW　kB を用 い た温度 T の 定義式と もみ なせる 。（246）式 の 分

布は カ ノ ニ カ ル 分布 と呼ばれ 、また 、こ の 分布に 従 う集団は 「正 準集団 （canonical 　ensemble ）」 と

名づ け られ て い る 。カノニ カ ル 分布は Boltzmann 分布と 形 は同じで ある が 、相互作用の な い 系の

一
粒 子 エ ネルギー

饒 で はな く、相互 作用 も含め た系の 全エ ネル ギー E
。 が指数の 肩に 現れて い る

こ とに注意する必要が ある 。

　以上 の 考察は 、部分系 1 と部分系 2 と の 間に粒子の や り取 りが あ る場合 に容易に拡張で き る。変

更点は下記 の通 りであ る。

（a ）w
。

　 ・ w （E の → w
。N 　 ＝ 　 W （E 。 ，

1＞）．

… E と N ・ 関す・相加性・ 仮定 一一
　 WuN − efi（

9“E ・＋”N ’
，
　 St…

一

擦 ビ β（E ・’”N ）・

こ の 確率分布 ω
。 N ＝ e β（Ω 一Ev ＋μN ）に 従 う集団は 「大正準集団 （grand　canonical 　ensemble ）」 と名

づ け られ 、また 、μ は化学ポテ ン シ ャ ル と呼ばれ る 。
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B ．4　 平衡状態の密度行列一 第二 量子 化を用い た表現

　以下、上記の密度行列に第二 量子化の表現を与え る 。 まず、カノニ カル 分布の 密度行列は 、（223）

式の ハ ミル トニ アン と状態ベ クトル を用 い て 、下記の よ うに表すこ とがで きる。

　　　　　　　　　β一Σ・
fi（F ’” II・v ＞〈・・1，　 F ・ 一

｝1・ Σ ・
− fiE・・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 v

こ の 密度行列を用い ると 、 演算子 0 の 期待値が 次の よ うに表現で きる。

　　　　　　　　　　　　　o ＝ Σ♂（F −E の〈Ψ 。IOItp。〉一 ［fr・P∂・

例えば 、密度演算子を第二 量子化で 表すと n（x ）＝ ψ†（x ）di（m ）と書け、その 期待値 n （勾は

　　　　　　　　n （・ ）一 Σ ・
β（F −Eの

くΨ。1ψ†
（・c）zZ）（・ ）iΨv＞− mpdi †

ω ψ（x ）・

と表現で き る 。

　同様 に、大正準集団 （grand　canonical 　ensemble ）の 密度行列は 、

　　　　　　・一

羃
・
β（Ω一細 ）

團 く・ ・NI ，
・ Ω ・

一
・

羃
e
−filE”’”Nl

，

と表され る 。 ただし、

　　　　　　　　　　　　　・ ・ 1伽 ・）ψ（Xl ）・x ，
一

￥
・！・・，

（248）

（249）

（250）

（251）

（252）

は粒子 数演算子で ある。（252）式の 第二 の 等式で は 、（227）式の 展開を代入して （226a）式の規格直

交性を用い た。特に相互作用の な い ハ ミル トニ ア ン （224）は、1粒子ハ ミ ル トニ アン を対角化する

表示 （225）を用いて 、（229）式の よ うに書き換え られ る。こ の （229）式と （252）式、および 、（236）

式を （251）式に代入す る と、相互 作用の ない 大正準集団の 密度行列 ・fioが、以下の よ う に 表せ る こ

とがわか る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　両 一曜1∵∵1
， 1・・k ・ 需臨 　 （253・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝＝o

ただし 、IO＞k は 、酬 0＞k ＝0 を満たす状態 k の真空状態を表すもの とす る 。　Fermi 粒子系の 場合 、

n に つ いての 和は 、 演算予の 反交換関係に 由来す る δ舞10＞k ＝ 0 の関係よ り、実質的に n ＝ O，
1 に

制限 される こ とを改めて 指摘して おく。

B ．5　 縮約され た 密度行列

　（223a ）式の ハ ミル トニ アンを 見る と、1粒子演算子や 2 粒子演算子の 期待値の 評価に 関連して 、

（248）式か ら得られ る次の 「縮約 された密度行列」 を導入して お くと便利で ある ことがわかる 。

　　　　　　　　　　ρ
（1）

（x1 ，
＝1）− Trβψ†

（xl ）di（Xl ）＝〈ψ†
＠〜）di（x1 ）〉，　　　　　　　　　　　（254a）

　　　　　　　　　　ρ
（2）

（x1 ，・
x2 ；婿 ，吃）≡ （ψ†

（xl ）di†（置る）ψ（x2 ）ψ（Xl ）〉．　　　　　　　　　　　　（254b）
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実際、（223a）式の ハ ミ ル トニ ア ン の 期待値 〈π 〉は 、（254）式を用い て 以 下の よ う に 表現で き る 。

… − 1畷 ・蜩 驫 ，
・i・

xl 。 xi

・ ；f… f… V （1・・　
一
　・・1）・  （… X ・・… X …

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（255）
一般に 、 1粒子演算子と 2粒子演算子 の期待値は、それぞれ ρ

〔1）と ρ
（2｝を用 い て 計算で きる。（214）

式と 〔248）式を考慮し 、（254）式を通常の 第
一

量子化の 表現で 書き表すと 、以下の よ うになる 。

ハ 蝸 ・一

野
一

呵 …
…1… 蜘 ・，

…
，・・ 臨 〃・，

…
，・・ ），

・（256 ・）

ρ
12）

（
　 　 　 　 　 t　　 　

XllX2iXleX2 ）一

野
一島 ）N （N − 1）fdy・

…1・… v（・ hX ・，・・，

…
，・・ ）

　　　　　　　　　　　 × Ψ；（
　 ”
X1

，
X21 竃ノ3 ，

’凾’
　，！ノハ 「）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （256b）

これ らの 縮約された密度行列は、Yang によ り、超流動と超伝導の 秩序変数を定義す る際に用 い ら

れ た ［57］．

　以上 の 正準集団に対する考察は 、大正準集団に も容易に拡張可能で ある 。

Appendix 　C ．　Bloch−de　Dominicis の 定理

　多粒子系における 二 体相関は （254b）式の 密度行列で 表現で きるが、そ こ に現れ る 4 個の 場の 演

算子 の 積をい かに評価すればよ い の で あろ うか ？ 相互作用が な い 系に対し て 、場の 演算子の 積の

期待値 を簡便に評価する こ とを可能にする の が 、上記の Bloch−de　Dominicis の 定理 で あ る 。こ の

定理は 、散乱理論に お ける 3 行列の 評価に 関連し て 、最初に Wick に よ り純粋系に 対し証明が与え

られた ［58］。 そ れ ゆえ 、しば しば Wick の 定理 とも呼ばれ る e 後に Blochと de　Dominicis は 、混

合系が 関与す る量子 統計力学にお け る証明を 与えた i59］。こ こ で の 証明法は 、よ り初等的で 明快

な Gaudin 【60］に よる もの で ある 。

　以下で は相互作用の ない 大正 準集団を考え る 。 そ の 密度行列 βo は （253）式の よ うに書け る。こ

の 密度行列に 関連し 、Pk ＝e
−S （Ek一μ） として 、次の 恒等式が 証 明で きる。

　 　 OQ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　DO

・

磊1・〉湘 一

碁鴇il・＞pn（・1・n −
・S（

穿1・
　 　 　　 　 　冗 ；0

〉・
n
（・1・・ ＋ 1 −

・浅1・ 〉州 ・

こ こ で 添え 字 k を省略し た 。こ の 式の エ ル ミ
ー

ト共役を とる と、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 co 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　　∂†Σ 1n＞pn （ni ＝ P
− i
Σ 1n＞pn 〈nla †

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ＝O　　　　　　　　　　　 n ＝＝O

とな る。（253）式と （257）式よ り、∂k と 6t および βo に 関し、次の 恒等式が 得 られ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・ 　^　　 …　 　　　　 　 †・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 1 − A†
　　 　　　 　　 　　 　　　 　 CkρO ＝ Ph ρOCic7　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　 C

たρO
＝ Pic　PeC記

・

　以上 を準備とし て 、Bloch−de　Dominicisの 定理

　 　 ほ　　ヘ　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ハ　　　　　　 A
（σ1σ・

… 0・・ 〉・ ≡ − P・δ・∂・
一・δ・・

一Σ ・
P
〈（％、

（％，〉・〈（  、ら、〉・
…

〈0，、n −1　O，、n ＞・，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 戸

（257a）

（257b）

（258）

（259a）
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を証明しよ う e こ こ で ∂は a もし くは δt を表すもの とし、また 、ki → i と略記した 。また 、Σp
’

は 、（198）式で 定義された置換の うち、以下の 条件を満たす もの に つ い て の 和 を表す。

　　　　　　　 pl く p2 ｝ p3 ＜ p4 ，

…　　，
　 p2n＿1 ＜ p2n ，　　pl く p3 ＜ ・一＜ p2n＿1．　　　　　　　（259b）

（259a）式の 右辺 の 操作は 「Wick 分解 （Wick 　decomposition）」 とも呼ばれ る 。 また 、演算子対 の

期待値を取る こ とを 「縮約する （contract ）」 と い う。

　まず 、 （228）式で 与え られ る 0 の 交換関係が 、
一
般に

　　　　　　　　　　　　　　lG翻 ・
≡ Oi（コj

−
、
・ Cj・c ・　

＝＝（2ゴ），

と表す こ とが で きる こ とに注意す る 。 こ こに 吻）は定数であ る。する と、（259a）式左辺の 期待値

は、上式を繰 り返し用い て 01 を右へ 移動する こ とによ り、以下の よ うに変形 できる。

　　　　 （01σ2 …　02n＞o ＝（12）〈σ3 ・・
’　C2n＞〇 十 σ （13）＜02C4 … 02n＞o 十 …

　　　　　　　　　　　　 ＋σ
2”
’2
（1，

2n）〈∂、δ3 … ∂、n −1＞。 ＋ σ
2n− 1

〈∂2
− ・∂，nO1 ＞。．

ここで 、最後の項は、（258）式を用い て 次の よ うに書き換えられ る e

　　　　　〈・・
・・・… 1＞・ 一

・i・〈・…2
・… n＞・ ，

・一｛∵ 自≦｛・

上 の 2 式 よ り、〈0102 … 02n＞o が 、2n − 2 個の 演算子の 積の 期待値を用 い て 次の よ うに 表せ る 。

　　　　・δ1∂2 … δ・n ・・謡詣・∂・∂・
… ・・n ・・ ＋ ・

1皇詣・・・… ’・… n ・・ ＋ …

　　　　　　　　　　　　＋ σ撃 識・∂・・3
… ・・n − 1＞・・

こ こ で 特に n 　＝ ＝ 1 の 場 合を考え る と、こ の 式は

　　　　　　　　　　　　　　　　〈σ1・C2＞・ 「 皇詣，

とな る 。 従 っ て 、

　　　　＜OIC2 … 02。＞o ＝ ＜01σ2＞o＜C3C4… C2n＞o ＋ σ ＜Ol　C3＞o 〈C2C4 … C2n＞o ＋ …

　　　　　　　　　　　　 ＋σ
2”
’2

（Cl　a2
。 〉。＜σ203

…　C2
。
．1＞・．

こ の 操作を繰 り返すと 、結局 、（259）式が得 られ る 。

　以上 の 証明で は 、ei と 砺 は 1粒子 Schr6dinger方程式 （225）の 固有状態に対応す る生成消滅演算

子で ある と仮定した 。 しかし、Blo（ih−de　Dominicisの 定理は 、　ekの任意の 線型結合 b
ゴ

≡ Σ赴 砿《

に つ い て も直接成立する 。 すな わ ち 、Bjを蕚もしくは Sゴとして 、 次式が 成立する。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　 A　　　　　 ft

　　　　　　　〈B・B・
… B・n ＞・ 一 Σ

’
ap 〈B，、

B
，、〉・〈B，，

Bp
、〉・… ＜Bp、＿ ・

Bp
・n ＞・・　 　 （260）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P
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こ の ことは、（260）式の 左辺を Ck で 表してお い て （259）式を用 い 、最後に σ縛 を平 均値の 中に挿

入する こ と によ り容易に 証明で きる。例 として 、（254b）式の 縮約 され た密度行列は 、相互 作用の

な い場合、以 下の よ うに書き換え られ る 。

〈ψ
†
凶 ψ寸

凶 ψ（x2 ）ψ（x 、）〉。 一〈ψ†
（婿）ψ（X 、）〉。〈ψ

†
（賜）ψ（X ，）〉。 ＋ ・ 〈ψ

†
（婿）li（・ ，）〉。〈ψ†（xS ）di（・ ，）〉。．

　最後に次の ことを指摘し て お く。 すなわち、上記の 証明には、大正準集団の 確率Pk ＝ e
一
β（Ek −Pt）

の 特徴はど こ に も用い られ て い ない 。従 っ て 、（259）式あ る い は （260）式 は 、（253）式 の e
− fi（Ek 一μ〉

を任意の 正 の 値 Pk で 置き換え て も成立す る 。

Appendix 　D ． 熱力学関数の 摂動展開

　こ こ で は、（251）式に現れ る熱力学関数 Ωを 、 相互 作用に 関して 摂動展開し評価する方法に つ い

て 解説する 。

D ．1　ハ ミル トニ ア ン

　以下、次の ハ ミル トニ ア ン で 記述され る相互作用 の ある系を考え る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 7イ≡ 7でo 十 チ底nt ・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（261）

こ こ で 、Ho と 7tintは次式で 定義され て い る 。

・… 1刺 鵄刪 一
・］ψ…噂 賊 ・・ 　 　 （262・）

艦 何 … 伽 1）ψ†
（… V …　一・… di・… di・xi ）− 1藷嘱 ・画 ・・262b・

ただし 、 Ek は （225）式で 決 まる固有値 、μ は化学ポテ ン シ ャ ル 、ひ は 外場、　 V は相互作用ポテ ン

シャ ル で あ り、また、Vk，v，klは εk に対する 固有関数　9k（x ）を用 い て

　　　　　　V・
・t，，1・1 ・ 1… ／・x ・V （r1

− r2 ）・Z・（x ・）綱 離 2）・・（・ 1）一恥 　 （263）

で定義され て いる。演算子 ak を用い た表式は、（227）式を代入 し 、規格直交性 （226a）を用い て 得

られた 。

D ．2　 熱力学関数 Ω

　こ の 系の 熱力学ポテ ン シ ャ ル Ω　・＝ 　St（T ，阻 のは 次の ように表せ る。

　　　　　　　　　　　　　Ω 一 一bi… ，
Z・

≡ 丑 e
一
碗 （264）
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こ こ に 現れ る Zσ を 、 相互作用 71intに っ い て の摂動展開で 評価する方法を確立す る 。 この 目的の

ために 、 e
一
βH を次の よ うに書きか え る 。

　　　　　　　　　　 e
一β冗

一 ・
−fl’t°S（β） ← → S（β）一・

β”
・e
一β胃

．　 　 　 （265）

する と、Z σ は次の よう に 変形 で きる 。

　　　　　　　　Z・・一・・…e
−
・・”・S・m　＝ 　Tr・

一・”・
T「

盖畿廴 … 〈S・β）〉・・ 　 （266）

こ こ で 〈… ＞o ； T士（e
一

朋 ゜ … ）1［lt　e ｝βH ° は 相互作用 の ない大正準集団での期待値を 表し 、ZGO ＝

be
−one はそ の大分配関数である e 従 っ て 、（264）式は 、相互作用の ない 系の熱力学ポテ ン シ ャ ル

Ωo ≡ 一β
dln

丑 ピ
β咒゜ を用 い て 、次の よ うに表せ る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　 ．

　　　　　　　　　　　　　　　　
Ω ＝ Ω。

− b　in〈S（β）〉・・　 　 　 　 　 （267）

D ．3　 5 （β）に対す る微分方程式

　5（β）の 具体的表式を求め る た めに 、（265）式の 5（β）を βで 微分し、以下の よ うに 変形す る。

　　　　
d

薯撃
）

一 島・
碗 ・

e
一β曉 一疎 ・

− R）e
一
β・

一 一
・噸 ・。・e

一輪
・
f・… e

−… ．

つ ま り、5（β）に 関する次の
一

階微分方程式が得 られた。

　　　　　　　　　　　
d

暑夢L 究・ ・（卿 ）， S（β一・）一　1・　 　 （268）

ただ し Hint（β）は次式で 定義され て い る 。

　　　　　　　　　　　　　　　 究・。、（β）≡ ・
β賀 ・n、。，e

一β賀・．　 　 　 　 　 　 （269）

D ．4　 1FCint（β）の 具体形

　（262b）式よ り 、 （269）式の 咒int（β）は次の よ うに 表せ る 。

　　　　　71・n ・（・）− 11… f・・tv（rl −
・i脚 （・ 1舳 ψ＠1）ψ（… ）e

一砺

　　　　　　　　一 lf… 1醐 rl − ・1）・bt（・1β）ψ
・
＠iβ卿 ）ψ（・ ・β）

　　　　　　　　− 1Σ 隔 ・圓 （β）el（β）・・（β）．　 　 　 　 （27・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ktkil’

第 二 の等式は 、 各演算子の 間に 1＝ピ
βπ ・efi7t・ を挿入す る こ とに よ り得 られ る 。 そ こ に現れ る演

算子 ψ（Xlfi ）i1　ePH °

ψ（Xl ）e
一
βπ ・ は ψ＠1）の 相互作用表示で あ り、他の 演算子 も同様に定義され て

い る 。 この相互作用表示で は 、ψ†（XI β）が ψ（XI β）の エ ル ミ
ート共役で はな い こ とに注意す る必要
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が ある。演算子 δk （β）＝ 　eβ
H ・

　ake
一βu ° の 具体形を求め るた め に、両辺 を βで 微分し、（262a）式を

代入して 以下の よ うに 変形す る。

d

曁1βL 齲 ・一 職
β琉 一 ・

β

写 回 晦 一el・・！・…）・
−1’72°

　　　　 一 ・
fi”・

　E （Ekt 一
μ）［e！，・ e・ak’一（蝓 ＋ ・el’a・）a・・］・

−5U ° 一一
・
β” °

（Ck
一

μ）ε・・e
“β”°

　 　 　 　 　 　 　 　 iCt

　　　　 ＝＿
（∈iC

＿
μ〉∂k（β）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（271）

こ の 一階常微分方程式を、初期条件 δk（β＝ 0）＝ 軌の もとに解くと、δk（β）の あらわな表式が次の

よ うに得られ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　Ek（β）＝ e
一β（Ek『μ）∂le，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（272a）

aZ（β）も同様に計算で きる 。 δ鼠β）の 場合 と の 違 い は 、β微分の 際に現れ る演算子 の 交換関係が

　　　　　　　aLak’ak− alal，a、、’ ＝ 4，（δkk ’ ＋ ・ εla、、’）一・ a！，6！a・’ 一 δ… 6・，

とな る点だけで あ る。従っ て 、∂！（β）が下記のよ うに得 られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　aL（β）＝eβ（Ek 一μ）aL．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（272b）

D ．5　 8 （β）の積分 表示

　以上 の準備の 下に （268）式を解 い て 、3（β）の 具体形を求め よう。まず 、微分方程式 （268 ）で β→ τ1

の 置き 換え をし 、5（0）； 1 に 注意して 0 ≦ τ 1 ≦ βに つ い て 積分する と、次式が 得 られ る。

　　　　　　　　　　　　　　S・β・− 1イ d・臨 … 1）S・… 　 　 （273）

さらに 、（273）式の 右辺の 5（τ1）に 左辺の 表式を代入す る 。 こ の 操作を 繰 り返すと 、5（β）の あら

わ な表式が以下の よ うに得 られ る。

・・β・− 1 − dτ 1堀 ・1）・一 ・T・7・・・・・・・・・… ］
　　　　　　　　・・1… n… 1）・ 　 ・T・7’・… （Tl ）・・n・・r2 ・［・

一

『・7
’
・・
−t・… T・・・… ）

　 　 　 　 　 　 　

　　　 − 1＋ Σ（
− 1）

n

　 　 　 　 d頑 … （・1）711・ t（・・）… 711・t（・・ ）・　 （274）
　 　 　 　 　 　 n＝t1

こ こ で Tr演算子を導入する と便利で ある 。 こ の演算子 T
．
は 、「相互作 用表示の場の演算子 ∂k （τ）ま

たは ∂！（r ）を、
“

時間
”

τ の 大きい 順に 左か ら並べ 替え、そ の 際の 置換の 偶奇に応じて σ
P

（σ ＝± 1）

を乗じ る」 と い う操作を行うもの として 定義 されて い る 。 δκ（τ ）を ∂k （τ）もし くは a！（τ ）とし て 、

二 つ の 場の 演算子 0 蔽71 ）と Cl〔τ2）の 積に っ いて は 、罫 は具体的に以下の 操作を行 う。

　　　　　　　　　　T… （・・）・・（r2 ）・ ｛。繍 紹：裳
　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ σ TTCI（T2 ）0 た（Tl ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（275）

β

β

∠

ゐ

　

一

　

1； 　　　∬d・ ズ
∬d・1ズ・T2 …r

1
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こ の 警 演算子を用い ，Hintが 四 つ の 場の 演算子の 積で ある こ とを考慮すると 、（274）
”
式が次の よ

うに も書ける こ とがわかる。

　　　・・β）− 1＋軒 ∬嘱
β

d…
・∬d競 噛   ・・71int　（7n ）

　　　　　　一
一

∠
β

d蘭 ］・ 　 　 　 　 ・276 ・

（274）式と （276）式の 同等性は 、例えば n ・＝ 2 の 場合に つ い て 、以下の よ うに 示す こ とが で き る 。

∬d・・∬卿   ・・・・・・・… T・・

：1。：：：：獄：：1：1：：：ll：綴1灘1：lll寅
一・∬d・1∬・T・7’・… （7・）・・…（72 ・・

D ．6　 ＜8 （β）＞o の表式

　（267）式に 現れ る く8（β）＞o の 表式を、（276）式を用 い て 摂動展開に 便利な形に書き換え よ う。 ま

ず、T
． 演算子 の 下で は 4 つ の演算子 の 積か らな る Hi。 t（r ）演算子が 互 い に 可換で ある こ とを考慮

す ると 、＜5（β）＞o が 次の よ うに書け る。

　　　　　〈S・β・）e − 1＋罍
（

書∬砺 ∬d… ∬d髄 画 （277）

次に 、（i）生成演算子を消滅演算子 の 左側に移動し、（ii）そ の 際に 必要な置換 P の 偶奇に従 っ て σ
P

を乗じる、と い う新たな演算子 N （い わ ゆる normal −ordering 　operator ）を導入する 。 例えば二 つ

の 演算子 の積 di（Xl ）ψ
†
（婿）に N を作用する と下記の よ うにな る。

　　　　　　　　　　　　　亙ψ（x 、〉ψ
†
（・D ＝ σψ†

＠Dψ（Xl＞，

こ の N を用 い る と、Hintに 現れ る 4 つ の 演算子の 積が 、以下の よ うに 書き換え られ る。

　　　　　　　　 ψ†
（x 、）di＋（・・D和 1）ψ（x 、）＝＝κ ［ψ†

（x1 ）φ（・ 1）ψ
†
（・1）ψ（  ］．　 　 　 （278）

（277）式に （270）式を代入 し、（278）式を用 い る と、（S （β）＞o が下記の ように 表せ る 。

　　　　　　・s・β・〉・　・＝　1 ＋螽
（

訓那
β

d》晦 岡
　　　　　　　　　　　・ 〈T ． Hv（ri

−
・IW［di†（x ・Ti）ψ幅 ）ψ

寸
〔咽 ψ（劇 〉・・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1
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さ らに 、

　　　　　　　　　　 1iX 、τ、， 　 ア（1 − 1り薫 δ（τi　
一
　rl ）V （r1

−
・1）， 　 　 　 　 （279）

を導入すると、〈8 （β）＞o は次の よ うに略記で きる。

・S・β・〉・・ 1＋罍
（

訓典何 ・i’）・癖 剛 師 ・i・・O・（・’）ψ…）］〉・・一 ・28・）

（280）式で は ψ†
（i）a5（のを ユ単位 として 相互作用を表現してお り 、 摂動展開にお いて 便利で あ る。

A厂演算子は 同時刻の 4 つ の 生 成消滅演算子のみ に対 して 有効で ある こ とを念頭に お い て 、以下 、

人厂を省略する。（280）式の 各相互作用は 、図 ユ0の 図形に対応させ る ことがで きる 。 ここで 、波線

は 相互作用 7 を 、また 、出て ゆ く （入 っ て くる）直線は生成 （消滅 ）演算子を表す 。

図 10： 相互作用 の Feynman 図形

D 、7　 Bloch −de　Dominicis の 定理

　（280）式の n 次摂動項に現れ る の は生成消滅演算子の 4n 個の 積で あり、そ の 期待値は 、　Blodh−de

Dominicis の定理 を用 い て 評価で きる。より具体的に は 、鸛 を ψ（i）もし くは ψ†（i）として 、以下

の 書き換え （Wick 分解）が 可能で ある 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ム

　　　　　　　　（コ卩卜Ψ1Ψ2
…　　Ψ4n 〉・ 一 Σ σ

P
（T．
W

，，
9）

。、〉・
… （T 。

〈b
，、。．．itu 。、n ＞・，　 　 〔281・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　P

　　　　　　　 pl く p2，
　p3 く p4 ，

…　 ， p4n＿1 ＜ p4n，　　pl 〈 p3 く
…　 〈 p4n＿1．　　　　　　（281b）

こ の 式が以前の Bloch・de　Dominicisの 定理 （260）と異な る点は、　Tr 演算子がある こ とと演算子 勸

に 丁 依存性があ る ことであ る。しか し、後者の τ 依存性は 、（227）式 と （272）式よ り、

　　　　　　　　　　ψ（1）＝ Σδ祠 卿 ・）一Σ δ謝 ・ ・）e
−
（‘k

一
μ）T1

，　　　　 （282・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 k

　　　　　　　　　　ψ†
（1）＝＝　2et（礪 （x ・）一Σ etpZ（x・）・

（Ek’”）”
， 　 　 （282b）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 iC　　　　　　　　　　　　　 k

の よ うに 、

一
粒子固有関数　9k （x1 ）と gk（x ，）にそれ ぞれ 指数因子 e

−
” （Ck一μ）および e

τ 1 （Ek 一μ）を乗

じるだけであ り、演算子の 積の 分解に は関係しない 。 また 、（281a）式左辺 の 罫 演算子 は、場の 演

算子を時間の 大き い順 に並べ 替え る こ とで取 り除くこ とがで きる 。 その 際の 置換 P によ り因子 σ
P

が現れ る 。その 後 Wick 分解を実行する と、個 々 の 縮約におけ る 二 つ の演算子 の 積は、条件 （259b）
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より自動的に時間の 大きい順に 並んでお り、因子 σ
P をもつ その 表式は （281a）式の右辺に他な ら

な い。こ の ように して （281a）式が成 り立 つ こ とを確認で きた 。

　最後に 、同時刻の 演算子の 縮約に関して は 、（280）式の A厂演算子 を考慮して 、生成演算子を 消

滅演算子の 左側に おく必要がある こ とを指摘し て お く 。

D ．8　グ リ
ー

ン 関数

　（281）式の 右辺は 、〈TrQitu2＞D なる期待値の 積として 表され て い る。こ の 非摂動状態の 期待値が

有限 の 値を持つ の は 、Ψ 1 と Ψ 2が 生成演算子と消滅演算子 の 組で ある 場合の み で あ る 。そ こ で 、

非摂動グ リーン関数もしくは propagator と呼ばれ る次の 物理量を導入す る。

　　　　　　　　　　　　　　　G 〔o）
（1，2）E − 〈ヱ｝ψ（1）3Ei

†
（2）＞o．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（283a）

階段関数

　　　　　　　　　　　　　　　・（・ ）・ ｛1：；忍
を導入し、（282b）式に 注意す ると、上 記の グ リーン 関数が 次の よ うに も書ける こ とがわかる。

　　G （o〕
（1，

2）

一 Σ ［
一θ（・1

− 7 ・）〈δ減〉・
一θ（T2

− T ・）・ 〈aL’ak＞・］9 ・（＝1）gn，（x ・）eM
τ 1 （Ek 一μ）− 72 （‘

・
’一”）

　 　 kk ，

一

￥［
− e… 　

一
・T2・譜 ≒一・・7・・

一
・71 ・

轟 当・．σ］・・… 1）・n・… e
−・・ k

−
・・）｛・

・
一・

・… 283b・

こ こで 、〈ak∂1，＞o 〔x　6kk， お よび （δ！，δk＞o 〔x　6kk’を使 っ た e こ の ように 、グ リ
ー

ン関数 σ（o）（1，
2）は

丁一 T2 の み の 関数で ある 。

　グ リーン 関数 G（o）（1，
2）がなぜ グ リーン関数 と呼ばれ るか をみ るた め に 、（283b）式を Tl に つ い

て 微分する。右辺 の τ1 依存性は e
−〔‘k一μ）（T・

− T2 ｝お よび θ（士（71 −
． T2 ））に あ り．　 rl 微兮によ りそれ

ぞれ 一
（EiC

一
μ）e

− （Ek ’μ〕〔τ 1　τ 21 お よび 土 δ（τ一 T2）が 出て くる 。 さらに （225）式を用い ると、こ の Tl

微分は 次の よ うに書き換え られ る 。

　　　　
∂C （

舞
’
2L

［嘉＋σ・ri ）
一

μ］G
〔°〕

（1・
2・一・（71 　一・・2・￥・・… ）・n・X …

こ こ で 固有関数　9k の 完全性 （226b）を用い る と、最終的に次式が得 られ る。

　　　　　　　　一霧一嘉一U ・・・… 1・Gl・・
（・， ・）一 ・（7

−
1　
一
・・2・・（Xl ・

x ・…　 284・　　　　　　　　［
こ Q式か ら 、 （｝（

o＞（1，
2）が 、 偏微分方程式論にお ける虚時間 SChr6dinger方程式 （tl ＝ − iTin）

　　　　　　　　　　　÷ 圓 一 ［嘉・ σ・r1 ）
一

μ］・＠1 ・1）
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の グ リー
ン関数で ある ことがわか る 。

　グ リ
ー

ン関数 （283）を以下の ように表して おくと便利で ある。

　　　　　　　　 σ（°）
（1，

1’

）・… e〔・、
一

・｛）σ
〉 （°）（1，

　1’

）＋ θ（・｛一τ1）G
〈 （°）（1， 1

’

）。　 　 （285）

こ こ で C ＞ （o）（1，
1’

）および 0 〈 （o）（1，
1’

）は Kadanoff−Baym の 相関関数で ［6】、以下の よ うに 定義 さ

れて い る。

　　　　　　σ
〉 （°）

（1，
1’

）≡ 一（ψ（・）ψ†
（・

「

）〉・ 一 Σ卿 1）σi〔°）
（・・

− Tl ）9・1（・1）， 　
・
（286・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

　　　　　　σ
く （°）

（1，
・lt）≡ 一

・ 〈ψ†
（1

’

）ψ（1）〉・ 一Σ卿 ・）Gf
（°）

（・1
−

・Dψ藁凶 ．　 （286b）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 た

また 、Gi （o）
（Tl 一

τ｛）と （穿葦
〔o）

（7一 τ｛）はそ の 対角表示 で 、（283b）式よ り以下のよ うに表せ る 。

　　　　　　　　・言
…

（・ ）一 一錨 ÷ 一［1噛 一
・）］e

− ・ ・Ck −…
， 　 ・287・・

　　　　　　　　・葦
…

（
　　　　　　　　　e

− 7 〔Ek 一μ）
T ）＝『

・

。β（，、
．

。）一
σ

＝ 一
σ ／（c・・

一
・Pt）e

− ・ ・Ek 一μ・．　 　 （・87b）

ただし f（ε）… （e
β‘
．
一

σ）
− 1 は Bose／Fermi 分布関数で ある 。

D ．9Wick 分解と Feynman 図 形

　グ リーン 関数を用い る と、（281）式の各 々 の Wick 分解に Feynman 図形と呼ばれ る図形を対応

させて 因子 σ
P を簡単に求め 、摂動展開を系統的に実行する こ とが で きる。こ の こ とを理解するた

め に、 2 次摂動に現れ る次の Wick 分解 を取 り上げる。

　　　　　　　 〈T．
　dit（1）bψ（1）

α

ψ†
（1

’

）
d
ψ（1

ノ

）
c
ψ†

（2）
α

ψ（2）
b
ψ†

（2
「

）
c
ψ（2

’

）
d
＞o

　　　　　　− 〈T． IZI
†
（1）

b
ψ（1）

α

φ
†
（2）％（2）

b
＞。＜恥

†
（1

「

）
d
ψ（1

’

）
c

ψ†
（2

’

）
e

ψ（2
’

）
d
＞。．　 　 〔288）

こ こ で 、 縮約 をとる演算子の ペ ア を同 じ上付き の 記号 α
，
b

，
　c

，
　d で 表し た 。 こ の Wick 分解に は 図

11の 図形 〔Feynman 図 形）を対 応 させ る こ とが で きる 。

一
般に 、各々 の Wick 分解に対し

一
つ の

Feynman 図形が 対応す る 。 以下 、　 Feynman 図形を用 い た摂動展開のポイ ン トを列挙する。

2 2

　　　　　　 1　　　 1
’

図 11： 2次摂動の Feynman 図形の
一

つ
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（a ）閉じた粒子線と符号 σ
P

の 関係

　　（288）式の Wick 分解は 二 つ の 独立な部分か らな り、それぞれが 、　Feynman 図形にお ける粒

　　子線の 閉じたル
ープで表されて い る。この Wi （｛lc分解をグ リ

ー
ン 関数 （283）で 表した場合に

　　現れ る因子 σ
P を求めよう。こ の 目的の ために 、図 11の左側のル

ープに対応す る （288）式の

　　独立成分を次の よ うに変形する 。

〈恥
†
（1）

b
ψ（1）

α

ψ†
（2）

α

ψ（2）
b
＞。 一

・
3
（T ．ψ（1）

α

ψ†
（2）

α

ψ（2）
b
ψ†

（1＞
b
＞・

　　　　　　　　　　　　　一 σ 〈黔ψ（1）ψ
†
（2）〉。〈踊 （2）ψ†

（1）〉。

　　　　　　　　　　　　　一σ （
− 1）

2G （°）
（1，

2）a
（°）

（2，
1）． （289）

この ように 、（i）Feynman 図形における各々 の 粒子線に C （o ）が対応し 、 また 、 （ii）各 々 の

閉じたル
ープか らひ と つ の 因子 σ が 出て くる。 これ は

一
般的規則で あ る。この ことを確かめ

るため、図 12の Feynman 図形を取 り上げ る。そ して 、演算子対 ψ†（」）di（のを zD
＋
（j）と縮約

をと る ψ（i）のすぐ右に移動 させ る操作を繰 り返し 、最後に ψ†
（1）を最後尾に移す こ とに よ

り、次の よ うに 変形す る。

　〈T．di†（1）dψ（1）α

ψ†
（1

ノ

）
わ
ψ（1

ノ

）
c
ψ†

（2）
c

ψ（2）
d
ψt（2

’

）
α

ψ（2
’

）
b
＞o

＝ 〈T．
　dit（1）dψ（1）

・

ψ†
（2

’

）
・

ψ〔2
’

）
b
ψ†

（1
’

）
δ

ψ（1
’

）
c

ψ
†
（2）

c

ψ（2）
d
＞。

嵩 σ
7
〈罫 ψ（1）

adit
（2

’

）
α

ψ（2
’

）
b
ψ†

（1
’

）
b
ψ（1

’

）
c
ψ†

（2）
cψ（2）

d
ψ†

（1）
d
＞・

罵・ （乃 ψ（1）ψ†
（2

’

）〉。〈恥 （2
厂

）ψ
†
（1

’

）〉。〈恥 （1
’

）ψ
†
（2）〉。〈恥 （2）ψ寸

（1）〉。

＝ σ （− 1）
4
σ （°）

（1，
2「

）び
゜〕
（2〜1

’

）σ
（°）

（1〜2）σ （°）
（2，

1’

）．

（σ
7

； の

（290 ）

こ の 例で は閉 じたル
ープは

一
っ であ り、やは り因子 σ が ひ とつ 出 て くる。一般 に ．e個の 粒

子線か らなる 閉じたル
ープに対応す る Wick 分解を実行するに は 、 以下の よ うにすれ ば良 い 。

（i）演算子対 z｝†（」）li（の （ゴ＝ 2
，
31…　，

e）を 罫 演算子 内で 移動させ 、 ψ†
（ゴ）と縮約を とる di（i）

の すぐ右に 置く操作を繰 り返す ；（ii）残され た ψ
†
（1）を縮約をとる相手の 右 、 すなわち最後

尾に持 っ て ゆ く；（iii）得られ た演算子の順序で縮約 をとる 。 （i）の操作は 2個の演算子の 同時

移動を伴 うた め符号変化に は寄与せ ず、結局、（ii）の 操作に よる 因子 σ
2e− L σ のみが残 る

こ とになる。また 、（iii）の縮約は 一G（o）を与えるが 、一
般に n 次摂動では 2n個の 縮約が 現

れ る た め、− G （O）の 因子 一1 は考慮しなくて よい 。

扁

凶
図 12： 2 次摂動における別の Feynman 図形
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（b）同時刻のグ リーン関数

卸 1  1
・

図 13： 1次摂動の Feynman 図形

1次摂動の Feynman 図形は図 13 の 二 種類あ り、いずれ も同時刻の グ リーン 関数 G （o）（1，
　1’

）

（τ1 ＝ 貿）が 関与す る。こ の 同時刻の 縮約で は、（280）式の N 演算子が有効とな り、 （286b）
式の G く （o）（1，

1’

）を用い る必要が あ る 。 また 、（冫
く （o〕

（1，
1’

）は τ1
一

τ｛の み の 関数で あ り、同

時刻の 場合に は 71 に 依らな い
。 従 っ て 、つ ぎの規則を得る 。 同時刻 1 ← 1’

の 粒子線に対し

ては 、a く 〔0）（Xl ， 婿）を対応させ る 。 こ こで 、　G ＜ （0）
（Xl ，婿）は次式で 定義されて い る。

・ ＜（  （
　 　 　 　 ’

X17Ml ）一 一・ 〈ψ
・
（・ i）di（・ ・）ト ・ Σ呈黔 暫

）
・ （291）

（c ）つ なが っ た 図形と つ なが らな い 図形

　　く8（β）＞o の 2次摂動では 、上記 （a）で示した 2例のほか に、図 14の ようなつ なが らない 図形も

　　現れ る 。 し か し、（267）式で 必要なのは 1n〈3（β）＞o で あり、 それは、つなが っ た 図形 （connected

　　diagralns）の みか らの 寄与を （5（β）＞o。
と して 、 以下の よ うに表せ る 。

　　　　　　　　　　　　　　In〈5 （β）＞o ＝ ＜5 （β）＞Oc − 1・　　　　　　　　　　　　　　　 （292）

従 っ て 次の規則を得る 。 （267 ）式の 熱力学関数 Ω に寄与するのは 、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〈5 （β）＞Oc − 1
　　　　　　　　　　　　　　Ω ＝ Ω O

−
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（293）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β

の ように 、 つなが っ た 図形のみで ある。この ことは下記の よ うに 証明で きる。k 個の 究i。 t か

らな る つ なが っ た Feynman 図形の総和は 、

　　　　　　　　　… ∬d・・
…∬d・ ・篇 ・…

… ・… （・ ）〉・c 　 ・294・

で表す ことが で き る 。 そして 、n 次摂動にお ける一般項は、哉 の 個数を nk 個 と して 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ甑 ； n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

画

卸

図 14： 2次摂動における つ なが らない Feynman 図形
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の 条件を満たす ｛n1 ，
n2

，
n3

，

…
｝の 組を指定する こ とに よ り、一

意的に決ま る 。 そ こ で 、　n 個

の 7ti
。t はすべ て 同等で ある こ とに注目し 、同じ ｛n1 ，、

n2
，、
n3

，

… ｝を与える 究int の組み 合わ せ

の 数 F （n ）
（nl ，

n2
，

… ）を求めよう。 こ の 数は、　n 人の 人を 、それぞれ 1個、2個 、
…　 の ベ ッ

ドを持っ た nl 個 、
　 n2 個、… の部屋に 同じ種類の 部屋 とベ ッ ドを区別せずに 振 り分ける場

合の 数に等しく、
　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 n ！

　　　　　　　　　　 F（n ）
（nl ，

n2
，

・
→ ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（295）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　nl ！（1！）nl 　n21 （2りn2
　…

と計算で きる 。 従 っ て 、＜5 （β）＞o が 下記の よ うに変形で きる 。

〈s（・）〉・ 一 嵩
（
諾 瓢

・   ・一
・・博 ・・ （罍臨 一→

　　　　　
一 盞伽剛謡 夏i雛最…

・  ・聖…

　（シ ー う
　　　　　

一

浅ゐ詳司犠毒
（
静

璽

一

　　　　　　　　　　　　　（
− 1）

2
＿　　　　　　　　　 − 1＿

　　　　　
＝eXP

　TI　＝ ・＋
2！

＝ ・ ＋ ’tt

　　　　　− ・xp ［〈S（β）〉・・

− 1］・　 　 　 　 　 　 　 （296）

す なわ ち 、（292）式が 成立す る。

D ．10　 Ωの 摂動計算に おけ る Feynman 則

　以上 の 考察よ り、（267）式と （280）式を用い た Ω の 摂動計算に おける Feynma皿 則が 、以下の よ

うに ま と め られ る。

（a）n 次の つ なが っ た Feynman 図形 をすべ て描 く 。

（b）各 々 の Feynman 図形 に次の 因子を対応 させ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　
一
去

（
諤癖 回 ・・ 　 　 （297・

　　 こ こ で ne は 閉じた粒子線の 数であ る。

（C ）ゴを出発して iに到着す る粒子線に σ  ＠のを対応させ る 。 また 、同時刻 （Ti ＝
乃）の 粒子

　　 線には G ＜〔o）（賜 紛 ）を用 い る 。

（d）すべ て の 内部変数に つ い て積分を行 う。
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D ．11　 Ω の 摂動計算 （1 次）

　Ω に対する 1次摂動の Feynman 図形は以前に現れた図 13の 二 つ で あ る 。 こ れ らの 寄与を 、 上

記の Feynman 則を用いて評価する と、下記の よ うになる。

・・… 一 （

調 dl！d1’

・・1 − lt）［c
・ …

（Xl ，
・Xl ）・

・ …
（・1，

・1・・ ・ ・
・ … 幅 ・G

・ …
（綱 1

　　　協∬d・1何 姻 r1 −
・9

　　　　　　　　　・ 1σく（°）
（XI ，

・11）σ
〈 〔°）

（湿i講 ）＋ σ G 〈｛％ 、，  0 〈 （°）
（酋β 、）｝

　　　諺1呵 ・蜘 1
−

・〜）

　　　　　　　　　x ［（Z3t（Xl ）ψ（Xl ）＞o〈ψ
†
（＝bdi（xl ）＞o 十 σ 〈ψ

†
（記〜）ψ（Xl ）＞o〈93t（x1 ）ψ（nct））o］．　（298）

最後の 表式は、当然の ことなが ら、（262b）式の Fti
。t に直接 Wick 分解を行 っ た結果と

一
致する 。

D ，12　 Ω の摂動計算 （2 次）

　次に Ω へ の 2 次摂動の 寄与を考察する。図 15 にそ の Feyiirnan　ew形 の
一部を示 した。最初の 二

つ の Feyn 皿 an 図形は ring 図形と呼ばれ る。これ らは、積分変数の入れ換え 2 曾 2’
で 互 い に移 り

変わる の で 、全 く同じ寄与を与え る 。 次の 二 つ は e漁 ange 國形と呼ばれ 、量子力学に特徴的な 図

形で ある。、こ れ らもやは り、積分変数の 入れ換え 2e 　2iで 互 い に 移 り変 り、全 く同じ寄与を与え

る。最後の 二 つ は anomalous 図形 と呼ばれ る図形 の 一部で 、同時刻を結ぶ粒子線が あるこ とに よ

り特徴づ けられ る 。anlomalous の 名前は Kohn と Luttingerに よる 161｝。しかし、Appe ロdix　F で

詳述する 「繰 り込 まれた摂動展開」 に お い て は、これ らの   omalous な寄与は 考えな くて 良い 。

従っ て 、2次摂動で本質的な図形は ring 図形 と exChange 図形 である 。

　こ こ では 例と して ring 図形を取 り上げる 。 こ れ ら ring 図 形の 寄与は 、上述の Feynman 則によ

り、 次の よ うに得 られ る 。

・・2r・
一 ・ ・ 講

2

・
・1d11・1・f・・！・2・t・（1　一　lt）t］1（2　一　2t・G

…
（1，

・・・
…

（2…

　　　　　 ・び ）゚
（1

’

12
’

）G 〔°〉
（2

’

，
　1’

〉、

¢◇潔 図 図1じ〕lll
　 　 　 　 ring　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　exchange 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 anomalOUS

　　　　　　　　　図 」5： 2次摂動の Feynman 図形
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Appendix 　E ．松原グリー ン 関数

　Appendix　D にお け る 熱力学関数の 摂動展開に お い て 、相互 作用 の な い 系で の グ リ
ー

ン 関数を

（283）式で 導入 した e それを
一

般化して 、相互作用の ある系の グ リーン関数を次式で定義する。

　　　　　　　　　　　　　　　α 1
，
1’

）一 一〈T ． 13H（1）ψ査（1
’

）〉．　 　 　 　 　 （299）

こ こ で ψH（1）≡ eη 咒ψ（xl）e
一

ア・u は ψ＠1）の Heisenberg表示で あり、また 〈（う〉＝［［Y　ePi（Ω ｝宮）〔うは 、

相互作用を含ん牟密度行列によ る演算子 δの 期待値を表す 。 0＋ を無限小 の 正数とし、丁1＋ ≡ 71 ＋ 0＋

を導入する 。 特に T ｛＝
　 Tl＋

のグ リ
ー

ン関数（；（
　 　 　 　 　 t
XITI

・
X
’
1τ1＋ ）＝

一
σ Tr　efi（

Ω 一
旬 ♂

咒
ψ†

（婿）Z5（xi ）e
− Tl7t

は 、e
±τIH と e

一β咒
とが 可換で ある こ とか ら、71 に依 らず、

　　　　　　　　　 G ＠1・、，
・1・1＋ ）一

一
・ （ψ†

（・1）ψ（Xl ）〉一
一

σρ
（1）

（x 、，
π1）， 　 　 　 （300）

のよ うに、（254a）式の縮約された密度行列に直接関係づけ られ る。従 っ て 、（3（1，
1’

）を用 いて任意

の
一

粒子演算子の 期待値が 計算で きる ことにな る。（299）式の G は 1955 に松原に よ り統計力学に

初めて 導入 された ［7］。従 っ て 、こ の グ リーン関数を松原グ リーン 関数と呼ぶ。

E ユ　 松原 グ リーン 関数の 摂動計算

　（299）式 の 松原 グ リ
ー

ン 関数に 対す る摂動展開 を行 うた め に 、まず、演算子 S （β）； e 遡 ・e
一
β胃

を以下の よ うに
一般化す る。

　　　　　　　　S（T ，
・Tt・…

’ R ・e
− ’ ”

・
・”t

・
− T”1・　一 　TT ・ xp ［

一
か ・・（・・）・・11 ・　 （・・1・

第二 の 等式が成立す る こ とは 、そ の 左右が 同じ
一

階微分方程式 ∂3（T ，
τ

S

）／∂τ ＝− 7卍int（r ）3（τ，
　T

「

）と

初期条件 8 （71 ，
T

’

）＝ 1を満たすこ とか ら明らか で ある 。 こ の定義式か ら得られ る関係式 e
一

τπ e
τ

’

π
＝

e
− 「 U °3（T ，

T
’

）eT
’
π ゜ お よび 6一βΩ ＝eづ

Ω。〈6（β）＞G を用い ると、（299）式が次の よ うに変形 で きる。

　σ（… り一

．
一

・
βΩT ・ T

・
・

−fi”
e

τ’”
Zb（・ ・）e

− T1 ”
・

’｛’‘
Z3†（・1）e ’TI ’t

　　　　　＿ Tl・　T
．
・
β（Ω・

−u ・）S（β，・、）e
「
・H ・輌 ）・

一
・・H ・S（Tl ，

・1）・・｛幅 †凶 e
−

・偽 3（71 ，
0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8 （β）＞o

　　　　　　　〈TrS（β，
7
−
1）ψ（1）5 （τ1 ，

T｛）zb†（1
’

）8（丁｛，0）＞o

　　　　　　　　　　　　　　 〈5（β）＞o

　　　　　迦 （1）Z3†（lt）3（β
〈8（β）＞o

）〉°
・ 　 　 　 　 　 … 2・

　（302）式の 分母は 熱力学関数の 摂動計算で 既に扱 っ た の で 、こ こ で は分子を考察する 。 その 非摂

動項は 、（283）式の G 〔o）に 等しい 。 っ ぎに 、1次摂動か らは次の表式を得 る。

一幡 1）ψ量
（1

’

）Sl1）（β）〉・ − lf・・f・2’

　・
’
（・一師 （1）ψ

・
（IW 〔・）di（・）di・（・’

）di（2t）〉・・
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　　　　　　　　　　　　　　　OmuO 　　  
12

，
L 、」、、」

，
蚤　 ， 要　 1

，

　 　 　 　 connected 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　djsconnected

図 16： 松原グ リーン 関数に 対する 1次の Feynman 図形

被積分関数の 中の期待値の 評価は、Feynman 図形 を用 い て 簡便に実行で きる 。 トポ ロ ジ
ー的に異

なる挽 ynman 図形として 、図 16の 4種類がある。これ ら 4種類の 図形は、“

外線
”

ψ（1）aPt（1
’

）と の

連結状態に より、更に 二 っ に 分類で きる。最初の 二 つ の 図形は外線とつ なが っ て い る 。

一方 、右二

つ は外線お よび外線か ら切 り離され た 閉じた 図形か ら成 っ て い る。これ らの Feynman 図形には、

〈302）式の 分子の 摂動展開における
一一

般的構造が 現れ て いる 。実際 n 次摂動に現れ る Feynmaiin

図形は、外線と つ なが っ た Nintの tw　nc によ り分類で きる。そして 、同じ n
、 を与える 場合の 数は、

捌固の 同等な 宛 int か ら 翫 幗 を選び 巓す組み合わせ の 数

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n ！

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ Cnc；
。

，
！（n − n

、）1

に等し い 。従 っ て 、（302）式の 分子は 、以 下の よ うに 二 っ の 寄与の 積に変形で きる 。

　　　一〈7｝ψ（1）ψ
†
（1

’

）3（β）＞0

− 一

浅
（

号犠 漁 1蜘 …f・… ，〈・・e’（1）舳 脇 ）… 711… （… ）〉・c

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　× σ翔 i。t（rnc ＋1）… Hi 。t（Tn 〃 ）＞0

−
一

嵩
（

詳 1亟 …1・玩 繭 ・φ・
（・

’

・蝋 ）… 7t・・ t・T ・ ・）〉・c

　 　 　 　 　

　　　
・

蕊
（

謂 叫
・1・Tnd 〈職  

… 7［z・・ t（T…）〉・

　　ニ ー＜T｝S（β）zfi（1）ψ†
（1

ノ

）＞Oc ＜3（β＞＞o． （303）

こ こで 添え 字 e は外線とつ なが っ た 図形を現す 。 第二 の 等式で は 、rLd ≡ n − nc と置 き、（n ，
　nc ）に

つ い て の 条件 つ きの 和を、（nc ，
nd ）に つ い て の 独立な和に 書き換え た。こ の 式を 〔302）式に 代入す

ると、最終的に以下の 表式を得る 。

　　　　　　　　　　　　　　G （1，
1’

）＝ 一（T ．
S（β＞gS（1）ψで

〔1
’

）＞Oc．　　　　　　　　　　　　　　 （304）

こ の よ うに して ，松原グ り一ン 関数 σ（1，
Y）の 摂動計算に おい て は 、外線 ψ（1＞ψ†

（1i＞と つ なが っ

た 図形 の み を考慮すれ ば よ い ことが 分か っ た 。

　松原グ リーン 関数の 摂動計算におけ る Feynman 則は 、 以下の ように まとめ られ る 。

（a）外線と つ なが っ た n 次の Feynman 図形をす べ て 描 く 。
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鼻
12 　　2

’
1
’ 礬

図 17： 松原グ リー
ン関数に寄与する Feynman 図形の 例

（b）各々 の Feynman 図形に次の因子を対応させ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
（

諤1・ n
・　fi　1・’（・　一　・’）　．　 　 　 （・・5）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

　　 ここで ne は 閉じた粒子線の 数であ る。

　（cD を出発して iに到着する粒子線に （283）式の G （o）（i，のを対応させ る。また 、同時刻 （ri ＝rj ）

　　 の 粒子線に は （286b）式の G ＜（o）
（Xi ，

卯のを用 い る。

（d）すべ て の 内部変数に つ い て 積分を行う。

　例と し て 図 17 の 二 つ の 恥 ynman 図形 を 取 り 上 げる 。左 図 に つ い て は 、積 分変数を 2e2 ノ
と入

れ替えた図形 も同じ寄与を与え る。従 っ て 、左図 と トポ ロ ジ ー的に 同じ図形すべ て か らの 寄与を

Fock の 頭文字を用 い て G （IF）（1，
1’

）とする と、ぴ 1F〕（1，
lt）として次式を得 る。

　　　a・IF ・
（・・

1’

・一・ ・
（
舜1｛

1

・
・1・・1・・

’・…
一・2’

・・
…

（・，
・・・

・ …
（・，

・2’

・・
…

幽

　　　　　　　　一 一1・・1醐 ・一・2t）・
（°）

（1，
・）・

〈 （D）
（・，

2t）・
（°）

（2
’

，
1’

）・　 （・・6・）

一
方、右図に対し て は 、（i）咒 i。t（72 ）← 冗i。t（τ3）および （ii）2 ← 2t

，
3e3 ’

の 入れ 替えを した 図形

も同じ寄与を与える 。従 っ て 、右図とトポ ロ ジー的に 同じ図形の寄与を exchange の 頭文字を用 い

て G （2e）（1，
lt）と表す と、　G （2e）（1，

1’

）とし て 次式を得る。

　　　　　G …
（1，

lr）一 ・・2・
x

（
蟲

2

・
・1・・1・2’f・・1瑚 ・− 2’

・… − 3t）

　　　　　　　　　　　 ・ σ〔°）
（1，

2）G （°）
（2，

3’

）σ
（°）

（3
’

，
2’

）σ
（°）

（2〜3）σ
（°）

（3，
1’

）

　　　　　　　　　　− f・・1・2’1・・1胡 ・一・
’

）・（・・一・3’

）

　　　　　　　　　　　 × G 〔o）
（1，

2）σ（o）
（2 ，

3！

）C （o）
（3

’

，
2t）G（o＞

（2
’

，
3）G （o）

（3，
1’

）．　　　　　　　　（306b）

これ らの 例に 見 られ るよ うに 、一般に （305）式の 因子 （2nn ！）
− 1

は 、内部変数の 取 り替え の 自由度

とキ ャ ン セル して 消える 。

E2 自己エ ネル ギ
ーと Dyson 方程式

　上述の よ うに 、 松原グ リーン 関数の摂動展開に お い て は 、外線とつ なが っ た Feyiiman 図形 の み

を考慮すればよ い 。こ こ で は、外線 と つ なが っ た Feynman 図形もさらに 2 種類に 大別で きる こ と

を示す 。 そ して 、そ の 事実を用いて 自己エ ネルギー
の概念を導入し 、さらに Dyson方程式を導 く。
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　こ の 目的の ために 、 （304）式の 2次摂動項を考察し 、 トポロ ジー的に異なる Feynman 図形をす

べ て描 くと 、次図の よ うになる。

R x 量
（a）

空煮 魚

22m u
　2mu　a 呈
（b）

（b）の 4種類の図 形は中間の び o）線を 1本切る こ とで 二 つ の 図形 に分ける こ とが で き る 。 そし て 、

それ ら の 各 々 は 、1次摂動に現れ た 図形に他な らな い 。一方、（a）の図形 におい ては、外線 と直接

つ なが らない び o）線の うち、どれ一
つ を切 っ て も二 つ に分けるこ とはで きない 。 これ は 、 松原グ

リーン 関数の 摂動展開にお ける
一

般的構造で ある 。

　こ の 構造 に対応して 、（既約）自己 エ ネル ギーとい う概念を導入す る。自己エ ネルギー Σ と は 、

（a）の タ イプの 図形か ら、外線と つ なが っ た 二 つ の G ｛o）線 を取 り除くこ とによ り得られ る。具体

的に Feynman 図形で 表すと
L

、下図 の よ うに なる 。

  ． ？＿ ． s ． 燹 ． 1． 鴛 ＿
一

右辺の 最初の 2 つ が 1次摂動か ら の 寄与 、次の 6つ が 2 次摂動か らの 寄 与で ある。例えば 、2 番 目

と 4番 目の 図形に 対応した 自己エ ネルギーは 、 （306）式よ り、それぞれ 以下の よ うに表せ る こ とが

わかる。

　　　　　　　　　　　　　Σ〔IF ）
（1，

1’

）一一V（1 − 1’

）G
く （°）

（1，
1’

）， 　 　 　 　 　 （307・）

　　　・・2・1（・，
・
t

）− f・・f・2’V（1 − ・）叩 一2’

）・
・°’
（1，

2’

）・
（°’

・・
’

，
・）・

（°）  ・ （・・7b）

こ の 自己エ ネルギーを用い 、また ．C（o）と C にそれぞれ 細い 直線と太い直線を対応させ ると、（304）

式の摂動展開が次図 の よ うに表せる。

＋ 一一一
く｝一一一

＋
一 一一

一 ＋ 一 ・

＋
一 一

｝
一 一

こ の 図を数式で表現する と、以下の よ うにな る。

C （…
’

）− C ・°・（…
t
）・1・・1・・

tG ・°・（… ）・（・・
2t）・ （・

tl
　・

t
）・ （308）
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こ の方程式を積分形の Dyson 方程式と呼ぶ。こ の 方程式の 微分形は次の ように して得 られ る 。 ま

ず 、引数 1 と 1’

をそれぞれ行列の 行と列を指定する添え字とみな し 、この方程式の 左か ら び Ol− 1

を作用させ ると 、次式が得 られ る。

∫［・
・°・− 1

（1・
・）一Σ（・1 ・）］G （・，

・1’

）・・ 一 ・（1・
・

’

）・

一
方、非摂 動グ リ

ー
ン関数に対す る方程式 （284）よ り、（7（o）

− 1
が 以下の よ うに求まる 。

　　　　　　　　　　・ …
一
… ，

・
’

・一 ÷ 嘉一ひ（・D… （・，
・）・

こ の 式を （309）式に代入す る と、微分形の Dyson 方程式が 次の よ うに 得 られ る 。

　　　［÷ 譱一 u ・ri ・・ t・］　c ・…
t

・− 1… ，
・・… 1 ・

t

… 一 … 1
　・

t

）・

（309）

（310）

（311）

非摂 動グ リ
ー

ン関数 G 〔o）（1，
1’

）に対す る方程式 （284）と の 違 い は 、左辺に 自己 エ ネルギー
項が ある

こ と で ある 。

E ．3　 松原グ リー
ン 関数の

一
般的性質

　こ こ で は松原グ リ
ー

ン 関数の
一

般的性質を列挙する 。

（a ）G （1，
1’

）は ア1
− r｛の みの 関数

　　 こ の こ とは演算子 e
一
β冗

と e
− 711t

の可換性 を用 い て 以下 の よ うに示せ る 。

　　　　　　　　　 C （1，
　1’

）一
一T［1・Tr・

β（Ω ’H ）eT
・冗

ψ（x1 ）e
− T17te ’17tsi†

＠1）e
一

τ｛　7t

　　　　　　　　　　　　　＝
− T ・T． ・

β（Stm’t）
・
（丁 ・

−7 ｛）咒ψ＠、）・
一（T ・

一ア ｛）冗ψ†
（婿）

　　　　　　　　　　　　　…≡ G （Xl ，
置i；ア1

− TD ．

　　 0 ≦ rl
，

τ｛≦ βよ り、τ1
一

τ｛な領域 一
β≦ τ1

− T｛≦ βを動 くこ とが わ か る 。

（b）一
β≦ T ≦ 0 に対し G （x1 ，婿；r 十 β）＝ σ G （x1 ，

　xl ；　r ）

　　　こ の こ とは次の ように 示せ る 。 まず、一
β≦ τ ≦ 0の とき、

　　　　　　σ（・ 1，・1；・ ）＝
一
〈T．di。 （・ 17 ）ψ†

（・1）〉一一
σ・

βΩ T・ e
一
β％ †

（婿）e
’Hdi

（x1 ）e
” H ．

　　
一方、τ ＋ β≧ 0 なの で

　　　　　　　　　（；（x1 ，
コじi；τ ＋ β）＝ − efin 　Tr　e

一βHe （τ＋M7tdi
（m1 ）e

−
（「 ＋β）咒ψ†

（xl ）

　　　　　　　　　　　　　　　　一一eB9 　T・評 ψ（Ml ）e
− THe 一βπ

ψ†
（zl）

　　　　　　　　　　　　　　　　； − eβ
Ω
　Tr　eLrs7t ψt（婿）e

τ｝tdi
（Xl ）e

一
τ H

．

（312）
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　　従 っ て 、G （Xl ，
毋宝；T ＋ β）＝σ G （置 1，

z三；τ）。こ こ で 、境界条件 g（7 ＋ β）＝ ag （T ）を満たす完

　　全系を構成するため に、次の
一

階微分方程式を考え る。

　　　　　　　　　　　　　　宰一 ・・， ・（・ ＋ β）一 ・・（・ ）・　 　 （313）

　　微分方程式の解は g（T ）〔x　e
λ「

と求まり、境界条件を考慮す ると、固有値が 〉、　・＝　− iEeの よう

　　に 決まる 。 ただし、εe は、eを整数として以下の ように定義され て い る 。

　　　　　　　　　　… ｛
2eπ ／β

（2e＋ 1）。 ／， ：；ゴ 臨溜、
・ 　 （314・

　　ω e … Ee ／n を松原周波数と呼ぶ 。 関数系 ｛e
−ieE「

｝毘＿
。。

は 、境界条件 g（τ ＋ β）＝ σ g（7 ）を満

　　たす任意の 関数 g（τ）に 関する 直交完全系を構成する 。 従 っ て 、松原グ リ
ー

ン関数は 以下 の

　　よ うに展開で きる。

　　　　　　　　　　　G ・卿 ・一 幾 ・・・ … 1・勧 ）e
”’・t

… 　 315a・

　　こ こ で 、左 辺と右辺の 関数 G は 、関数形が 異な る こ とに注意して お く 。 こ の逆変換は 、両辺

　　に ei
ε E ’ 「

を かけ区間 ［0 ，β］で 積分 し、続けて ♂ → e の置き 換えを行う こ とによ り、次の よ

　　うに求まる 。

　　　　　　　　　　　　a ・呻 … イ ・ … ，
・1・… i・ … d・… 　 315b・

（c）松原グ リ
ー

ン関数の Lehmann 表示

　　全ハ ミ ル トニ ア ン H の 固有値問題を 7tlΨ
． 〉＝　Ev1Ψ u＞と し 、そ の 固有値 と固有関数が 求ま っ

　　た と仮定する。（312）式の G （Xl ，婿iのを この 完全系で展開する と、以下の よ うに な る 。

　　　　G （Xi ，婿；τ ）

　　　＝ 　 一
θ（・）Σ〈Ψ・1・β（Ω

一” ）
e
「Hz3

（・1）・
一

丁

触 ・〉（Ψ・
’　1dit（・1）i輸

　 　 　 　 　 　 　 uut

　　　　
−

・ e← ・ ）Σ〈Ψ 。
，・1・β（Ω

’H ）di†＠D［Ψ ・ ×蚓 評 ψ（・ ・）・
一

τ” 1Ψ ・
・＞

　 　 　 　 　 　 　 　 uvt

　　　− 一Σ［θ（・ ）・
β（Ω 一E の

＋ ・ θ（一・ ）・
fi（Ω一E ・’）

］eT
（Ev −E

・
t）
（Ψ 。1ψ（Xl ）1Ψの〈Ψ ・

，1dit（婿）1Ψ ・ 〉・
　 　 　 　 　 レ vl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （316a）

　　こ の 表式を （315b）式に 代入して 積分を実行す ると ， 次の 表式が 得 られ る 。

　　　　・銜 綱 一

混
脚 ・煢  

1
・蜘 ）1軸 く蜘 鵬 ・

　　　　　　　　　　
一

多
・・…

紫咢霧
1
〈Ψ。 1ψ（x1 ）1噛 陶 1・… 316b・
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第二 の 等式で は e勧 β ＝ σ を用い た 。
こ こ で 、ε を実数として 、 ス ペ クトル関数 項 記 b 尊 ε）

を次式で導入する 。

　　晦 ，婿；・）≡ 2・ Σ・
fi（9 ’E ・ ）

［1 −
・ ・

βCE・
− E・t ）］〈Ψ． ldi（・ i）1Ψ．

，〉（Ψ。
・ldi†（・1）1Ψ． 〉

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 シレ
「

　　　　　　　　　 x δ（ε
一E 〆 十 E

レ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（317）

こ の ス ペ ク トル 関数．A （x1 ，婿；ε）を ε に つ い て 積分すると、以下の よ うになる。

　　鷹・屬 ・・）髪 Σ ・
β・9− Ev・〈Ψ 。 巨ψ＠1）鋼 一

σ ψ・（・1・di・x ，）］1・ ・ 〉・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 レ

右辺 の 導出の 際に は 、完全性 1Ψ v ＞〈Ψ v 」＝ 1を用 い 、また σ に比例した 項に つ い ては添え字

の 入れ 替え VH 　vl を行っ た e こ こ で 、場 の 演算子の 交換関係を用い る と 、 最終的に次の総

和則を得 る 。

　　　　　　　　　　　　隠・（
　 　 ’

M1
，
m1 ；ε）嘉一・（嘱 ）・　 　 ・318・）

一方 、（317）式の 複素共役をとる ことに よ り、以下の 性質も導ける 。

　　　　　　　　　　　　　A ＊

（Xl ｝
｛珍三；ε）＝ A （忽三，

Xl ；e）．　　　　　　　　　　　　　　　　（318b）

すなわ ち、Xl と 喝を行列の 足と考える と、　A （x 、，婿1ε）はエ ル ミ
ー ト行列 とみなせ る。最後

に、ACx，， 酋；ε）の 固有値 と固有ベ ク トル を Ar（ε）および 倫 （Xl ；ε）とす る 。 すなわ ち

　　　　　　　　　　1・幅 ・・腐 ・）・・1− Ar （ε）ePr〔Xl ；ε）・

そ して 、場の演算子 を

　　　　　　　　　　　　　　　ψ（x）　一 Σq （ε）9r（x ；ε）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r

と展開する 。す る と 、Ar （ε）は次の よ うに書け る。

　　 A
・ （・ ）一　2 ・ Σ ・

fi（Ω一E ・ ）
［・一

・・
β（Ev −E ・t）］1〈W ．le， （・）1Ψ。

・＞12δ（・ − E
。

’ ＋ Ev）．
　 　 　 　 　 　 　 　 v ン

t

この式よ り、σ ＝
− 1 の Fermi 粒子系で は Ar（ε）＞ 0で ある こ とがわか る 。また 、1Ψ ． 〉が

1Ψ vr＞に 消滅演算子を作用 して 得られ る状態で あ る こ とを考慮す ると、不等式 Ev’　− Ev ＞ 0

が 成立する こ とがわか り、1 − eβ（E ・−E
・

t ）＞ 0 が 結論され る 。 従 っ て 、σ ＝ ＋1 の Bose 粒子

系におい て も A
，（ε）＞ 0 が 成立する e 以上 より、A （Xl ，鑑；ε ）は、　Bose 粒子系 ・Fermi 粒

子系どちらにおい て も正値 エ ル ミート行列で あ る 。

ス ペ ク トル 関数 を用い る と、（316b）式は以下の よ うに 積分表示で き る 。

　　　　　　　　　　・ （x ・，・・1；　iee）一 剥二
A

窪咢
の

・e ・ 　 （319）

こ の表現は 、松原グリーン 関数の Lehmann 表示と呼ばれてい る e こ の 式よ り、ス ペ ク トル

関数 A （Xi ，婿；ε）が松原グ リー
ン関数 G （Xl ，

¢ 1；勘 ）を
一

意的に決定する こ とがわ か る 。
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相互作用の ない 場合には 、 松原グ リーン 関数 ・ス ペ クトル 関数共に非常に簡単な 形を持つ 。

まず、丁 表示 の松原グ リー
ン関数は （283b）式で 与え られ る 。 それ を （315b）式に代入して 積

分す ると、周波数表示の 松原グ リーン関数が以下の よ うに 得られ る 。

　　　　　　　　　　　　・（D）
騨 ・・一畔 1黌無

2）E

　 　 （32・・

こ こ で 、兪 … Ek − paは、化学ポテ ンシ ャ ルか ら測 っ た一粒子 エ ネルギ ー、すなわ ち励起エ

ネルギ ーで ある 。対応する ス ペ ク トル 関数は、励起 エ ネル ギー
驫 の δ関数の 和として 、以

下の よ うに 表 され る e

A （D）・（x ・，
・・ ，

・）− 2・ Σ蝋 ・・）V：（x ・）δ（・
一ω ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 k

（321）

（d）a （Xi ， 婿 ；勧 ）→ C （Xl ，
xl ；　r ）の 変換

　　（315）式で は、C （Xl ，婿；T）か ら、｛e
−iEET

｝律＿
。。

の直交性を用 い ることに より、　G （Xi ，xl ；iEe）

　　式の 表現をえた 。 こ こ で は逆に 、 （315b）式の 表式が 得 られ た と き、（315a）式の 和を とる こ

　　とを考え る e こ こ で 扱 う方法は 、平衡状態の 摂動 論 にお け る基 本 的テ クニ ッ クで あ る。

　　まず 、複素数 z の関数 として の Bose／Fermi分布関数 f（z）…≡ 11（efiz　一σ ）が 、 （314）式で 与

　　え られ る εe に対し 、次 の性質を持つ こ とに注意する 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　　　 σ

　　　　　　　　　　　蔑 （z
一酬 （2）＝

無 爾葺
＝

万
・

すなわち z ＝ 勧 は ∫（z ）の 一位の 極で 、 その 留数は σ ／βで ある 。 従 っ て 、複素関数論の留数

の 定理よ り，　（315a）式の 和は以 下の ように変形で きる 。

　 　 　 　

・ ・

櫨
・・翻 ピ

印
一 ・ 艦 醐 ｛・（T）［姻 … 一喇

一・ 麟 蕪 ・艦 篝 ［・ω 誇曇
。
．…

一・読 。 ］・ 　 ・322a・

lmz

　　’　！，
　一一一 一、「　、　　、！ 、’ 丶

11 詑 r
、、

厂  
’ 」

贐

覧 ε 1

」 c 厂、 ’
L ’、 ！、 ノ、 ！、　、　　、、　一 　F一

　　ノ　r！

Bose 粒子

ReZ

Imz

　　　　　r　　　　‘　　　r　　’　！！
氈、、　、　　、　　　丶

！ 丶’ 、’
’ ’εr

、
、’ t

」

し ε　　　　 r、　 　　 　 c F

L ’
、 ’
、 ！丶 ’、 ’、 1丶　、　　、　　　、 醒’　ノ厂

Fermi 粒子

Rez

図 18： 複素 2 平面上 の 積分経路
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　　ただし 、C は複素 z 平面の 虚軸を反時計回 りに
一

周する 図 18 の積分路で ある 。 丁 ＞ 0の 場合

　　に つ い て は 、以下で 複素関数論における Jordanの 補助定理を使え るよ うにす るた め 、　f（z ）
　　に定数 σ を加えた 。こ の 被積分関数は次の よ うに 圄 → CQ で 1之［

−1
よ りも速 く 0 に近づ く。

梺 1甥 瞥 ｛i箒i衆窒1：；慧》
・

　　従っ て 、Jordanの 補助定理が 適用可能で あ る。よ り具体的には 、複素 x 平 面上 に 半径 R の

　　積分路 （R → oO ）を つ け加え 、 虚軸の 左右に積分路を閉じ る こ とが で きる。こ の 閉じた 二 つ

　　の 積分路は共に 時計回 りで あ り、そ の 内部の 特異点 は z ＝ε における
一位の 極の みで ある 。

　　この極に つ い て 留数の 定理 を適用し 、さ らに （317）式を 代入する と、上 記の和 1が次の よ う

　　に変形で き る 。

・一覗 劃 ・（・ ・”／
｛

・

fi

．

’IE
＋ ・（− T ）譜 。］

　　　＝ 一・ Σ ・
β（9’Ev）

［1 − ・♂（E ・
−E・ ）］＜Ψ。ldi（・ 1）防 ×Ψ

。
’1di†

（xl ）1Ψ v＞
　 　 　 　 　 　 v レ

l

　　　　　 e
’（E・−E の 【θ（7 ）σ e

一β（E・”E
・

・）＋ θ（
一

τ）］
　 　 　 　 X

　　　　　　　　　　 e
一β（E厂 E

。
’L

σ

　　　一 一Σ［・（・ ）・
β〔St’Ev ）… ← ・ ）・

β（岡 ］eT （E ・
’E ・t）〈・ ・ 1ψ（・ 1）防 〉〈蚓 ψ†

（・Dl・ ・〉・
　 　 　 　 　 tノレ

t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （322b）

　　こ の よ うに して 、（316b）式か ら （316a）式が 導かれ た 1

（e ）G （1，
1’

）の ス ペ ク トル 関数による表現

　　（322b）式の 第
一

の 表式に 注意し、そ れ が （315a）式に 等し い こ とを考慮する と 、（285）式 の
一

　　般化で ある次の 表式を得 る。

　　　　　　　　　　 σ（1， 1
’

）＝θ（丁1
一

τ｛）a
＞
（1， 1

ノ

）十 θ（τ｛− Tl ）G
〈

（1，
1’

）．　　　　　　　　　（323a）

　　こ こ で a＞ と G 〈 は KadanoffBaym の 相関関数 ［6］で 、ス ペ クトル 関数 A と Bose／Ferlni分

　　布関数 f（ε）≡ （e
βε 一

σ ）
− 1 を用 い て 次の よ うに表せ る。

　　　　　　　　　　　・
・

（1，
1’

）≡ −f二祟・（碯 ・・）［1 ＋ ・ … ）］e
”

・‘・ ・
’

・｛）
・ （323b）

　　　　　　　　　　　C
・

（1，
・・

t

）・ 一融 ・（嚇 ・）・ ・（・）e
”

・（・
’
・
’・
’
｛1・　 （323・）

Appendix 　F ．繰り込まれた摂動展開

F ．1　 自己エ ネルギー
の 繰 り込みと自己無撞着摂動展開

　Appendix 　E で は松原グ リ
ー

ン関数の 摂動展開を考察した 。こ の 展開は外線 とつ なが っ た Feynman

図形を用い て 実行で きる 。 それに 関連して 自己エ ネルギー Σ の概念も導入した 。自己 エ ネルギ ー
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は、上記の Feynman 図形か ら外線 2本を取 り除いた 図形の 中で 、どの
一本の 粒子線を切る こ とに

よ っ て も 二 つ に分け られない 図形か らの 寄与 として走義され 、トポロ ジ
ー

的に 異な る Feynman 図

形 を用い て 以下の よ うに 表せ る 。

  ．？． Ω ， R ．   ． 鴛 ． 繍 ． 一

こ こ で 最後の 四 つ の 図形 に 注 目する 。す る と、下図の 四 角で 囲まれ た部分が 、非摂動グ リー
ン 関

数G（o｝に対する 自己 エ ネルギー補正に他な らず、以下 の 図の よ うに 自己 エ ネルギー
中で a（o）→ G

とする効果が ある ことがわか る 。

　　　　　　　　国・梺⇒ ？ 黶崛 一

こ の 考察よ り、 自己エ ネルギーは 次の よ うに して も得られ る こ と が わ か る 。 すなわ ち 、自己 エ ネル

ギー
に寄与す る Feynman 図形 の 中か ら 「骨格図形」 と呼ばれ る 自己 エ ネルギー

補正 の な い 図形 の

みを取 り出し、G （o＞→ G の 置き換えを実行する 。 こ の 摂動展開を 、以下 、繰 り込 ま れ た 骨格図形

犀開と呼ぼ う。0 に太い 直線を対応させ ると、こ の 摂動展開における 自己 エ ネ ルギー
は 、Feynman

図形 を用いて 以下のよ うに表せ る 。

　　　　　　　　　  一？・ （CI＞ ・ ≦∋・ ※ ＋ 一

対応す る解析的表現は 、次式で 与え られ る e

・（1，
1

’

）＝ 一
・ ・（1，1

’

）f… （1 − ・）・（・，
・）一・（1 − 1’

）G （1，
・1’

）

　　　　　・f・・1跏 一珮 1’ − 2t）［・ ・（1，
1’

）G （…
’

）・（・
’

，
・）・ G （1，2

’

）・（・
’

，
・）G 〔・， 期

　　　　　十
’’

” 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（324）

ただ し、1 次摂動 に現れ る同時刻の松原グ リ
ー

ン関数は G く
と解釈する も の とす る。

　骨格図形展開は 自己無撞着な摂動展開で ある。実際この展 開では 、Σ は G の 汎関数 Σ ＝ Σ［G］

として 与え られて い るが 、一方 G は 、Dyson 方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　 ＋ 一 一
 

一一 一

を満た すように決める必要が あり、必 然的に Σ に依存する 。 従 っ て 、繰 り込まれ た骨格図形展開

で は、G と Σ を自己無撞着に決める必要が ある。特に 、上記の Σ に対する骨格図形の 中で 、下図

で 表され る 1次摂動項 Σ
HF の み を残し、また Dyson方程式中で Σ → Σ

HF
として G と Σ

HF
を 自

己無撞着に決め る近似法を 、Hartr  一Fodk 近似と呼ぶ 。 具体的に 、ΣHF に対応す る Feynman 図

形は、以下の ように与え られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　  一？・ 公
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F ．2　 自己エ ネル ギーの別表現

　（324）式の 自己 エ ネルギーは、次のように も表すこ とがで きる 。 まず 、熱力学関数 Ω の 摂動展開

に現れ る Feynman 図形の 中か ら骨格図形の み を取 り出し、G（o）→ G の 置き 換えを した も の を Φ

で 表す。Φ トポ ロ ジー的に 異なる Feynman 図形を用いて 表すと、以下の ようにな る 。

・ ・○ ・− o ・   ・ （工○・ 区1・
こ れ に 対応する解析的表式は、

　 　 　 　 　1　 ．
Φ ≡ ”

A［〈
S （β）〉・・

− 1］・k・1・・en ・c … 一・
・

　　一　ll　f・・　f・・
’

・（1 − 1’

）［a （1，
・）・（1〜1’

）・ ・ α 1
，
1’

）G （1
’

，
1）］

　　　　
−ll1・・f・・

’f・・1・2’

・（1 − 1’

）・（・
一・

’

）［G （・，
・）a （・，

1）・（1
’

・
・

’

）・（・
’

，
1’

）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十σ G （1，
2＞G （2，

1’

）G （1
’

，
2’

）G （2
’

，
1）］

十 ・一 （325）

で与え られ る。（325）式の n 次摂動項を （324）式の n 次摂動項 と比べ ると、G の 個数が
一

つ 多 く、

かつ 、数係数一σ／2nβの違いが あることがわか る，Φに現れる こ の 因子 1／2nは閉じた図形におい

て 2n 個の G が 同等で ある こ とに 由来し 、また 、σ は 閉じた 粒子線の個数が一
つ 多い ためで ある 。

簡単な 計算で 確か め られ るよ うに、（324）式の Σ は 、こ の Φ か ら、汎関数微分

　　　　　　　　　　　　　　　　・（1，
1t）一一

・β
、σ1害，

、） 　 　 　 （326）

によ り得られ る。

F．3　 自己エ ネル ギ
ー

の性質

　自己エ ネルギー Σ）（1，
1’

）は 、グ リ
ー

ン関数 σ（1，
1’

）と同じく τ一 T｛の み の 関数で あ り、（314）式

の Ee を用 い て

　　　　　　　　　　　　　・… 均 一 去写… 1瀬 ）e
”’eeC ”

“
’｛）

　 　 （327・

と展開で きる。こ れは 、（i）G （1，
1ノ

）と G （o）（1，
1’

）が （315a）式のよ うに展開で きる 、 （ii）Dyson方程

式 Σ ＝ G 〔o）
− 1 − G

−1 が成立する 、と い う 2点か ら明らか であ る。さ らに、展開係数 Σ（τ 1，
コpl ；娩 ）

は 、（319）式の G （Xl ，酋；iSe）と 同様に 、以下 の よ うに Lehmann 表示で き る。

　　　　　　　　　　・・・… 1；iEe）一 Σ・…
（・ ・，・1）・酷

A Σ1貔 ；の
・　 （328）
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こ れ は 、（324）式の 各項の 周波数表示を具体的に書き下すこ とで 確か め られ る 。まず 、 （324＞式の

Hartree−Fock項を考えよ う。こ の 項は δ（τ1　
一

　T｛）＝ β
一1Le −

≠ε’（『 τ｛〉に比例してお り、（323）式

を代入 すると 、上式の Σ（HF ）（Xl ，
xl ）が 以下の よ うに得られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　農 軸 ・ε1）・（ε1）　　　　　Σ（HF 幅 ）一 ・（・ ・，
・ 1）f… V （・ 1

−
・・）

　　　　　　　　　　　　　… （r1
−

・D驚 帥 1… ）・（・・）・

また、（324）式の 2次摂動項は 、（279）式と （323）式を代入 し、次の よ うに表せ る。

・ 
（1，

1’

）一一1呵 ・xSV （r1 −
・・）V （・1− ・S）農 ∠藷鷹籌

（329）

　　　　　　・ ［σ fl（m 、，婿；ε2）A （・ 2 ，
xS ；・弖廊 皇， … ；・1）＋ 且＠1，

・ 弖；・・）A （・1，
X ・；・9ゑ（X ・ ，

xl ；・灸）］

　　　　　　・ ［θ（・1
−

・D（1＋ ・f、）（i4 ・1、）・f｛＋ e（・1一τ1）ノ、fl（1 ＋ ・fO］e
−
（・・

一
・｛）（・2 ＋ ・垂

一
・9，

こ こ で ！（ε1）：＝ 　f｛な どと略 記レた 。さ らに 、こ の 式に eiee（
T ・
ff

「1）をか け 、 7 … τ1
一ア｛に つ い て 区

間 ［O，β］で積分する 。 すると 、 Σ  （Xl ，xl；iεe）の 表式が以下の ように得 られ る 。

・・2・
（・… 棡 一 一f・x ・1・x5 … 1

−
… 嘱 一

・灸・罵募農 農 ［鍋 諒 …

　　　　　　　　 ・ 龍 2，螽 ・S）A （ち 堀 ・D＋ σ A （・・1， 毒 ・・凶 錫 ・ ・；El ）A （X ・， 垢釧

　　　　　　　　・

σ （1＋

嚶 無聖芸ξ
X1＋ 塑 　 　 　 ・33・・

これ を （328）式 と見較べ る こ とで 、AS2）（コ穿1 ，
コgi；ε1）が次の よ うに 書き下せ る 。

AS2＞幅 … ）・・　−f… f・xSV ・r1
− ・・）V （・t・一・S）農 隠籌農 ［・瞬 ・・）

　　　　　　　　 ・A （X2 ，
・5；ε5）A （略，

・・2；・t）＋ σ A（認 1， 賜；ε2）A （xEl，
X2 ；・つ撫 2 ，

・・11・S）］
　　　　　　　　 × ［σ （1十 σfl）f2　fS− f｛（1十 σ f2）（1 十 σ f2）］2π δ（ε1 十 4一

ε2
−

，S）．　　　　（331）

F ．4　 熱力学ポテ ンシャ ル の別表 現 　そ の 1

　熱力学ポテ ン シ ャ ル Ω は （264）式で 定義 され、（265 ）式の 3（β）を用い て （293）式の よ うに も表

す こ とがで きた。こ の Ω に二 つ の 異な る表現を与え よ う。それ らは 、熱力学量の
一

般印構造の 解

明や 実際の 計算に際し有益で ある 。

　まず 、 （264）式の 虎＝魏〇 ＋ 鬼。 t に おい て 、　 X を パ ラメ
ー

タとして 究int → λ
’虎i。t の 置き換え を

行 う。対応する熱力学ポテ ンシ ャル Ωλ’ を N で微分す ると 、

　　　　　　　　　　　　　 ∂Ωλ
1 ｝ ・

一
β咒

・％ 。、 （）・
’rti。 、〉λ1

　　　　　　　　　　　　　　∂λ
’

　 Tr　e −en 、
’ 　 　 N

が 得られ る。ただ し 、＜… ＞N は 、H λ
’≡ π〇 ＋ λ

’Hintに 対応する密度行列 で の 期待値 で あ る。上式

を λ
’
に つ い て 0か ら λまで積分し、HN ＝o

＝ Ho に注意す ると 、 次式が得 られる 。

　　　　　　
・

　 Ω・
一・・ ＋f。

“
〈曇尹

t＞N
・・

i
・ 　 　 （332）
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一
方、ψH （1）≡ e

τ 17tdi
（xl ）e

一
η 咒

に対する Heisenbergの 運動方程式は、

　　　　　　　　　　　　
∂

讐i1L譜 ［ψ（Xl ）党一蘭 ・ 1）］・
一

・・71

で 与え られ る 。 こ の 式に （261）式で 与え られ る H の 表式を代入して 交換関係を計算する と、次の

結果が得られ る 。

　　　　　
∂

薯
1）一一隣 … ）

一
・］ψ・ ・1・− 1・… 1 − ・・瀬 … ）ψ・ ・1… 333）

こ の 式の 右か ら 一dik（，t）をかけた後、左か ら 鱈 を作用し、さ らに密度行列 β≡ e
’ew ／［［b　e

一βH で

平均操作を行 う・そ の 結果を松原グ リーン 関数 σ（1，
1’

）≡
一
く踊 。（i）zi）ll（1’

）〉を用 い て 書き下す

ζ、以下の よ う に な る 。

÷ 嘉一σ・・… ］・・1，1
’

・・1・・… 一・）幅 …ψ・ …di・ ・1・ψ畳・1
’

・〉一 ・・111
’

・・

こ こ で 右辺 に 躙 数があるの は澗 辺に 寧 一く吟 ｛
1＞ψ丑（1

’

）〉一 ・（1，
1’

）を加えた た

めで あ る。この式を Dyson方程式 （311）と見比べ る と、次の 恒等式 を得 る 。

　　　　　　f・・Σ〔1，・）・（・， 1
’

）一 一f… （1 − ・）〈聯 （・）ψ… ）ψ・（1）ψ蓋（・り〉・ （334）

こ の 式で 1’
＝ 1＋ 、すなわ ち 婿 ＝ Xl お よび Tt ＝ Tl ＋ と置き 、一

σ 12βをか けて 1 に つ い て積 分す

る 。 す る と、右辺は 相互作用の 期待値 〈Uint＞を与える 。 従 っ て 、 〈Hint＞に対する次の 表式を得 る 。

　　　　　　　　　　　〈77・n ・〉一剥 d11 … （・，
・）・（・，

1’

）ll’。、
．

・　 　 （335）

（335）式を （332）式に 代入すると、熱力学関数を G と Σで 表す次の 式が 得 られ る 。

　　　　　　　　・・
一 Ω・

一
昜牒 1d11・・Σ・ ・1… G ・ （2，1

’

）1，，．1．

・　 ・336・

相互作用 払 nt に対す る熱 力学関数は 、こ の 式で λ ＝ 1 と置く こ とに よ り得 られ る 。 しかし 、この

表式を実際の 計算に 使 うために は 、0 ≦ λ ≦ 1 の 全領域に おける Σλ と G λ が必 要で あ る。

F．5　 熱力学ポテ ンシ ャ ル の別表現一 その 2

　，熱力学関数の もう一つ の 表現は次式で与えられ る 。

　　　　　　　　　　　　　Ω 一

舞［1・（− G （°）
−1

＋ x）・ Σ9ユ＋ Φ・

こ こ で 、G は G （1，
1’

）を行列要素とす る行列で あ り、　Trは

　　　　　　　　　　　　　　　　　T・4 ・ fA（1，
1
・）d1

（337）

（338）
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を表す 。 対数関数の分枝は実軸 ．ヒの 一
〇〇 から 0に取 っ た 。 また 、 Φは （325）式で定義され て い る 。

Luttingerと Ward 　I22］によ り見出された この表式は、松原グ リー
ン 関数か ら直接 に熱力学関数

を計算す る こ とを可能に するだけで な く、厳密な熱力学的関係式の 導出に 際して も大変便利で あ

る 。 なお 、（337）式は、Luttinger−Ward の原論文 とは表現が少し異な る 。　 Luttingerと Ward は、

G ＝ G［Σ］と、松原グリーン関数を自己エ ネルギー
£ の 汎関数とみなし、Ω を自己エ ネルギー

Σ の

汎関数として 書き下した。こ こで は逆に Σ ＝ Σ同 と考え 、Ωを松原グリ
ー

ン関数 σ の汎 関数とし

て 与えて い る 。 Landau の Fermi 流体論 との 関連を考え る とき、こ こ で の 定義の 方が 便利で あ る 。

　 （337）式は次の 性質を持 っ 。
　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 δΩ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝＝ 0．　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（339）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 δG （1i，

1）

すなわ ち、G が微小に変化して も Ω は不 変で ある。（339）式は 、　Dyson方程式 G
−1 ＝・　G （o）−1 一Σ1

と （326）式を用いて ， 以下の よ うに示せ る 。

・ β
、轟 ）

一 輪 轟 ）
（G・°）

一’一
・・

一王
＋［、轟 、

G ・・
、。1鋤 ・ ・ β識 ）

一 ・・

　（339）式を用い る

』
と、（337）式が （336）式の StA＃1 と等価で あ る こ とを 示すこ とが でき る。こ の 目

、的の ために 、 （337）式で 胃 int → λ冗 int と置き換えた も の を

　　　　　　　　　　　暢 恥 ←G （°｝一’

嚠 ・ Σ・G ・｝＋ Φ・ ， 　 　 ！
34・）

で表 し、以下、Yx　＝＝　fiλ を 証明する 。 まず、こ の 翰 を λ で 微分しよ う 。 轍 の λ依存性には 、Φλ

の n 次項における n 個の 相互 作用に 由来する λ
n

の 項と 、C λ を通した依存性の 二 種類が ある 。 し

かし、停留性 （339）よ り、後者 の 寄与は考慮しなくて よい 。そ して 、（i）（32の式と （325）式 の n 次

摂動項における因子 一
σ／2πβの 違い 、（ii）dA

”・
／d）L　・＝　n λ

n

！λ、および 、（iii）（326）式に注意する と、

次式を得 る 。

　　　　　　　　　　　　　幾一 筈 一 一
か 脇 一 讐・　 　 （・41・・

こ の よ うに 、巧 は 、λに関して （336＞式の Ωλ と同じ一階微分方程式を満た す e 従っ て 、もし初期値

Yo ＝ （σ／β）［［ll　ln（−G （o）− 1
）が Vo　＝　 stoを満たせば 、 任意の λにつ い て YA ； Ωλ が成立する こ とに

なる。Ye ＝Ωo を示すために 、（310）式の び゜）− 1
（1，

　Y）を対角化する表示 φ4κ（1）≡ 詣e
−

〜ε‘ 丁1
戦 （Xl ）

を採用する。こ こ で ePfe（Xl ）は （225）式の 固有関数で あ り 、 また εE は （314）式で 定義され て いる 。

こ の 規格直交化され た 固有関数を用い 、完全性 Σ腋 砺k（1）賜た（1
’

）＝ δ（i，
ユりに注意すると 、 （310）

式の C （o｝T1（1，
　1’

）が 、ξk　ili　Ek　
一

　Ptを用 い て 次のよ うに 書ける こ とがわか る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　　　　　　　G 〔  ）
− 1

（1，
1

’

ト Σ Σ帽 1順
一
ω φ1和（1’

）・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ぞ＝　−oo 　た

こ の 表示に おけ る Yo の 表式は 、

暢 写多
轟 ・ξ幽 〉

一 88 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

「量子輸送方程式 と非平衡エ ン トロ ピー 一
場の 量子論 に よる非平衡統計力学一」

璽mz

，
C

　

ー

・

ξ

C

C

「
C

Rez

図 19： 複素 z 平面上の 積分経路

で 与え られ る 。 こ こ で 因子 ei
εeO ＋ は （338）式における 1＋ の添え字に 由来する。εe が関数 ノ（z ）≡

（dβt　一　a ）
− 1

の
一
位の 極であ り、そ の 留数が σ ／βであ る こ とを用い る と、n に つ い て の 和は 以下の

複素積分に変換で きる 。

　　　　　　　　　　　　　冠 麺 誹 。

ln… − z ）・

こ こ で 0 は虚軸の 周 りを反時計回 りに 回る図 19 の 積分路を表す。 〔322）式の辺 りで詳し く述べ た

よ うに 、こ の 虚軸に平行な経路 σ は 、Jordan の 補助定理を用 い て 、実軸の まわ りの 経路 0 ’
に 変

形で きる。さ らに 、（ePl 一
σ ）

−1
＝

多農ln（1 一
σ e

一βz
）に 注意して z に 関して部分積分を行 う。す

ると 、 （γの 端か らの 寄与は消える ことがわ か る。最後 に 、0 ’
内 の 1 位 の 極 戞 に 留数の 定理 を 用

い る 。 以上 の 手順を経て Yoが次のよ うに変形で き る e

　　　　　　ト 臥 無
  （1

ギ L
多多… 一・ae

−
・・c・

）一 ・・… 4 ・b・

こ の よ うに し て ．Yo　＝　Stoを示す こ とが で きた。（341）式よ り、一般の λ ≧ 0 に つ い て Yx ；Ωλ が

成立する こ とにな る。そ こ で λ ＝ 1 と置く こ とで 、（337）式の 証明が完了した 。

G 　熱平衡状態に おけ るエ ン トロ ピー
の 表式

　（337）式を用 いる と、熱平衡状態にお ける エ ン トロ ピ
ー S ＝ 一∂Ω／∂T の 厳密な表式が得られ る

［20，
21］。導出は後回しに して まず結果を示 すと、以下の ようになる 。

・ − k・畷 籌［一・1・ ・… 1＋ ・ ・）1・ ・1 ＋ … ］「4（・
一∂

要
R

）・ A ・

∂

￥
R

］・ ・342・

こ こ で f（ε）≡ （e
βe 一

σ ）
『1

は Bose／Fermi 分布関数で あ り、　GR ＝ GR（ε）は GR （x1 ，妬；ε）を要素

とす る行列 、また 、Tr は Xl ＝＝ 　rl α 1 を足 とする行列 の 対 角和 （積分）を表す。　GR（ε）と ΣIR（ε）は 、

それぞれ （319）式および （328）式か ら、iEe→ ε ＋ io＋ と解析接続し て 得 られ る い わ ゆる遅延関数

で ある 。 さ らに Re登
R

と ReΣ
R

は次式で 定義 され て い る 。

　　　　・・GR・・）・ ・雌 碧 ・ …
R
・・・…

HF … 儲 藝！・ （343）
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GR が行列 の とき、　 Re σ
R

は必ずし も実数で はな い こ とを注意してお く 。

　こ こ で 、 ス ピ ン 自由度 α を無視し、さらに （262a）式で U （r）＝ ＝ 　Oの 場含を考え る 。 する と、ス ペ

ク トル 関数 ・4（ri ，
rl ；ε）等は、一

様系の固有関数 PP（r）≡ ソ
ー1f2eip 『

「！h を用 い て （ソ は系の 体積）、

　　　　　　　　　　　　　A （r ・，
・C・・）一 Σ9，（・・）A （P ，

・）蟀（・1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

と展開で きる。これ らの 表式を （342）式に代入 し、V
− 1 をかけて r 積分を実行す る と、次式が得 ら

れ る 。

　　　　　　　9− ・・購 1、磊、［
− fl・ ・… 1 … ）1・・1 ＋ ・f）］

　　　　　　　　　・ ｛姻 ［1
−

∂Re

咢
（P ，

e）

］・ A ・（・，・）
∂Re

窪
（P ，

ε）

｝・　 （344）

これは 、 （77）式で φ → fと置き換えたもの に他ならない 。 こ の よ うに して 、（77）式が平衡統計力

学と矛 盾の 無い表式で ある こ とがわか っ た。

　（342）式の導出に移ろ う。 まず、（337）式を T 微分に便利な形に変形する。（315a）式と （327）式

を （337）式に代入 し、（338）式を考慮して τ1 の 対角和 （積分）を実行する と、次式が得 られ る 。

　　　　　　暢 写
L ｛1・ ［U

（°）… 翻 一則 ・ ・岡 G剛 ・
’ss °

＋
＋ Φ・ （345）

こ こ で G （zε乏）は G（記1 ，
コじ三；勧 ）を要素とする行列を表 し、また L は Xl ＝＝ 　rl α 1 を足とする行列の

対角和を表す。こ の Φ と Ω は G（tE4）の 汎関数と見直す こ とがで きる 。そし て 、（326）式と （339）

式に由来す る次の 性質を持つ 。

　　　　　　　　・（・ 1 ，
・ 陶 一 一

・ β
、。、。ll霎、、、，e，

，

、。，轟 ，e）
一 … 　 346）

さ らに 、（341b）式を導出した手続き を用い て 、（345）式を次のよ うに変形する。

Ω 一 藩 ・（z）eZ
°・

叫 ・［a
（°）

＋P（z）
− 4 ］・ 鸚 ・）｝＋ Φ

　　一 ・儀 ・〔・叫 ・［ul
°・

＋ ・（・＋ ）
一

・＋・］− 1・ ［E ・°）
＋ ・（ε一）

一
ε一・］− 4（・）…

R
（・）

　　　 − 4Σ（・）R ・GR （・）｝＋ Φ．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （347）

こ こ で 、0 ’

は図 19に 示 した積分路で あ り、主値記号 P は Bose分布関数の 実軸上 の 極 ε ＝ 0 を除

く必要か ら生じ 、 また 、 ε± ≡ ε±　io＋ で ある 。

　（347）式の右辺第
一

項は 、 T 微分を実行する の に適した形をして い る 。 実際 、 （319）式の Lehmann

表示を考慮す る と、（345）式あるい は （347）式をス ペ ク トル 関tw　4（ε）の 汎関数 と見直す ことがで

き る 。 そ し て 、そ の Ω ＝ Ω［4（ε）］は 、 明らかに

　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 δΩ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ o　　　　　　　　　　　　 （348）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　δノ4（X

’

i ，
a：1；ε）
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を満たす。従 っ て 、（347）式の T 微分を実行する際には 、あらわな T 依存性 、すなわ ち 、 ！（ε）の

T 依存性の みを考慮すればよい こ とになる 。

　そ こで 、（325）式の Φ も 4 と fを用いた 表式に書き換えてお く。 （325）式に （323）式を代入し、

（279）式を考慮して 7 積分を実行する 。すると、まず Hartree−FeClc項に対して 、次の表式が得 ら

れ る。

　　　　　　　・・HF ・
− 11・… 1・訓 ・・

一
・1）融 鵬 ・（・）・（Et）

　　　　　　　　　　　×［A（Xl ，
Xl ；ε）A （記i，

xl ；et）十 σ A （Xl ，
記1；ε）A （5じ宝，

Xl ；ε
’

）］．　　　　　　　（349）

同様に 、 （325）式の 2 次摂動項は 、以 下の ように書き換え られ る 。

Φ121
　・ ・　−11・・ 1f ・・tf … 1・xG ・V （・・

− rl ）・（・・
一

・蝶 舞∫》農 農
　　　 ・ ［A （X ・，

X ・；ε1）A （X ・，
Xl ；・・）A （・1，

・5；・D五（X5 ，
・1；・弖）＋ σ A （・ ・，

・・；・・）A （X ・，
xl ；・・）

　　　 ・ A （婿 ，
¢ 皇；εつ4（垢 記、；εs）］」（εb ε1，

・・ 1 ・翕）・　 　 　 　 　 　 　 　 （350）

こ こ で 、」（ε1，
ε1，

ε2 ，
εる）は次の 最初の 積分式で 定義 され 、以下の よ うに変形で きる 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β

・（ε1，
・1，

・・，
・殳・・

（1 ＋ σf’）（

 
σ ∫D
判 dτ1∬・T2 ・

一・・1−・・1… ＋・・
一

・・
一

・… （1 − ・）

　　　　　　　　一
（1

害、写砦 掣 卜蓄 呈≡萇≒］・ ・圃

　　　　　　　　　
（1 ＋ σf’）（1 ＋ σlll等 禁

（

耄
＋ σf2）（1＋ 塑 　 　 （351・・

こ こ で 、 fi＝ f（ε1），
　f｛＝ f（ε1）などで あ り、また、（1　e 　2）は直前の 項か ら添え字 1 と 2を入れ

替え る こ と で 得 られ る表式 を意味して い る 。 最後の 表式を得る際には 、

　　　　　　　（1 ＋ σ h）（1 ＋ σf｛）f、f6e
一
β（s ・＋ ‘狂 ・

− sS ）− f、　f｛（ユ＋ σ ∫、）（1 ＋ σfS）

を用い為。 上 の 」（ε1 ，εleε2 ，ε5）は ε1＋ε1一ε2
一

ε6＝0で正則で あることを注意して お・く 。 これは、最

初の 積分による定義式か らも明 らか で あ り、また、途中の 式にお い て も、分子を ε1 ＋ ε卜 ε2
一

ε1＝ 0

か ら Taylor展 開す る こ と で 容易に 確かめ られ る 。従 っ て 、」 は以下の よ うに も表せ る e

　　　　・… ，
・隔 ）− P （1＋ ・ ノ1×1 ＋ ・f｛）鰯 ．P ノ・f｛（1 ＋ ・ ！・）（1＋ ・fl

ε1 ＋ εi一ε2
一
ら 　 　 ε1 ＋ ε1一ε2

一
ε5

）・ （351b）

　上 で 得 られ た Φ（HF ）と Φ  の 表式を f（ε）で汎関数微分する。そ の 際、」と して （351b）式を用

い る と便利 で ある。そ し て 、得 られ た 表式を （329）式と （330）式と比較す る と、こ こで 考察した摂

動の 2 次まで の 範囲で 、 以下の 関係式が 成立して い る こ とがわか る 。

　　　　　　　　　　　　　　　、ft／）一艶・（・）…
R
・・）・　 　 　 （352・

こ れ は 、（323）式と （326）licに 由来する
一般的関係式で 、より高次まで 成立 し て い る こ とを確認で

きる ［20 ，
2ユ］。
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　（347）， （348＞， 〔352）式よ り、S ＝一∂Ω／∂T が次の よ うに得られ る 。

・ 一
一P 鷹藩 駈 ｛1ぜ

〉
＋・・E ・・

一
・
＋・］　71

・ ［U
（°1

・… 一・
− E −・！］

− A… ）…
R
・・）｝・

さ らに
」
∂〃∂T ＝ 一（∂／∂ε）kB［− flnf＋ σ （1＋ σf）In（1＋ σ f）］を代入し、ε につ い て の 部分積分を実

行して変形すると、最終的に （342）式が得られる。そ の 際、Bose分布の 一flnf＋ σ （1＋ σf）ln（1＋ σf）
におけ る ε ＝ oci5特異性は弱い対数的な発散で ある ことを考慮し 、P 記号を取り除 い た 。
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