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は じめ に

　　超対称性の概念は 素粒子物理学の 研究の 中か ら生まれ て きた もの で ある ．超対称性とはボー

ズ粒子とフ ェ ル ミ粒子 の 間の対称性 を意味 して お り，それは 自然界に存在する 4 つ の 力 を統 一

する のに 必要 不可 欠な 概念で あ る と考え られ て い る．素粒子物理学は基本 的に は 場 の 理 論の 枠
組 み で 論じ られ るた め ， 超 対称性 の 概念 もまた場 の 理論の枠組み に お い て 定式 化 されて い る ．
しか しなが ら場の 理 論に おけ る超対称 性の帰結 （と りわ け考え て い る モ デ ルが 超対称 性の 自発
的破れ を 示すか 否か 〉を 分析する こ とは難 し い 問題 で あ り， その ため トイ モ デル と し て 超対称

量子 力学と い うものが提唱され た の で ある
1）．

　　か よ うに 超対称量子 力学 と い うも の は元来，超 対称場 の 理論の理解 を助 けるた め の モ デル

に 過ぎ なか っ た の で あ るが ，ひ とたび 定式化がな され る と ，そ こ に様 々 な 興 味深 い 性 質が ある

こ とが認識され て い っ た ．そ して 問 もな く，これ ら の 性質が 本質的には Darboux 変換や 因子 分

解法と い う，既に 知 られ た 手 法の 再定 式化で あ る こ とが 明 らか に され た
2＞一．12）．

　　DarbOux 変換 と は ，基底状態が既 知の ハ ミル トニ アン か ら，新 し い ハ ミル トニ ア ン を 生成

す る変換で ある
13 ）・14 ）．こ の よ うな変換で 作 られ た ハ ミル トニ アンは ， 元 の ハ ミル トニ ア ン と

同
一

の （ただ し第 1 励起状態か ら始 まる）ス ペ ク トル を持つ ．一
方，因子分解法 とは ，ハ ミ ル

トニ ア ン を 2 通 りに 因子分解す る こ とに よ り
，

シ ュ レ
ーデ ィ ンガ ー方程式の 固有値問題を 代数

的に 解 く手法で あ る
15＞−17）．これ ら の 変換 と 解法 とを ， 超対称 量子 力学は 非常に 見通 し の よ い

形 で 内包 して い る り．

　　そ し て 現 在，超対称量子 力学は
一

つ の 研究分野 を形成し て お り，多 くの 応用 や拡張理 論を

生ん で い る
18）

−23＞．もち ろ ん 様 々 な 流 儀は あ る の だが
，

あ え て 単純化 し て 一
言で 言え ば，超対

称 量子 力学と は等 ス ペ ク トル 系の 理論で ある．すな わ ち，ス ペ ク トル の 等し い 2 つ の 系が超対

称 量子 力学に よ っ て 構成 さ れ る の で ある ．こ の 意味で 超対 称性 とは
“

系 を 超え た 対称 性
”

と い

う こ とが で き る ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ら くこ う し

　　超対 称量子 力 学に お い ては ， 絡 合子 （intertwiner）とよばれ る演 算子が 本質的な役割 を果
た す．絡合子が 2 つ の ハ ミ ル トニ ア ン を絡 み 合わ せ る と き ，そ の 2 つ の 系 は 等ス ペ ク トル に な

り，そ れ ら の 組 を超 対称 系と 称す る の で あ る ．

　　歴史的に 絡合子 と い う演 算子 は ，ハ ミル トニ ア ン の 因子 と し て 導入され て い る ．したが っ

て それ は運動量に つ い て 】次 の 演算子で あ っ た．しか しひ とたび絡合子 と 2 つ の ハ ミ ル トニ ァ

ン の 関係が樹立 され て し ま えば，もはや ハ ミル トニ ア ン の 因子分解に こ だ わ る 必要はない ．こ

うして運 動量に っ い て 高次 の 絡合子 へ と道が 開かれ る．こ の よ うな高次の 絡合子 に よる等 ス ペ

ク トル 系を多重超対称系 と称す る
24）−26）．こ の よ うな 多重超対称等ス ペ ク トル 系は ，そ の

一
部

と して 高次 の Darboux 変換 （Crum 変換27）・28））を含ん で い るが ，それ には 帰着 され な い 系 も

存在する ．

　　また 絡合子に よ る 等ス ペ ク トル 系構成を 3次元 に拡張するため には ，多重超対称系 へ の 一

般化が 不可 欠で あ る こ とが 明 らか にな っ た
29）．

本論文の 構成

　　本 論文は 超対称 量子 力学 とそ の 多重超 対称系へ の 拡張，また 3 次元空間へ の 拡 張に つ い て

述 べ た もの で ある ．第 1 節は超 対称量子力学の 基本事項の レビ ュ
ー

で あるが ， 他の レビ ュ
ー

論

文の よ うに ハ ミル トニ ア ン の 因子分解に 基礎 をお くの で は な く，よ り本質的 と思わ れ る絡合 関

係式を基礎に おき議論の 整理を 試みた ．第 2 節は 因子分解法の 再定式化で ある 形状不変性 に つ

い て の レビ ュ
ー

で ある．量子力学の 初学者で あ っ て もすぐ に使え るよ う， 解法の 手続 きを 明確

化するよ う努めた ．第 3 節は 拡張理論の 一つ で ある 多重超対称 系に つ いて の レビ ュ
ーを行 う．

最終節は筆者 自身に よ る 3 次元拡張研究に つ い て の報告で ある ．そ こで は 3 次元絡合子 の構造

　
率〕と い うわ けで あ るか ら，“

超対称量子 力学
”

と い うなん だか 高級 そ うな 名前が 付 い て は い る けれ ど も，要す る

に 本稿 の 内容は 楽 し い 物理数学で あ る ．も しサ ブ タ イ トル を付け る と した ら，‘‘
シ ュ レ

ー
デ ィ ンガ

ー
方程式で 遊ぼ

う
）’

とし たい ．
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が 運動量に つ い て 1 次の 場合 と 2 次の 場合 に つ い て 明 らか に され ，また 自明 で な い 3 次 元等 ス

ペ ク トル系が構 成され る ．

§1． 超対称量子力学

1．1．超対称量子 力学

1．1．1．絡合関係式

　　2 つ の 非相対論的ハ ミ ル トニ ア ン

ラ
　

@
毋　

く
皿

γ

十

寸

ヂ

ヂ

黶

@

＝ H君 （∂ ＝d ／dx ）が intertwiner と 呼ばれ る 演算 子（ 訳語 と して「絡 合 子

を 提唱する） A ＝ 7ノ （x

∂ ＋
w （x） ，A† ＝ 一∂v

a： ） ＋ w （x） （た だ しv （ ：v ） ， 頭

は 実
函
数）によ っ

AH’ r ＝HA

A†f

＝VA†，

（1
・z）

（1
・2）

（1・3）

（1・4）

（ 1 ・ 5 ） （1 ・ 6） の 関 係を 満 た す
と

する（こ れ ら は互い に エ ル ミート 共 役 であ る

． この とき （ 後 で 述 べる条件 が 満た さ
れ

ていれ ば） 両 系 の ス ペ ク ト ルは一致す る．

れ はA な い
しAtを固 有

程 式H ψ E ＝

h；CbEHiP

＝ E 吻 （ 1 ・ 7 ）

（ 1・8） に 各々作用させる

， H（AψE ）；E（・4ψ

j， HA
†ψ互）；

（ A † ψ 言 ） （ 1 ・9 ） （1 ・ 10 ） が 得 られるからである ．すなわちψ E が 旦

固苞値 E に 属玄る 固有 函数な ら ば， ムψ E は H の 固 有 値E に属 する固有函 数で
あ

り，また

が H の 固有値 E に 属する 固有函数な ら ば ，、4 砺 置 は H の 固 有 値E に 属 す る固有
函

数 で

る ． し た がって両系 の スペクト ルは 等しく ， 同

の固 有値Eに属する 両

の固 有 函数

E，ψEは
iPE　

i 　AzbE ， ψ E 齟†転 （ ユ ・1D （ユ・ 12 ） の関係 で 結ばれている ．

なわち一方 の固有 値 問 題が 解か れていれ ば，他方の固有値問題の解 も ただちに得られ ることになる．関係式（1・5 ），（ 1・
j のこと をintertwining 　

relation と 呼 び（
訳

語 とし て 「 絡 合 関
係
式1

提唱 す る）
，ff と H を 超対称 パート ナ

，そのポ テンシ ャルV ，　 V を パ ート ナーポテ
ンシャル な どと 呼 ぶ ． 　　 上の 議 論 か

す れ ば両系 の ス ペ クトルは完全 に一 致

るようで あ るが，見落と しがあ

． 次の 2 点 に つ
い

て
注
意が必 要であ る． 　　 注意 1 （ 境 界条件の問題 ） 上 の議論に

い
ては，

A

At の
作
用が 境 界 条 件 を 破 らな いこと（ 固 有 函 数をヒル ベ ル ト空 間
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外に 出さ な い こ と ）が 仮定 され て い る ．両 系の 定 義域が （− oo
，
oo ）で ， か つ 両 系 の ポ テ ン シ ャ

ル が 異な る特 異点 を持た な い 場合，それ が 満た されて い る こ とを 1．1．4 節で 示す．

　　注意 2 （函数消滅の 問題 ）

恒等的に 沌ψE ＝ 0 で あれ ば H の ス ペ ク トル に E が 含まれ る とは言えず ， また A †
ψ互

＝ 0 で あ

れ ば H の ス ペ ク トル に E が 含まれ る と は言えな い ．実は A ψE ＝ 0 な い し Atthg ； 0 は 基底
状態で の み 成立し うる こ と （1．1．4 節），また ，ど ちらか一方の み が成立し うるこ とを後に示 す

（1．1．5 節）．

　　したが っ て JI
，
　H の ス ペ ク トル の 違 い は ，高々 一方の ス ペ ク トル か ら他方 の 基底準位が “

消

失
”

す る こ とで あ る （Fig．1 参照 ）．

E3

1∫2

！

，
Af   ．

ニ
　

　ニ
 ．．7 抗．・

’

3

　
E

　

　

む

EE

2

　

　

1
　

0

｝
E
｝
E
〜
E

PJ3

E2

／ Af丶
： く

一一
　〕

、

丶コ「ノ

E，

1
　
0

万

E

ユ

　

む

〜
E
〜
E

H 　　　 言　　 　　　 　　　 H 　 　　 抒
“

消失
”

の な い 場合　　 　　　　　　
‘‘

消 失
”

の あ る場 合

　 　 　 　 　 Fig．1．超 対 称 パ
ー

ト ナ
ー

の ス ベ ク トル

1．1．2．ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル

　　絡 合関係式 （1・5）に ハ ミ ル トニ ア ン （1・1），（1・2）及び 絡合子 （1・3）を 代入 すれ ば
，

v
，w ，

　V
，
　V

に 対する 関係式

vt ＝ O．

v （V − V ）
− v

” − 2wt ＝ 0
，

w （V − V ）− vV
’ − wn ＝ O

（1・13）

（1・14）

（H5 ）

が 得 られ る （プ ライ ム は 微分 を表す ）．（1・5）よ りわか る よ うに A に は定数倍の 不 定性が あ るか

ら，（1
・13）の 解は u ＝ 1 と して

一
般性 を失わな い ．す る と絡合子 は

A ＝∂十 w （x ） （1
・16）

の 形で あ り， また （1・14）よ り

V − V ； 2w ノ

（1・17）

が 得 られ ， これ を （1・15）に 代入 し積分する こ と で

V ＝ 初
2 − w

’

＋ E
，

y 蕭 ω
2
＋ uノ＋ ∈

（1−18）

（1・19）

が得 られ る．E は 積分定数で ある ．函数 ω （x ）は 任意で あ り ， こ れ を与 え る こ とに よ っ て 等ス ペ

ク トル 系 H
，
H を 得 る こ とがで き る （ただ し基底状態の 消失に 関す る考察は必要で ある）．函

数 tV（x ）は超対称量子 力学に おい て 「ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル 」 と呼ばれ る．以下で は ，ポテン

シ ャ ル が特異点 を持つ の を避ける ため ， w （x ）と して 特異点を持たな い もの を考 え る ．

　　積分定数 E は後 に述 べ る （1・24），（1
・25）の 形か ら 「因子 分解エ ネル ギ

ー
」 と呼ばれ て い る．

こ れ は H
，
H の エ ネルギ

ー
基準 を同じ値だけ上下するだ けの もの で あ るか ら，

　　 ス
ー

パ
ーポテ ン シ ャ ル UJ（．T ）を与え て V

，
　V を構成する
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とい う用 い方 を する 場合 に は 無視し て よ い ．しか し後で 述 べ る よ うに，

　　 与え られ た V に対 して （1
・18）を ω ＠）に 関する微分方程式と見な し，その 解を用 い

　　 て （1・19）よ り V を構成する

と い う使い 方 も可 能で あ り，そ の 場 合 に は E の 値 に よ っ て w （x ）の 函数形 お よび V は 一般に 異
なる

’）．

1．1．3．鏡映超対 称

　　超対称 系の等 ス ペ ク トル 性が 自明な場合に つ い て触れ て お く．そ れ は ス
ー

パ ーポテ ン シ ャ

ルが 偶 函数 の 場 合 ， ある い は よ り
一般的 に い っ て 対称軸を 持つ 場合で ある ．実際

ω （m ）　＝u丿（2α 一
：じ）

が 成 立する と き ，電ガ＠）＝− wt （2a − x ）で あ るか ら，

　　　　　　　　　　　　　　　7＠）− w2 ＠）＋ ω
’

＠）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ u 丿
2
（2a − x）− wt （2a − ．T）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ y （2α
一x ）

（1・20）

（】
・2 ⊥）

（1・22）

（1・2：3）

とな り，パ
ー

トナ
ーポテ ン シ ャ ル V

，
y は x ・ α に 関し て 鏡映の 関係 に な っ て い る （こ の よ うな

場合を鏡映超対称 と呼ぶ こ と に する ）．こ の とき等 ス ペ ク トル 性は 自明で あ り，当 然 ，基底状

態の 消失 もな い ．

1．1．4．絡合子 の 積 と ハ ミル トニ ア ン

　　 A と A † の 積 を 計算する と ，次の よ うな 関係が示 さ れ る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A†且 一 H −
Cr 　 　 　 　 　 　 　 （1・24）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　AAL 　fi− E．　 　 　 　 　 　 　 （1−25 ）

これ らを用 い て，先 に注 意して お い た 「境界条件の 問題」 に答え る こ とが 出来る ．こ れ らに ψ8
な い し ψE を右 か ら，ψるな い し ψ為を左か らか けて 全定義域にわた っ て 積分 し ，A

，
A †が 互 い

に エ ル ミ
ー ト共役で ある こ とを用 い る と，

紳 ・・12＋ のμ1ψ・ 12，

f・x 睡 12− （E − ・傾 ・ 12

（1・26）

（1・27）

の 関係を得る ．したが っ て ψE が規格化可 能な らば 渦ψE も （0 にな らな い 限 り）規 格化可 能で

あ り， ψE が規格化可能な らば AtzbE も （0 に な らな い 限 り）規格化可 能で あ る ．また 定義域が

（
− oo ，　co ）の 場 合 ， 規格化 可能 で あれ ば無限遠で 0 とい う境界条件を満た すか ら，　 A

， A †の 作用

は 境界条件を 破らな い こ とが わか る
絆 ）．

　　また 上 式 よ りた だ ちに 得 られ る関係

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E ≧ E　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・28）

　
＋｝

こ の 用 い 方 の 場 合 に は IVE 〔x ），暖 （x ）の よ うに 表 し て お く の が 好 都合で あ る が ，　 Wa （x ）と い う 表 記 は w （x ）に

パ ラ メ
ー

タ α が 含 まれ る と い う意 味 で 用 い られ る こ と もあ る ．添え 宇 の 意 味 は 文脈 か ら判断 して い た だ きた い ．

　
’り 定義域が （O ，oO ）の 場 合 で も 規格化可 能性は 保存さ れ る が ，原 点 で ゼ ロ と い う境 界 条 件 は 破 られ うる ．ゆ え

に無 限大 障壁が 存在 す る場 合 な ど ，絡台 関係 式の 成立 に も関わ らず ス ペ ク トルが
一
致 し ない 状況が起 こ り うる

30）．
文献

31 ）に は 3 次 元 動 径問題 （0 ≦ r ≦ co ）に お け る 等ス ペ ク トル 性 成立の 条件が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騨 剛 1≧壱
と与 え られ て い る ．ま た V （x ），V （x ）が 異 な る 特 異点 を 持 つ 場 合，境界条件 が 両 系で 異な る た め ス ペ ク トル の一致

は 保 証 され な い ．こ の 問 題 に つ い て は 文献
32｝

−37 〕を参 照 の こ と．こ れ ら，絡 合関 係 式の 成 立 に も か か わ らず ス ペ ク

トル が
一

致 し な い 状 況 を 「超 対称 性 の explicit な破れ 」 と呼ぶ こ と が あ る．
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に注意する ．等号成立 は ，4zbE　＝ 0な い し AtzbE＝ 0 の とき で あ り，こ の と き固有値 E は ス ペ

ク トル にお ける 最小値 E で あ る ．すな わ ち先 に注 意した 「函数消滅の 問題 1 は基底状態に っ い

て の み 起 こ りうる こ とがわか る ．こ れ を受 け ， 次節で 基底状態消失の 問題を考え る ．

Ll ．5．絡合子 の ゼ ロ モ
ー

ドと基底状態の
“

消失
”

　　w を 与え る こ とで 構成 した V
，
γ が 完全 に 同

一
の ス ペ ク トル な の か，それ と も最小 固有 値

に っ い て は
一

方か ら取 り除か れ る の か を考 え る ．こ の 問題 の 分析に あた っ て は A
，
A †の

“

ゼ ロ

モ ード
”

函数 φ干 ， すなわ ち

砿

0

≡

…

砺

叫

A

孟

（1・29）

（1・30）

に つ い て 調 べ る 必要が ある ．まず φ干
に各 々 H

，
HF を作用 させ （1

−24），（1・25）を用 い れ ば

　　　　　　　　　　　　　　H φ． 一 （A
†A 十 E）φ一一 ・φ．， 　 　 　 　 　 （1・31）

　　　　　　　　　　　　　　H φ＋
＝ （AAt 　＋ E）φ＋

一 ゆ ＋ 　 　 　 　 　 　 （1・32）

となるか ら ， φ干
が規格化可能で あれば ，それ は各 々 H

，
H の 固有値 c に属 する 固有函数 で あ る こ

とがわ か る．（1−28）で 注 意 したよ うに E ≧ E で あ る か ら，こ れ は 基底状態で あ っ た ．すな わ ち

φ＿  ψo ，

E 二
・E｛〕．

（1・33）

（1
・34 ）

また
，

A − … 一 ・xp 　C詞 ・exp （μ・）・

A ・一一・ ＋ … ・xp （f… ）・ ・xpC μ・）
と書 ける こ とか ら ， ゼ ロ モ ードは ス

ーパ ーポ テ ン シ ャ ル を 用 いて

・・ … p （・　f・・ w ）

（1
・35）

（1・36）

（1・37）

と与え られ る が ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 φ＋φ一 一 c・nst 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1・38）

が成立するた め ，φ干
は 同時に は 規格化で き な い こ とがわ か る ．

　　φ＿が 規格 化可 能で ψo に な る とき ，盈七
は HQ 固有値 E に属する 固有函礬で は な い （規格

化で きな い か らL．実は φ＋ 以外に も ， H φ＋
コ cφ＋ を満た す規格化可 能な φ＋

は 存在し な い ．

仮にその よ うな φ＋
が 存在した とす る と ，（1・12）よ り

ψo （xA †
φ＋ （1・39）

が成 立す る．（1・36）は φ干
を用 い て

At （x 一
φ＋ ∂φ＿， （1

・40）

あ る い は今の 場合 φ＿朕 ψo を用 い て

A †o（ 一ψδ
【
∂ψo （1

・41）
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と書けるが ， こ れ を用 い る と

ψoO （ ψδ
一1
∂ψ0φ＋ ． （1

・42）

こ れ を φ＋
に つ い て 解けば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　a・ 繃爾 ・　 　 　 （・
・43）

こ れ は 明 らか に規格化不 能で 矛 盾する ．

　　したが っ て φ一が 規格 化可能 で基底状態 ψo （Eo ＝c ）に なる とき ，　 IIに は 固有値 E に属 す

る固有状態は存在しな い ．こ うして H の ス ペ ク トル か ら 丹 の 基底 準位が
“

消失
”

す る こ とにな

る の で あ る ．同様に φ＋ が 規格化 可能な らばそ れ は H の 基底状態 ψo （E ＝ Eo ）で あ り，こ の

と き φ＿は規格化不 能で ，H には E に属する 固有状態が存在 しな い こ とが 示され る ．

　　 こ れ ら
一方の ゼ ロ モ ー

ドが規 格化可 能で あ る こ とに よ り他方の 基底状態が 消 失する状況 を

rexactな超対称性 」ある い は 「unbroken な超対称性 」とい う．（1・37）よ り exact な 超対称性の

た め には，w （x ）の x → ± oo にお ける漸近的な振 る舞いが 互 い に逆符号で な ければな らな い こ

とが わ か る ．さ もな くば w （x ）の 原始函 数の x → 士 QQ に お け る振 る 舞 いが 互い に 逆符号 と な

り，ゼ ロ モ
ー

ド φ干
は

一
方の 無限遠で 0に 収束 した と して も他 方の 無限遠 で発散し て し ま うか

らで ある
’）．特に φ＿が規格化可 能で あるため に は ω （x → Oo ）＞ 0

，
　w （x →

−
DC ）＜ 0 で な けれ

ば な ら な い
1＊ ）．

φ
一

が 規格 化可 能な 場合 を まと め る と次 の よ う に な る、

w （oo ）＞ O
，
　w （

− OQ ）〈 0
，

…1・ 一 ・
， ・… 　・・一　 一 ・ xp （一詞 ，

En ＝ En＋ 1　（n ≧ 0），

−　 　　 　　 1
ψπ

＝　　　　　　　　　Athn
＋1

偏

啗、＋ 、
＿　　

1
　 4凧

　 　 　 　 　 　 7叶 1
−

　　0

なお （1・37）よ り ω を φ＿すなわ ち ψo に つ い て解 くと

　　　ψ6
w ニ　　
　　　 ψo

（n ≧ o），

（n ≧ 0）．

（1・44）

（1
・45）

（1・46）

（1
・47）

（1・48）

（1・49）

と な る か ら，w は特異点を 持た な い こ と が わ か る
桝 ）．ま た こ の 式 を用 い て （1・17），（1・47）は

　　　　　　　　　　　　　V − ・ 一・藩 　 　 　 　 　 … 5・・

　　　　　　　　　　　　　幹 纛 （・鏑 嘉殉 　 　 （1・51）

　 り
（1・20）で ス

ー
パ
ーポテ ン シ ャ ル w が 対 称 軸を 持つ 函 数 の 場 含，超対 称パ

ートナ
ーは 互 い に 鏡映と な り基底状

態 の 消 失は 起 こ り え な い こ と を 述べ た．これ は ス
ー

パ
ーボ テ ン シ ャ ル の 観 点か ら見 る と，そ の 漸 近 的 振 る 舞い ゆ え

ゼ ロ モ
ー

ド φ干 が と もに規格化 で きな い た めで あ る．

　
”〉無 限井戸 の よ う に ，定 義域が 有 限 （a く x く b）で ，か つ 端点 で 波 動 函 数 ゼ ロ の 境 界 条 件 （ψ（a ）　＝

’
　ip（b）＝0）

が 課 され る場 合 も，φ＿が 規絡化 可 能で あ る こ と の必 要条 件 と して w （a ＋ 0）＜ O，w （b − 0）＞ 0 が い え る．〔1
・49）

を 見 よ．

　
t ’ 一｝

こ の ス
ー

パ
ーポ テ ン シ ャ ル と基底状態の 関係は 興味深い ．すな わち基底状態の 極大点 は ポ テ ン シ ャ ル の 極小

点 で は な く，exact な 超 対称 性 を 与 え る ス ーパ ーボ テ ン シ ャ ル の ゼ ロ 点 に一
緻 する ．
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と も表せ るが ，これ は Darboux 変換
13）に 他な らな い ．φ＋

が規格化可 能な 場合 も同様な関係が

成 り立つ が ，む し ろ UJ →
一

τ〃 と して φ＿を規格化可 能 に 選ぶ こ とが 多 い ．

　　
一方，もし φ干

が と もに規格化で きな ければ ，基底状態 の消失は起 こ らず，H と H の ス ペ

ク トル は完全 に
一

致す る （こ の 状 況 を 「超対称性の 自発的破れ 」 と い う）．こ の 場合に は 次 の

よ うな 関係にな る ．

頭 oo ）w （
−

DO ）＞ 0
，

E ，し
＝ E ，乙　＠ ≧ 0），

〜　 　　　 　1
　　　　　　 Aψηψn

二
隔

・・
一熊 呱

（Tl ＞ 0），

（n ≧ 0）．

（1・52）

（1・53）

（1・54）

（1
・55）

　　（1−45）
〜

（1・48）及び （1・53）
〜

（1・55）を簡 単に 「超対称変換 ［ と呼ぶ 人 もい る ．

1．1．6 ．Riccati方程式

　　こ こ ま で は w を与え て V
，
V を構成する と い う立場 をと っ て きた ．こ こで は逆に V を与え

て ，（H8 ）を w に つ い て の 微分方程式 とする場 合を 考え る ．こ れ は 非線 形 1 階微分 方程式で ，
Riccati方程式 と呼ばれ る ク ラス に属 す るが ，

一
般 には 求積 法で 解 く こ とは で きな い ．しか し

Riceati方程式 （1−18）は 次の よ うに し て 線形化す る こ とがで き る ．（1・31）と （1・37）の 関係を 想

定 して ，

… xp 　（
一
　f・・ w ） （ユ

・56）

とお けば

　　　φ
’

w ニ 　　
　　　 φ

（1・57）

で あ る か ら，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2 　 ，　 φ
”

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 む 　　　 w 　 ニ　 ，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 φ

した が っ て uJ に つ い て の Riccati方程式は φに つ い て の Schr6dinger型 方程 式

一dit
’

＋　Vip＝ ∈φ

（1・58）

（1
・59）

に 変換 さ れ る ．こ の SchrCsdinger型方程 式の 解 が 得 られ れ ば
， そ れ を （1

・57）に代 入す る こ とで

w が 求 ま り，（1・19）あ るいは （1・17）に 代入す る こ と で V が 得 られ る．そ の 際 y が 特異点 を持

たな い た めに は ，U 」は 特異点を持 っ て は な らな い ．ゆえに φはゼ ロ 点 を持 っ て はな らない ．こ

の た め c は （1・28）すなわ ち e ≦ Eo に制限され る ．

　　（1・59）は あ くま で Schr6dinger “

型
” 方程式で あ っ て ，境界条件は 課 され て い な い こ とに 注

意す る と，我 々 は 固有函数で な く一般解 を用 い る こ とが で き る．Schr6dinger型方程式の 一般

解 は ， 特解か ら定 数変化法に よ っ て 搆成で き る ．特解を φp として φ ； 0 ＠）φp を 代入する と

0 （x ）に つ い て の 方程式

C ”

φ， ＋ 20 ’

iPS　一 　o （1
・60）

が 得 られ ， そ の 解は

・ ・ 何
2
・ （1・6D
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よ っ て
一般解は

・一砺 （・ ＋ ・何
2

）
と 与え られ る （第 2 項は （1・43）に 他な らな い ）．
一般解は

（1・62）

したが っ て 変換 （1・57）よ り Riccati方 程 式の

　　　φ喬　　 φノ
で刀 ＝ 一・一 一

　　　　　 μ ＋ 卿 砺
2 （1

・63）

と与 え られ る ．

　　こ の 結果 は また 元 の Riccati方 程式 （1・18）か ら も直接見る こ とがで きる ．そ の 特解 を Wp と

し て ，

　 　 　 　 1
w ＝Wp 十

一
（164 ）

とお く．

を Riccati方程 式に 代入 して ，

こ れ は 定数変 化法で積分で きて ，

西 ぢ・卜2・ゆ 嶷，

　，　　，　 x
’

UJ ＝ Wb −
7

　　工　　1　　X
’

2Wpl ＋

7
＋

ゼ
゜

⇒ κ
’

＋ 2WpX ＋ 1 − 0．

・ 一 ・xp （一・画 ）f・・　・xp （・f・・　・ ・）・

（ユ
ー65）

（1・66）

（1
・67）

（1−68）

（1・69）

したが っ て

w 幕 Wp 一
・xp （2fdx 　w 。）

μ 十 fdx　exp （2　fdx　Wp ）
’ （1・70）

Wp 　＝　
nipe

／φp
とすれ ば こ れ は （］

・63）に 一
致す る．

　　こ の よ うに与え られ たポテ ン シ ャ ル V （x ）に対 し て ，そ の ス
ー

パ
ーポテ ン シ ャ ル w （x ）はた

だ ・一
つ に定 ま る の で はな く，1パ ラ メ

ー
タ族で あ る こ と に 注意しな けれ ばな ら な い ．さ ら に 因

子 分解エ ネル ギー
e と して 別 の 値 を用 い れ ば，また異な る 1パ ラ メータ族が得られ る ．こ の よ

うに ，与え られ た ポテ ン シ ャ ル の 超 対称パ
ー

トナ
ー

は
一

意的で な く無数に存在す るわ けで あ る ．

　　ただ し，こ の よ うな Riccati一般解 を用 い たパ ー トナ
ーは ，特異点を 持つ こ とが あるた め

注意が必要で ある ．パ ラ メ
ータ μ の 値を適切に選ぶ こ と で 特異点を避ける こ とが で き る 場合 と，

パ ラメ
ー

タを ど う選ん で も特異点が 避け られ ない 場合が ある．例えば （1
・63）に おい て 特解 φp

と して 基底状態 ψo を，したが っ て 因子 分解 エ ネル ギー
E と し て 基底エ ネル ギー Fo を用 い る と

，

τ →
− OQ で Cbi2→ QQ とな る た め ，積分の 下端 とし て 一

〇〇 を取る こ とはで き ず，またど の よ

うな下端 とパ ラ メ
ータ μ の 値 を取 ろ うとも，分母が 0 にな る点が 必ず発生 し て しま う．
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1．1．7．散乱 問題

　　以上は束縛状態 を念頭に 置 い て 議論して きたが ，超 対称性は 散乱状態 に つ い て も関 係を与
え る ．まず散乱が 起 き る た め に は ，V

，
　y が x →

一
〇Q な い し x → Oo ，あ る い は そ の 両 方で 有

限値に 収束 しな けれ ばな らな い ．こ こ で は特 に V
，
γ が x → 土Oo の 両方で 定数 に な る場合を考

え る ．

　　x → ± oo で （1・18），（1・19）が と もに定数に な る こ とよ り，ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　　 W2 （X → ± ・。 ）一 ・・ n ・t
， 　 　 　 　 　 　 （1・71）

　　　　　　　　　　　　　　　 w
’

（x → ± 。。 ）一 ・・n ・t 　 　 　 　 　 　 （1
・72）

となる こ とが 要求 され るが ，ポテ ン シ ャ ル の 値が 収束 する た め に は wt （x
−

・ ± oo ）＝ 0 と しな

けれ ばな らな い ．よ っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　 ω 士 iw （x
−

→ ±OQ ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・73）

な る量 （定数 ）を定 義す る と ，

　　　　　　　　　　　　v （a：→ ± 。。 ）− v （x → ±。 。 ）一 雌 ＋ ・ 　 　 　 　 （1・74）

で ある．

　　a ：　 ＝：− oO カΣら エ ネル ギー E の 平 面波を入 射 させ る こ とに す る と，ポテ ン シ ャ ル V
，
　V の 系

の 波 動函 数 ψ，ψに 対 する 境界条件 は

　　　　　　　　　　　　　ip（x → − DQ ，k）＝ eik
．T ．

｛
・Re

−ikx
，　　　　　　　　　　　　

’

（1・75）

　　　　　　　　　　　　　　ψ＠ → oo
，
kt）＝・−Teik

’
x

　　　　　　　　　　　　　　　　　（1
・76）

及 び

　　　　　　　　　　　　　ip（x →
一

。。
，
k）一・

’kx
＋ Re

− ’kx
， 　 　 　 　 　 （1

・77）

　　　　　　　　　　　　　　諏 → 。・
，
h’

）一 ゲe
靴

　 　 　 　 　 　 　 （1・78）

とな る ．ただ し

鳶＝　 E − E − ｛wZ ，

　　　　　　　　　　　　　　　　k’
＝ 　E − c 一鴫

で ， 散乱 が 可 能で あ るた め に は E ＞ 畦 ＋ ∈ で な けれ ば な らな い ．

　　両 系の 波動函数は （1・ll）で 結ばれ る か ら ，
　 N を規格化定数 とし て

　　　　　　　　eikx ＋ Re
−ikx ＝ N （一∂ ＋ w ＿）（eikm ＋ 距e

− ikx
）

　　　　　　　　　　　　　　 − N ［（− ik ＋ w ⇒許 ＋ （ik＋ 1の fte−’kXl
，

　　　　　　　　　　　 T 〜
比

二 N ［（
一∂＋ W ＋ ）ieik” 1

　　　　　　　　　　　　　　＝　Nl（
− ikt＋ w

＋）ゲeildx］

を得 る ．まず eikx の 係数 よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1V 二

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 w ＿一訛

が得 られ
，

こ れ と e
−ikm

の 係数よ り

　 　 w ＿十 th　＝
R ＝　　　　　　R

，

　 　 w ＿− ik

（1・79）

（1
・80）

（1・81）

（1・82）

（1・83）

（1・84）

（1
・85）

（1・86）
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また eik
’
X の 係数よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　T ÷ ≡艶 　 　 　 　 （1・87）

が得 られる ．すなわ ち一方 の 反 射 ， 透過係数が知 られて いれ ば，他 方の 反射，透過 係数 もた だ

ち に 得られ る こ とに な る ．また ，両 系の 反射，透過確 率が 等し い こ と も明 らか で あ る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　IRI2− 1nl2， 　 　 　 　 　 　 　 （1−88）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　lT【
2

引 TI ’

・　 　 　 　 　 　 　 （1・89）

1．L8 ．超対称 代数

　　超対称量子 力学 と い う名の 由来に つ い て 触 れ て お く．ス ーパ
ー

ハ ミル トニ ア ン H 及び ス
ー

パ ーチャ
ー

ジ Q ，Qt を

　　　　　　　　　　　　　H ・ （
H −

∈　 　 0

　　0　　 H − E）・

　　　　　　　　　　　　　ρ ・ （Al）， Q ・ （1結
†

）
の よ うに定義す る と ， 次 の よ うな関係が成立す る．

　　　　　　　　　　　　　　　 ［H ，q ］＝ ［H ，Q †
］；O ，

　　　　　　　　　　　　　　　 ｛Q ，Qt｝二 H
，

　　　　　　　　　　　　　　　 Q2　・ ．　q†2
＝ o

，

　　　　　　　　　　回傍 ・

瓏二誤 、

　　　　　　　　　　　　　 （n ＋ 1）
2
π
2

　 　　　　　　 　　　 En ＝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L2

（n ＝O
，
1

，
2

，

・・一）と求 まる ．基 底状態 ψo を用 い て exact な ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　　 ψ6
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 w ＝− −
　 　　　　　　 　　　　　　 　　 ψo

　　　　　　　　　　　　　− ｛浄控二臨 、

（190 ）

（1・91）

（1
・9L））

（1
・93 ）

（1・94）

0 は 2 × 2 の ゼ ロ 行列 ．こ れ は 超対称代数 と呼ばれ る も の の 一種 で あ る ．超対称 量 子 力学 の 名
は こ こ に 由来 する ．

1．2、具体例

1．2．1．束縛問題 の 例 一 無 限井戸

　　量子 力学の テ キス トで最 初に 出会 う問題，無限 井戸 型 ポテ ン シ ャ ル の exact な 超対称 パ
ー

トナ
ー （Darboux 変換 ）を求 め て み る ．無限井戸型 ポテ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　　　　　　・・x ・一  Σ熱 ） 　 　 （・95・

に 対す るシ ュ レ
ー

ディ ンガー
方程式

　　　　　　　　　　　　　　　一ψ
” − E ψ （0 く x く L ）　 　 　 　 　 　 （1・96）

の 一般解は ψ ＝ 0 　sin 　V　EiT＋ DcOS　V
〆

万毋 で ある （C
，
　D は積分定数 ）．境界条件 ψ（0）＝ ψ（L）蘓 0

と規格化を考慮す る と，固有函数と 固有値は

（1
・97）

（1・98）

（1・99）

（1
・100）
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と求 ま り，超 対称パ ー トナ
ー

は （1
・17）よ り

　　　　　　　　　　　　　V − V ＋ 2w ’

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1・101）

　　　　　　　　　　　　　　《卸≒ ：1：1∴）．　 （i
−・・2）

こ の ポテ ン シ ャ ル は 0 〈 x ＜ L に お い て 無限井戸型ポテ ン シ ャ ル と 異なる 函数形 を 持 つ が
’），

そ の 固有値は 無限井戸型 の もの と （第 1励起 準位か ら始 まるが ）等し い ：

　　　　　　　　　　　　　 En ； En
＋ 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・103）

　　　　　　　　　　　　　　　一 ＠ ＋32π
2

圓 ・
，
・

，

・… ．　 　 （1・1・・）

固有函 数 も （1・47）よ り

〜　　　　　 1
　　　　　　　　　（∂＋ ω ）ψ几 ＋ 1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1−105）ψ几

＝
　　　　En

＋1
− Eo

− （、、n 　＋ 、1（n ！
．，，（・n ＋ ・・…

（
梺 ・ 一…

（n
．

士
2）π

… ・f・

0

）：1二1∴，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1
−le6 ）

と単な る微分操作で 求ま る ．

20

　 　 　 o 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 r

Fig．2．井 戸 型 ポテ ン シ ャ ル の exact な 超 対 称 パ
ートナ

ー （L ＝π ）

　　ψo が 得 られ て い る か ら
，

こ れ を 用い て V の パ
ー

トナ
ー

を求め る こ と も可能で ある （こ れ

は高次 Darboux 変換，　 Crum 変換 に 他な らない
27）・28））．

　　　　　　　　　　　　　　　　砺 一一・傷 ・・  チ・ 　 　 　 ・且 ・7・

を用 い て ス
ー

パ
ーポテン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　di・＿＿逃　　　　　　　　　　　　（1．108）
　　　　　　　　　　　　　　　　 ψo

　　　　　　　　　　　　　　− ｛轡 聖 二濃 x ） 　 ・一 ・

　
’）こ れ は 後 述の P6schl−Tellerポ テ ン シ ャ ル （p．800）な い し は 三 角 Rose11−Morse ポ テ ン シ ャ ル （p．901＞に お

いて B 　一一 ｛｝と した 極 限 の場 合で あ る．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 超対称量子力学 とそ の 拡張

と な る か ら ， 超対称 パ ー トナ
ーは

　　　　　　　　　　　　　V2＝レ 十 2wN
’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・110）

　　　　　　　　　　　　　　一 ｛盤 ：∵ 」，　 圃

　　　　　　　　　　　　　　
＝3V ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1

・112）

固有 値は

　　　　　　　　　　　　 彦£
2L

瓦 ＋1　　　　　　　　　　　　　　 （1・113）

　　　　　　　　　　　　　　　一 （π

睾
）
2
π

2

（n 二〇
，
1

，
2

，

…
　）．　　　　　　　　　　　　　　 （1・114）

固有函 数 も先 の場合 同様，

　　　　　　　　　　　　　瀦 ）
− 　

1
　 （∂ 十 w

’」
）娠 1 　 　 　 （・

，ll5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　En
＋1 − Eo

を実行 すれば 得 られ る ．以下 同様の 手続 きに よ り高次の パ
ー

トナ
ー

が 得 られ る が ，そ れ らは 全

て V の定数倍に な る 。こ の よ うに 超対称パ ー トナ
ーの さ らに 超 対称 な パ ー トナ

ー
を と る操 作

は ，第 3 節で 述べ る 「多重超対称性 1 の 一種で あ る ．

1．22 ． Riccati　一般解 の 例 一 Abraham −Moses −Pursey ポ テ ン シ ャ ル

　　調和 振動子

　　　　　　　　　　　　　　　　　　V （x ）一
ω

2x2
　 　 　 　 　 　 　 （1・116）

の Riccati一般解を用 い た 超対称 パ ー トナ
ーを求め て み る．ス

ーパ ーポテ ン シ ャ ル 方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　 ω
2
¢
2 − w2 − w

’

＋ ・ 　 　 　 　 　 　 　 （1・117）

の 特解 とし て ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ω
P

＝ 一ω x’　　　　　　　　　　　　　　 （1・118）

の 形 を仮定する と
＊）

，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （三；一
ω　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1

・119）

の とき解にな る．一般解 は

　　　　　　　　　　　　　w ・
一・

　・ p
−

。 ＋器聯耘）　 　 ・1
・12・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e
一

ω 22

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1
・121）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝ 一

ω コじ
一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lt　＋　fdx　e − w ・
2

とな る ．これ が特異点を持た な い た め に は ， 積分 の 下端を oo に と り，

　　　　　　　　　　　　　　　−9 ・か〆 … 　 　 　 H22 ・

　
’）W ＝　WX と する とゼ ロモ

ー
ド は規格 化 可 能で 基 底 状 態 と な り，　 Riccati　− su解を用 いて 構成し た超対 称パ

ー
ト

ナ
ーは特 異 点 を持 っ て し ま う．
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で あ る こ とか ら，パ ラ メ
ー

タ μ を

の 範囲に取れば よい ．相 補誤差函数

μ く 0
， 語・ ・

… 一 渕   〆

（1・123）

（1
・124）

を用 い る と

＿
口 τ

2

w ；一
ω ∬

一

　　　　　 μ
一圭V緬 ・・f・ 西 m

（1
・125）

と書ける ．こ れ を用 い て 超対称パ ー トナ
ー

は

レ
1

＝ y 十 2w
ノ

ーw
・
x2 − ・ω

一

（
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　 2e− w ＝

t・　一巷、／7万・・f・ 西 ・）
’

（1・126）

（1・127）

と求 まる ．w （oo ）＜ O
，　w （MQQ ）＞ 0 で あ るか ら，φ＋

− exp （J
’
dx，w ）が規格 化可 能で ψo とな り，

こ の ポテ ン シ ャ ル は 調 和振 動子の 基底状態 の 下に Ezz 一
ω の 準位が 追加 され た ス ペ ク トル を持

っ ．ま た
，

こ の 最低 固 有値の 間 隔 2ω は 調和 振 動子 の 準位 間隔 と等 し く，や は り等間 隔で あ る

こ とが わか る ．したが っ て 2ω だけ持 ち上 げて お け ば調和 振動子 と ま っ た く同
一

の ス ペ ク トル

を 持 っ たポ テ ン シ ャ ル とな る
’）．こ れ は Abraham −Moses−Pursey ポテ ン シ ャ ル と呼ばれ ， 1980

年に Abraham と Moses が逆散乱法に よ っ て 見 いだ して い た も の で あ る
38）

−42）．

1．2．3．散乱問題の 例 1 一 デル タポテ ン シ ャ ル

　　散乱 問題の 例 と し て ，デル タ引力ポテ ン シ ャ ル

レ
「
（x ）＝ 一レbδ（ご〜う　　（レb ＞ 〔）） （1・128 ）

の exact な 超対称パ ー トナー （Darboux 変換 ）を考 え る
12）・43）．シ ュ レ

ーデ ィ ン ガ ー方程式

一V／
t − Voδ（x ）Cb；E ψ （1

・129）

の 固有状態を 求め る ，境界条件 ψ（士 。。）＝ 0 と接続条件 ψ（
− 0）；ψ（＋ 0）を x ≠ 0 にお け る

一

般解 iP　・・／AeV
＝ lix

　＋　BeLv
⊂ 翫 に 課せ ば ，固有函数は

ip（x ）＝ Ae
』v＝ Fl＝1

（H30 ）

の 形 で な けれ ばな らな い こ とが わか る．また シ ュ レ
ーデ ィ ン ガ

ー
方程式 を原点近傍で 積分して

得 られ る導函数の 接続条件

一
ψ

’

（＋0）＋ ψ
’

（
− O）− Voth（0）＝ 0 （1・131 ）

よ り，エ ネル ギ
ー

固有値

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一一甼　 　 　 　 （・
・132）

　
’）と い う 次第 で あ る か ら ，「調和振動子が 場 の 理 論で 本質 的 な 役割を 果 たす の は，そ の ス ペ ク トル が 等間隔だか

らで あ る 」 と しば しば言 われ る の は ち ょっ と違 うと 思 う．
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が得 られ，デル タ引力ポテ ン シ ャ ル は こ の よ うな ただ一
つ の 束縛状態 を持 つ こ とがわ か る ．こ

の 固有 函数 を用 いて exact な ス
ーパ ーポ テ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ
’

　　　　　　　　　　　　　　　　　
ω ＝ 一

万 　 　 　 　 　 　 　 （1』133）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 讐・g・ ω 　 　 　 　 （1・・34）

と求 まる，ただ し sgn （x ）は符号函数で

　　　　　　　　　　　　　一 響一  ：91：　 　 … 35 ・

　　　　　　　　　　　　　 （・9・ （m ））
’ − 2δ＠）・　 　 　 　 　 　 　 　 （1・136）

よ っ て 超対称 パ ー トナ
ー

は

　　　　　　　　　　　　　　　　　 1／ ＝ V →
−2w ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・137）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ； 十 レbδ（x ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1一ユ38）

とな る．すな わ ち ， 互 い に 逆符号 の 引 力デル タポテ ン シ ャ ル と斥力デル タポ テ ン シ ャ ル は exact

な超対称 パ ー
トナ

ー
な の で あ る ．y に お い ては 基底 状態の 消失が 生じ るが ，実際 こ れ は束縛状

態 を持た な い ．

　　超対称パ
ー

トナ
ー

が 明 らか にな っ たか ら，引き続 き散乱 状態 に つ い て 考 え る ．引力デル タ
ポテ ン シ ャ ル にお い て ，散乱 が 生ず るた め に は E ＞ 0が 必要で ， また 境 界条件

　　　　　　　　　　　　　 ψ（x →
−

oo
，　k）＝ e

｛k 「

＋ Re
’ikx

，　　　　　　　　　　　　（1−139 ＞

　　　　　　　　　　　　　　ψ＠ → DO ，　k）＝ Teile
’
x

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・140）

よ り波動函 数は

　　　　　　　　　　　　　ψ一｛1：灘鍔   Σll　 　 … 4・・

の 形 とな る．原点に お け る波動函 数とそ の 導函数の 接続条件よ り，

　　　　　　　　　　　　　　 1 −1− R ＝ T
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1・ユ42 ）

　　　　　　　　　　　　　　iVIIil（1 − R − 7’）一垢丁 ＝ 0．　　　　　　　 （1
・143 ）

し たが っ て反 射
・
透 過係数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
一VD／2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 R 嬬

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1・144）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Vo／2 ＋ Iv7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 話v
’

万
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1
・145 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 Vo／2 ＋  v 暫
’

ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル の x → ± Oo に おけ る 漸近値は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　w ± 　
＝

　
±’5± 　 　 　 　 　 　 （1’146）

で あるか ら，超対称パ ー
トナ

ー
の 反射 ・透過係数は

　　　　　　　　　　　　　π＿
肱 一悟・砺

R ＿　
− v・／2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1
・147 ）

　　　　　　　　　　　　　　　切 一＋ fV厄　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v。12− i〜／万
’

　　　　　　　　　　　　　− 　 w −一一¢v癒　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 一iVE
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （n48 ）
　　　　　　　　　　　　　　　〜・）

＋
− i＞

「ET　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v。／2 − iVE

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 787 −
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とな り．当然の こ となが ら R ，
T に お い て Vo →

− Vo と した もの に
一

致する ．絶対 値の 2 乗 を

取れ ば Voは 2乗 の 形 で しか 現れ な い か ら ，引力デル タポテ ン シ ャル と斥力デル タポ テン シ ャ

ル の 反射 ・透過確率が 等し い こ とは は じめ か ら明 らかで あ る の だが ， 超対称量子 力学の 観点か

らは ， それ らが 超対称パ ー トナ
ー

で あ る こ とが そ の
一一

致の 理 由 とな る．

1．2．4．散乱問題の 例 2 一 無反射ポテ ン シ ャ ル

　　散乱 問題の 次の 例 と し て ，KdV 方程式 の ソ リ トン解 を理解す る 上 で 重要な 無反射ポテ ン

シ ャ ル を取 り上げる ．ス
ー

パ ーポテ ン シ ャ ル と して

u ）
α

＝ atanhx （1・149）

を与え ると （α は実数の パ ラ メ
ー

タ ），

・ 霧一 α
2

（1
−

。。，1、 。），

　 　 　 　 a
w 乱一
　　 cesh2 　x

（1・150）

（1・151 ）

よ り超対称系は

Va ； a2 一
α（a ＋ 1）

亢 一 α
2 ＿

cosh2 　x 　
l

a （α
一 1）

cosh2 　x

（1・152）

（1・153）

とな るり （因子 分解 エ ネル ギ ー
E は 0 と した ）．こ れ らは 同

一
の 函数形を持ち，単に パ ラ メ ータ

の 値が 異 な る の み で あ る ：

v
． （x ）− Va− 、＠）＋ α

2 −
（α

一 1）
2． （1・154）

こ の よ うな場合，超対称系に 形状不変 性 （shape 　invariance）が あ る と い う．そ の 重要性に っ い

て は 次節で 述 べ る ．絡合子

Aa　7 −∂十 Wa （1・155）

の ゼ ロ モ ード （A 。diaiO）は

i・a − ・・p （一　f・・　Wa）
　 　 　 　 1cosha

　x

（1・156）

（1・157＞

で あ る ．

パ ラ メ
ー

タを α ＝ 1 と おけば ，w1 ＝ tanhx で

　 　 　 　 　 2
Vl＝ 1 −
　　　　 COSh2 ゴ

V，
　・ ・　1

とな るが ，Vl の 系は 自由粒子で 束縛状態 を持たず，反射及び 透過係数は

（1・158）

（1・159）

Rl ＝ 0
，　 Tl ； 1．

’）こ れ は Eckartポ テ ン シ ャ ル と 呼 ば れ る も の で あ る．そ の 概 形 に つ い て p．795 を参 照の こ と，

（U60 ）

一 788 一
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一方 ， Ylの 系につ い て は
， 超対称性よ り基本的に は 自由粒子 と等ス ペ ク トル で 束縛状態 を持た

な い こ とに な るが ， 例外 と して 絡 合 子のゼ ロ モ
ード

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ1 二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・161）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 coshx

が 規格化可能で ある こ とか ら束縛状態 ψ1ρ （X φ1 を 1 つ 持 ち ，その 固有 値 E1，0 は 因子分解エ ネ

ルギー
， すな わ ち今 の 場合 0 で あ る ．また Wl ＝tanh ユ，の 漸近 値が u ／1±

一士 1 で ある こ とか ら，
ki ＝ ん ≡ v

／万巧 と し て 反射及び 透過 係数は ，

　　　　　　　　　　　　　　R ・
一箒｝≡圭i卸一・，

　　　　　　　　　　　　　　・端 芒≡艶 尋、畭
Vl は束縛状態 を 1 つ だ け持 ち ， 反 射率が 0 の 無 反射ポテ ン シ ャ ル で ある ．

次に パ ラ メ
ー

タ を α ＝ 2 とお け ば，w2 ＝ 2tanhx で

とな るが ，V2は

　 　 　 　 　 6
v2 ＝ 4 −
　　　　 cosh2 　x

’

〜　　 　 　　 　 2
V2 ＝4 −
　　　 　 cosh2 　x

　 V2＝ Vl＋ 3

（1・162 ）

（1・163）

（1・164 ）

（1・165）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1・166 ）

で あるか ら，V3を 3 だ け持 ち上 げた もの に すぎな い ．した が っ て V2 は ただ 1 つ の 束縛 状態

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　 ψ2，0 ＝ iPIp　o （ φ1 二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 E2，0 ＝ Ei，〇 十 3 ＝ 3
　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　 coshx

’

を持ち，反 射係数，透過 係数は

　　　　　 　　　　　　 　　　　　R2 ＝ Rl ； 0
，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 　 　 　 　 　 1 一犹

　　　　　 　　　　　　 　　　　　 T2 ； Tl ；
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　＿1 ＿琥

’

（1・167）

（1
・168 ）

（U69 ）

た だ し波数 k はポテ ン シ ャル の 基準の 変更 に伴 い （E → E − 3よ り）ん 宣 V胴 と しな けれ

ばな らな い が
，

こ れ は k ＝ 　 E 一ω 廴の 表式が 自動的に保 証し て くれ る．一
方 ， V2の 系に っ

い ては ， 絡合子の ゼ ロ モ ード

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　 φ2 ＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1−170）
　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　　cosh2 　x

が 規格化可能で ある こ とか ら，基底状態 と し て th？，o （x φ2 を持ち，そ の 固有 値は E2，0 ＝ 0 で あ

る ．また 偽 と の 超対称性 よ り， 絡合子 Al ＝一∂ ＋　w2 を用 い て

　　　　　　　　　　　　　　　ψ・
，
1 嵎 痂 畿 ， 　 　 　 （… 7・）

　　　　　　　　　　　　　　　E2，1 ＝ E2，0 ＝3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1
・172 ）

を第 1励起状態と して持つ こ とがわ か る．さ らに ω 2 ＝ 2　tanh　x の 漸近値が w2 ±
＝ 士2 で ある

こ とか ら，反射及び透過係数は だ こ 北≡ 〉颪 として

　　　　・・
一 篝1≡主il荒・

一 ・ 　 　 　 　 　 　 （… 73）

　　　　T2 一
覆…艶 一 煢 ・≡1豊 一 ！［

／
；13、〒竺轟≒響　 （H74 ）

一 789 一
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　 V2 は 束縛状態 を 2 つ 持 ち，反射率が 0 の 無反射ポテ ン シ ャ ル で ある．

　　　同様に パ ラ メ
ータを a ； 3 とお けば，w3 ； 　3　t，anh 　x で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 12

　　　　　　　　　　　　　　　　
V・

＝ 9 −
，。，h・

。

’　 　 　 　 　 　 （・・ユ75）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −　 　 　 　 　 　 6
　　　　　　　　　　　　　　　　 v3 ＝ 9 −
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 。。、h・i　

［＝
　
V・ ＋ 5・

　 　 　 　 （… 76）

　 V3は 2つ の 束縛状態

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〜　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　 　 〜

　　　　　　　　　　　　ψ・ρ
＝ zb… °「

，。、h2　af　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 E3
，
0 ＝E2

，
0 十 5 ＝ 5

，　　　　　　　　　　　　　（1
・177 ）

　　　　　　　　　　　　 −　　　　　　 sinh ¢ 　　 一

　　　　　　　　　　　　ψ3・1 ＝ ψ2・10 「

cosh2 　m
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 E3，1 ＝E2，1 十 5 ＝ 8　　　　　　　　　　　　　（1・178）

　 を持ち，反射 係数 ，透過係数は （後述の k を用 い て ）

　　　　　　　　　　　　　　 R3 ＝ R2　＝ 　O
， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1・179 ）

　　　　　　　　　　　　　　　f… ＝　T2 −
「

箏（〒竺i  編
ん）

・　　　 （… 8・）

　
一方， V3 の 系 に つ い て は ，絡合 子の ゼ ロ モ

ー
ド

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　φ・
＝

c。。h3 。 　 　 　 　 　 　 （1・18・）

　が 埋格化可能で あるこ とか ら，基底状態 として ψ3，0 （x φ3 を持ち，そ の 固有値は E3
，
0 ＝ O．ま

　た v3 と の 超対称性 よ り，絡 合子 Al ＝
一∂ ＋ ω 3 を 用 い て

　　　　　　　　　　　如 鮖 ・ 畦 1，1、 。
，

E ・，1　
・・　i｝3，・ ＝ ： ・

， 　 　 （… 82）

　　　　　　　　　　　ip・，・ 嵎 恥 4器 ， 辱 彦・ 1 − ・ 　 　 （・
・183）

　を第 1，第 2 励起状態 と して 持 つ ，ω 3 ＝ 3tanhx の 漸近値が w3 ±
＝± 3 で ある こ とか ら

， 反射

　及び透過係数は k’
； fO≡ V［li

’
＝ S とし て

　　　　　 u ／3＿十 俯 一
　　　R3 ＝
　　　　　w 、．一訛

R ・
； °

， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1・184）

　　　T3 一
絵±三艶 一 …iβ籌・

「

監竺譌旨宅泰；
た）

一

「

笋、〒竺i器篇 鳶1
・ ・1・185・

　 V3 は束縛状態を 3 つ 持 ち ，反射率が 0 の 無反 射ポテ ン シ ャ ル で ある．

　　　以 下同様の 議論を繰 り返せ ば ，自然数 α に対 して ポテ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 α（a ＋ 1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　 Va ・＝a2 −
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1・186）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　cosh2 　x

　は α 個の 束縛状態を持 つ 無反射ポテ ン シ ャ ルで ，基底状態 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　ψ…
°c

，。、h・
、。

’
E

…
＝ °

， 　 　 　 　 （1・187）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 790 −
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励起状態は 微分演算子 AE ＝ 一∂ ＋ atanhx を用い て

　　　　　　　　　妬 ・ 娩 妬 一1… 1 蝿 4 − 1
… A：．n ＋ lc

。，hi
．n

．
，

　　　　　　　　　E
。，。 　− E 。 ．1，耐 ＋ α

2 −
（・ − 1）

2
一 α

2 − （・ − n ）
2

，

（た だ し 0 ≦ n ≦ α
一1 ）と求め られ ，また 反射，透 過係数は た ＝ 儕 と し て

Ra ＝ 0，

Ta ＿

「（・ ＋ レ   厂 （一・ 一 

　　　　 1
”
（1 − ik）r （

− ik）

（1
・188）

（1・189）

（1・190 ）

（n91 ）

と 与え られ る こ とがわか る ．固有値が求め られ た こ と に は
， 先に 指摘した 形 状不変性が効 い て

い る ．こ れ に つ い て は 次の 節で 述べ る ．

§2． 形状不変性

　　こ の 節で述 べ る のは 超対称量子 力 学の 応用の
一

つ に過ぎな い の で あるが ，その 有用性と 教
育 的価値 を考 え ，独立な 節 とし て 扱 う こ とに した ．形状不 変性 （shape 　invarianee） と は

， 絡
合式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 AH
「＝ HA

，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2
・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 A ＝∂一トw 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・2）

を満た す超対称パ
ー

トナ
ー

　H
，
　Ji の ポテン シ ャ ル V

，
　V が，高々 パ ラ メ

ー
タ の 違い しか な く，同

一の 函数形を持 つ 状 況をい う
44）．すな わ ち a をポテ ン シ ャ ル に 含まれ るパ ラ メ

ー
タ （結合定 数

や 力の 有効距離を想定 して おけば よ い ） として ，

　　　　　　　　　　　　V ＠；α ）− V ＠；α 1）＋ R （α・），
α 1 ≡ ∫（α）　 　 　 　 　 （2・3）

の 関係が 成立す る場合で あ る．もちろん 運 動エ ネ ルギ ー
を 加え て

　　　　　　　　　　　　H （m ；a ）＝ H （x ；α 1）十 R （α1），　　al ≡ f（a）　　　　　　　　　　　　　　　　（2・4）

の よ うに 書 い て もよい ．こ の 形状 不変性に加え，超 対称性が exact な 場合 （すなわ ち基底状態

の
‘‘

消 失
”

が ある場合
＊ ））シ ュ レーデ ィ ンガ ー方程式の 固有値問題は初等的な代 数計算で 解く

こ とが で き る ．こ れ は 調和 振動子の 昇降演算子法を 一般化 した もの で あ り， Infeldの 因子分解

法の 再定式化にな っ て い る．級数展開法で 解けない 問題が こ の解法で解け ると い うよ うな例は

（少な くと も現在 まで の と こ ろ）知 られ てお らず ，
む しろ状況は 逆で あ る

18）・45）．しか しなが ら

こ の 解法に は ，見通 し の よ さ と い う利点が ある．

　　な お散乱問題 に つ い て も，そ の 透過 ，反 射係数に つ い て形状不変性か らあ る程度 の こ とは

い え るが ， 束縛問題ほどの 威力は 発揮され な い
46），4η．

2．1．固有値 問題の 解法

　　ハ ミル トニ アン H
，
H の 間に形 状不変性 （2・4）が成 り立て ば，両者は本 質的に同一の 系で あ

り，単に パ ラメ
ー

タ の 値とポテン シ ャ ル の 基準が 異な るだ けで ある．したが っ て H の 固有函数
は H の 固有函数か ら単にパ ラ メ

ー
タの 置 き換え a → α 1 で 得 られ，固有値に つ い て もパ ラ メ

ー

タを置 き換え R （α 1）を加え るだけで 得 られ る．こ れ を特に基底 状態に つ い て 見て み ると ，

　　　　　　　　　　　　　　　ψo（x ；α）＝ψo （邵 ；α 1），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2・5）

　　　　　　　　　　　　　　　Eo（α）； Eo（α1）十 R （α 1）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・6）

　 り こ の 条件は 重要で あ る．た とえ 形状不 変で あ っ て も，超 対称性が 自発的に 破れ て いれ ば こ の 章で 述べ る 解法

は使 え な い ．具 体 的 に は ，ス
ー

パ
ーポ テ ン シ ャ ル の 振 る 舞 い が w （＋oo ＞＞ O，　u ，（− oo ）〈 0 を 満 た さね ば ならな い．
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一
方，exact な 超対称系に お い て は ，

　　　　　　　　　　　　　　　　 El（a ）・二昂 （a ），

　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ1＠；α ）CtA †
（α）ψo（x ；α）

（2・7）

（2・8）

の 関係が 成立する ．した が っ て H に 関する 量を消去すれば

　　　　　　　　　　　　　　　　 El（a ）＝ E
’
O（al ）十 R （al ），

　　　　　　　　　　　　　　　　th1（x ；a ）（x　At（α）ψo （x ；al ）

が 得 られ る．

　　引き 続き 第 1 励起状態に つ い て
， 形 状不変性よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ1＠iα）＝ψ1（x ；α 1），

　　　　　　　　　　　　　　　　　E
”
1（a ）二 El（α 1）十 R．（al ）

が 成立 し，exact な超対称性 よ り

E2（αト El（α），

th2（a’；α）o（ ．4t（a ）ψ1＠；a ）

（2・9）

（2・10）

（2・11）

（2・12）

（2・13）

（2
・14）

が成立するか ら，

E2（α）＝ E 、（α 、）＋ R （α、），

th2（X ；a ）（× A †
（α）ψ1（X ；α1）

（2・15）

（2−16）

が 得 られ る．先 に 求め た E ユ ， ψ1 の 表 式 を用 い る と

　　　　　　　　　　　　　　 E2 （α）＝ E ・（α1）＋ R （α2）＋ R （α 1），　 　 　 　 　 　 （2・17）

　　　　　　　　　　　　　　ψ2（a，；α）〔xA †
〔a）・4t（α1）ψo（x ；a2 ）　　　　　　　　　　　　　　　（2・18）

と も表せ る．

　　以下同様 の 議論を繰 り返す こ とに よ り， 全て の 固有値 と固有状態は 基底状態 Eo
， ψo に 結び

つ け られ る こ とが わか る．そ し て基底状態は A の ゼ ロ モ
ー

ドに 等 し く，そ の 固有値は因子 分解

エ ネルギ
ー

E に等 し い ：

… φ一一 ・xp （一μψ ・・）， （2・19）

　　　　　　　　　　　　　　 ED ＝ E（α）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・20）

こ うして 固有値問題は 完全 に解か れ る の で あ る 疫 こ の 状況を Fig．3 に 示して お く．　f（a ），
R （の

の パ ラ メータ操作で 右上 に行 き ，At の 操作 で左 に行 くわけで あ る．

　　
一般 的な表式を与 えて お こ う．形 状不変な 系では α1 ≡ f（の と し て

　　　　　　　　　　　　　　　　 En（α）＝ En（al ）十 R （α1），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・21）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ψ，。＠；α）＝ ψ几 ＠；α1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・22）

　 り も ち ろ ん，任意 の ポ テ ン シ ャ ル V （x ；a ）に つ い て exact な 超対 称 性 を 与 え る ス
ーパ ーポ テ ン シ ャ ル w （x ；α ）

及び その 因子 分解エ ネル ギーE が 解析的に知 られ て い るわ けで は な い．w に 対 す る Riccatj方程 式は 非 線形 で ，一

般 に 求積 法 で は 解け な い の で あ る ．したが っ て 現実的に は ，よ く 知 られ た例 題 に つ い て は その exact な ス
ーパ ーポ

テ ン シ ャ ル を覚 えて おく，と い う く らい の こ と し か で きな い ．形 状 不 変 性 に よ っ て 解け る 問題の リ ス トは
18 〕・48 ｝な

ど に 与 え られ て い る ．
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E3

妨

島

恥

∫，

∫，R

　 t

A †

．4t

一
E2

〔
五71

〜
Eo

∫，R

H 　 　 　 倉

Fig．3．形 状 不 変性

が 成 立 し，exact な 超 対 称系 で は

・｛・
一

・…   一一 exp 　（一　f・・　・v），

E ，、
＝ En ＋ 1　（n ≧ 0），

　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　 A †辺几 （n ≧ o）ψ叶 1 ＝

　　　　 En ＋ 1
− E  

が成立する ，これ らを結 合し て

・・
一 ・・… ψ・・綱 砿 一 ・・ p（

−f・・　・ （：：・・），

ETn
＋ 1（α）＝」En（α1）＋ R （α 、） （π ≧ o），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
ψ几 ＋1（m ；α）＝

ある い は an ≡ f（α n ＿1）と し て

　　　　　　　 A †
（a ）thn（x ；α 1）　（n ≧ 0）

En ＋1（α）
一五b（α）

嗣 ・・， 綱 砿 一・xp （
−fd蜘 ・），

　 　 　 　 　 　 　 n

En ＝ E ・（eq）＋ Σ⊃R （αk ）   ≧ 1），

　 　 　 　 　 　 　 k二l

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 I
ψπ （x）；

　　　　H廴1　Ek （an −k）− Eo（（娠 た）t＿o

n ＿tII

　A †
（al ）iPO（X ；（玩 ） （n ≧ 1）

（2・23）

（2・24）

（2・25 ）

（2
・26 ）

（2
・27）

（2・28）

（2
・29）

（2・30）

（2
・31）

を得る．積記号に つ い て は 番号 の 小さ い 順に 左か ら並 べ る．

（コ メ ン ト 1）

　因子 分解 法と の
一

致 に つ い て は 文献49）・50）を参照 の こ と．

（コ メ ン ト 2 ）

　形状不変な超対称系を構成する ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル w （x ；α）と しては ，Riccati方程式の

一

般解で ある 1 パ ラ メ
ー

タ族 を用 い る べ きで はな く，そ の 特解を用 い る べ き で あ る こ とは （1・70）
の 複雑な函 数形よ り明 らか で あ る が ，念 の た め 証明を望む の で あれば

51）を見 る とよ い ．

（コ メン ト 3）

　以下の 例題に 見 る パ ラ メ
ー

タ函数 ノ（の は 全て al ＝a ＋ const ．の 形 を して い る ．現在 までの

とこ ろ ，それ 以外 の パ ラ メ
ータ函数 として は α 1 漏 gα とい う定数 倍の もの しか 見つ か っ て おら

ず，しか もそ の 場合 のポ テ ン シ ャ ル は級数展開の 形で しか 得られて い な い 52）・53）．
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　 2．2．例題

　　　 こ の 節で は実 際に い く つ か の 固有値問題を解 い て み るが ，今 まで 省略 して きたプ ラ ン ク定
　 数 h，質量 m を復活 させ て お く

＊）．絡合子 は

　　　　　　　　　　　　　　A 一孟 … 一纛・・∂ψ・
1

， 　 　 （・
・32）

　　　　　　　　　　　　　　A
†一纛 ・＋ w − 一毒・・

1
∂ψ・，　 　 （・・33）

　 基底状態 ψo と ス
ー

パ ーポテ ン シ ャ ル w の 関係は

　　　　　　　　　　　　　　　　蜘 一 （率 画 　 　 ・234 ・

　 パ ー
トナ

ーポ テ ン シ ャ ル V
，
V と ス

ー
パ

ーポ テ ン シ ャ ル の 関係は

　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 h
　　　　　　　　　　　　　　　　　V ； w2 ＿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w

’ 一トEo
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2

・35）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 痂

　　　　　　　　　　　　　　　　V − ・
2

＋ 纛焔 　 　 　 　（・・36・

　 で あ る ．

　 2．2．1．調和 振 動子

　　　 調和 振動子

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一艷
2

　 　 　 　 　 （・
・37）

　 に対する シ ュ レーデ ィ ンガ ー方程式 の 固有値 問題 を解 く．ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル方程式

　　　　　　　　　　　　　　　・
2

纛   ・ E ・
一響 　 　 　 … 38・

　 の 解と して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ イ誓一 　 　 　 　 … 39・

　 の 形 を仮定する と，

　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　勧

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E ・
＝
7 　 　 　 　 　 　 　 （2

−40）

　 の とき解 とな る ．パ ー トナ
ーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　　　V − ・
2

＋ kfiw’

　＋　Eo 　 　 　 （… ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　
−

m

静
2
枷 　 　 　 　 　 （・・2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　V
一トノぬノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2

・43）

　 とな っ て 形状不変で ある．パ ラ メ
ー

タ函数 ，剰余項は

　　　　　　　　　　　　　　　　 ω 1 ＝ ω　　＝ ≒〉　　ω k ＝ ω
，　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・44）

　　　　　　　　　　　　　　　　 R （ω κ）＝ ha丿　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・45）

　　
’）結果 の 確 認に は 書籍

54 ）の 第 10 講 が 利 用 で き る ．
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と な り k に よ ら な い ．よ っ て エ ネ ルギ ー固有値は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　　　　En − E ・（ω n ）＋ Σ R （ω k）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 距＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　− （
　　 亅
n 十

一
　 　 2）…

固有函数を 求め る ．まず基底状態が

　　　　　　　　　　　　　　齢   摩 μ・）
　　　　　　　　　　　　　　　　一 ・xp （

　 那 ω 　2− 　　　 n｝
　 2h ），

規格 化すれ ば

　　　　　　　　　　　　　ψ・
一（黝

1／4exp

　C雛 ・

）・

励起 状態は At ＝ 一（h／V［iill）ψδ
1
∂ψo を 用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　ipn（X ）−

H：．、
　Ek（÷ 鯨 、耳・†

（Wl ）恥 圓

　　　　　　　　　　一 i蒜 ・・
’

（　
h

∂

痂 ）
π

ψ＆

　　　　　　　　　　一 纛 （
ηnw

π h ）
1／‘

　・xp （一雛 ）

　　　　　　　　　　　・ ← 1）
・
　exp （

m ω 　2hx

）（傷 ・）
”

exp （
一
黝

　　　　　　　　　　一 　　2差．n ，（
mw

π h）
1／4

　exp （一
ヱ
欝

2

）H
− （漂 ∬）・

た だ し Hn （x ）は エ ル ミ
ー ト多項 式で あ る．

2．2．2． Eckartポテン シ ャ ル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0

　 　 　 　 　 　 　 　 　 一le
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −2　　　　 　 0　　　　　　2

　 　　　　　　 　　　Fig．4．　 Eckart ポ テ ン シ ャ ル （Vo ＝10，κ ＝ 1）

Eckart ポテ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Vo ＞ 0
，
κ ＞ 0）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v ＝

−
　 　　　　　　 　　　　　　 　 cosh2 　KX

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 795 一

）642（

）742（

）

）
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2
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）

1

2

「
O
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に 対する シ ュ レ ーデ ィ ンガ ー方程式 の 固有 値問題 を解 く．ス
ー

パ ーポ テ ン シ ャ ル 方 程式

　　　　　　　　　　　　　・
2 一

潔 ・ ト
，。，醇。 x 　 　 （・・56）

の 解 と して

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 肋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 tanh κ毋 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・57）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 w ＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　痂

の 形 を 仮定す る と （因子 h／VSillは 単に 計算上 の 便宜の た め導入 した ），

　　　　　　　　　　　　　　・
2

騾 （
　　　　　　 1
1 −
　　　cosh2 κZ ）， 　 　 ・2−58・

　　　　　　　　　　　　　　か 一黌 ，。、1≒。 x 　 　 　 … 59・

よ り

　　　　　　　　　　　奮 一畿1、認 ・ ト
，。，鵜 　 　 （2・…

したが っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2α
2

　　　　　　　　　　　　　　　　
E ・

＝ 一
万 ・ 　 　 　 　 　 　 　 （2・6D

　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　h2

　　　　　　　　　　　　　　　　瀛
・ （α f κ ）− V・ 　 　 　 　 　 　 （2・62）

で あれ ば解 とな る ．ただ し基 底状態 の 規格化可能性の た め w （＋ D 。 ）＞ O
，
w （− o 。 ）＜ 0 で な けれ

ばな らな いか ら a ＞ 0，した が っ て α に つ い て の 2 次方程式 （2・62）の 解 と し て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2mVo 　 κ
2
　 κ

　　　　　　　　　　　　　　　
α ＝

　 h・ ヒT
−
i 　 　 　 　 　 　 （2 ’63）

を と らね ばな らな い ．a を用 い て ポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　　咽 一一嘉諤 　 　 　 （・・64・

と表 さ れ
，

パ ー トナ
ーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　V（Xla ）− w2 ＋潔 … 　 　 　 （・・65）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2 α（α
一

κ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　
＝一

羸 。，h ・

。 。 　 　 　 　 　 　 （2’66）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝ V （x ；α
一κ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・67）

とな っ て 形状不変で ある．パ ラ メ
ータ函数 ，剰余項は

　　　　　　　　　　　　　 α1 ＝ α ＿
κ 　　⇒ 　　　αk ＝ α

＿kκ，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・68）

　　　　　　　　　　　　　R （αk ）＝0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・69）

よ っ て エ ネル ギ ー
固有値は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　E
・
　一 ・・E ・（・・ ）＋ Σ R（・k ）　 　 　 　 　 　 　 （2−70）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1
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　　　　　　　　　　　　一 一蓋（・ 一
・ ・）

・

　 　 　 　 　 （・
・71）

　　　　　　　　　　　　一 一蓋｛
2

黔÷ （・ ＋1）・］
2

　 ・・ 7・・

固 有函数を求 め る ．まず基底状態が

　　　　　　　　　　　　　　　一 （」 簪μ・）　 　 ・・…

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　
＝

。。，h・ ／  、，

・
　 　 　 　 　 　 　 （2’74）

Vo ＞ 0 で あれ ば α ＞ 0 で あ るか ら こ れ は 規格化可能で あ り，引力型 Eckart ポテ ン シ ャルは少

な くと も 1 つ 束縛状態を持 つ ，励起状態は A †
（の ＝ 一（h！　Vsill）ψ51（の∂ψo （α）を用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　　　　　　ψ。 ω α H 五†
（αte）tho（x ；an ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＃1？

　　　　　　　　　　　　　　　　唱
・†

偏
  臣 ／褊

の 計算で 求 まる ．こ れ が 規格化可能で あるた め に は α1κ 一n ＞ o ＊），すな わ ち

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2K2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n （n ＋ 1）　　　　　　　　　　　　　　　　 Vo ＞
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2m

（2・75）

（2・76）

（2・77）

で な けれ ばな らな い ．すな わ ちポテン シ ャ ル の 深 さに よ っ て ，保持可能な束縛状態の 個数が違 っ

て く る ．深 さ Vo にお け る 束縛状態 の 個数 π 十 1 は

　　　　　　　　　　　　　　　n 〈 3（me ・ ト ・）　 　 ・2・78・

で 制限され る．

2．2．3． Morse ポテ ン シ ャ ル

20

一2 0 2

　　　　　　　　　　　Fig．5．　 Morse ポ テ ン シ ャ ル （Vo ； 6，κ ； 1）

Morse ポテ ン シ ャ ル
55＞・56）

　　　　　　　　　　　 y 一 呶 1 − e
− Ka ］

）
2

（V。 ＞ 0
，
κ ＞ 0）

＋）
（1・27）以 下で 述べ た よ うに，絡 合子 、4量 の 作用 は 規格化 可 能性 を壊 さな い ．

（2
−79）
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　 に 対す る シ ュ レ
ーデ ィ ンガー

方程式の 固有値問題 を解 く．ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル 方程 式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h

　　　　　　　　　　
u’

2　一
、痂

・’／・ th − v・
− 2Voemtcm ＋ v・・

−2“ X

の 解 として

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （α ビ

KX
＋ の　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 w ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　痂

の 形を仮定す る と，

　　　　　　　　　　　　　・ J
・

籌 …
一

… b・
…

… ），

　　 　　　　　　 　　　　　　h　　　　　h2
　　 　　　　　　 　　　　　　　 ω

’ ＝＿＿
α κe

− tcx

　　　　　　　　　　　　　痂　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2m

よ り

　　　礬・
一

・ 蓋… b ・ … 凹 雲偉 妬 ・
一 一・膠 珊

した が っ て

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　h2b2

　　　　　　　　　　　　　　　　
E ・

＝％ 一
万

，

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　h2a2

　　　　　　　　　　　　　　　　万
＝ v・ ，

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　 h2

　　　　　　　　　　　　　　　　瘉
・ （2b ＋ ・）ニ ー2v ・

ばな らな い か ら α ＜ 0
，
b＞ O，したが っ て a に つ い て の 2 次 方程 式 （2・86）の解 と し て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・ 一一
〜砺

をと らねば な らず，また （2・87）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　 δ＝ 〜鳫 ＿丘
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 h　　　 2

を得 る が ，こ れ が 正 で あ るため に は

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　 充
2
κ
2

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　 Vo ＞
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8m

だけ の深 さが 必要で ある．α
，
bを用 い て ポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　・圃 一 ・
・
e
−

・ 蓋・ （・・＋ ・）・
…

…

と表 され ，そ の パ ー トナーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　v圃 一 ・
2

＋ 翻 ・ E ・

　　　　　　　　　　　　　　一 …
−2Kx

・ 蓋・（・b −
・ ）・

− NX
…

　　　　　　　　　　　　　　 ＝ v （x ；α ，
b 一

κ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 798 一

で あれ ば解 とな る ．ただ し基底状態の 規格化可能性の た め v ；（＋OQ ）＞ O
，
　w （

− c）o ）く 0 で な けれ

　082（

）ユ82（

ラ
　

　

ラ

2

　

3

　

　

　

俘

＠

ラ482（

醐

倒

剖

2

　

2

　

2

（
　

（
　

（

ラ882（

）982（

ラ092（

）192（

）
　

　

）
　

）

2

　

0

δ

4

9

　

9

9

2

　

2

2

（
　

　

（
　

（
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と．な っ て 形状不 変で あ る ．パ ラ メータ函 数 剰余項 は

　　　　　　　　　　　　　　bl ＝ b一κ　 ＝⇒ 　　bfe； b − kκ
，

　　　　　　　　　　　　　　R （bk）＝ 0．

よ っ て エ ネ ルギ ー
固有値は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　瑞 一 踊 ・ ）＋ Σ R （b・）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

　　　　　　　　　　　　　＋ 蓋（圃
・

　　　　　　　　　　　　　絶 ・ 1）h・　en　一（　　　1n
十 一

　　　2）
2

霧
固有函数は まず基底状態が

　　　　　　　　　　　　　輌 即 （率 1伽 ）
　　　　　　　　　　　　　　　− exp （

一・孀
。
一一 一b。

　　　 んκ ）・

励起状態は A †
（b）＝ 一

（h／V
／羸 ）ψδ

1
（b）∂ψ0 （b）を用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　　ψπ ＠）0 （ II　A †（bk）ψ0（X ；bn）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝0

　　　　　　　　　　　　一 囂晦 脚 （」 孳 〆 ＋ 殉
の計算で求 まる ．これが規格化可能で あ るた め に は b − n κ ＞ O，すな わ ち

　　　　　　　　　　　　　　　　％ ・ （
　　　1n

十 一
　　　2）

2

響
で な けれ ばな らな い ．深 さ Voに お ける束縛状態の 個 lk　n ＋ 1 は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 偏 　 l
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 〈　　　　　　一一
　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 hκ　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 2

で制限され る．

2．2．4．P6sch 】−Tellerポテ ン シ ャ ル

　　P6schl−Tellerポ テン シ ャ ル
57）

　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 A 　　　　 B 　　　　　　　　 π

　　　　　　　　　
V 　 ・ ’

、i。 ・
。 、，

＋
，。、

・
。。

（0 ≦ κx ≦ 重； A ＞ OIB ＞ 0）

　　　　　　　　　　　　・
2 − S；lwl　＋　

lfo−
，。
；

。。

＋
，。轟X

の 解 とし て

　　　　　　　　　　　　　　・ 一孟（
　　 α

　　　　　　十 btan　KX
tan κ ¢ ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 799 一

超対称量子力学 とその 拡張

　　　　　　　（2・95）

　　　　　　　（2
・96）

　　　　　　　（2
・97）

　　　　　　　（2・98）

　　　　　　　（2
・99 ）

（2・100）

（2・101）

（2 ・102 ）

（2・103）

（2・104＞

（2・105）

に 対する シ ュ レ
ーデ ィ ンガー方程式の 固有値問題を解 く．ス

ーパ ーポテン シ ャ ル方程 式

）6012（

）7012（

）8012（
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 20

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 π ノ2

　　　　　　　　　　 Fig．6．　 P6schl−Tllerポ テ ン シ ャ ル （A ＝1，B ＝3，　n ＝ 1）

の 形 を仮定す る と，

　　　　　　　　　　　・
・

鶚 儲 ＋ 詳。評
一…）・ 　 … 1・9・

　　　　　　　　　　　毒帳 蓋（一論 ＋
。 。無の　 　 … u ・・

よ り

　　　　蓋鴇
）

・ 蓋鵠 一蓋（・
− b）

・
・ 恥

、、。≒。

＋ 論 ・ （… 1・・

したが っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　　椀 一蓋（・
− b）

・

， 　 　 　 （・… 2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2

　　　　　　　　　　　　　　　　　五
・（・ ＋ ・）＝ A ，　 　 　 　 　 （2

’113）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2

　　　　　　　　　　　　　　　　　羸
b（b −

・ ）＝ B
　 　 　 　 　 　 （2’114）

で あれ ば解 とな る．た だ し基 底状態の 規格化可能性 の た め 砥 π12κ 一〇）＞ o
，
w （＋ o）〈 o で な け

れ ばな らな い か ら α ＜ O
，
b ＞ O，した が っ て 2 次方程式 （2

・113），（2
・114＞の 解 と し て

　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 κ 　　 2mA 　 κ
2

　　　　　　　　　　　　　　　a ＝；N5
・

r
　h・

＋ 一
τ

，　 　 　 　 　 （2’115）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 κ 　　　2mB 　　κ
2

　　　　　　　　　　　　　　　
δ
覧

＋ 　h2
＋ T 　 　 　 　 　 　（2’116）

を と らね ばな らな い ．a
，
bを 用 い てポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　・圃 一 器 昜
）

・ 蓋駕 　 　 （・… 7）

と表 さ れ ，パ
ー

トナ
ーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　7圃 一 ・
2

＋ 素儡 　 　 　 　（・・U8 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　一謡 蠹
）

・蓋鶴 　 　 （・・119）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ； V （x ；a
− rc

，
b十 rc）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2

・120）

一 800 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

超対称量子力学 とそ の 拡張

とな っ て形状 不変 で ある ．パ ラ メ
ータ函数 ，剰余項は

　　　　　　　　　　　　　 α 1
＝ α

一
κ 　⇒ 　αん

＝ α　一　krc
，

　　　　　　　　　　　　　 b1 ＝ b十 κ 　 ＝ ⇒ 　 bfO＝ b十 kK．
，

　　　　　　　　　　　　　 R（αk ，
bk）； 0．

よ っ て エ ネ ル ギー固有値は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　En − E ・ （an ，
　bn）＋ Σ晦 ，ω

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 た二1

　　　　　　　　　一蓋（・ ＋ ・一 ）
・

　　　　　　　　　一 蓋｛禦 ・ 割 饗 學 伽 ・げ
固有函 数を 求め る ．まず 基底状態が

　　　　　　　　　　　　　　鞠 頭
一率1あ・）

　　　　　　　　　　　　　　　　：．，　sin
− ・ ／・ 　KtC 　cosb ／・　KX ．

励起状態は A †（a ，
b）＝ 一（h／痂 ）thi　

i
（α ，　b）∂ψo（a ，

　b）を用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　　　ψ。 （x ）。（ HA †
（αた，ω ψo（x ；an ，

bn）

　　　　　　　　　　　　　　£：1
　　　　　　　　　　　　　− II　A †

（a・ ，
・bk）・in

− a ／K − ‘　
・・x ・・sb／

tC＋ ” 　Kx

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝O

の 計算で 求 まる ．こ れ らは全て 規格化可能で ある．

2．2．5、 三角 Rosen −Morse ポテ ン シ ャ ル

（2−121）

（2・122＞

（2−123）

（2・124）

（2・125）

（2・126）

（2
・127）

（2・128）

（2・129）

（2
・130）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 20

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 o

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −10
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 π

　　　　　　　 　　Fig．7．三 角 Rosen −Morse ポ テ ン シ ャ ル （A ＝3，　B ＝κ　・＝1）

　　三 角 Rosen−Morseポテ ン シ ャ ル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 A 　 　 　 　 B

　　　　　　　
V ＝

、i。・
。 。

＋
、an ．K 。

（° ≦ κ” ≦ ・ ； A ＞ °
，　
B ＞ 砿 ・ ＞ 0）　 （2’131 ）

に対する シ ュ レ
ーデ ィ ンガー方程式の 固有値 問題 を解 く．ス

ーパ ーポテ ン シ ャ ル 方程式

　　　　　　　　　　　  纛 焔 一

、、。磊＋ 盖 x 　 　 （・
・132）
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　 の 解 と して

　　　　　　　　　　　　　　　　　ω 一 纛（
　　 α

　　　　　 十 b
tan 　KX ）

　 の 形を仮定す ると ，

　　　　　　　　　　　　・
2 一蓋｛・

2

（
　　 1
　　　　　　 − 1
　　 2Sln

　KX ）・
、藷、，

… ｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　h2　 ακ

　　　　　　　　　　　　 wf ＝一一
　　　　　　　　　　　　　　　　2msin2 κ c

　 よ り

　　　　　　嘉 黯 ・ 鶉論 一蓋（・
・ 一・

・

隔 一
、、fit：I」Eli2Km＋

、蒲
　 した が っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　恥 蓋（・
・ 一・b・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Eiliα（a ’1．κ）二A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2
　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　 − ab ； B
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 肌

　れ ばな らな い か ら α く 0，し たが っ て 2次方程式 （2・138）の 解 と して

　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　 κ 　　 2mA 　　κ
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 十
一

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a ニ
− − 　

　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　 2　　　 h2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4

　 をと らね ばな らな い ．α
，
b を用 い て ポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　v （… ，
b）一 蓋怨諾

）
＋ 鶉、。1缶x

　 と 表 さ れ
，

パ
ー

トナ
ー

ポ テ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　v，圃 一 ・
2
＋ 潔 ・ E ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h2 α（α 一
κ） 瓦

2
αb

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
＝

EE 、i。・
。。

＋ lillltifi
−
Ein　Nx

　 ると

　　　　　　　　　　　　　　・鶴 ・）一蓋驚
）
・

、。盈x

　　　　　　　　　　　　　　V（祠 一黯 斎 、。窰κx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ； y （x ；α
一

κ
，
B ）

　 とな っ て 形状不変で ある ．パ ラ メ
ー

タ 函数 ， 剰余項は

　　　　　　　　　　　　　　　 α 1 ； α
一

κ 　 ⇒ 　 ακ ； α 一丸κ
，

　　　　　　　　　　　　　　　R （ak ）； 0．

　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　
− 802 一

（2−133）

（2・134）

（2・135）

（2・136）

（2・137）

（2・138）

（2−139）

で あれば解 とな る．ただ し基底状態 の 規格化可能性の た め av（π ／2rc　一　O）＞ 0
，
w （＋0）〈 0 で な け

とな っ て 形状不変でな い ．しか し パ ラ メ
ー

タ と し て （a ，
b）で は な く

（2・140）

（2・141）

（2・142）

（2
・143）

（2
・139）よ り （α

，
　B ）を用 い

　　　　　　　　 （2・ユ44）

　　　　　　　　 （2・145）

　　　　　　　　 （2・146）

　　　　　　　　 （2・147）

　　　　　　　　 （2・148）
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基底 エ ネ ル ギ
ー

（2・137）は （2
・139 ）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2a2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 rnB21

　　　　　　　　　　　　　　　　恥
「 瓦

一
2h・ 欝

と表され るか ら，エ ネル ギー固有値 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　E
・ 渦 （・・ ）＋ Σ R （・k）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

　　　　　　　　　　　　一 蓋・a − nrc ・
・ 一
署嘉

2

，。
． 。，

、

　　　　　　　　　　　　一 蓋｛
2

礬 ・ （n ・ 豈）・］
2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 mB2 ／2h2

｛2mA ／ん
2 ．y．　rc214 一ト（η，十 1／2）κ｝

2
’

− c 殉
一 ・・pC ）血

一碗
…

（2・149）

（2−150）

（2・151）

固有函数を求め る ．まず 基底状態が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 mB2 　m

励起状態は At （の ＝一
（h／ut ）ψδ

1
（α）∂ψo （α ）を 用い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − l

　　　　　　　　　ψη （X ）0 （II　At（ak ）ψ0（Xian ）

　　　　　　　　　　　　　究：1
　　　　　　　　　　　　

；

k＝ o

の 計算で 求 まる ．これ らは全て 規格 化可能で ある ．

2．2．6．双 曲 Rosen−Morseポテ ン シ ャ ル

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

H ・・
（・・）exp （一響。

igET
．）s ・n

−… ＋n 　Kx

（2・152）

（2・153）

（2・154）

（2
・】．55）

（2・156）

O2

凾

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＿ L

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 −2　　 0　　 　 2

　　　　　　　Fig．8．双 曲 Rosen−Morseポテ ン シ ャ ル （A ；le，B 　
＝・

　1，κ
＝1）

双 曲 Rosen −Morseポ テ ン シ ャ ル
58）・59〕

　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 A
　　　　　　　　　　　　　　 十 Btanh κ偲　　（A ＞ 0

，
　B ＞ 0

，
κ ＞ 0）　 　　 　 　 　 　 v ＝−

　　　　　　　　　　 cosh2 κ記

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
一 803 一

（2・．t　57）
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　 に 対する シ ュ レ
ーデ ィ ンガ ー方程 式の 固有値 問題を解 く．こ れ は B → 0 の 極 限で Eckartポテ

　 ン シ ャ ル に 帰着す る ．ス
ーパ ーポ テ ン シ ャ ル 方程式

　　　　　　　　　　　　・
2 一藷 渦 一一

。論 ・ ・ … h 鮴 　 　 （・
・158）

　 の 解と して

　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （α tanh κx 十 b）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・ヱ59）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 w ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　痂

　 の 形 を仮定す る と，

　　　　　　　　　　　・
2 一蓋｛一論 ＋ ・・b・anh ・・x ＋ ・

・
＋ b・

｝， 　 … 16・・

　　　　　　　　　　　　hw
’ ＿亙 …

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2・161）
　　　　　　　　　　　 痂　　　　　　　　　　　　　　　　 2nz　cosh2 　KX

　 よ り

　　　一嘉 1、認 ・．禁・b・・nh 糾 蓋（・
・

＋ b… ト
，論 ＋ B … h ・．T ・ ・… 62・

　 した が っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　　ト 蓋（・
・

＋ ・
・

）， 　 　 　 … 163）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　h2

　　　　　　　　　　　　　　　　　瀛
・ （・ ＋ ・）＝・　A ，　 　 　 　 　 　 （2・164）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2

　　　　　　　　　　　　　　　　　万
・ b ＝ B

　 　 　 　 　 　 　 　 （2・165 ）

　で あれば解 とな る．た だ し基底 状態 の 規格化可能性 の た め w （OQ ）＞ 0
，
w （− oO ）＜ 0 で な ければ

　な らな い か ら a ＋ b ＞ O
，
　
一

α ＋ b ＜ O， すな わ ち a ＞ 0
，

一
α 〈 b く a ．し たが っ て 2 次方程式

　（2
・164）の 解 と して

　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 κ 　　 2mA 　 κ
2

　　　　　　　　　　　　　　　　
a ＝

万
＋

h・
＋
万 　 　 　 　 　 （2

’166）

　を と らね ばな らず，また （2・165）よ り B ＜ h2α
2
／m すなわ ち

　　　　　　　　　　　　　　　・ ・ 鶉岼 ÷ 告）
2

　 　 鬮

　を満 た さね ば束縛 状態は 存在し な い ．α ，bを用 い て ポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　V （x … 一一磊1鵡 ・ 篶・b・anh ・・ 　 　 （・
・168）

　 と表 され ， パ
ー トナ

ーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　9 ＝ 初
2
＋

h
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 wt 十 Eo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2

・169）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　函

　　　　　　　　　　　　　　　一 一翻 1認 ・ 鶉・・一 　 　 　（… 7・）
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　 と な っ て 形 状不 変で な い ．しか しパ ラ メー
タ と して （α ，

b）で は な く
， （2

・165 ）よ り （α ，
B ）を用 い

　 る と

　　　　　　　　　　　　　　順 ・・一蓋畿認 ・
、。罰κx 　 　 （… 71）

　　　　　　　　　　　　　　i・（・ 1・ ，
B）一 磊1認 ・

，。窰。x 　 　 （・・172）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ； V （x ；a
＿

κ
，
B ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・173）

　 とな っ て 形状不 変で ある ．パ ラ メ
ータ函数，剰余項は

　　　　　　　　　　　　　　　α 1 ＝ a ＿
κ　　＝⇒ 　　αk ＝ α

一kκ
，　　　　　　　　　　　　　　　（2・174）

　　　　　　　　　　　　　　　R （ak ）＝ 0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・175）

　 基底エ ネ ルギ ー
（2・163）は （2・165）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 h2a2　　　TnB2 　1

　　　　　　　　　　　　　　　　　
E ・

ユ
2m

−
2h・ 7 　 　 　 　 　 （2’176）

　 と 表さ れ る か ら ，
エ ネル ギー

固有値は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　　　　　　　　　　　E
。

・’・ 　E ／・（an ）＋ Σ R （ak ）　 　 　 　 　 　 　 （2・・77）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝1

　　　　　　　　　　　　　− 一蓋・・ … ・
2 一雛

2

、＿ ≒。 ）
2 　 　 ・… 78・

　　　　　　　　　　　　　一 一蓋｛
2
甥÷ ←・の・｝

2

　　　　　　　　　　　　　　− 　 　
mB2 ／2h2 　 　 ．　 　 （、．、79）

　 固有函数 を求め る ．まず 基底状態が

　　　　　　　　　　　　　　｛・7nAfh2 ＋ ・
2
／・

二
（・ ＋ ・／・）・｝

2

　　　　　　　　　　　　　吻 一 （一率絢
　　　　　　　　　　　　　　一 ・・ pC

”

爰
2

詈）… h
− ・ ／・

K ・・

励起状態は A†
（α）＝ 一

（h／＞鮖万）Cbo
一
　
i
（α）∂ψo （α）を用 い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　ψπ （m ）0 （ II　At（ak）ψ0（餌 ；α几 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝0

　　　　　　　　　　　− ・　ttA・
（ak）exp （− rl…？α ：転）醂 呻

欄

の 計算で求 まる．これが規格化可能で あるため に は B ＜ h2（α 一n κ）
21m

すな わ ち

　　　　　　　　　　　・ ・ 鶉岼 ÷   弓
2

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
− 805 一

（2・180）

（2・181）

（2・182）

（2・183）

（2
・184）
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　 すな わ ち束縛状態の 個数 n ＋ 1は

　　　　　　　　　　　　　　　　　 2m ．4 ＋ h2 κ
2 　V冠吾 　 1

　　　　　　　　　　　　　　
n ＜

　 。々 　
冖

hK
−
？　 　 　 　 （2・185）

　 で 制 限され る．

　 2．2．7．水 素原子

　　　水素原子 の 有効ポテ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　　　　　　　　V 一 論 ・ 籌
1）
　 　 ・2・・86・

　 に 対す る動径方向シ ュ レ
ー
ディ ンガー

方程式の 固有値問題 を解 く．ス ーパ
ー

ポテ ン シ ャ ル 方程式

　　　　　　　　　　　　♂
マ 昜凶 ト

、告・ 鵠
1）

　 　 （2・・87・

　 の 解と し て

　　　　　　　　　　　　　　　　　一 孟 （詈・ の　 　 　 （2
−・88）

　 の 形 を仮定す る と，

　　　　　　　　　　　　　　　濃 瓠夢孕・ ・ 　 　 　 ・2・・89・

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　 h　　　　 h2　 a

　　　　　　　　　　　　　　　nt
’

　
u ；

「 ＝
蕊 戸 　 　 　 　 　 （2

’19°）

　 よ り

　　　　　　　　蓋
α （a 十 172）

・ 鶉学畷 ・ ト
、謠。

＋
が1鴇轟1）

・　 （・
・19・・

　 したが っ て

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　 h2b2

　　　　　　　　　　　　　　　　　
E ・

＝ 『』
万

・　 　 　 　 　 　 　 （2’192）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 a （α 十 1）＝ 1（1十 1），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2
・193）

　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　 h2　　　　 e2

　　　　　　　　　　　　　　　　　万
αb ＝

一
砺 　 　 　 　 　 　 （2’194）

　で あれ ば解 とな る ．た だ し基底状態の 規格化可能性 の た め w （。。 ）＞ 0で なけれ ばな らないか ら

　b ＞ 0， したが っ て （2・194）よ り α 〈 0 とな り，α に つ いて の 2 次方程式 （2・193）の 解と して

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 α ＝一
（1十 1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・195）

　を と らね ばな らな い ．α
，
bを用 い てポ テ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　V （・… ，
・b）一蓋

α（
睾

1）
・ 籍 　 　 　（2・196）

　 と表され ，パ ー トナ
ーポテ ン シ ャ ル は

　　　　　　　　　　　　　　　　i）？　＝　w2 ＋ 　
h

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　wt 十 Eo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・197）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 痂

　　　　　　　　　　　　　　　　　一蓋
α（
咢fit31＞

・ 黔 　 　 　 （… 98）
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　　　　　とな っ て 形 状不変で はな い ．しか し パ ラ メ
ータ として （a ， b）で はな く， （2・194）よ り （a ， e）を用

　 　 　　 　い る と

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・圜 一 蓋
α（α

夛
D −

、幕。 　 　 ・… 99）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　V（w ・鶚
α （α

夛
11

−
、募i。 　 　 … 2 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝ V （r；α
一 1

，
e ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・201）

　　　　 とな っ て 形状不変 で ある ．あ る い は α よ りもむ し ろ 1を用 い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　V ・… 一 蓋
’（‘

轟
1L

、鼻1。 　 　 　 ・・… 2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　t・（r ；t）一蓋
（‘＋ ’lll＋ 2L

荒 　 　 （22 ・3）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　； y （r ；1 十 1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・204）

　　　　 と見て もよい ．パ ラ メ
ータ函数，剰余項は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ど1 ＝‘十 1　　＝＝⇒＞　　tk＝1十 た
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・205）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R （lk）＝ 0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2
・206）

　　　　 基底 エ ネル ギー
（2・192 ）は （2・194）お よび （2・195 ）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　E … 一 一

（
Vi｝iie28

π Eoh ）
2

纛 　 　 ・22 ・7・

　　　　 と表さ れ るか ら，エ ネルギ
ー

固有 値は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 nr

　　　　　　　　　　　　　　　　　E 。
． （1）− E・（1。．）＋ Σ R （ω 　 　 　 　 　 　 （2・208）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 た二1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　− 一（
痂 e28

π Eoh ）
2

，rp．：T＋ 、）
2 　 ・… 9・

　　　　 固有函 数を求め る ．まず基底状態が

　　　　　　　　　　　　　　　　　V・・r・・− C鄭 ・）　 　 ・221 ・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一 　ri
＋ i

　exp （
　me2 　　r

47rEoh21十 1）・　 　 （・
・21・・

　　　　 励起状態は At（り＝ 一（h1　Viiil）ψδ
1
（り∂iPo（1）を 用い て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n − 1

　　　　　　　　　　　　ψπ 「（r；t）〔xrl 　At（lk）ψo（r ；lnT）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2・212）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 た＝〔｝

　　　　　　　　　　　　　　　　一 訃
・
（ak ）rl

＋’tr ＋1
　exp （

　　　　2
　 me 　 　　 　　 r

47rEoh21十 nr 一ト1）　 （22 ・3・

　　　　 の 計算で求 まる．
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§3． 多重超対称系

　　こ の 節で は，超 対称 量子 力学の 拡 張理 論に つ い て 述 べ る ．超対称量 子力学に お い て 最 も重

要な の は絡合 関係式で ある と 考え られ る ．絡合関係式 こ そが （準位の 消失に関 する 注意 は必要

で あるが ）パ ー トナ
ー

系 の 等ス ペ ク トル 性を 保証する も の で ある．そ こで絡合子 と して ，前節

まで で 見た よ うな運 動量 に つ い て 1 次の も の 以外 の 可能性を考え て みた くなる ．こ の よ うな 運

動量につ い て 高次の 絡合 子で 絡合す る等ス ペ ク トル 系を多重超対称系 と呼ぶ ．

　　 こ の 節に お い て も考 え る ハ ミ ル トニ ア ン は 非相 対論的で あ り，

　　　　　　　　　　　　　　　　 H 　＝ ＝ 一∂
2

＋ V （x ），　　　　　　　　　　　 （3・1）

　　　　　　　　　　　　　　　　 II − 一∂
2

＋ y ＠）， 　 　 　 　 　 　 　 （3・2）

また 絡合関係式 も こ れ ま で 同様

　　　　　　　　　　　　　　　　　　AH ＝ H ／1
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・3）

で あ る ．

3．1．2 重超対称 系

3．U ． 2 重超 対称 系の 直接的構成法

　　絡合子 A と し て 運動量に つ い て 2 次ま で 含 む も の （これ を簡単に 2 次絡合子 と呼ぼ う）を

考 えて み る ；
24）・

’
2J「＞

　　　　　　　　　　　　　　A ＝ u （x ）∂
2

十 v （x ）∂ 十 w （x ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・4）

u （x ），
v （x ），

w （x ）は 実函 数 こ れ を （1・5）に 代入 すれ ば u
，
v

，
w

，
　V

，
V に 対 す る方程式 として

　　　　　　　　　　　　　u
ノ

； 0
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・5）

　　　　　　　　　　　　　u （V − V）
− ut

「 − 2v’ − O
， 　 　 　 　 　 　 　 　 （3・6）

　　　　　　　　　　　　　v （V − V ）− 2uV ’ − vtt − 2wt ；0，　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・7）

　　　　　　　　　　　　　w （v − v ）− uV
” − 1丿y ’ − uノ

’
＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・8）

が得られる ．（3・5）よ り
一一般性を失 うことな く tL ＝ 1 として よ い （絡合子 に は 定数 倍だ けの 不定

性が あ る ）．する と （3
・6）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　 V − V − 2v’

， 　 　 　 　 　 　 　 　 （3・9）

が得 られ ，これ を （3・7），（3・8）に 代入す る こ とで

　　　　　　　　　　　　　・ ＋ ・ 一麦（v2 一の ＋ ・
， 　 　 　 　 　 　 　 （3 〉

　　　　　　　　　　　　（V 十 w ）
” ＝ 2（V 十 vリ）v

ノ ー2v’V − vl ／
’

，　　　　　　　　　　　　　　　（3・11）

を得る．c は積分定 数 （y ＋ w ）を 消去 し v を乗 じれ ば

　　　　　　　　　　　（v2v ）
’

一 （穿・ Cl・
2 − v2vt ・ 響一穿）

’

　 　 … 2・

とな る．したが っ て t」 ≠0 の と き，

　　　　　　　　　　　　γ ÷ ・ 一・÷ ｛農・磊， 　 　 （… 3）

　　　　　　　　　　　　7÷ 副 ・ 昜膿 磯 ， 　 　 （叫

一808 一
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また （3・10）よ り

　　 v2 　　vt　 vtt　 v2 　　 d
盟 ＝ 『

π
＋

互
一

莇
＋

範
一

葎 （3・15）

を得る．dは 積分定数 函数 η（x ）は任意で あ り，そ の 函数形を選ぶ こ とで 等ス ペ ク トル 系 v，ウ
が構成され る ．

　　な お v （x ）＝＝　Oの とき （3・12）は 自明に 成立するが ，（3・9）よ りγ ＝レ とい う通常の 対称性に

落ちる ．こ の とき絡合式 （3・3）は交換関係 IA，
ff1 ＝ O とな り，絡 合子 は 保存量とな るが ，（3・10）

よ り w ＝ c − y で あ る か ら

A − ∂
2

＋ c ＿y

　 ；c − H
（3
・16）

（3・17）

と な り興味を 引か な い ．

3．1．2． 2 次絡合子の 積と ハ ミ ル トニ ア ン

　　A と At の 積を と っ て 少 々計算 する と ，次の 関係が 得 られ る ．

　　　　　　　　　　　　　　　　・4f4 − （H − c）
2 − d

，　　　　　　　　　　　 （3・18）

　　　　　　　　　　　　　　　　 AA †一偉
一

・）
2 − d．　 　 　 　 　 　 　 （3・19）

したが っ て （1
・90），（1

−91）で 定 義した ス ーパ
ー

ハ ミル トニ アン ， ス
ーパ ー

チ ャ
ー

ジ を用 い る と

　　　　　　　　　　　　　　　　｛Q ，Q†
｝− H2 − d1

， 　 　 　 　 　 　 （3・20）

た だ し 1 は 2x2 単位行 列 ．こ れ は （1
・92）及び （｝94）と合わ せ て ，非線形に拡張 された超対称

代数をな す．

　　（3・18），（3
・19）は また

　　　　　　　　　　　　　崩 一（H ＿c ＿而 ）（H −
・ ＋ va），　 　 　 　 　 （3

・21 ）

　　　　　　　　　　　　　舶 †
＝ （fi− ・

一而 ）（fi− ・ ＋ 吻 　 　 　 　 　 （3・22）

と も表せ る ．こ れ ら に H
，
H の 固有値 E に 属す る 固有函 数 ψE ，ψE を左 右か らか けて 全定 義域

にわ た っ て 積分 し，A
，
At が互 い に エ ル ミ ート共役で ある こ と を用 い る と ，

紳 ψ・）
2

− （・
一

・
一伽 一・ ＋ 帥 ・・ψ去，

帥
†ψ・ ）

2
＋ ・ 一伽 一

・ ＋帥 魂

（3・23）

（3・24）

の関係を得 る．したが っ て ψE ，ψE が A
，
At のゼ ロ モ

ードで ない限 り，ψE が規格化可能な らば

．4ψE も規格化 可能 で あ り，ψE が 規格化可能な らば Atv3E も規格化可能で ある．また定義域が

（
− oo

，
、oo ）の 場合 ， 規格 化可能で あれ ば無限遠で 0 と い う境界条件を満た すか ら，　 A ，

At の 作用

は 境界条件を 破 らな い ．

　　また上式よ り特に d ＞ 0 の とき

E ≦ c 一而
，

・ ＋ 而 ≦ E （3・25）

（等号は AψE ＝ 0 な い し A†
ψE ＝ 0 の とき成立）で ある こ とがわか る．
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3．1．3． 2 次絡合子 の ゼ ロ モ ードと準位 消失

　　構成 され た 2 重超対称系は基本 的に等ス ペ ク トル で あるが ，通 常の 超対称系同様， 準位の

消 失の 可能性を検討しなけれ ばな らな い ．絡合子 の ゼ ロ モ
ー

ドが規格化可 能な とき ，準位の 消

失が 起こ り うる の で あ っ た ．そ こ で まず 2 次絡合子の ゼ ロ モ ードを調 べ る必 要が あ る 60）．2 次

絡合子 の ゼ ロ モ
ード φ手

を

軌

0

≡

≡

婬

叫

AA （3・26）

（3・27）

で 定義する．φ干
に （3・21），（3・22）を作用 させ れ ば，

（H − C 一面 ）（」U − e 十 V
！i）φ＿＝ O

，

（fi　＿c − V万）（1レ ・ ＋ 覇 φト
ー o

（3・28）

（3・29）

を得 る ．したが っ て もし φ干
が 規格 化可能な らば ，それ は H

，
H の 固有値 c ＋ 而 また は c 一而

に 属す る固有 函数 で ある ．ハ ミ ル トニ ア ン の エ ル ミ
ー ト性 よ り，固有値 の 実数性 は保 証され て

い るので ，d ≧ 0 でな けれ ばな らな い ．した が っ て d ＜ 0 の 場合 ，φ干
は ともに規格化 可能で は

あ り得な い ．こ の とき 準位の 消失は 起 こ らず，両 系の ス ペ ク トル は完全に 一致する こ とにな る ．

　　1 次絡合子を 用 い る通 常 の 超対称 系の 場合，ゼ ロ モ ードが ハ ミル トニ ア ン の 固有値で あれ

ば ，（1・28）よ りそれ は必ず基底状態で あ っ た．しか し 2 次の絡合 子を用い る場合，それ に 相 当

す る制限は （3・25）に置 き換わ っ て い る．した が っ て 2 重超 対称系に お い て は，準位消失は励起

状 態で も起 こ りうる
61）．

　　2次絡合子 の ゼ ロ モ ードに つ い て の 考察 を続 ける．ゼ ロ モ
ー

ド φ干
を求 め る には ，（3・4）及

び 秘 ＝ 1 を用 い て （3
・26），（3・27）を あ らわ に 書 い た 微分方程式

A φ＿＝（∂
2

＋ v ∂ ＋ ω ）φ＿ ＝ O
，

A †
φト

＝ （∂
2 − ∂v ＋ w ）di＋ ＝0

（3・30）

（3・31）

を解 けばよ い の だが ，
一般解を陽に 書 くことは で きず形 式解を 見い だ すに とど ま る ．まずは 1

次微分項を 消去し よ う （そ の 結果 は （3・42））．2 次絡 合子は

　　　　　　　　　　　　　　A − ∂
2
＋ ｛詞 ・ ・ 考

　　　　　　　　　　　　　　A・− al− ｛互・
∂｝枕 嶝

と書 き直 され る．た だし ｛a ，
b｝は 反交換子で ｛α ，

　b｝≡ ab ＋ ha．計算の 便宜 のため

を導入すれ ば，2 次絡合子は

∫＠）≡

喜・

　　　 　　 vt
ψω ≡ 切 一

万

A − ∂
2

＋ ｛∫，
∂｝＋ ψ ＝ （∂＋ の

2
＋ ep　一　f2，

A†
＝ ∂

2 −
｛∫，

∂｝＋ ve．＝ （∂ 一
∫）

2
＋ V − f2，

と表 され る．よ っ て解 くべ き方程式 （3・30），（3・31）は

（∂ 士 ∫）
2
φ干

一（f2　− q）軽

（3・32）

（3・33）

（3・34）

（3・35）

（3
・36）

（3
・37）

（3・38）
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とな る （φ＋
の 式は φ＿の 式で ノ→

一
∫とすれ ばよい か ら，以下 φ＿に つ い て 述べ る ）．

　　　　　　　　　　　・ ＋ ・一・xp （
一

ルの・・xp （加）　 　 ・3−3　9．　）

を用 い れ ば

　　　　　　　　　・xp （漁 ・）∂
2exp

伽 ）φ一一（f2　− P・φ一 　 （3−4・・

とな り，両 辺に exp （fdx　f）を乗ずれ ば

　　　　　　　　　∂
2

・ x小 ・）φ一一・・
2 −

… x小 ・）φ一， 　 ・・
・
…

あ る い は 左辺を移項 し て

　　　　　　　　　　　　・
一∂

2
＋ ・

2 −
… xp （ルのφ一 一 ・ 　 　 （・

・42・

を得る．これは函数 exp （fdx　f）φ＿に対する シ ュ レ
ーデ ィ ンガー

型 方程式で あ る．ポテ ン シ ャ ル と

ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル の 関 係 （1・18），（1・19）及び絡 合子の 積とハ ミ ル トニ ア ン の 関係 （1

・24），（1・25）
を思 い 出せ ば ，Riccati方程式

　　　　　　　　　　　　　　　　 ／
2 − q　…　w2 一

ω
’

　 　 　 　 　 　 　 （3・43）

を満たす ω （x ）を用い て ，

　　　　　　　　　　　　・
一・ … （・ ＋ の ・xp （加・）φ一一・

と書き 直せ る ．こ こ で 再び （3・39）を用い れ ば

　　　　　　ex 小 ω）・・xp （
一・〃一 ）… p（ル咽 ・）i・一… 　・・

exp ← fdxω ）を乗じて 1 回 積分すれ ば

　　　　　　　　　　・xp （一・〃・ ω ）・ ・x小 （・ ＋ ・・）φ… ・

B は 積分定 数 exp （2fdx ω ）を乗 じ て さ ら に 積分すれ ば

　　　　　　　　・xp （ル・・（・ ＋ の）φ一 一 晦 ・xp （・〃・ ・）・ A ・

A は 積分定数．したが っ て

i・一　 ・B ・xp （
一
加（・ ＋ ノ））f… xp （・詞 ・ A ・xp （

一

ル咽 ・）
が得 られ る ．f → 一∫を 行えば φ＋

は

・・
− D ・xp （一〃・ ・ω 一・・）魚・xp （・かω）・ σ exp （一ル… − f・）

（3・44）

（3
・45）

（3・46）

（3・47）

（3・48）

（3・49）

C
，
　D は積分定数。もちろん ω を知 るに は （3・43）を解かねばな らな い か ら，これ らは あ くま で

形式解で あ る ．（1
・38）で 見た よ うに 通常の 1 次絡合子 を使 う超対称 系の 場合に は ， A

，
　At のゼ

ロ モ
ード φ干

は同時には規格化で きず ，さらに
一方が規格化可能な と き，他方には 規格化可能

な 同じ エ ネル ギ
ー

の 固有状態は 存在し な い こ とが示 され た （（1・43）以 下の 説明 を参 照）．しか

し 2次絡 合子 を用 い る 2 重超対 称系に おい て は，（3・48），（3・49）を見る限 りそ の よ うな 制限は見

いだせ な いか ら，モデル ttとに 個別に ゼ ロ モ
ー

ド の 規格化可能性を検討しな けれ ば
， 準位消失

に つ い て の 判 断は下せな い ．実 際 ，
2 重超対称 系で は A，A †両方の ゼ ロ モ

ードが同 時 に規格化

可 能で ある ことが 起 こ りうる ．ゼ ロ モ ードの 同時規格化可能性に つ い ては ， 後で再び 論じ る．
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3．1．4．可約 2 重超対 称系

　　2 つ の 超対称系 Hl
，
Hl と H2

，
H2 を考 え る ．

・41H1 ＝H1141

Hl ； 一∂
2

＋ Vl
，

Hl ⊇ 一∂
2

十 Vl
，

Al ＝∂ 十 Wl
，

Vl ＝w ？
− ws ＋ Cl ，

Vl ＝碑 ＋ wl ＋ El

，
A2H2 ＝ H2 ん

こ の 2 つ の 超対称系 を結合 し て み る ．すな わ ち

の 条件を課 して み る ．する と

Hl ＝ H2

．41ん H2 ＝ HIAIA2

H2 − 一∂
2
＋ v2

，

H2 ＝一∂
2

＋ v2
，

．42 ； ∂十 w2
，

v2 一 ω 莠一％ ＋ ‘2 ，

v2 ＝ w 蹇十 ％ ＋ ε2 ．

（3・50）

（3・51）

（3・52）

が 成 り立 つ が
，

こ れ は H2 と Hl と が 2 次絡合子 AIA2 で 絡合す る 2 重超対 称系 で あ る こ と を

示し て い る．い わ ば 「超 対称 の 超 対称 は 2 重超対称 」 と い う こ と で あ る ．そ こ で

H ； H2
，

H ； Hl
，

A ； AIA2

（3・53）

（3・54）

（3
・55）

と 同定すれ ば ，

・4 ＝（∂ 十 ω 1）（∂ 十 w2 ）

一〜ヂ＋ （W 、 椥 2）∂ ＋ WIW2 ＋ 妬

（3・56）

（3・57）

で あるか ら，（3・4）（及び at　； 1）と比較 して こ れ は

V ＝ Wl 十 W2
，

　 　 　 　 　 　 ノ
切 ； WIW2 十 W2

の 場 合に 相 当する ．ある い は （3・34），（3・35）を用 い て

　　　　　　　　　　　　　　　ノ ー

笛 1

夢
’2

，

　　　　　　　　　　　　　　　・
一勒 ・儒

助

）
’

（3・58）

（3・59）

（3・60）

（3・61）

の場合で ある と言 っ て もよ い ．

　　絡合子 の ゼ ロ モ
ー

ド φT （3
・48）を見 い だす に あた っ て ，ω を知 らね ばな らな いが ，

これ は ω

に 関す る Riccati方程式 （3・43）より

w2 − ♂ 一（
Wl 十 ω 2

　　 2 ）  w2 一儒
凱

）
’

　　　一（
w2 − Wl

　　 2 ）
2

イ
助

雪
納

）
’

（3
・62）

（3・63）

とな る こ とか ら，特解

w2 皿Wl
Wp ＝

　 　 　 　 2 （3・64）
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が 見 い だされ る．一般解 は （1・70）で 見たよ うに

　　　　　　　　　　　　 w 、
一

・Wl 　 exp （f。
dx（W ・

− Wl ））
　　　　　　　　　　

ω ＝
2

一

μ ＋ fd… p （f．
d・・（w2 　

一
・w 、））

と与え られ る （μ は 積分定数 〉．

　　一方 ，（3・51）の 条件は

　　　　　　　　　　　　　　媚 一u4 ＋ El ＝ 略 ＋ w5 ＋ E2

とな るが ，こ れ を変 形すれ ば

　　　　　　　　　　　　　略 一瑁 一一＠ 1 ＋ U ・2）
’

＋ El − E2
，

あ る い は （3・60）を 用い て

　　　　　　　　　　　　　　　　W2 − W 王 　 f’
E2 − El

　　　　　　　　　　　　　
u’

p 　
＝

　2
＝

一

互厂 4f

が得 られ る ．ゆえ に

　 　 　 2　 　 　 　　 　 　 2　 　 　 t

　　 ω 一ω ； ω
P
一

ω
P

　　　　　　− （拳等
D∫

’

・
（‘2

、議
’）

2

）
一

（
一

寿・t7・   ア

）
　　　　　　　　　　　　　 （E2．

一
．EI）

2
　　　　　　　　ft2　　　　　　　　　　　f”

　　　　　　
＝ 一

平
＋
可

＋
16∫・

しか るに （3・43）よ り

　　　　　　　　　　　　　9 ＝ ∫
2
《 ω

2
剛

’

）

　　　　　　　　　　　　　　一・
・

＋拳 募」
咢誇

また

　　　 　　　　　い ＋ v ＝ v2 ＋ Vl

　　　　　　　　　　　一蕾 ＋ 略 ＋ （ω
、
− w 、）

’
＋ El ＋ E2

　　　　　　　　　　　− ・一 … 一・（
　　　　　＠2 一ω 1）

’

Wlw2 十
　 　　　 　　　 2 ）… ＋ ・2

　　　　　　　　　　　− 4f2　一　29 ＋ E、 ＋ E2

　　　　　　　　　　　− … 一拳・筝・
（E2

− El8f2）
2

・ ・1 ・ ・2

及び

　　　 　　　　　　　 　 y − v ＝Jv2 − Vl

　　　　　　　　　　　　　　 一略 一． 子一（ω 、 ＋ ω 2y 長 2 艇 、

　　　　　　　　　　　　　　 ＝ − 2（Wl 十　w2 ）
’

　　　　　　　　　　　　　　 ＝
− 4∫

’

よ り，

　　　　　　　　　y − ・
・ 一拳・券・

（E2 『El16

／
2
）
2
− ・fr＋

c’

吉
‘2

，

　　　　　　　　　V − ・
・一拳・昜・

（E2 ｝
∈116

／
2
）
2

＋ ・f’

・
‘1

吉
‘2

・

一 813一

（3・65）

（3・66）

（3・67）

（3・68＞

（3
・69）

（3・70）

（3・71）

（3・72）

（3・73）

（3・74）

（3
・75）

（3・76）

（3・77）

（3・78）

（3・79）

（3・80）

（3・81）

（3・82）

（3・83）

（3・84）
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（3・34），（3・35）を用 い て ノの 代わ りに v で 表せ ば，

　　　　　　　　　　　　 V2 　 vt2 　 ・丿
”

（E2・
一

・ El ）
2
　 vt

　　　　　　　　　　
ω ＝ 一

τ
＋
扉

一
莇

一
4v・

．
卜7 ， 　 　 　 　 　 （3・85）

　　　　　　　　　　・ ÷ 畜 昜・
¢ 2

毒
1）

2
− vt ・

q
吉

‘2
， 　 （・

・86）

　　　　　　　　　　i・
；

÷ 轟・ 籌・
（‘2

孟麦
1）

2

＋ v
’
　−f．

∈・

吉
‘2

　 　 （・
・87）

とな るが ， こ れ らは （3・15），（3・13），（3・14）に お い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　・ − q

吉
‘2

， 　 　 　 　 （・・88）

　　　　　　　　　　　　　　　　　d・・＝（‘2

孟
‘1）

2

　 　 　 　 （・
・89）

とし た もの に他な らな い ．と りわ け重 要な の は ，こ こ で は d ≧ 0 とな っ て い る こ とで ある．す

なわ ち 2 重超対称系 （3・13），（3・14）に お い て ，d ≧ 0 で あれ ば それ は 2組 の 超対称 系に 分解で き

るが ，d ＜ 0 で あれ ばそ れ は 不可能と い うこ と に な る ．こ の 意味で d く 0 の 場合 を 既約な 2 重

超対 称 系 ， d ≧ 0 の 場合 を可約 な 2 重超対称 系 と呼ぶ ．先述 した よ うに ，既約な 2 重超対称 系

に お いて は 準位の 消失は起 こ りえず，完全 に 同
一

の ス ペ ク トル を 持つ ．

　　原理的に は ，
2 組の 超対称系 を結合すれ ば （可約な）2 重超対 称 系が 構成で き るわ けで ある

が ， 実際に 結合条 件 （3・66）

　　　　　　　　　　　　　　w ：− u ，1＋ q − ・・莠＋ 妬 ＋ ⊂2

を満 たす ω 1 ，
、w2 をい か に 見い だすかを検討す る ．さ し あ た り超対称系 Vl

，
Vl を 与え る Wl が

既知 と し，w2 を求め る こ と とし て 問題 を設定す る ．こ れ は w2 に つ い て の Riccati方程式で あ

るが ，

E2 ＝ El （3・90）

の 場合に は ，特解 と し て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ω 2 ニ ーWl 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・91）

が た だちに 見 いだ され る ．しか し こ れ は （3・58）よ り v ＝ ＝ O で あ り ， 先述 した よ うに V ； V ，し

か も A ＝c − H と い う意味 の な い 結果 に 導 く．だが一般解を用 い るな らば話は 別で あ る ．一
般

解 は （L70 ）よ り （一ω 2 を ω と見て ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・xp （2　fdx　w ・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・92）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 W2 ＝− Wl 十

　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ 十 fdx　exp （2　fdx　tVl）
’

し たが っ て （3・58）よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・xp （2　fdx　Wl ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （3・93）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 り ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　μ ＋ 伽 ・ xp （2　fdx　w ・）
’

こ れ を （3・86），（3・87）に 代入 して 2 重超対称系 V
，
V を 得 る．

3．1．5．可約 2 重超対 称系にお ける 2 次絡合子の 積

　　（3・88），（3・89）を （3
・18），（3

・19）に 代入すれ ば，

　　　　　　　　　　　　　　　A †A − （II − q ）（H
’
・
一

　E2 ）， 　 　 　 　 　 　 （3・94）

　　　　　　　　　　　　　　 AAL （H
’
・一　El）（H −

・2）　 　 　 　 　 　 （3・95）
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とな る．（3・18），（3・19）の 関係 を導 くにはやや 面倒な計算を要 したが ，2 組の 超対称 系 を結 合す

る場合に は も っ と簡単に こ の 関係を導 く こ とが で き る ．そ れ に は通常の 超対称 系 に お け る 1 次

絡合子の 積と ハ ミル トニ ア ン の 関係．

AiA
、
＝ H

一 El
，

A ，A1 ＝且一 q

（3・96）

（3・97）

等の 関係 を用 いれ ばよ い ．（3
・55）の エ ル ミ

ー
ト共役は

AtA　＝ 　A5AI （3・98）

だか ら

A †A　＝，　AIAIA1 ん

　　一 AS（H1 − q ）A 、

　　− Al（片2
−

∈1）且2

　　− （ff，
一

・、）幽 、

ぐ．結合条件 Hl ＝ H2 ）

（∵ 絡合式 H2Al ； ・41浮2）
＝ （JI2− q ）（H2 − e2）
一（1f − El ）（H − ‘2），

（3
・99）

（3・100）

（3
・101）

（3−102）

（3・103）

（3・104）

AA †に つ い て も同様で ある ．

3．1．6．可約 2 重超対称系に おける準位消失

　　2組 の 超対称系を結合し て 2重超対称 系 を構成す る 場合，準位の 消失を調 べ る の に （3・48），（3・4g）
を用 い て 2 次絡 合子 の ゼ ロ モ

ー
ドを求め ，そ の 規格 化可能性を検 討する必要 は な い ．2 重 超対

称 系 の構成 因子 で あ る各超 対称 系の 準位消 失か ら，全体 と し て の 準位消失は 明 らか だか ら で あ

る．も う
一

度各ハ ミ ル トニ ア ン の 関係 を書 い て お く．

砺

昂

亙

＝

＝

；

　

　

　

　

H

互

冴

（結合条件），

（3
−105）

（3・106）

（3−107）

超対称系 Hl
，
互1 に お ける準位の 消失は Al

，
A1 の ゼ ロ モ

ー
ド

φ・干
≡ 卿 （・f・・ Wl ） （3・108）

の 規格化可 能性で 決 ま り，

　1．iPi＿が規格化可 能な 場合 ，
　 Hl の 基底準位が 消失．

　2．φ1＋ が 規格 化可能な 場合，Hl の 基底準位が 消失．

　3．illTが と もに規格イを不能な場合 ， 消失はな い ．
の 3 通 りで あ っ た ．H2

，
　H2 に お け る準 位の 消失 も 同様に 3 通 りあ り，

し た が っ て H と H に お

ける 準位消失の 場合 の 数は 9 通 りで あ るが ， ス ペ ク トル の 違 い の みに 注 目すれ ば ，そ れ は 次の

5 通 りにな る．

　（i） H の 基底状態と第 1 励起状態が消 失．こ れ は φ2＿，φ1＿が 規格化可 能な 場合 で あ る ．

（ii） H の 基 底状態 と第 1励起状態が消 失。こ れは φ2＋ ，φエ＋
が 規格化可 能な 場合 で あ る ．

（iii） H の 基底状態が 消失．こ れ は φ2＿また は φ1一の 一
つ だけが規格化可能で ， 他は 規格化不

　　 能な場合 で ある．

（iv） H の 基底状態が 消 失．こ れ は φ2＋ また は φ1＋ の 一
つ だけが規格化可能で ，他は 規格化不

　　 能な 場合 で ある．
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（V） 準位 の 消失は ない ，これ は φ2干 ，iPITが すべ て 規格化不 能な 場合 ，あ る い は φ2＿， φ1＋ が

　　規格化可能な 場合 ，も し くは φ2＋ ，φ1＿が規格化可 能な 場合で ある ．　　　　　　　　
’

多重超対称系に つ いて こ れ 以上 詳し い こ とは文献
62）

−71）を見 られ た い ．

§4． 3 次元拡張

　　現 在 まで の と こ ろ ，超対称量子 力学 （およびそ の 多重拡張理 論）の 研究の 大部分 は 1次元

系，あ る い は 球対称 3 次元 系の 動径成分 に限 られ て い る．1 次の 絡合子 を用 い た 超対称量子 力

学の 2 次元拡張 は文 献
2）−4）・72）に 与 え られ て い る．そ こ で は 2x2 行 列 ハ ミル トニ ア ン と 1 組 の

ハ ミル トニ ア ン の 間 の 等 ス ペ ク トル 性が構築 され て い る ．行 列 の ハ ミ ル トニ ア ン を含 まな い 2
次元拡張 は 2 次 の 絡 合子 を用 い る こ とで行わ れ て い る

73）
−78）．こ の 節で は，超対称量子 力 学の

3 次元拡 張 を検討 する り．用 い る 絡合子 と して は ，運動量に つ い て 1 次 の も の と 2 次の も の を

考え る．1 次絡合子 に よ る 2 次元 拡張理 論は ，我 々 の 3 次 元の 結果 で 関係する 量の z 成分 を 〔｝

とお けば得 られ る ．

4ユ． 1 次絡 合子 に よ る 3 次元 拡 張

　　こ こ で は 運 動 量に つ い て 1 次 の 絡 合子 を用 い る ．考 え る ハ ミ ル トニ ア ン は 非相対 論的な 標

準形，

　　　　　　　　　　　　　　　　 〃 ＝一△ 十 v （r ），

　　　　　　　　　　　　　　　　 H ＝一△ 1・V （r ），

もち ろ ん 丁 蕭（x ，y ，
z），

△ 三確＋ 確＋ 鍔 で あ る ．3 次元 に おけ る ユ 次絡 合子 は

　　　　　　　　　　　　　　　　A 二 v （r ）
・▽ 十　w （r ），

た だ し v （r ）＝ （Vx （r ），
Vy （r ），

Vz （T ））．こ れ らを絡合関係式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　AH − HA
，

に代入する と，v
，
w

，
　V

，
　V に対す る次 の 方程式を得 る ．

∂ゴuゴ 十 曙焼 ＝0
，

△ ” 十 2▽ w ＝ （v − v ）tア，

v ・▽ y ＋ △ w ；（v − y）ω ．

（4
・1）

（4・2）

（4・3）

（4・4）

（4・5）

（4・6）

（4・7）

（4・5）の 一般解 は

v ＝ axr 十 b
，

ただ し a
，
b は任 意の定数ベ ク トル で ある ．こ れ に よ り絡合子 は

A ＝ α ・（r × ▽）十 b ・▽ 十 w

の 形を とる ．（4・8）を （4・6），（4・7）に 代入 すれば，

　　　　　　　　　　　2▽ w ；（レ
「− V ）（α xr 十 b），

　　　　　　　　　　　a ・
（r × ▽ v）＋ b ・▽v 十 △w ＝（v − v ）w ．

を得る ．次 の よ うな 場合分け を行 うの が 便利で ある．（i）a ≠ o，（ii）a 　 ・＝ 　o．

　 ’｝ 本節 の 内容は 筆者の 論 文
29 ）に 基づ く．

（4・8）

（4・9）

（410 ）

（4・11）
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　　（i）α ≠ 0 の 場 合 ，

一般 性を 失 う こ とな く a を単 位ベ ク トル とする こ とがで き る ．A に は

定数倍だけの 不定性が あ るか らで あ る ．座標の 回転に よ り こ の 単位 ベ ク トル を z 軸方向に 選び

a ＝ ez とすれ ば

　　　　　　　　　　　　　　 ” − e
。

× （卜 e 。 xb ）＋ わ。 e 。 ．

さ らに 原点 の 平行移Wh　r − e
、

× b → r を行 うと

　　　　　　　　　　　　　　　　　 V ＝ el 　X 　r 十 bzez

とな る．これ は 結局 a ； ez 及 び b　＝　bgezとした の に等 し い ．こ れに よ り絡合子は

　　　　　　　　　　　　　　A ＝e ガ （r × ▽）＋ b。 ∂。 ＋ ω （r ）

とな る．ま た方程 式 （4・10），（4・11）は

　　　　　　　　　　　 2▽w 漏（v 一レ
ア
）（e2 × 併 十 bzez），

　　　　　　　　　　　 ez ・
（r　x ▽ y ）十 bz∂zy 十 △ w ＝ （y − V ）w ，

とな る ．円筒座標 （ρ，q ，
　g ）を 用 い れば これ らは

　　　　　　　　2∂
ρ
w ＝ O，

　　　　　　　　2∂gw
− （v − v ）P2，

　　　　　　　　2∂zw
；（レ

「− 1／）bz，

　　　　　　　　（伽 壙 ）v ＋ （丐・卸・ 卸 ・の・ 一（廴 晦

と表 され る ．

z 軸 上 で 特異なポテ ン シ ャ ル

　　　　　　　　　　　　　　v ＝ v ＝ レ
厂
（ρ， ξ），　　ξ≡ b

． 9）− z

（4・12）

（4
・13）

（4・14）

（4・15）

（4・16）

（4・17）

（4・18）

（4・19）

（420 ）

bz≠O の 場合，（4
・18）及び （4・19）を ρに つ い て 微分す る こ とで ，　 V と V は 等 し く，それは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4・21 ）

に な る こ とが わか る ．値 の
一意性 を保証す る た め に は ，V （ρ，ξ）は ξの 周期を 2π bz と す る周 期

函数で なけれ ばな らな い ．H ＝ H で あ るため ， 絡合子 は 系の 対称 演算子 とな る ：

　　　　　　　　　　　　　　 IH，　A 】＝ 0
，　　！4 ＝＝ ∂p 十 bx∂z．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・22）

こ れ は ［A ，q ＝0 よ り明 らか で あ る，

　　bz＝0 の 場合 ， （4・19）は ∂pω 　＝ o とな り，（4
・17）と合わ せれ ば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 w ＝ w （幹）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・23）

を得る．（4・18）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　v − V − ？1’fli；！22
’

£9 ）

　 　 　 （嫺

と書き 直せ る ．（4
・23），（4

・24）を （4・20）に 代入 す る こ と で

　　　　　　　　　　　　　　　・
・
V ＋

ω

籌
）−

2ω

睾
（9 ）

　 　 ・425・
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を得る ．した が っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　w2 （y））
一

　wi （9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 十 Vpz（ρ，

　z ），
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 v ＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ρ
2

　　　　　　　　　　　　　i・i − w2 （ep）
歩

嘲
・ v…（・，… ，

を得 る，た だ し Vp
。
は ρ と z の 任意函数で あ り，絡 合子 は

（4
・26）

（4・27 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　A ＝∂v 十 w （曽）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4
・28 ）

となる ．一意 性を保証するた め には，w （go）は周 期 2π の 周期函数で な けれ ば な らな い ．こ れ ら

の ポテン シ ャ ル は z 軸 上で 特異で あ り，実際にモデル とし て 用 い る 場合には，何 らか の 方法で

特異性 を 回避しな けれ ばな らな い ．そ の 方 法の
一

つ は w （q）を定 数 とする こ と で あ るが ，こ れ

は y ＝ V ＝ V （ρ，
Z ）及 び A ＝∂V ＋ const の 自明な 場 合に 帰着す る ．あ る い は 1 軸 上 に 有限半

径 ρo の 円柱状 物質があ る と して ，系の 定義域を ρ≧ ρo と 制限し ，ρ
＝ pa に おける適 当な 境界

条 件を波動函数に 課す こ と も考 え られ る ．い ずれ に せ よ （4・26），（4・27），（4・28）は 1 次元 の 場合の

自明な 拡張に な っ て い る ．これは 次 の よ うな 理 由に よ る．まず （4・28）にお ける A に っ い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　 AH
ρz

：− H 爵A
，

の 関係が 成立する ，た だ し Up
。
＝一

ρ
一1

∂
ρρ∂

ρ

一確 ＋ Vp。 （ρ，
　z）で あ る ．次 に

　　　　　　　　　　　　　　　　　 AHp ＝H
．
A

，

（4・29）

（4
・30）

が成 立 する 。た だ し Hp ＝ − 01 ＋ w2 （v）− u）
t
（切 及 び Ilp ； 一確 ＋ w2 （ψ）＋ w

「

（g）で ある ．

（4
・30）を ρ

2
で 除 した も の を （4・29）に 加えれ ば

を得る ，Hve／ρ
2

十 H
ρz ，

な っ て い る．

A （
Hp
　　＋ Hp 。

ρ
2 ）一（争・ゆ （4・31）

H4 ρ
2

＋ Hp 。 に お け るポテ ン シ ャ ル は （4・26），（4・27）式に お ける 形 に

　　（ii）a ＝ 0 の 場合，一般 性を失 うこ とな く b を単位ベ ク トル とす る こ とが で き る ．座標 の

回転に よ り単 位ベ ク トル を x 軸の 方向に と り b ＝ em とすれ ば ，絡合 子は

　　　　　　　　　　　　　　　　　A ＝∂＝ 十 lv（r ），

また （4・10），（4・1】）は

　　　　　　　　　　　　　　　 2▽ w ＝（1／ − V ）ex ，

　　　　　　　　　　　　　　　erV 十 △ ω ＝ （v
− v ）w

とな る．（4・33）の y， z 成分は ∂bω ＝∂。w ＝0 とな るか ら，

w ＝ ω ＠）．

（4・32）

（4・33）

（4
・34）

（4・35）

よ っ て （4
−33）の x 成分 よ り

V − V 二 2w ’

（x ＞

を得る ，（4・35），（4・36）を （4・34）に 代入 する と

　　　　　　　　　　　　　　∂』，1／ 十 z〃
”

（x ）＝2u ，（u：〉？」／（x ）．

（4・36）

（4
・37）
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よ っ て

　　　　　　　　　　　　　　レ
r

＝ u丿
2
（x ）＿wt （x）−1− Vyx（1ノ，

　z），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・38）

　　　　　　　　　　　　　　il　・＝　w2 （x ）＋ ω
’

＠）＋　Vy
。（y ，

　x ），　 　 　 　 　 （4・39）

こ こ に Vy。　（Y，
z）は任意函数で あ り，また 絡合子は

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ノ1＝∂歴十 ω （x ）・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・40）

これは 1次元 の 場合の 自明な拡張で ある ．そ の 理 由は 以下の 通 り．まず （4・40）に おける A に っ

い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　 AH ／
yt

＝ HyzA
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・41）

た だ し 馬 。
；

− O 一
罎 ＋ Vy。 （Y7z ）が 成立す る．また

　　　　　　　　　　　　　　　　　　AHm ＝ HrA
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4

・42）

た だ し H ，π
；− OZ＋ w2 （x ）

一　wt （x ）and 　Hx ＝ 一∂羣＋ u；
2
（n）＋ wt （x ）が 成立する ．（4・41），（4・42）

を足 し合わ せ れ ば

　　　　　　　　　　　　　　 ∠4（Ilx一トH1／z ）＝ （Hr −1− 1…lyx）〆1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（443 ）

を得る か ら で ある ．

　　（i），（ii）の 結果 をま とめ る と，1次絡合子 に よ る 3 次元拡張 は ，結局 1次元の 場合の 自明な

拡張に 帰着 し て し ま う こ とがわ か っ た ．

4．2． 2 次絡合子に よ る 3 次元 拡張

　　こ こ で は運 動量 に つ い て 2 次の 絡合子 を用 い た 3 次元拡張 を検討する ．ハ ミ ル トニ ア ンは

先 と同 じ く （4・1），（4
・2）を用 い ，絡合子 とし て

　　　　　　　　　　　　　 A ＝ 9iゴ（r ）∂LOj十 v （r ）
・▽ 十 w （r ）

の 形を考え る ．こ れ らを （4
・4）に 代入 すれ ば，9ij， v ，

w
，
　V

，
　y に 関する方程式

　　　　　　　　　　　　 ∂鞠 鳶 →
．
防9臨 十 ∂kgij＝ 0

，

　　　　　　　　　　　　△ 9η ＋ ∂鞠 ＋ Oj　Vi ＝ （v − v ）9毒，

　　　　　　　　　　　　 29ij　Oj　V −｝一△ Vi 一ト2∂iU丿 ＝（V − 1／）Vi ，

　　　　　　　　　　　　 9iゴ∂leOjV十 v ・▽ γ 十 △ u丿 ＝ （レ ーv ）u ノ

を 得る ．（4・45）の 一般解は

　　　　　　　　　9n ＝α33哺 ＋ α22∬詈一2α23コじ2毋 3
一δ3、X2 ＋ b21m3＋ cll

，

　　　　　　　　　922　＝ ・allxZ ＋ α33耀一2α3、x3x 一 b12× 3 ＋ b32ml＋ eee
，

　　　　　　　　　933　・・ a22x ？＋ α 1、xl
− 2al2xlx2 一痂 謬 、 ＋ b13x2＋ c33

，

　　　　　　　　　912 −
一

α3、X 、X2 ＋ a23 ×3X 、 ＋ α31コ薩2毋 3
一

α12毒

　　　　　　　　　　　　 b31　　　　　　　　　　　　　　　　 b32　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 bll − b22

　　　　　　　　　　　 ＋
丁

諮 ・
「

−x ・
−
　 2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 x3 十 CI2

，

　　　　　　　　　923． ・＝ − all ω2×3 ＋ α3、X 、X2 ＋ α、2×3X 、
一

α23鰐

　　　　　　　　　　　　　　　　 bl3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 b22　　　　　　　　　　　　 bt2

　　　　　　　　　　　
＋
万

” r
万

駕 r
万

コじ汁 C2・，

　　　　　　　　　9a．、1 ＝一
・a22 ×3m 、 ＋ α 12× 2×3 ＋ a23X 、X2 　一　a31xg

　　　　　　　　　　　　 b23　　　　　　　　　　　　　　　　 b21　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 bn
　　　　　　　　　　　 ＋ E

−『x3 　一
至Σ
一Xl

　I
一
了

x2 一
畳
一c31

（4・44）

（4・45）

（4・46）

（4・47）

（4・48）

（4
・49）

（4・50）

（4
・51）

（4・52）

（4・53）

（454 ）
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とな る．ただ し aij ，bη ，
Cij は 計 20個の任意定数で あ る，こ れ らを用 い て （4・44）の 絡合子は

　　　　　　　　　 ／霆＝ ai
ゴ
lfl

ゴ 十 と）ijli∂ゴ
ー
ト（  ゴ∂i∂ノ

ート（dむ ¢ f →− v
ゴ）δ』

・
十．tび 　　　　　　　　　　　（4・55）

と書 き直せ る．ただ し （i）ti≡ Eaj　icXj
・
　Ok，（ii）aji − aij と して a211 α13 ，

a32 ，（iii）Σ匙1 娠 ＝  

と して b．a3，（iv）Cji ；
吻 と し て C21

，
C13

，
C32 ， （V ）砺 ≡ （Σ2＝i　ak κ）δij 一

喝 を導入 した．

　　方程式 （4
・46），（4・47），（4

・48）の 特解を求め よう，こ の ために aij ；％ ＝ 0，　cij ；diag（1，

＿1，0）
の 場合を考え る ．こ の とき絡合子は

　　　　　　　　　　　　　　　A ； o？一∂莠十 賜 哉 十 w

の 形 を と る．また 方程式 （4・46），（4・47），（4・48）は

　　　　　　　　　　　　　∂助 十 〇ivi ＝ （v − y ）Cij，

　　　　　　　　　　　　　eij　ej（V 一ト1／）一ト2eiW ＝ （P1− 1／）Vi ，

　　　　　　　　　　　　　v ・▽（レ
厂
十 V ）； 2（V − V）ur

とな る ．x ± ≡ ＠1 ± x2 ）1Vi1とし て ，方程 式 （4
・57）の

一
般 解は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 β昏
．（Xf ）＋ β＿（x ＿）

　　　　　　　　　　　　　
Vl ＝ x3Yl 　＋

　　 E 　　
，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　β＋（Xl 、）一β＿（．r ＿）

　　　　　　　　　　　　　
v2 ＝一” 3Y2 　

H
　 E 　

’

　　　　　　　　　　　　　v3 一α 一（  拶 一＋ d＋ x ＿＋ d− x
＋ ）

　　　　　　　　　　　　　　：−t ・
一

（莠・？　＋ d・Xl ）・ （争莠… X ・），

　　　　　　　　　　　V 一γ ； 2cx3 ＋ β卑（x ＋ ）＋ β二（記 ⇒ ，

とな る。た だ し a
，
cl　ct± ≡ （dl± あ）！西 は任意定数，β± ＠士〉は 任意 函数 また

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 CXI
，
2
．l　dユ，2

　　　　　　　　　　　　　　　　
Yl・2　＝＝

　 vう

で ある．y± ≡ （Yl ± Y2）／〜／TLとすれば （4・58）の
一

般解は

　　　　V ・ ・ 一 ・胴 ・1鰍 雇 ）… （y・β・ ＋ 〃一β一＋ ・ ・（・・）
一

α ・（・
’
・））

　　　　　　　　・
β

≒
β≧

… （x2 ）− 71（z
’
1），

　　　　　　2w ＝ cv3x 詈十 v3 （β4十 β二）x3 十 β＋ β＿十 11（x1 ）十 〇r2（x2 ）

と書 け る．ただし α 1（x1 ），α 2（X2 ）は

　　　　　　　　　　α 1（Xl ）＋ α 2（X2 ）＝ V3 （β卑＋ β二）− y＋β一一y一β＋

を満た さねばな らな い ．こ こ まで で 絡合子は

　　　A − ・（・・ ＋
X3 ”＋

，

＋ β＋

）（∂一＋
偲 39

≠ ）・ v・a・ ＋
29’”39−：−E

｛｝
Lgv3 ’ca ’d＋ d一

略

　　　　　　・
崛 ＋ の

子
溜 幽

・ ・ ＋ 1・’一｝
”Z2＋ 72

（4・56）

（4・57）

（4・58）

（4・59）

（4・60）

（461 ）

（4・62）

（4
・63）

（4
・64）

（4・65）

（4・66）

（467 ）

（4・68）

（4・69）
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の 形にな る． v3 ＝ 0 （し たが っ て α ＝ c ＝ 　 d± ＝ y士 コ 0）の場合に は，2 次元の 場合 の 自明な

拡張に帰着す るが
，

こ れ は既 に調 べ られ て い るか ら
73），v3 ≠0 の 場 合を考 え る ．こ の 場合に は

（4・59）は 4 つ の 方程式

　　　　　　　2c｛4ev3 − 3（ca 十 d
＋
d＿）｝＝ 2m4v3

，

　　　　　　　（4c ＋ y＋
∂
＋ ＋ y＿∂＿）α

一
（ca ＋ d＋d＿）（β午＋ β二）＝ 2m3v3

，

　　　　　　　∂
＋（β＋ α ＋ y＋ ny）＋ ∂＿（β＿α ＋ y＿or）＝− v3 ｛2m2 ＋ 3（y旱＋ 3左）｝，

　　　　　　　∂十 （β十 7）十 ∂＿（β＿7）； v3 （2ml 十 紗＋β十 十 y＿β＿十 α 2 一α 1）

（α ≡ α 1（Xl ）＋ α2（X2 ），7 ≡ 7i（Xl ）＋ ツ2（X2 ））及び

　　　　　　　　　　　　v3 −
！
寄魂 ・ 争 §・ 筝 §・ 叩 ・

（4・70）

（4・71）

（4・72）

（4
・73）

（4・74）

に 帰着する．ただ し Ml か ら nl4 は 定数で あ る ．　 c ≠0 の 場合に は，これ ら の
一般解が 見い ださ

れ ， それ は

　　　　　　　　　　β土 t，uh ± y± ＋
些 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y土

　　　　　　　　　　α 、
一一

（西ん溜 ＋ α 。），

　　　　　　　　　　α 、
．西 ん1〃暑＋ α 。，

　　　　　　　　　　・・
一一

｛yf ・ …
一・c2h ？・y？・ 耐 鋳｝，

　　　　　　　　　　・・
一毒｛y：・ … − 4c2・握 ・ … 謝

と なる．ただ し s
，
h土 ≡ （hl土 h2）／〜彪 及び q± ≡ （q1土 q2）／〜厄 は 任意定数で あ り，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 九1（M2
− 4c2h蜜）

　　　　　　　 M4 ； 4c2
，　　M3 ＝ 6s／ic2hl

，　　M1 ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
一α 0 ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 西

及び 条件式

　　　　　　　　　　　　　　　3士 h2；
亀 σ2

； 5＿9一 〇

（4・75）

（4
・76）

（477 ）

（4・78）

（4−79）

（480 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・81）

が付帯す る。結果を簡 明に す る ため
，

x3 に つ い て の 4 次式 を標準形 になおし，共通の 定数 を落

とせ ば

　　　v ・・　c2・g・ ｛1・yl ＋ の ・ 穿
一3c2購 ・ ｛轟・財 喘

一
・｝・ ・

　　　　・ 蠹（yl ＋ 〃：）＋ （籌
一葺h？＋ 諺）（虚 〃蹇）・ 毒（謝尠

＋
9＋ （σ＋ 十 2c）　1　　　q＿（q− 一

暑
一2c

4　 薺
＋

　 4
）

か毒・・1 ，

7嘱 ・ ｛1・m　＋　y！・・   ・… 号｝・z・ ｛銑幽 2・・ 琶・ ・ト
・蠢（・f・＋・・S）・ 儲

一葺砲 諺）（y？・＋・y9）・ 議傷・諍
十

q＋ （q＋
− 2c）　1

4 葬
・

q−（9
≠ 赱・お・1・1

（4・82）

（4
・83）
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と な る．上 で 述 べ た と お り，
c

，
m

，
h

，g，
s は定数で あ り，（4・81）の 条件を満たさね ばな らな い ．ま

た y ≡ em ＋ d で あ っ た． こ れ ら の ポ テ ン シ ャ ル は y±
＝ 0 で特異で あ るた め ，モ デル として 用

い る に 当た っ て は ，系の 定義域 を y士 ＞ 0 に 限る など して 特異性を避ける必要が ある．

　　こ こ に構成 された 3 次元 等ス ペ ク トル 系は 絡合子 の
“

計量
”

を 9り
＝ ・　diag（1，

− 1，0）と して

得 られ た も の で あ る ．こ れ らは x3 に つ い て の 任意函数を含まず，　 x3 に つ い て は 4 次に 定 ま っ

て い る ．（もち ろん ，2 次元の 場合 の 自明な拡 張と し て ，x3 に つ い て の 任意函数を 含 む よ うな 系
は 構成で き る ．） こ の よ うな函数形 が 4 次に 制限 され る と い う状況は ，2 次元 の 場合で ， 計量が

9ij二 diag（1，
0）の 場合に も現れ る．了5） 興 味深 い の は，β± の 函数形が x3 成分 と の 結合に よ り，

（4・75）に 与え られ る もの に 定 ま っ て しま っ て い る こ と で あ る ．2 次 元で 計量が 9ij ＝ （1，

− 1）の

場合には ，β士 は も っ と広 い ク ラス の 函 数形が 可能 で ある．

　　なお こ れ らの 系は ，（4・4）及び その エ ル ミ
ー ト共役の 結果，各 々 対称演算子と して A†A ．AA †

を持 っ て い る．しか し 1次元の 場合 と異な り，AtA ，んAt は 一般に H ，
　 H に よ っ て 表す こ とが

で きな い ．こ の た め A の ゼ ロ モ
ー

ド と ハ ミル トニ ア ン H の Schr6dinger方程式 の 解 と の 関係
は 明 らかで はない ．準位消失の 分析は重要で あ るが ，難し い 問題とな る ．

　　こ こ で構成 したポテ ン シ ャ ル の 物 理 的重要性は現在の と こ ろ 明 らか で はな い ．我 々 の ポテ ン

シ ャ ル を有効に 用い て 解析で き る 問題 を見 い だす こ とは ，将 来の 課題で あ る が
， 直 接的な応 用

を別 として も，こ の ような等ス ペ ク トル 系の 構 築は場の 理論の トイモ デル と し て も有効で ある

か も知れ な い （ただし 多重超対称 系 の 場の 理 論に お ける対応物は 今 の と こ ろ知 ら れ て い な い ）、

おわ りに

　　本稿で は 超対称量子 力学 とそ の 多重超 対称系 へ の 拡張，及び 3 次元 空間 へ の 拡張理 論を 見
て き た ．第 L2 節は超対称 量子 力学 とそ の 応 用に つ い て ，第 3 節は超対称 量子 力 学の 多重超

対称拡張理論に つ い て レビ ュ
ーを行 い

， 最終節で は筆者自身に よ る 3 次元拡張研究 に っ い て 報
告を行 っ た．

　　超対称量子 力学 とは 超対称系 ，すな わ ち等ス ペ ク トル 系の 分析と構成の 手法で あ り，それ

は シ ュ レ
ーデ ィ ン ガー

方程式の Darboux 変換 ，
さ らにそ の 固有値問題の 代数的解法で あ る因子

分解法を も内包 して い る ．因子分 解法の 記法は 若干 煩雑で あ り，級数展開法ほ ど 普及 して い な

い の は そ の た め と 考え られ る．しか し 形状不変性 と い う概念に よ っ て 超対称量子 力学の枠組み

に置 かれ る こ とで ， そ の 見 通 しは 著 し く改善 され る （第 2 節）．初等量子 力 学に おけ る教授法
と し て は ，今後 むしろ こ の 解 法 が 主 流に な る の で はな い か と 思 わ れ る

’）．

　　超対称 量子力学の 基本関係式は 絡 合関係 式 AH 　・＝ 　HA で あ り，絡 合子 A は A ；∂ ＋ av の

形で ス
ーパ ーポテ ン シ ャ ル w を含ん で い る （第 1 節）．ス ーパ ーポテ ン シ ャ ル の 漸近 形 に よ り，

基底状態の
“
消失

”
が 判定 され る （第 U ．5 節 ），そ の 挙動が exp （一　fdx　w ）を規格化可能 にす

る も の で あれ ば，こ れ は 基底状態の 波動函数 を与え ， Darboux 変換が 姿 を現す．そ の 応 用 例 と

して，無限井戸型ポテ ン シ ャ ル の 超対称パ ー トナ
ーが 1／　sln2 　x の 形で 得 られ る こ と を見た （第

12 ，1 節）．

　　また ス ーパ
ー

ポ テ ン シ ャ ル と し て Riccati方程式 の
一般解 を用 い る こ とに よ り，調和振動

子 に対する Abraham −Moses−Purseyポテ ン シ ャ ル の よ うな ，等ス ペ ク トル 1パ ラメータ族 を構

成で きる こ とを見た （第 12 ．2 節）．

　　散乱問題 につ い て も ， 超対称系の 反 射
・
透過係数は 位相だ けの 違い しか な い こ とが 示 され

た ．デル タ 引力ポテ ン シ ャ ル とデル タ斥 力ポテ ン シ ャ ルの 透過 ・反射率が等しい こ と （第 1．2．3
節）， KdV 方程式 の ソ リトン 解 を考え る上で 重要な無反射ポテン シ ャ ル が こ の

一
つ の応用例 と

して理 解 され る こ とを見 た （第 1．2．4 節）．

　　運動量に つ い て 高次の 絡合子を考え る こ と に よ り，新たな 等ス ペ ク トル 系一多重超対 称系一

が構成 され る （第 3 節）．通常の 超対称 系 で は ，準位消失の 可 能性は 基底状態に 限 られ て い た

が ，多重超対称系で は 励起状態の 消失が 起こ りうる と い う新 し い性 質を示す （第 3．1，3節 ）．多
重超対称系は，通 常の 超対称 系の

，
さ らに 超対称なパ ー トナ

ー
を考 え る こ とで 構成する こ とが

＋）実 際，我が 国の 量 子 力学 の テ キ ス トに も超 対 称 量 子 力学 に っ い て 言及 す る も の が 現れ は じめ て い る
79 ）．
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可能で ある ．しか し全て の 多 重超対 称系がその よ うに
“

可 約な
”

わけで は な く，通 常 の 超対称

系に 帰着で きな い
“ut約な

”

多重 超対称 系 も存在す る こと を確認 した （第 3．1．4 節）．

　　3 次元 拡張理 論と して は ， 1 次絡合子に よ る超対称系 と，2 次絡合子 に よる 2重超対称 系を

見た （第 4 節）．3次元超対称 系の 一
つ の 特徴は ， 絡合子 に 角運 動量の 構造が 現れ るこ とで あ

る．こ れ は 1 次絡合子 の 場合 で も ， 2 次絡合子 の 場合で もい え る こ と で あ る ．しか し 1 次絡合

子 を用い る 場合に は ，本質的に 1次元な系か らの 自明な構成に 帰着して し ま う こ とが 明 らか と

な っ た （第 4．1節 ）．また 2次絡合 子を用 い る 3次 元 2重 超対 称系を 実際に 一つ 構成 して み せ

た （第 4．2 節）．

　　本論文の レ ビ ュ
ー部 分に つ い て は ，関連論文の 幅広 い レビ ュ

ー
とす るよ りは ，そ れ らを読

む上で の確 固 た る基礎を提供で きる よ うに 心がけた．本論文を 読み超対称量子 力学 に興 味を持

たれ た な らば，まずは こ の 分野 の 代表的 レ ビ ュ
ー

で ある
18），あ る い は そ の 書籍版で ある

19）を読

まれ る とよい ．そ こ で は 本論文で レ ビ ュ
ー

する こ と の で きなか っ た応用一変分法 ， δ展 開，二

重井戸 ， ラ
ージ ／＞ 展開 ，

SWKB 法な どが 記述さ れ て い る ．

　　超対称量子 力学の 様々 な 応用 に触れ られ な か っ た以 外に も ，心残 りは 多い ．と りわ け ， 特
異点の 問題 30）

−36）に つ い て 検討で き なか っ た の は 残念 で あ る ．

　　3 次元拡張 に つ い て も，準位消 失の 問題が 未解 決で 残 っ て お り ， 引き 続き 研 究を重 ね て い

かねばならな い と思 う．

　　そ して 1 次元 ，3 次元 と もに 多重超対称 系 最大 の 問題は ，そ れ が
“

問題 を待 ち続 け て い る

解答
”

の 状 態に あ る こ と で あ る ．そ れ が 真 に役 に立 つ ，現実の 物理的 問題 を見 いだ す必要が あ

ろ う．
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