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　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 概要

　近 年，多体摂 動論 に 基 づ く連続 時 間 量 子 モ ン テ カ ル ロ 法 の ア ル ゴ リ ズ ム が 提 出 さ れ，強相 関電 子系 の 動

的平 均 場 近 似 に お け る有 力 な不 純 物 （ク ラ ス ター
）ソ ル バ ーと し て 広 く用 い られ る よ う に な っ て きた，本 稿

で は，不純物 Anderson 模型 を 主 な題材 と して，相互 作用 お よ び 混成 （運 動 エ ネ ル ギー
）項 に関 す る展 開 ア

ル ゴ リ ズ ム を解説 す る．また，実際 に プ ロ グ ラ ム を作成 す る 際の 注意点 や 計算効率につ い て 述 べ る．電子一

格 子 相 互作 用系へ の適 用 な ど，最 近 の発 展 につ い て も簡単に紹介 す る．

1　 は じめ に

　い わゆる強相 関電予系 と呼ばれ る分野 で は，運動 エ ネル ギ
ー

と相互作用 エ ネル ギ
ー

を含む ハ ミ ル トニ ア

ン を取 り扱 う．相互作用が運動 エ ネ ル ギ
ー

に 比 して 小 さい と き，通常，自由電子系か らの 摂動展開が行わ

れ る ．また
， 逆の状況で は

， 相互作用の み を厳密に取 り入 れ た無摂動状態か ら の摂動展開が有用な方法の

1 つ で あ る．両者が 拮抗する状況は どち ら の極限か ら の 黶開も難 しい が
， 非 自明な現象が 期待 さ れ る とい

う点で 強相関電子系研究の醍醐味で もあ る ．

　無摂動系 とはかけ離 れた領域に対 して 摂動展開が困難 にな る の は，摂動次数が 一ヒが るにつ れ て そ の 評価

が実際上困難 にな る か らで あ っ て
， 仮 に 摂動項 をす べ て 評価で きる の で あ れ ば相転移 な どが発生 しな い 隈

り に お い て 摂 動展 開は意味 を持つ （特に有限サ イズ 系で は）と考 えられ る ．摂 動項 を評価 こ そ しな い が，

有効 パ ラ メ
ー

タにそ の 効果 を繰 り込 んだ Fermi 液体論は そ の 好例 で あ る．もちろ ん，全摂動項 をま とも

に 評価す る こ とは難 しい が，「重 み付 きサ ン プ リ ン グ」の 考え方に従 っ て ，モ ン テ カ ル ロ 法で有意な摂動

項 を選択 的 に評価 しよ うとす る方法が 本稿で 紹介す る 「連続時間量子 モ ン テ カ ル ロ （Continuous−Time

Quantum　Monte 　C 鼠 rlo ： CT −QMC ）法」で あ る．

　強 相関電子系の量子モ ン テ カ ル ロ 法 として は，Trotter分解 と離散 Stratonovich−Hubbard 変換 を用い

た Hirsch−Fye ア ル ゴ リズ ム が広 く用 い られ て きた ［／
−51．実 は ， 相互作 用展 開を用 い た GT −QMC 法 は

Tro七tcr 分 割数無限大 ， す な わ ち連続 虚 時間 の Hirsch−Fye ア ル ゴ リズ ム と等価 で あ る こ と が示 され て い

る 【6］．本稿 で 取 り上げる CT −QMC 法は ，1998 年に Ro よnbouts ら に よ り相互 作用 の 展 開と して そ の 原

＊1E −1皿 ail ：kusu＠phys ．sci、ehime −u ．ac ．jp
＊ 2E −mail ：〇七8uki ＠cmp しphys ，tohok 乢 ac ．jp
＊ 本稿 は、編 集部の 方 か ら特 にお 願い して 執筆 して い ただい た記事 で あ る。
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型が示され ［7，
8］，見 かけは少 し異な るが こ れ と等価 な方法

＊3
が 2005 年に Rub 七sov らに よ っ て Hubbard

模型に適用 され た ［9］．そ の考え方を Werner らが逆極限の 運動エ ネル ギ
L

項展開に焼 き直 し ［10，
11］，動

的平均場 理論 （DMFT ）［12】の 有力 な不 純物 ソ ル バ ーと して 提 出 した こ とか ら急速に普及 した．そ の 後，

電荷 の 自由度 を 消去 し た交換 相 互作用 模型 へ と拡 張 され た ［13］．以下 で は，展 開パ ラ メ
ー

タ の 異 な る 上

記 3 つ の 方法を
， U 展 開，　 Y 展 開，」展 開 と呼ぶ こ と に す る．

　CT −QMC 法で は ，　 Trotter分解 に よる離散化誤差が な く，
Hirsch−Fye ア ル ゴ リズ ム に比 べ て数十か ら

数百分の
．．

の 低温ま で 実用的な計算時間で 精度 よ く計算で きる ［14］．特 に ， 強相 関電子 系で問題 とな る

低温
， 中 ・強相関領域 で は

，
CT −QMC 法 の 方が 圧 倒 的 に効率が よ い ．　 Hirsch −Fye で は，多軌道系 に お け

る交換項や ペ ア ・ホ ッ ピ ン グ項 を適切に処理 する た め の 補助場 が な い が ，CT −QMC 法で は こ れ らの 困難

も克服さ れ つ つ ある ［15］．

　次節で は ，不純物 Anderson模型 と Coqblin−Schrieffer交換模型 に対 して ，分 配 関数 の 摂動展 開 と連

続時間サ ン プ リ ン グ の ア ル ゴ リ ズ ム に つ い て 解説す る．3 節で は
，
U

，
　 y

， ，」　N 開の 計算時間比較や負

符号問題 に つ い て考察す る ．また，実際に計算を行 う際の 技術的な注意点 に つ い て コ メ ン トす る ．4 節 で

は
， 電子一格子相互作用系へ の 適用など

， 最近 の 発展 につ い て簡単に触れる．付録 には ，DMFT の 概 略や

行列更新 に必要 な公 式な ど をまと め た ，

2　摂動展 開 と重 み 付 きサ ン プ リ ン グ

2．1　 分配関数 の 展 開

　まず ， 分配 関数を標準 的 な多体 摂動論 に従 っ て展開す る ［16 −19］．ハ ミ ル トニ ア ン を H ＝ Ho ＋ H1 の

よ うに無摂動項 と摂動項 に分ける と，分 配関数は

z 一 丑 レ
・ T

・
　・ xp （

　　　 ，6
−f，　　　　d7 ・ffユ（T ））］・ （1）

と表 され る ．こ こ で ，A（τ ）＝ eTH 。 Ae
一

τ H 。 は演算子 A の 相互作用表示，鱗 は虚 時間の時間順序演算子

である．表記 を簡潔にするため に，∬o に関す る続計平均 を

　　　〈・〉・ ≡ 却 ［・鯛 ，
一 ・・

一 ・・ e
−

・He
・

k 次元 の 虚時間積分 を

　　　∠痂 ・ 素∬晦 … ∬蝋
β

砿

の よ うに 表 し
， 分配 関数の 摂動 項 を べ き展 開す る と

　　　糸 潔伽 ・ 鰰 ・ … ＋ ・・
’C
・聯 圃 噛 叫 ・ 〈・・叫

となる．qk ＝ ｛
・
1
・
1 ，

・
1
’
2 ，

・一
，恥 ｝は k 個の 虚時間の 配置 を表す．

（2）

＊ 3
等価性 につ い て は ［6］参照 ．
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全 ハ ミ ル トニ ア ン ∬ に関する演算子 A の統計平均 は以下 の よ うに表 さ れ る

〈A）＝

潔跏 〈P（・・）・（・・）〉。

　

部晦 ）

（3）

　モ ン テ カ ル ロ 法で は，確率分布 P （qte）に従 う配置 qteの MarkOV 連鎖 を生成する ，こ の と き，　A の 統計

平均は Ns をサ ン プル 数 と し て
， 次の よ うに 評価 さ れ る

・ ・

Σ
（A ＞＝

le＝＝’o炉晦 ・
〈P （qk）A （qk）

　　　P （ 

〉・

　　　　　　　　　　　　　・ 鵡
〈P （91e）A （9k）〉。

シ ・ω
P （ 

・ ＜
＜P（  五（9kP

（9k）

）

翫・

（4）

　摂動次数の 統計平均 （k＞を考 え て み よう

　　　潔 齢 ・ω 一 一∬嵯 ゐ、

痂 〈P（9・・一・）Hl （Ti ）〉。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　
一 一β蕎倉 甑 潤 叺 一 一

部 痂 悔 ・軌 ・

こ こ で ，H1 （T ）が周期 β の 周期関数で ある として 原点が τ 1 に なる よ う全体を並進移動 した．よ っ て ，　 k

と摂動項の 統計平均の 間に次の 関係が成 り立 つ

〈k：〉＝
一β＜ff1＞・ 〔5）

k は 正 値 だ か ら，〈H1 ＞＞ 0 で あれ ば，上 の 関 係 を満 たす た め に 必ず P 帳 ）か ら負の 寄 与 が あ る ．す

なわ ち，負符 号問題 が発 生 す る．また，低温 で 負符号 問踵 が よ り深刻 に なる こ とが見 て 取 れ る．一
方，

（H1 ＞〈 0 の場合，負符号が軽減また は消失する可能性があ る．ただ し，こ の 条件は負符号が発生 しな い

ため の 必要条件 で あ っ て ，十分条件で はな い こ とに 注意する．

2．2　経路 積分表示

　経路積分表示 に つ い て も少 し触れ て お く．まず，Fermi 演算子 fiの 固有値 と固有関数と し て ，反可換

な Grassmann　X 　fiと コ ヒ
ー

レ ン ト状態 lf，〉を導入す る ．す なわち，　f，1f，〉＝＝　fi　Vi＞．コ ヒ ーレ ン ト状 態

の 経路 積分 を用 い て ，分配 関数 は

　　　z − ／・・ソ・・凶
t
・い 伽 一例 聯 ・ 碓 ！・ト　 　 （・・

と表 され る ．こ こ で ∫Df ∫1）f は 時 間発 展 に お ける全 て の 経路 に わた る積分 を表す．ハ ミ ル トニ ァ ン

を H 　・＝　Ho ＋ H1 と分離 し，対応す る作用 をそれぞ れ

s・　− ／・・ レ
・

篝！・ 賄 呵 ・ s・　・＝　f・・　… （L　f），
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とする．∫Df
†
∫Df → Tr， お よび，作用 So に 関する統計平均を

　　　〈A ＞。 」 『詳裏
  プ）

，

の よ うに 略記す る と，分配 関数 の 摂動展開 や統計平均は
， 形式的に式 （2）， （3）と全 く同 じ表式 に な る ．

2，3　不純物 Anderson模型

　以下 で の説明 を具体化す る ため に，次 の 不純物 Anderson模型 に つ v て 考え よう

　　　HIAM − H
， ＋ 研 ＋ ffhyb＋ Hu

，

　　　　H ・
一Σ ・

。・ c｝。
c
。。 ，　 H ・

一Σ・f。
na

） 馬 ・
− v Σ （・9f。 ＋ n ・

。 ），

　 　 　 　 　 　 　 P σ 　　　　　　　　　　　　　　　　　 σ 　　　　　　　　　　　　　　　　　　 σ

　　　　H び
＝ し厂n

↑
？／
↓，　　n σ

；fgf． ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

H
。，llJ，　 Hhyb ，　 Hu は そ れ ぞ れ

，
　 c 電子 の 運動 エ ネ ル ギ ー

， 不 純物 ノ電子 の エ ネ ル ギ ー
準位 ，

　 c一ノ混成

お よび ノ電子間の 局所 Coulomb 相互作用 を表す．こ こ で は，簡単 の た め 混成 Vp の p 依存性を無視 し ，

実数と した，また，％
＝ 21p　Cp σ ／VIV5は局所 c 電子 の消滅演算子，　 No は全格子点数を表す ．

　多体効果 の 本質は ！電子にあ る の で ，分配 関数 を経路積分 を用 い て 表 し，c 電子の ト レ ース を取る と

　　　z − ［l！・
．
T ・f ・

− s （f   ！・・
†，・）一町 ビ

5
’（∫

†・∫）
， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （8）

と な る．f電子 に対 す る有効作用 は

　　　・・
一 イ耀 Σ脚 ・

・

（Tt 一
軌 ・… ∬価 ω ， 　 　 （・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a

で あ り， 自由な ！電子 Green関数

　　　・… ）一一
僻 魄 〉。

一［
一・（T ・（募・ の

一
岫 ・」

− 1

， 　 　 ・1・・

お よ び相 互 作用項に よ っ て 表 さ れ る． こ こ で

　　　・
・ （・）− V2 … （・）・ 9・・ （・）一 一鵡Σ 仏 ・

。 。 （・）・B。 〉。
7 　 　 　 （・・）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

は混成関数で ，f準位 の 混成に よる シ フ トと幅を表す．　 DMFT で は，　 gσ （T ）［また は g。 a （T ）1を動的な平

均場 とみ な し自己無撞着 に決定す る （A ）．以上 の よ うに，経路積分 で は，不 要 な自由度 を消去 した り，7

に依存する 動的な粒子系を明示的に扱 える点で ，よ り柔軟性が ある．

　以下 で は
， f†

（c）と f （c†）に 対 す る 時刻 はそれぞ れ プ ラ イム の 有無で 表す 、また
， 同時刻が現れ た場

合 は Tt ＝7 十 〇 と約 束す る．

2．4　σ 展開 【6，9，14］

2．4．1　 分配関数の k 次項

式 （9）の 第 1 項 と第 2 項 をそれぞれ無摂動項 50 と摂動項 Sl と し よ う．k 次の 摂動項は

　　P （qic）一（
一砂 ¢ π ↑（・ic）n ↓（Tk ）

… nT （・・）n ↓（・・）nt （7 ・）n ↓（・・）〉。 ，
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0
τ1 τ2 τ3 　

τ4
β

図 1： U 展 開 に お け る 配 置 の 例 （il＝4）．

1− ・一 ●一 ◎ 一 一一 ←　　　　　　　　　　　　　　1

で あ る が ，S。 が ブ，／の 2 次形式 なの で Wick の 定理が適用で きて

　　　P ω ＋ σ咀 d・t9
。 ， 　 　 　 　 　 　 　 　

”

　 　（・2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ

となる．こ こ で 9σ
は i 行 」列 の 要素が

　　　（9。 ）iゴ
ー9・ （η 弼 ）， （・1 ・ゴ＋ o）， 　 　 　 　 　 　 　 　 、　 　 （13）

の k × k 行列で あ り，行は消滅演算子 faの 時刻，列は生成演算子 蕩の 時刻を表す．通常，ダイ ア グ ラ ム

を用 い た摂勦展開で は 連結ダ イア グラ ム か らの 寄与 だけを考え る が ，こ こ で の 摂動展開は文字通 りの U

に関す る展開で あ り， 両者の 収束半径は 異な る こ とに注意された い ．

　U 展開で は，式 （5）より

　　　〈k＞＝一βU 〈nTn ↓〉，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

が 成 り立 つ ．二 重占有率 は正 値で あ り，U ＞ 0 の とき負符号問題が 生 じ る ．
一

方，　 U ＜ 0 の 場合に は
， 負

符号問題 が ない こ とが示 され て い る．Rubtsov らは
，

パ ラ メ ー
タ α を用 い て n σ

→ n σ ＋ α と し，さら

に U ＞ 0 の 場合 は片方 の ス ピ ン に対し n σ
→ 1 − n σ

の よ うに ， 電子 ・ホ
L ル 変換を施す こ とで ， 相互作

用項 を Sl ＝ Sl（α ）十 △ S1（α ），

　　　・・（・）一 咢／・・ ［（・ ・（・ ）・ ・ ）（n ・（・）
− 1一α ）・ （・・（・ 〉

一・一
・）（・ ・（・ ）・ ・ ）1， 　 （・5）

の よう に 変形 し，△ Sl（α ）を So に含め る と，α ≧O で 負符号が （格子系で も）軽減 また は消去 され る こ と

を示 した ［9］．U 展開の CT −QMC 法 は ［［lrrotter分割数無限大の Hirsch−Fye 法 と等価で ある こ とが示 さ

れ て お り ［6］，両者の負符号問題 の 程度 は こ の 極限 で 同 じで あ る．

2．4．2　配置の 更新

分 配関数 の 2］，∫d7 を重 み付 きサ ン プ リ ン グ に よ っ て評価す るため に，配置 qk の更新手続 きを考 えよ

う．配置 qk の 例 を図 1 に示 す．エ ル ゴ ー
ド性 を満たすため に最低限必要な配置の更新 は

■ 追加 ： ［0，β）  τ と して Hl （r ）を追加

● 削 除： ［1，　k］〜→ n （n 整数 ）として Hl（Tn ）を削除

で あ る ．こ こ で ，［α ，
b）雨 c は範囲 la，　b）か ら

一
様乱 tu　c を生成 する こ とを表す ．

　
一

般 に ，配置 x の 確率分 布を P （x ），配置 x か ら配置 y へ の 遷 移行列 を P瑞→y
とす る と，詳細釣 り合

い の 条件は

　　　監 → 観　 P （y）

　　　VVy−→m 　 P （m ）
’

一 408 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

ダイ ア グ ラ ム 展 開に基づ く連続 時間量 子 モ ン テ カ ル ロ 法

で ある．遷 移行列 を 監 ＿，，J ＝ Wpr。p＠ → y）w 。、．c （m → y）の よ うに試行確率 と採択確率の 積に 分離す る

と
， 詳細釣 り合 い の 条件 は

　　　・陶 ）・ 糠 三鶉一 驃i耋瑠瑠 　 　 　 　 　（16）

と書け る．Metropolis 法で は，監 。c ＠ → の ＝＝　min ［1，R．（x → y）］の 確 率で配置 更新 x → y の 試行 が採

択され る，とする．すなわ ち，［  ，
］）〜→ r に対 し，r く R （x → ，y）の ときに ．T → y の 配 置更新を行 えば よ

い ．以後 は R （x 　一一　y）を Wacc　（x → y）と書 くこ と にす る．

　た い て い の 場合，IVpr。p＠ → tJ）＝ VVpr。 p（y → m ）で あ り， Wp ，。 p
は R （X →

’
y）の表式 に現れない ．例

えば，Ising模型 の 1 ス ピ ン ・フ リ ッ プ で は，　 N サ イ トの うち の 1 つ の ス ピ ン を反転 す る過程 ．T 　 − M と

逆過程 x → x の 試行確率は とも に 11N で あ る．とこ ろが ，摂動 次数を 1 つ 増 やす過程 と減 らす過程 で

は，こ れ らの試行確率は 異 な り

　 　　　 　　 　　 　　 　　　 dT　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 l

　　　
Wp ・融 → 伽 ）：＝

ア
Wp

… （qk十 1 → 9k）＝

h ＋ ・
， 　 　 　 　 　 （17）

で ある．こ れ らは，U1．を付 け加える時刻 を選ぶ確率が dガβ，取 り除 く時刻 を k ＋ 1個の 中か ら選 ぶ 確

率が 1／（k ＋ 1）で あ る こ と に対応する．また，配 置の確率分布が （dT）
k

に 比 例する こ と を考慮する と，追

加過程の採択確率は

　　　　　　　　　　　　　 β P （9k＋ 1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　 （18）　　　 Wacc （qk → 9k＋ 1）＝

　　　　　　　　　　　　 k 十 1　P （qh）

となる．式 （12）よ り P （9h）〔）（ ぴ だか ら
，
　 VVac

。
は無次元の 量で あ る．

　各更新 の 具体的 な手続 きを見 て み よ う．時刻 の プ ラ イ ム は 同時刻 の 扱 い を 明確に す る た め に付け た

● 　追力日： qte→ 9k＋ 1

　［0， β）e −＋　T ・ff1（τ）＝ σ岼（7
’

）∫↑（τ ）∫返7
’

）ノ↓（T ）迫加

　　　　　　　　　teu 　 d・・9曾
（「 ・「 t

）d・・gr〔T ・” ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　 （19）　　　　 W 』c 。
＝ 一

　　　　　　　　 鳶十 1　　de七9↑　　　　det　9↓

　σ野
7 〆 ）は ，末尾行 に 9σ （T 一

弓），末尾列に 9 ． （Ti
− 〆），末尾要素 に 9σ （丁

一ゲ）を追加 した行列

● 削除 ： 9k → qk＿1

　［1凋 一→ π ・E ・（Tn ）＝ ひ！1（　 ！
r．）／↑（

Tn ）ff（τ毳）f↓（司 削除

　行 列 9．
の 時刻 Tn に対応す る行 を   ，時刻 嬬 に対応する 列を ゴσ （常 に i

、，
　 ＝ 」σ

とな る はず ）

　　　　賑 一一
詣（

一1・
it ＋・

’
T＋ is ＋」・

det

覊
’7 鳧）de

覊
端 〉

・

　9．

O （「 m ” ”）は rm に対応する行 と Tn に対応 す る列 を削除した行列

（20）

　エ ル ゴ ー
ド性の観 点か らは必要 ない が ， 非常に実効性の高 い 更新過程 として ，［1，

k］・“＋　n ，［0，β）
・・”　fn

に 対 し相互作用の 時刻 を Tn → ち へ 変更する シ フ トが あ る
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　　　　　（a）初期 配 置　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）追 加

　　　　　　i− l　　　 l− ← ← 卜 ← 一・− 1
　　　　　　0 　

T
・

τ2
　

τ 3
　　　

τ 4
　 P　　　　　　 O　

τ 1 τ 2
　

τ
3 　

＝

　　
τ4　 B

　　　　　（c）削 除　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（d）シ フ ト

　　　　　　1− “　　　　 1　　　 卜
一

← ●→ ・

〔

引
　　　　　　0

τ 1
　

T3

　 　
τ4

β　 　 　 0
τ

’
T2

　 　 　
τ4 τ

・　S

　　　　　　　 図 2： σ 展開 に お け る更新 の 例．（a ）初期配置，（b）追加，（c ）削除，（d）シ フ ト．

　　● シ フ ト ： 7TTV→ in

　　　［1圃 噸 ，［O，・，S）　一・・f． ・H ・（Tn ）→ ・ff・（鮒 一σ∫纏 ）f↑（f。 ）fl（テ鋤 （f。 ）ヘ シ フ ト

　　　　　　　　　d・tg7 （梯 d・tgr （テ・ ，酷 ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　 　　　 　　　 　　　 　　　 　　　 （21）　　　　　　W 。 。。
　 ＝

　　　　　　　　　　　 de七9↑　　　　　deも9↓

　　　姫
硫 ）

は rm に対応す る行 を 9。 （褊
一
弓 で t　 Tn に対応 する列を 9．・（ri

− iA）で 置 き搬 た行列

　こ れ らの 更新 を図 2 に示す ．以 上 の 3 つ の 更新 を用 い て ，ラ ン ダ ム ・ウ ォ
ー

クを行 えば よい ．シ フ ト更

　新の 比率 を大 きくす る と特に効率的 で あ る．

　2．4．3　Green関数

　　ノ電子 の 1 粒子 Green 関数は

　　　　卿 ＋ 一
鮴 ）f9・（・

’

）〉一く
一〈息帳

鵠職
＞MC

・ 　　 （・2）

　の ように表 され る．す なわ ち

　　　　G 、，・c，、、・
，
・・

’

）・一
一伽 響 軌

，

　を測定す る こ とで モ ン テ カ ル ロ 平均 を取れば，1粒子 Green 関数が 求め られ る ．式 （12）の 導出と同様 に

　 して

　　　　嚥 ・司 一
面

覊評
’

， ・鯉 ・

《鼎 賑）雛ニニ1），

　を得 る ．行列式を展 開して

　　　　（・o （qkiT，
　r

’

）一
曲

綜翼 卿 一か
  ＠一

％・（951）j・　9 ・ （T ・　
一… ）・

　とな る （付録 B ．1 式 （76）），こ れ を式 （22）に 代 入す る と

　　　　G
・ ・T − 一 ＋ 〈Σ 9 。 （・

一
弓

砂

）叫 島 ・・
一り冶 　 ・23・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 410 −

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
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を得 る．M
σ

＝ 951 と お い た ．松原振動数ヘ フ
ーリ エ 変換 した 表式は

G ・・・・ … 一・9… w ． ・
一

蝠 ・〈1Σ叫 鍾 属

　 Zj 〉
一

蜘 　 （・4・

こ こ で ，自由な ノ電子 に対する不純物散乱 の T 行列を

卿 淑 耳騨 嗣 〉
一

・
・（・ ・

　・
・

）・一｛堅譜 ． ，，， 口 ζll
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （25）

に よ っ て 導入する と，式 （24）は

　　　σ
。 （砺 ）＝・　9 。 （砺 ）＋ 9 。 〔iω n ）tf。 （iWn）9。 （iω 。 ），

とな り，確か に T 行列で ある こ とが 分 か る ．こ こ で ，δ（T ，
〆）は反周期性 を考慮 した デ ル タ関数で ある ．

2粒子 Green関数の 表式 も同様 に して 求め る こ とが で きる．

　実 際 の 計算過程 で は，M σ 行列 と対応す る時刻 の 配置 qk を メ モ リ上 に記憶 して お けば，　 Wa
 

の 計算や

配置の 更新が行 え，Green閨数の モ ン テ カル ロ 平均 も求め られ る．行列 M ， とそ の行列式の 比 は，付録

B の 高速ア ル ゴ リズ ム に よ っ て 0 （ic2）以 下 の コ ス トで 更新で きる．計算 コ
ー

ドの確認の ため に は，まず，

解析的に解ける y ・ ・ 0 の 原子極限に つ い て チ ェ ッ ク して み る と よ い ．

2．5　　V 展開　［10 ，11，
14］

2．5．1　分 配関数 の 展開

　次に ，Ho ＝ 正lc＋ ffJ＋ 正fu　i 正fc＋ Hf
，　 Hl ＝ ffhybと し ，　 V に 関 して 展開 して み よ う．ffc と Hf

は 可換 な の で，c 電子 と ∫電子 の ト
ーレ ス を独 立 に 取 る こ と が で きる．こ の と き，分 配関数 の 展 開にお い

て c，f電子 を奇数個含む項は消える．よっ て，↑， ↓ス ピ ン が それぞれ 2kT ， 2軌 次の摂動項 の和は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tX）

　　　義
一

黒馬ム
，

帥 臨鹹 賑 ・gk・）・f（蝋 ），

　　　　P
． （q・．，qk。）

r ・　V2 （k・＋ k・）n 〈2｝・X（T ・．σ ）C 。 （TL ．σ ）・… 9（T ・。 ）・
。 （・｛。 ）〉。

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 げ

　　　　曝 ・一 く呷 縣 職 ∂・一
畑 殉 ，

・ 〈Pf（蝋 ・〉・ ・26・

とな・ ・醋 は q・．一 ｛… T，

…
，・
T ・，T，・

r・↓，

…
，

・耐 鴫 一 ｛・｛，，

…
，鄭 ・｛ゼ

・
，
・耐 で あ・ ・

こ こ で ，〈A ＞c，f ＃ Tb （e
一聞 ・・

ち 4）／Z 。 ，∫，　Z 。，f ＝・・　Tr　e
−ffH・・f と し た．　ll

。
は 2 次形 式だか ら，式 （12）と同

様 に Wick の 定理 を用 い て

　　　P ・・（… ，・gk）一… （
△

↑　 Oo

　△ 1）− 1コ1… △ ・ ， （・… j
一蝋 一

駈 ）・ （・時刻は ・＋・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　 σ

を得る ．△ σ
は 式 （ユ1）の 混成 関数を 要素 と した行列 で あ る ．U 展 開 と較べ て

， 9σ
の 代 わ りに △

σ
の 行列

式 と
，

kT ＋ kL 個 の （f，
　f†）ペ ア を含む ト レ

ー
ス の 積が 各摂動項 の 確率分布 を与え る．混成項 Vhyb が ス
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　 1

　　　　　！涯广 ｝ 業厂 響广襭剤
図 3 ・ y 展開 に お け る 配置 の 例 （kT・一・2，　ht… 　3）・丸 （空丸）四 角 倥 四旬 1まそ れ ぞ れ f↑ （／わ，　f↓

（fl）の 時刻 を表す．

ピ ン を保存す るの で △ は ス ピ ン に関 して ブ ロ ッ ク対角化 され て い る．よ り
一
般 的な混成項の場合 △ に非

対角項が現れ る．

2．5，2　配置の 更新

　y 展 開 に お け る 配置 の例を図 3 に示す．配 置の 更新 は
， σ 展 開と同様に 各ス ピ ン σ に対 して 追加 ， 削

除，シ フ ト を行 えば よ い ．更新 の 例 を図 4 に 示す ．そ れ ぞれ の 更新手続 きは以下 の 通 りで あ る

　。 追加 ： qkσ， qC．a
→ q柘 ＋ i，， qk

． ＋ 1

　　P，β）WT
，
〆

， ［c σ （丁
’

），
　ct （τ ）1， ［ん（7 ），

　fま（〆 ）］追加

　　　　　　　　　　β
2d

・t△ 9〔7
’
，7 ）

馳 ・。 ＋ i ，qk．＋ 、）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （27）　　　　　 Wacc ＝

　　　　　　　　　（ha 十 1）
2
　　det△

σ 　　　　Pf（qkσ，q為σ）

肱 ・ ・，・A．・・）一 〈肱 ，gA。）ノ・ （轍
’

）＞f
・ 削除 ・ 9k。，qk

。

→ α舟＿ ・，qA
。
一、

　［1 ，
k］〜→ m

，
n ，　［Co （丁義σ ），　c占（τtn σ ）」，　［∫σ （Tm σ ），

　f盛（T4．o ）1肖］J除

　△
σ 行列 の 垢 σ

に 対応す る行 を 琶，Tm σ に対応 す る列を ゴ

　　　　W
・ cc

一爰（
一・纏

t

令藷
吻

皺 lll：テ
・）
・

　Pf（9k。一 ， qL
．
− i）は Pf （91eσ，gL

．
）か ら ［fσ （7m σ ），

　f3（77Aσ）］を削除 した もの の トレース

（28）

● シ フ ト ： τ m σ
→ テimσ

［1 ，
k］　u ・ 　r・・，　lo， β）鳩   。 ，［・施 諭 ， ん偏 。 ）］→ ［cg （テm 。 ），

　f。 （fmff）1へ 移動

　　　　賑 。

… △2（≡・f− a ）　Pf（軌。，σ島a ）

　　　　　　　　　　det△ a 　　　？f（qhσ，q丸a
）
’

● シ フ ト
’

： 丁義σ
→ 藍σ

［1，k］　u ・ 　n ， ［o，β）“ fAff，　 ［C 。 （嬬σ ），
　f9（TA 。 ）ト ［・ 。

　Gk。 ），
　f9（rA。 ）］へ 移動

（29）

　　　　　v・acc
一

面 t

藷篝
→

鑛i舞i・　　　　　　　　 （・・）

　監 。c を計算す る とき，　f 電子 ト レー
ス Pf の 評価が 最 も計算 コ ス トの か か る 部 分 で あ る． ト レ

ー
ス の

計 算は ， Hf の 固有状態を用 い て 評価する の が 簡潔で ある ．こ の 際 ｛f。 ，f9｝の 積 を時間順 序 に 並 べ る必
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（a）初期配置

脈、

（b）追加

　　I
　 　 o

（c ）
．
削除

↓髭、

（d）シ フ ト

↓Y．

・

i、
（e）シ フ ド

！≒

一→ 籌一亠 一 ← 蠏 一 ← 一籥 一 → 鯊ト → 一 諜＋ 1
rl

↑　　　　　　　　　　zt1
↑

　 　 　 1　　　 　　　 　

　 　 　
τ

1 ↓　
T2

↓

噛融
x
，
1？

1T3

↓
T2

↓

　 　 ，’
t　　

τ
3 ↓　　　　　

τ
2 ↓

　　　　 τ
瓦↑　　　　　　　　　τ

’

tt

− r難←一一← ［：：｝
一

爨
一一

●
一
蜥 鬻

で
2 ↑　 　 　 τ2↑

　 　 Ts
↓

　　　　　　β

　　　 T
，
2↑　 　 　 　 　 　 　

z2
↑

艶 一 ← ひ Q − 1
　 　 　 　 　

τ
3↓

　　　　　 　　　　 β

τ
12

↓

　
T3

↓　　　τ
2 ↓

τ
王↑　　　　　　　　　τ

11

↑

　　　 ロ　　　　　　T

　　　τ
’
1↓

τ 2 ↓　　 i』∫
’

3む

　　　 τ
卩

2↑　 　 　 　 　 　 　
τ 2↑

鯊←
一

＋ ＋ 。− 1
β

→ ・一 一 撒← → 層 ← 。− 1

11
↑

詣 i1

　　　　　　　
τ 1↓　τ 2↓

丁
胃

2↑　 　 　 　 T2
↑

　 　τ 3↓
　　　　　　β

τ
’

1↑篭
竃
二，↑
一

　　　 ロ
　 　 　 τ 3↓　　　 τ2↓

　 　 　 　 　 　 　τ
2↑

拍
新 一一r 環一く：短

一

z3
↓

β

図 4 ： V 展開 に お ける 更新例．（a ）初期配置，（b）追加，（c）削除 ， （d）シ フ ト，〔e）シ フ ト
t
．

　　　　　　　　　 ’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t

　　　　す　　　 τ
’
1t　　　　

τ1↑　　T2
↑　　　　　

τ2t

10

1

1
β

　　　　　o
↓ x

’
・↓　　

τle 　　
v21 τ

・ ・　　　　 嘱 τ
・・

s

図 5： V 展開 にお ける セ グ メ ン ト表示 の例 （h↑
＝2，勧 ＝＝ 　3）．太線 が粒子の 存在す る時間を 表す．斜

線 は 書と↓が 同時に存在して い る時 間 を表す ．

t

要が あ り，置換に 関する符号が 生 じる こ とに注意する ．た だ し，W 』。 、
の 計算 に お い て 絶対的な符号 は 必

要な く，配置の 更新に対応 する相対的 な符号変化が 分か れ ば よ い ．（f，f†）演算子 配列 の 量子 数保存 を考

慮 して無駄な トレ
ー

ス 計算を減 らす こ とで計算 コ ス トを下 げる こ とが で きる ．また，疎行列に対す る厳密

対角化で 用 い られ る技法 を応用 して ， ト レース の 評価 コ ス ト を下 げる 方法が提案 され て お り ［15］，特に，

交換相互作用 を含む多軌道系 の計算 にお い て不 可欠な方法になる と思 われる．

　上 で 述 べ た トレ
ー

ス を直接評価す る 方法 は，採択率が 低 く，か つ 非常に計算 コ ス トが 高い ．∫電子 の ト

レ・一
ス にお い て ，不純物 Anderson模型 の ように相 互作用 が密度一密度型 で 各ス ピ ン の f電子数が保存す

る 場合 は
， 次 に 述 べ る セ グ メ ン ト表示 を用 い る こ と で ， 計算効率が劇 的 に 改善 され る．
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　　12 　　　ず1　　　　　　　　τ 1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 Sl

OFF

−．−
ipa

−一 ｛ ：
で2

　 　　　　　　　 s2

　 　　　　　　　　　　　　　 β

図 6： V 展 開 にお け る ワ イ ン ド状態 の 例．

（a）セ グメ ン トの 追加

　　　　　　　　　　lmtax

　 　 　 　 　 　 　 　 ；一

一 ；

彦

（

皿
τ

m

卿
τ

一 一

漏 紬

）
でm   　 τ 　 て 　 τ

1m

． 1 　 τ
m ． 1

（b）ア ン チ ・セ グメン トの 追 加

　　　　　　tmax
　 　 　 − 　

＝：：：⊃
　　 r

’
m 　 　 て 　 τ

「
　 　 　 τ

m

（c）シフ ト

　　　　　　　 tmaX
一

一

嘱 楠

）

（d）シフ ト
’

τ
tm

　　iτ
t
・
1｝

　　　旨
　 　 　 1一

一 一

 
）

吋

−
τ

じ

Vm
＋ 1 　

τ
m ＋ 1

　 　 　 　 l
　 　 　 　 hlax
一

丁
皿 一’t

Tm −1

図 7： V 展 開 にお け る セ グ メ ン ト更新 の 例．（a）セ グ メ ン トの 追加，（b）ア ン チ ・セ グ メ ン トの 追加，

（c）シ フ ト，（d）シ フ ト
ノ

．セ グ メ ン ト と ア ン チ ・セ グ メ ン トの 削 除 は （a ），（b）の 逆 過 程 で あ る．

2．5、3　セ グ メ ン ト表 示

　密度一密度型 の 相 互作用 で は Pf 中で 各ス ピ ン の ！電子数が保存す る の で ，虚時 間軸 に沿 っ て f9と ん

が交互 に現れ る ときだ け トレ ース が値 を持つ ．例えば，図 4 の よ うな配置に対す る ！ トレ ース は実はゼ

ロ で ある ．従 っ て ，配置 qi！．と qk．の 代 わ りに
，

セ グ メ ン ト Sma … （塩 σ ，玩 σ ）（σ ス ピ ン の ∫電子 が

存在す る領域）を 用 い て
， （9kσ ， 蜘 ）→ ｛slr

，

…　 ，
SletT

）　
Sl

↓，

…
，
Ski

↓｝の よ うに表現す る の が 自然 で あ

る ．セ グ メ ン ト表示 を用 い る と
， 各セ グ メ ン トの 長さ と ↑， ↓ス ピ ン 問の セ グ メ ン トの 重な りを用 い て

，

Pf を効率 よ く求め る こ と が で きる ．図 5 に セ グ メ ン ト表示 の 例 を示 す．また ，／電 子が存在す る領域が

7 　 ＝O， βをまた ぐ場 合 ， （f，f†
）の 順序が 逆転 して 符号が変 わる．こ れ を ワ イ ン ド状態 と呼ぶ こ とにす る

（図 6）．

　σ ス ピ ン に対 す る 追加 ，削除 ，
シ フ ト，シ フ ト

’

の 各更新手続 きは 以 下 の ようにな る．以下 の 更新は σ

に つ い て 独 立 な た め
，

ス ピ ン の 添 え字 は 省 く．移動 後の 時刻が ［0 ，β）の 範 囲 を超 えた場合 ， βだ け シ フ ト

し
，
IVaccを （− 1）倍す る．　 en

、ax ，　e，
　e の 定義は 図 7 を参照 の こ と．ま た ，更新 に よ る 一

σ ス ピ ン と の 重

な りの 変化分 を ξとす る

●　追力［」； 5 ＝（T
’

，
τ ）
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10 　　　　　［ ・

　　 　 　 　 β　　　　 o

図 8： y 展開 における 砺 ＝ 0 状態 の 分割。

同
β

　　［O ，β）w 　7
−「
（T

’

が セ グ メ ン ト上 な ら Wacc　＝1　O），4max ； 7みじ＋ 1
− Tl

， ［0，
4max）蛉 4， 丁 ＝ 丁

’

十 乏

　　　　Wace一響
e七

黠
の

・耀
＋ σ 1・1〕・　 　 　 　 　 （・・）

　● 肖u除 ； Srn ＝ （7訴↓，
7「

肌 ）

　　［凋   η ・詔 ＿
＝ 塩 ＋ 、

− rA
， ，　 e − 　T ． 厂 瑞

　 行列 △ の 塩 に対応す る行を i， Tm に対応す る列 を j

　　　　　　　　　　　　　　 det△ θ （丁   声 m ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

‘・・e＋ VIξ1．，　 　 　 　 　 　 　 　 （32）　　　　　　　　　　　（− 1）
i＋j

　　　　 Wa 。 c
＝

　　　　　　　　 βemax　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 det△

　o シ フ ト ： 3糀
＝ （丁跳　

，
　f． ，）

　　［1沸］wm ，　 emax ； TSn
＋ 1

− 7缶，［O，
　e

． ax ）嚇 乱 テ
肌

＝ 7缶十 ぎ
ノ．4 ＝ frn− 7rn

　　　　　　　　 det△ ⇒ ← ，テm ）

　　　　　　　　　　　　　　 ・

一（∈f・e＋ σ1ξ剛 の〉．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （33）　　　　 VVa
。 c

＝

　 　　 　 　 　 　　 　 　 det△

　● シ フ ト
7

： 3伍＝ （fEi，
Tm ）

　　［1，
k］ve 　m

， 編 ax
； τ 7r占

一 Tm − 1 ， ［O，
乏max ）一 ．　e’

，
　 fh．＝ 7m 一濯

’

，
　 E ＝ 塩

一
喘

　　　　　　　　 det△⇒ （f鵜・一）

　　　　　　　　　　　　　　 ピ （Ef ・・e＋σ 1ξlsgn〔の）．　　　　　　　　　　　　　　　　 （34）　　　　 VVac
。

＝

　 　　 　 　 　 　　 　 　 detム

　エ ル ゴ ー ド性 を満たすた め に は ，上記の 更新の 他 に
，

セ グ メ ン トの
一部 を削除 して セ グ メ ン トを 2 つ

に分 割す るア ン チ ・セ グ メ ン トの 追加 ， 2 つ の セ グ メ ン トを結合 して 1 つ にす る ア ン チ ・セグ メ ン トの削

除 の 更新が必 要で ある （図 7（b））

o 追加 （ア ン チ ・セ グ メ ン ト）： ．g ＝（τ跳，
τ），　 st ＝（Tt ，

　Tm ）

　［0，β）Vi τ
s
（Tt が セ グ メ ン ト間な ら VVace＝ 0），4max ＝ 7t 　− 7  ，［0，

4rna
」C）一・　e

，
　 r ＝ T

「− 6

　　　　墜
一籍

det

蕊
の

畔 1・］一

● 削 除 （ア ン チ ・セ グ メ ン ト）： Sm 　 ＝ （TAi ，
Tm ），　 Sm ＋ 1 ＝ （塩 ＋ 1 ，

7m ＋ 1）

　［！，
　k］り m ，乏max ＝ rh

＋1
一

τ荒，乏 ＝ 7h
＋1

− Tm

　行列 △ の TA
，

に対応する行 を i，7m に対応 する列を ゴ

　　　　　　　　　　　　　　 det△ e （τ磊・丁肌）　 　 　 　 　 　 　 　 　 k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e

−（∈fae ＋ ulξ1）．　　　　　　　　　　　〔− 1）
i＋ 」

　　　　τ覧 。 。
；

一
　　　　　　　　 β乏

皿 ax　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 det△

（35）

（36）

　また
， 砺 ＝ 0 が 関与す る 更新で は

， 確率分布 に粒 子が 全 くい な い 無セ グ メ ン ト状 態 と ［O，β）の フ ル ・セ

グ メ ン トが あ る 状態 の 2 配置が含 まれ る の で ， こ れ らを独 立 した配置 と考え て サ ン プ ル す る と計 算 コ
ー

ドが簡略化 され る （図 8 参照 ）．
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2．5．4　 Green 関数

　1 粒子 Green関数 を求め る ため に
，　 Ma ＝△；

1
と して ，配置 （％ ， 娠。）に対 して

， 次の量 を考え て 見

よう

　　　G
・ （qk。 ，qA．；η ・ 端 ）…

一
・g・（r」・

−
T −

。 ）（Ma ）ゴ，、　Pc（q・．・ αk。 ）Pf （ql・． ・ q；．． ）1 　 　 　 （37）

こ こ で ，（△ σ ）η
＝△

σ （婦σ

一
乃σ ）．付 録 B2 式 （78）〔行 列式の 定義）よ り

　　　Ga （9k。，qL
．
；τプの ち。 ）一

一sgn （乃 ゲ ・1。）（− 1）鱒 会評瓦 （蝋 唖 繍

　　　　
一一

肱 一・臨 ・）〈痔（qhゲ i ，
　qL。．、）f。 （τブ。 ）嵐 ）〉， ，

とな る．因子 sgn （乃 σ

一
婿σ ）（− 1）

i＋j は，罫 積 に お い て f。 （7 」σ ）f3（T 、tσ ）を右端 に移動する と き現れ る

符号 と打ち消 した ．従 っ て ，G 。 （q総
。

， q縁 乃 の
Tl

σ）は演算子 一
ん（乃 σ ）∫3（Tl σ ）の 統計平均 に対す る 配置

（9ka＿1 ，gLa− 1．）か ら の寄与に他 な らな い ．すな わち，時刻 丁 ；

乃 σ

一
媛σ

で の ！電子 Green関va　Gf（7 ）

へ の寄与で あ る，よ っ て ，全次数の すべ て の 時刻の 組み合わせ を集め て

G
・ ・T ・一一去〈嵩・嚇 … 弟・＞M 。

・ 　 　 　 （38・

の 関係 を得 る．こ こ で
，

δ（丁 ，
〆）は 式 （25）の 反周期 デ ル タ 関数 こ れ を τ サ ン プ リ ン グ と呼ぶ 。Fourier

変換す る と Wn サ ン プ リ ン グ の 表式

幅 ・一 一
去〈

kσ

Σ 叫 ）あ、
e

歪嶋
一觴）

ij＝・1 〉一

， 　 　 　 ・39・

を得る．厳密な計算で は両者は もち ろ ん 同じ結果を与える が，有限 の サ ン プ ル を用 い る モ ン テ カ ル ロ 計算

で は，サ ン プ ル 平均 と Fourier変換の順序に よ っ て 精度 は異 なる．

　2粒子 Green 関数 も同様 に して ， 以下 の よ うに表される

　　　x 。β、。・（T
’

1 ・ ；η
’

，η）E 〈黔 fよ（T
’

）ノβ（魂 （ny
’

）・fi、（η）〉

一〈黒［・鞠 呶 m
・6・ ・む・

一
・M ・ ・煽 ・竭 い δ司・

　　　　　　　　　　　　　・ δ・輪 ・圃 ・・幅 ）・・桐 〉。 。

・ （・・）

　U 展 開 の 場 合 と同様，実際 の 計算過程 で は M ． と対応 する 時刻配置 （qk．，qk． ）お よび セ グ メ ン トとの

対応 関係 を メ モ リ上 に 記憶 して お けば よ い ，まずは ，解析的 に解ける ス ピ ン レ ス Fermi 粒子系や ひ ＝ O

の 場 合に つ い て
， 計算 コ ー ド をチ ェ ッ ク す る と よ い ．

2．5．5　お もな物理 量

　セ グ メ ン ト表示で は，配置 （q砺 ， gた
。
）に対 し て ，時刻 丁 で の fa電 子 tw　n σ （偽 。， q毳

。
；7 ）を簡単 に求 め る

こ とが で き る ．す な わち
，

Tt
，r （qk． ， 娠．；丁 ）は セ グ メ ン ト上 で 1

，
セ グ メ ン ト間 で ゼ ロ ．こ れ を用 い て

， 各
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時刻で の 粒子数の 統計平均は

　　　n
・ （・ ）一 ＠・ （q・．，ak．；7 ）＞M 。

， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〔41）

か ら求め ら れ る。特 に ノσ 電子数は

　　　no 　＝　Gcr・・一・− ncr … 一去ズ臨 ピ ・1 　 　 　 　 　 （42・

で ある ，こ こ で ，r に 関する並進対称性 を用 い た．最右辺の 表式 を用い た方がサ ン プ ル 数が多 くな り精度

が ．1．1が る．同様 に して ，縦感受率は 以下 の よ うに なる

　　　Xffa’（τ ）＝ 〈n σ （qkσ， q毒ff
；τ ）na ’（9kσ， q島v

；o）＞M ⊂）

　　　　　　イ 礁 （9kσ， q島σ；丁 十 τ
ノ

）nar ・・砿 … 〉。 。
・　 　 （43）

二 重占有率は d ＝ X↑↓（0）よ り求め る こ とが で きる ．

　残念なが ら ， 1 粒子 Green関数は n σ （qle．　，　qk
．
；丁 ）を利用 して 〈− fσ （T）f9（0）〉か ら求め る こ とは で きな

い ．なぜ な ら，ラ ン ダ ム ・ウ ォ
ー

クで生成 され るサ ン プ ル は P （9k）≠0 の もの に 限 られ るが，　 Green関

数の 評価 には ・（qk， qA）一 ・ か つ くP（・磁 ）f（・），f†〉。
≠・ とな る ようなサ ・ プ ル も腰 だか らで あ ・・

2，6　」展開 ［13］

2．6．1　SU（N ）Coqblin−Schrief「er 模型

不純物 Andcrson 模型に お い て ，　 Ef
、r

が Fermi 準位 に くらべ て
一
卜分深 く，か つ U も十分大 きい とき，！

電子 の 平均 占有数は π
∫σ

廻 1！2 と な り電荷 の 揺 ら ぎ は押 さ え ら れ る．残 さ れ た f ス ピ ン 自由度 と c 電子

との 散乱 を記述する模型 と し て 以下 の SU （N ）Coqblin−Schrieffer（GS ）模型を考 え る ．こ こ で は，ス ピ

ン の 他に軌道 の 自由度 も考慮 して σ
一
→ 搬 （m ＝＝1ヂ

・・N ）と一．一・般化 し た

　　　Hcs ＝ H 』＋ 恥 ＋ H
。 。 ，

　　　　ll
．

一 Σ ・
。鵡 m

・
PM7

　 H
∫

一 Σ⊃（Efm ＋ ・ 」）x − ≡ Σ ・加 x
＿

　 　 　 　 　 　 prn　　　　　　　　　　　　　　　　　　 m 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 m ・

　　　　H 。 x
− 」Σ（cL ．c ，．．，

− dVδmm ’）Xm ’m ・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （44）
　 　 　 　 　 　 　 　 mml

こ こ で ，X ，
，ntTr 、

＝鵡 ，ノ，re お よ び Cm は不純物サ イ トの c 電子消滅演算子で あ る ．た だ し
， Σ m

　Xmm ＝ 1．

　パ ラ メ ータ α を α ＝ θ（」
「
）の よ うに選び，」 の 正負 に 応 じて ff。 x で 一cct か c†c の 順 序 を用 い る と，負

符号を取 り除 くこ とが で きる （ただ し ， 」ぐ 0 の場合 に負符号が発生 しな い の は N ＝2 の み ）［20］．こ の

選択 は
，

以 下 の計算 に 現 れ る det　9。m に お い て ，同時刻を T ＝ sgn （」）  で 評価する こ と に対応 する．

　N ＝ 2
，
Ef

，n
＝ 0 の と き

　　　・…＋・He ・
一 ・Σ幅   モΣ ［・ ・ 13・… T −

，6 ＋ ・a ，・槻 ・幽 ・， 　 　 （・5）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ σ

1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 α β守δ

の よ うに 近藤模型 （＋ s 波ポ テ ン シ ャ ル散乱）と な る ．た だ し，ポ テ ン シ ャ ル 散乱項が な い と負符号 が生 じ

る の で 注意．
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ヒ　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 T　 　　 　 　　 　　 　 　　 　　 　，

　　　　　　　　　　　　ト
＿ 竺◎

竺L ＿ 竺○ 卑 ［

　　　　　　　　　　　　0
τ
1

　
τ
2

　
τ
3

β

図 9 ： 」 展開に おける配置 の 例 （k ＝3）．黒丸 の 時刻 Ti で f状態が mi → ml ，　 c 状 態 が 嘱 → 砺
へ 遷 移す る．

2．6．2　分配関数の 摂動展開

　Ho ＝ Uc ＋ Hf ， 珊 ＝H
。 x と して

， 」 に つ い て 展開する．　y 展開と比べ る と，　J 展開で は 時刻に よら

ず常 に 〉［）mnfm 　＝＝　£ mXmm
＝ 1 な の で

， 前節 の セ グ メ ン ト表示で ［O，β）が い ずれか の ・m ，を持つ セ グ

メ ン トで 埋 め尽 くされ た状態だ けをサ ン プル す る こ とに対応する ．

　分配 関数の 展開は

　　　毳 一 潔酬 ・岬 ・ ），

　　　　Pc（qth）一 （
− 」）

沁

伽   ・・頭 オ・）＞c ， 痔 園 ＝ 〈T ・ X （tk）… X （t・）＞f ・ 　 　 　 （46）

とな る．こ こ で
， 時刻 Ti で の 情報 を ti ≡ 〔

　 　 ’
m 晒 η ）とま と め て 配置 を qk．＝ ｛t1，

…
ltk ｝と表 し，

n （ti）＝c  a （Ti）c嘱 （7∫），　X （ti）＝X
嘱 鵬 i （Ti ）（可 ≡ ri 十 sgn （の0）と略記 し た （時刻の プ ラ イ ム は同時刻

の扱 い を明確 に す る ため）．配置 の 例 を図 9 に 示す．

　c 電子 の トレース は Wick の 定理 を用い て

　　　瑞 ω 一← 」）
kip

・・　1［　det・　g。 ． ， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （47）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 慣

とな る．こ こ で
， 軌 は Tr 積 を各 m ごと に 分離する と き に 生 じる置換 の符号で あ る．9。 m は ，式 （1王）

に現れた無摂動 の 局所 cGreen 関 数 ， （9。 m ）ij
＝ 9。 m （履一

乃）を要素 に もつ km × 砺 の行列で あ る ．た

だ し，k　＝ 　£ ，n．　km ，以下 の 議論 で は，晦 の 更新に よる相対符号変化の みが必要で
， また，　 Pf（qiC）中の

時刻は時間順 に並ん で い る として
一
般性を失 わな い ．こ の とき

　　　恥 ）一 鎗叫 匠 隔 帳 ］両 熟
一fi｝   羃

宀 ・　　 （・8）

また，mt ＝   レユ
で あ る．

2．6．3　配置の 更新

　以 下 の よ うに
， 相 互作用 の 追加 ， 削 除 ，

フ リ ッ プ お よ び シ フ トに よ っ て 配置 を更新す る ．更瓢 の例を図

10 に 示す

■ 追加 ：
− JCmi （r

’

）c；ni （T ）Xmim 、（T ）追加

　　　　w
。。。

　。 一 β・ d・・9離 の

．
　　　　　　　　　　　　 det　9。 m 、
　 　　 　　 　　 　 k 十 1

（49）

一 418 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

ダイ ア グ ラム 展開に基づ く連続時 間量子 モ ン テ カ ル ロ 法

（a）バーテ ッ クス の 追加　　　　　　　　（b）シ フ ト　　　　　　　　　　　　（c ）フ リッ プ

　　　 mi 　　　　　　 mi 　　　　　　　　　 rrti　 m
）

i　　　　　　　　　　　 mti　　　　　　 mi

　
−● − H −

　　　
一
●＋ 一一 ＋ 　　　一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ−
　　：i−t 　 　 x 　 　 τi 　 　 　 Ti−1 　 　 1il 　 τi．1 　 　 τi−1 　 　 　 　 τi

　 図 10： 」農開 にお ける 配置更新の 例．（a）追加，（b）シ フ ト，（c ）フ リ ッ プ．削除 は追加の 逆 過程 で ある．

■ 削除 ：
− JCmE（痛）c舸（Ti ）X 。ntrrii （7Ti）削除

　［1，
kl・

→ i，　 mt ≠ ml な ら Wacc ＝＝ 0

　行列 9。mt の 時刻 Ti に対応する行 を i，列 を ゴ

　　　　賑 一 一 ・一・即
d

黷 響　 　 　 　 　 ・…

● フ リ ッ プ ： mi ＝ 拠 1＿上
→ m

　［1，k】　M “
’i

，　［1，
N ］

・N 　7Ti．（m ；mi な ら Wacc＝ 0），4 ＝Ti 一碗一1

　行列 9、，r，，t
の 時刻 Ti、＿1 に対応 す る行 を

’i，　 Ti に対 応 す る列を j

　　　　w
。 。 c

− （一・）
i＋・

d・

覊
馳 ＞d・t

覊昜
’η ）

・
一 畊 　 　 ・51）

・ シ フ ト ・
− 」・泌 畷）・諒 η ）x 吻 詞 の 時刻 鶴 ヘ シ フ ト

　［1，
k］”” ・i，　 e＿

＝ 7i＋・
− Ti− ・，［O，

e＿ ）一・　e’

，　 fi＝Ti− ・ ＋ e’
　．e　＝ 　ffi　一　7i

呪 。 。
＝

d。・9誌 碗 ・・9謬
＝）

　det　gcmt　　　detσcr妬

d ・t9謔 詞

　det　9c． ，　
，

eT
（6 加 ・

  e
嘱 ）e

， （rni ≠嘱），

　　　　　　　　（mi ＝ 嘱 ）．

（52）

ただ し
，
k ＝O の状態が関与する場合は，因子 Zf を考慮する必要があ る．

2，6．4　Green 関数と t 行列

　 2．4．3節 と同様 の議論か ら c 電子の Green 関数は

　　　σ
。m （ZWn ）＝9。，n （iwの＋ 9。 ，n （砺 ）把m （琶ω の9。 m （競 ），

と表され る．こ こ で ，c 電子 に対す る不純物 T 行列 を 導入 した

・
・ 畦 〈

侮額．

Σ （M 毒 δ（・
， η

一
Ti）

ij＝・1 〉一

・ … 諞・ 　 　 （53・

こ こ で
，

Ti．， η は ，行列 壹。 r，，
の i行 と ゴ列 に対応す る時刻で ある ．また，2．5．5 節 と同様 に して ，　 f電

子 に 関する物理量は ∫電子が m の 状態に あ る 時間領域 nm （9k；r ）か ら簡単に 求め る こ とが で きる．行列

Mn
、
に よ る 2 粒子 Green関数の扱 い に 関して は文献 ［21】を参照された い ．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 − 419 −

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 工工
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　実際の 計算で は，配 置 qk と対応す る Mm ，行列，時刻 の対応 関係を メ モ リ上 に記憶 し て お け ば よ い ．」

展開で は
， 解析的に 求ま る 非自明な極限がな い の で

， 計算 コ ー ドの チ ェ ッ ク は様 々 な角度か ら行 うしか

な い ．

3　各手法の 比較 ・ 考察お よ び技術的 な注意点

3ユ　計算時間 の比 較

　実際の計算で 時間の かか る部分は，M 行列の 更新で ある （例えば式 （31））．　 V 展 開の計算で は，最 も時

間の か か る 部分は ノ電子 トレ
ー

ス で あ る が ， トレ
ー

ス 内で 各ス ピ ン の f 電子数が保存す る とき，セ グ メ

ン トの考え方 に よ っ て 劇的な効率化が 可能で ある ．セ グ メ ン ト に よ る 評価が適用で きな い 場合は
，

こ の 部

分 の ア ル ゴ リ ズ ム が計算時間を左右す る ．こ の 点に つ い て は次節で 触れ る こ と に し，こ の節で は V 展開

に お ける f 電子 トレース は セ グ メ ン トに よ っ て 評価 され て い る もの とする ．

　M 行列 の 更新 に か か る 時間は，高速 更新 ア ル ゴ リ ズ ム （B ）を用 い た場含，行列の サ イ ズ を ぬ とし て

解 に 比 例す る （高速更新ア ル ゴ リ ズ ム を使わ な い 場合 は k3）． した が っ て
， 行列 の サ イ ズ を比 較す る こ と

で ，お お まかな計算時間の 比較が で きる．全 サ ン プ ル の摂動次数分布 p   とス ピ ン 成分 ごとの 摂動次数

（各ス ピ ン の行列サ イズ）分布 p（k． ）の典型例を図 11 に示す．こ の よ うに
， 多 くの 場合 ，

1 つ の ピーク を

O．06

0．05

0．04

O．03

0．02

O．01

0
　 0 50　　　　100　　　　150　　　　200　　　　250　　　　300

　 　　 　 　 　k，kσ

図 11： 不 純 物 Anderson 模 型 の V 展開 にお け る摂 動次数分布p（k）と各ス ピ ン の 次 数分布 p 〔hσ ）の

例 ，伝導バ ン ド幅 を 2D ＝ 2 と し，状態密度 は
一．・
定値 ρ ＝ 1／2，　V2 ＝ 0、1，　T 　 ＝ 　 O．OOI，　U ＝ − 2ef．

持 っ た 分布 に な る ．（勧 ＝ βkH訓 の 関係 か ら ，
　 p   の ピー

ク位置 は βに お よ そ比例 す る ．ス ピ ン ご と

の 分布 p（k． ）は 〈k＞／2 付近 に ピー
クを持 つ こ と が多 い ，た だ し，ス ピ ン の 揺 らぎが大 きい 場 合，p （爾 は

2 ピーク構造 に な る ．

　次に ，ア ル ゴ リズ ム 間の 行列サ イ ズを比較す る 、図 12 （a）は，Hubbard 模型 の DMFT に お け る有効

不純物問題 に現 れ る 行列サ イズ の平均値で ある ．2 つ の 連続時間 ア ル ゴ リズ ム と Hirsch−Fye （行列 サ イ

ズ ＝分割数 劫 を比較 し て い る．どの 方法で も，サ イズ は βに お よ そ比例 し て 大 きくな る ．Hirsch−Fye

ア ル ゴ リズ ム で は βt／L ； O．2 と な る よ うに分割数 L を決め て い る が ，こ の 分割数で は ［［trotter分解に よ

る誤差が大 きく十 分 と は 言 えない ．それ で も，連続 時 間 ア ル ゴ リ ズ ム に 比 べ て 大 きな行列サ イ ズ を必要 と
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図 12： Hubbard 模型 の DMFT に お ける有効 不 純物 問 題 に 現 れ る行列 サ イ ズ の 平均値比 較 ［14］．状

態 密 度 は 半 円 型 で バ ン ド幅 は 4t．　 Hirsch−Fyo で は △ Tt ＝ fft！L 　・＝　o．2 とな る よ うに L を決 め て い

る．〔a ）は Uft ； 4 で 温 度 を変化，（b）は βt ＝30 で U を変化．

す る こ とが分か る ．したが っ て ，CT −QMC 法 は Hirsch−Fye に比べ て ，効率 よ く精度 の 高 い 結果が得ら

れ る と い うこ とが言 える．

　連続時間ア ル ゴ リ ズ ム の うち，σ 展開 と y 展開を比較 して み よ う．図 12（b）は 温度
一

定で の 行列サ イ

ズ の U 依存性で ある ，σμ空 5 の 折れ 曲が りは Mett 転移に よ る．σ 展 開 で は U の 増加 と とも に行列サ

イ ズ が 大 きくな る の に対 し
，
V 展開 で は 逆 に行列サ イズ が 小 さ くなる ．　 Hubbard 模型 の DMFT で は

，

有効不 純物 Anderson模型 にお ける混成 V は U に依 らずバ ン ド幅程 度で ある．　 y ＝一定 の と き，　 U が

大 きい ほ ど原チ極 限か ら の 収束 が速 い こ とか ら ， 図 12（b）の 結果 は理解で きる．物 理 的に最 も興味 の あ

る Mott 転移付近で は γ 黶開の方が圧倒的に サ イズが小 さ い ．

3．2　 負符号 問題

CT −QMC 法で は ，
　 V 展開に しろ σ 展開に しろ ， 不純物 Anderson模型 にお い て 負符号 問題 は現れな

い ，た だ し，多軌道系で 交換相互作用な ど密度一密度型 で は な い 相互作用があ る場合 に は負符号が現れ る．

ク ラ ス タ
ー
不純物問題で は ，電子一正孔対称 など特別な条件が な い 限 り負符号が 現れ る ．

　不純物 問題 にお い て負の 重 みが現 れ な い こ とを，V 展 開 の セ グ メ ン ト ・ア ル ゴ リズ ム を例 に と っ て直

感的 に理解 して み よう．符号 に つ い て は 1 つ の ス ピ ン 成分 に つ い て 考えれ ば 十分 で ある．式 （26）で V6

（k ＝ 3）の 寄与 を模式的 に表 した もの が 図 13 で ある．図 の 配置 で は
，

c 電子 の 平均 （det△ ）か ら Wick の

定埋 に よ り 6 つ の 寄与 が現 れ る ．例 えば最初 の 図 は （
− V ）

69
． （τ｛

一
旬 9c（Tl　

一
　r2 ）9c（嘱 一73 ）を表 し，そ

の 寄与は ぢ
一

η 〈 0 で 9c＞ 0 よ り止 で あ る こ とが分か る．同様の 解析 をする と，6 つ の 寄与の うち最後

の 図形の み負で ある こ とが分か る．CT −QMC 法で は ，
こ れら をまとめ て det△ として 評価 す る の で ，全

体 と して負 の 寄与が表に現れな い の で あ る ．なお，厳密 な証 明 は Hirsch−Fye ア ル ゴ リズ ム の 場 合 ［22］と

同様 の 方法 で 示せ る こ とが指摘 さ れ て い る ［23］．

　 ク ラ ス タ
ー

不純 物問題 で は 特 別 な場合 を除 き，負符号 問題 は 避 け ら れ な い ，V 展 開 を ク ラ ス タ
ー

不純

物問題 に適用する場合 に は
， ク ラ ス タ

ー
の 固有状 態を 基 底に 取 る と効率が よ い ［24］lV 展開 の 方が U 展

開 に 比 べ て 負符号問題 は少な い よ うで あ る ．し か し，V 展 開で は ク ラ ス タ
ー

の サ イ ズ に対 して計算 コ ス
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図 13： y 展開 の vfi （h　・＝　3）の 寄与 を表す 図形，左向 きの 矢印は 9。 ＞ a，右向きの 矢印 は 9。 く 0 に 対応 す る．

トが指数関数的に増大する た め
， 大 きなクラス タ

ーを扱 うこ とは難 しい ．ク ラス ターを大 きくす るとい う

目的 で は，（負符号問題 を別 に して ）U 展 開の 方が適 して い る と言え る ．

　図 14 は・各種 ひ 展開ア ル ゴ リズ ム （U 展開，補助場 CT −QMC 法 （cT −Aux ）［25］，　Hirsch−Fye）にお

け る符号 の 平 均値を比較 した もの で ある ．負符号 の 程度 は全 て の U 展開ア ル ゴ リ ズ ム で ほ ぼ同 じで あ る

こ とがわか る （Trotter分割数無限大で厳密に
一

致す る）． こ の ように Hirsch−Fye と比 較 して負符号は軽

減 されな い が ，同程度の計算時間で は
， サ ン プ ル 数の 多い CT −QMC 法が負符号問題 に最 も強 い と言 っ て

よい だ ろ う．

t

Ac ．
島
あ
VO ．
　 　

　 　

Ult

図 14： 各種 ひ 展開ア ル ゴ リ ズ ム に お ける 符号 の 平均値比較 ［251、実線 は 次近 接 ホ ッ ピ ン グ の あ る系

の CJIt依存性 （ド軸），破線 は 8 サ イ トの ク ラス ター不 純物系 に お け る t依存性 （上軸）．
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3．3　動的物理 量の サ ン プ リン グ

3．3，1　 1 粒子 Green関数

　V 展開 に お け る 1 粒子 Green 関 数 の 計 算で は ，　 T サ ン プ リ ン グ （式 （38））と tUn サ ン プ リ ン グ （式

（39）），
2 通 りの 方法が ある．振動数表示の Green関数 G （iWn）を求める場合 で あ っ て も τ サ ン プ リン グ

の 方が効率 よい の で ，こ の 詳細 につ い て 述 べ る．

　数値計算で は式 （38）の デ ル タ関数 を有限 の 幅の 関数で置 き換 える必要が あ る．最 も単純な もの は幅

△ T ＝β／N の 箱型 で あ る （図 15（a））．そ して ， T 　
＝・

　Tj
− 7∫の 値が 区間 ［Tn

− △ T ／2，
　7n 十 △ T12 ）に あ る

な ら，（M ）∬ の 値を G （Tn ）に振 り分ける．

（a）
△T

r閥．
1

．【．■
，鹽 「■圏幽

II

I　　
I　　　I　　．

鹽■■■
．星‘．

1■■．．　　． ■ ．． ■．．　　． ． ■． ■・．　　．　　． ．．
■卩■

■監
5．　　．　　鼬

5孕‘
匚■．
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図 15 ： T サ ン プ リ ン グ に お ける デ ル タ 関数の 取 り扱 い 匈L

　デ ル タ関数の扱 い は他 に も考え られ る．図 ／5（b）の ように，区間 ［7n
− △ T

，
　Tn ＋ △ T ）を G （Tn ）に振 り

分けて もよい ．こ れ は隣同士の 区間で 平均化する こ とに対応する．ある い は ，図 15（c）の よ うに，rn か

らの 距離 レー煽 に応 じ て 重み を付 け て もよ い ．こ れ らの 方法で は
， 端 の 点 丁 ＝＋ O， β一〇 の 値が求 ま

ら な い の で
， 式 （42）か ら求め た 占有率 の 平均値 n を使 っ て G （＋ 0）＝n − 1，G （β

一〇）＝
− n とする．

　分割数 N の 大小は計算時間に ほ とん ど影響 しな い の で ，△ τ を十分細 か く取 る の が よ い ．分割数を多

くす る と各々 の 区間の サ ン プ ル数が少な くなる分 ， 誤差棒 は大 きくなる．しか し， 分割数を増 やす こ とは

フ
ー

リエ 変換 して得 られ る a （iWn）の 高振動数側 の 点を増 やす こ とに対応 し ， それ らの 点にお ける誤差 の

増 大 は 興味 あ る エ ネル ギ
ー・ス ケ

ー
ル の 物理量 に ほ と ん ど影響 しない ．△ T が 十分細か く取れ て い るか

は，G （7 ）の ア ＝0 ある い は r ＝ ・β付 近 の 減衰曲線を見て チ ェ ッ クす る の が よ い ．低温，強相関ほ ど減衰

が急になる の で ，パ ラ メ
ー

タ
ー

を変化 させ る計算で は注意が必要で ある ．

　図 16 に 1 粒子 Green 関数 の 計算例 を示す ．式 （38）の デ ル タ関 数は図 15（b）の 関数で 置 き換 え て い

る ．△ T は U ＝0 で △ τ ＝β／2048 ， U ＝4 で △ T ＝β／8192 と した ．点 の 間隔は 十分細か く， 誤差棒及

び点は省略 した ．対称条件 U ＝ − 2∈f よ り cr（T ）＝ G （β
一T ）の 関係 が あ る ．　 U ＝ 0 の Green関数 は解

析的 に求まる の で，計算の チ ヱ ッ クに利用 す る とよい ．△ τ を T ・・O，β付近 の 減衰 曲線に合 わせ て調整

して い る の で
， τ ＝β／2 周辺 で は メ ッ シ ュ が細 かす ぎ，高周波 ノ イズが現れ て い る こ と が見 て 取 れ る ．

　なお ， 摂動次数分布 p（k）が低次 に ピー
ク を持つ ようなパ ラ メ

ー
タ
ー

で は極端に サ ン プ ル 数が少な くな

り，
こ の 方法 で は 精 度が悪化す る．特 に，高温領 域が こ の 場合 にあた る こ と に注意．
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図 16： 不純物 AnderSQn模型 の γ 展開 における Cf （T ）の 計算例．パ ラ メ
ー

タ
ーは T ；O．01 で ， そ

れ以外 は 図 11 と同 じ．U は 下 か ら順 に O
，
1

，
2

，
4．

3．3．2　 2 体相関関数

　2 体相関関数の 計算法 には，行列 M か ら求 め る方法 （式 （40））とセ グ メ ン ト配 置か ら求め る方法 （V 展

開の み ，式 （43））がある ．セ グ メ ン トか ら求め る方が 精度が よい の で
， 適用で き る場合はその 方法 を使 っ

た ほ うが よ い ．一
方 ， 行列 M に よ る方法 は汎用性が ある ．例 えば

， 帯磁率の縦成分は ど ち らの 方法で も

計算で きる が ， 横帯磁率は行列 M に よ る 方法で の み計算で きる ．

（
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図 17 ： 不純物 Anderson 模型 の V 展開 に お ける 2 体相関関数の 計算例．（a ＞は セ グ メ ン トの 配 置 か ら

求め た縦帯磁率 Xsp（T ）と電荷感受率 Xch（T）．　 U ＝ 0 で Xsp（T ）＝ Xch（τ ）を満 た し，　 Xsp（O）・≧ 1／2，

x。h （o）≦ 112．（b）は 行列 M か ら 求め た 横帯磁率 x ＋
一（IUn）．△ T の 意 味 は 式 （89）を 参照 ．比 較

の た め，セ グ メ ン ト配置 か ら求 め た Xsp〔iUn）も プ ロ ッ ト し た ．パ ラ メ
ー

タ ーは （a）T ＝0．01，（b）
T ＝ O．OO1 で ，そ れ 以外 は 図 11 と 同 じ．

上記 2 つ の方法 に よる帯磁率の計算例 を示す，図 17（a）は V 展開ア ル ゴ リズ ム で セ グ メ ン ト配置か ら
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求めた ノ電子の帯磁率 Xsp（T ）＝ 2［X↑↑（T ）− X ↑↓（τ）］と電荷感受率 X。h（7）＝ 2［X↑↑（r ）＋ X↑↓（r ）］である．

xσ σ
・（7 ）； xσ

’
σ （β

一
丁）の 関係 が誤差 まで 含め て 成 り立 つ の で ，［o，β／21の 区 間だ け計算 して い る ．また，

T の メ ッ シ ュ は T ＝0 付近 で細か く，T ＝β／2 付近で 荒 く取 り，計算時間を節約 して い る．セ グ メ ン トに

よ る 2 体相関 関数 の サ ン プ リン グで は
， 計算時間は メ ッ シ ュ の 分割数に 比例す る．最 も細か い 部分 の 間

隔は U ＝ O で β／1024，U ＝ 4 で β／256 と し た．　 U ＝ 0 の 場合，　 Xsp（r ）＝ X 。h（T ）＝ G （T ）0 （β
一 T ）が

成 り立 つ の で ，計算の確認に用 い る と よ い ．

　図 17（b）は行列 M を 用 い て 求め た横帯磁率 X ＋＿（iUn）で あ る ．式 （40）の Tt　− T 　一一 ＋ O，η
’ 一

η → ＋0

の極限 に は C の式 （89）を用 い ，7 一
η に対 し て は フ

ー
リ エ 変換 を し て ω n サ ン プ リ ン グ を行 っ た ．式 （89）

の △ T として ，β／512 と β／16384 の 2 つ の 場合を示 して い る ．ス ピ ン 空間の 等方性か ら 2X
＋
＿”

　 Xsp が

成 り立 つ べ きで ある が，△ T ＝ β／512 の 場合 に は
，

△ T が 十分小 さ くな い た め に X ＋ ＿（  の の 精度 が 悪

く， 系統的なずれが見 られ る．一方 ， △7 ；β／16384 で は系統的 な誤差 はほ ぼ無 くな っ て い るが，サ ン プ

ル 数が少な くな り統計誤差は大き くな っ て い る．こ の よ うに，行列 M に よ る方法で は，結果 を見なが ら

分 割数 を調整す る 必要が あ る ．な お ，GS 模型 の行列 M を使 う方法で は極限 〆 − T → ＋0 が 必 要な く，

上 記の 問題は生 じな い ．1粒子 Green 関数 の 場合 と同様，行列 M を使 う方法は低温ほ どサ ン プル 数が多

く精度が よ くなる ．

3．33 　2 粒子 Green関数

　DMFT で 2 体 相 関関数 の 波数依 存性 を 求 め る 際 に は ，有 効不 純物 問題 の 2 粒 子 Green 関数

X（幅 し，
iWn’；iUm）が 必要に な る ［12］．2 粒子 Green 関数は セ グ メ ン ト配置 か ら求め る こ とが で きず ，

行列 M を用い て 式 （40）か ら計算する しか な い ．X（τ ，
　r

’

；η，η
ノ

）は
， 各変数に つ き区間 ［0，β）に 2 ヵ 所 不

連続性があ り，7 サ ン プ リ ン グで は取 り扱 い が難 しい ．したが っ て ，Wn サ ン プ リ ン グ の 方が精度がよ い ．

実際 に は
，
2 粒子 Green関数ある い は バ ー

テ ッ ク ス 関数 は低振動数領域 の み必 要 と な る こ とが多 く，必

要 な振動数成分だけ選 ん で サ ン プ リ ン グす る こ とで効率 をあげ る こ とが で きる とい う利点 もある．また，

CS 格子摸型 に対す る 2 粒子 Green関数の 取 り扱い につ い て は文献 ［21］を参照 され たい ．

3，4　解 析接 続

　虚時 間 Green 関数 か ら ス ペ ク トル を得 る に は 数値的 に解 析 接続 を行 う必要 が あ る．そ の 方 法 と して

は Pad6 近似 ［26ユと最大 エ ン トu ピー
法 ［27］が広 く用 い られ て い る ．量子 モ ン テ カ ル ロ 法の デ

ー
タは

統計誤差 を含む の で ，最 大 エ ン トロ ピー法 を用 い る の が
一

般 的 で あ る．しか し，精度の よい 虚 時間 デ ー

タが得 られる の で あれ ば，Pad6 近似 も有効な手段 と して 利 用 で きる．　 Pad6 近似 で は，虚 軸上 の 離散点

iwn（n ＞ 0）で の 関数値か ら近 似 的 な有理 関数を構成 し，実軸上 の 値 を外挿に よ っ て 求め る．元 の デ
ー

タ

点か ら近 い ほ どよい 近 似 で あ り， 低振動数領域 の ス ペ ク トル ほ ど精度 の よ い 安 定 した結果が得 られ る．

　Pad6近似 に よる ス ペ ク トル の 計算例 を示す ．図 ユ8 は SU （8）対 称性 を持 つ CS 模型 の 不 純物 丁行 列の

虚部で ，
「
各成 分 に対 応 す る 8本 の 線 が描 い て あ る．こ れ らは 対称 性 か ら全 て

一致す べ き もの で あ り，互

い に
一

致 して い るか どうか に よっ て統計誤差 の 影響に よる Pad6 近似 の 良 し悪 しを判断で きる ．例で は
，

ω ＝ 0 近傍 で ほ ぼ 1 本 に 重 な っ て お り
，

よ い 精度 で あ る こ と が 分 か る．一
方 ， 共 鳴 ピー

ク よ り も高 エ ネ

一 425 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

楠瀬 博明、大槻 純也

ル ギ
ー側 ω ≧0．05で は，ずれが見 られる ．
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図 18： Pad6 近似 に よ る SU （8）GS 模型 の 不純物 丁 行列ス ペ ク トル ［13｝．」 ＝O，075 で ，伝導バ ン ド

の パ ラ メ
ー

タ は 図 11 と同 じ．

　図 18 の ような簡単な ス ペ ク トル で あれ ば Pad6 近似 で も再現 す る こ と が で きるが，複雑な ス ペ ク トル

構造を持 つ 場合 は，誤差の影響か ら再現する こ とは難 しい ．結局，低エ ネル ギ
ー

に 限れ ば Pad6 近似 も有

効だが，ス ペ ク トル 全体が知 りた い 場合は MEM を使 うの が妥 当で あ ろ う、

3，5　 自己 エ ネル ギ ーの 評価 につ い て

DMFT で は，有効不純物模型 の 自己エ ネ ル ギ
ー

Σ（iω n ）＝ 9（信ω の
一1 − G （iω n ）

− 1
， （54）

が必 要にな る （A）．GT −QMC 法で は 1粒子 Green関数 G （iWn）が得 られ る の で
， それか ら Σ（iWn）を計

算す る こ と に な る ．と こ ろ が
， 高振動数で は a （iWn ）と 9（iWn）は ほ とん ど

一
致 し

，
　a （iWn）は一

定量の 誤

差 を含む の で ，式 （54）で 誤 差 が拡大 され て しまう．図 19 に y 展 開 に より計算され た自己 エ ネル ギ
ー

の

計算例 を示す ．Σ（iWn）の 誤差 は，高振動数領域で非常に深 刻にな る こ と が分か る。なお ，　 U 展開の Wrb

サ ン プ リ ン グ （式 （24））に限 り， 高振動数で も精度 の よい 自己 エ ネル ギ
ー

が得 られ る ［14］．

　こ れ に対す る 対 処法は い くつ か ある が
，

ひ と つ の 手段 は気に し な い と い うこ とで あ る．自己 エ ネ ル ギ
ー

か ら Green 関数 を計算する 場 合 ， 必ず iWn 　一　E （iWn ）＝ iWn　［1　一　£ （iω n ）／iω n ］の 形で 現れ る ．した が っ

て ，Green 関数の計算で 重要 な量は Σ（iω re）そ の もの で は な くΣ（iedn）／iWn で あ る ．そ し て，こ の量 は 誤

差の 影響 をあ ま り受 けずに 十分速 く収束す る．つ ま り，Green 関数か ら 自己エ ネル ギ ーを得る 際に 誤 差

が拡大 され て しま うが，Green 関数の 計算で 再び誤差 が マ ス ク され る とい うわけ で あ る．ただ し，自己

無撞着 ル ー
プ の 途中 で Σ（iω n ）の 解析性 が破れた りする と計算が不安定 になる の で，なるべ く Σ（

’i　tun　）が

表に 現 れ な い よ う方程式 を変形 す る 工 夫 が必 要 で ある．

　 もち ろ ん 精度 の よ い 自己 エ ネル ギ
ー

が得 られ る の に こ し た こ と は な い ．高振 動 数 の ノ イズ を取 り除 く

手段 と して は ，モ v−一メ ン ト展開 に よ る高振動数極 限 の 解析的表式を使 うと い うこ と が 考 えられ る ［28］．図

19 の例で は
，

Wn 　k　5 に お い て は 高振動数 の 表現 を使 うの が よ さそ うに見 える ．しか し実際 に は，誤差 の

程度 は サ ン プ ル 数や パ ラ メ ーターに依存 し，低振動領域 の 計算デ ータ と高振動数領域の 解析的表式を どの
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図 19： V 展開 に よ る 自己 エ ネル ギ
ー

Σ（iWn ）の 計算例．パ ラ メ
ー

タ
ー

は U ＝ 1 で そ れ 以 外 は 図 11

と 同 じ，実線 は高振動数極限の 表式 Im Σ（iWn ｝〜− U214Wn ，

よ うに接続するか とい う問題が残る．

3．6　 その 他の注 意点

3．6．1　9（T）の 扱 い

　行列 M の 行列要素 の計算 に，任意の T に お ける △（r ）ある い は 9c（T ）の 値が必要に な る （式 （11））．

一
般 に ， 模型 と して 与 える の は 実振動数 ω の 関数 と して の状 態密度 ρc（ω）ある い は △ （ω）＝ π V2 ρc（ω ）

で あ る ．虚時 間表示 の 関数 は
， 9。 （iWn）＝ ∫dEρc （E）／（ican　

一
　E）の 積分 を行 っ た 後で

， 高速 フ
ー

リエ 変換

（FFT ）を使 っ て 計算す る の が よ い ．なお ， 9， （T ）は τ ＝ 0
，βで 不連続 を持 つ の で ，　 FFT を使 う場合，

G。 （iWn）＝ 1／iWn ＋ 91（iWn）と分 離 して 第 2 項に FFT を用 い ，第 1 項 は 一sgn （τ ）12と な る こ と を利用

する な どの 工 夫が必要 で あ る．

　ま た
， あ ら か じ め 適当な 間隔 で 9。 （丁 ）を計算 し て お き

，
そ れ を内挿 して 任 意の τ で の値 を求め る と効

率が よい ．区間 ［0，β］の 分割数は
， 多 くして もほ とん ど計算時間に影響 しない の で ，1 粒 了・Green 関数

の サ ン プ リ ン グ の 場合 と同様，十分細か く取 る の が よ い ．DMFT の 不 純物 ソ ル バ ーと して使用する と き

は，1粒子 Green関数 と同 じ分割数が便利 で ある．

3．6．2　局在状態の 揺 らぎが大 きい とき

　図 11 の 例で は，ス ピ ン ご との 摂動次数分布 p（k． ）は 1 ピー
ク構造で あ っ た ．と こ ろ が，ス ピ ン の 揺 ら

ぎが 大きい とき に は ，p（icσ ）は 2 ピー
ク構造 を と る ．す な わ ち，ラ ン ダ ム

・
ウ ォ

ー
ク の 各 ス テ ッ プ で は ス

ピ ン 成分 に偏 りが あ り，優勢 な ス ピ ン 成 分 の み摂動次数が 大 きくな る ．低温 に な る と 2 つ の ピーク が ほ

と ん ど分離 して しまい
， 次数 を 1 つ 変 える単純な局 所 更新過程 で は ピ ーク 間 を移 り変わ れ ずエ ル ゴ ー

ド

性 が 保証 さ れ な い ．

　 こ の 問題 は全 ス ピ ン を反転させ る更新を行 うこ とで 解決で きる．ス ピ ン 反転の 対称性が あ る とき，こ の

更新は 確 率 1 で 採択 され
， 単 に ス ピ ン の ラ ベ ル を入 れ換え る だけで よい ．対称牲が な い 場合は ，分配関
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数の 比 を計算 し，それ に従 っ て更新す る ．特 に M
σ

に ス ピ ン依存性がある ときは
， 行列式 を定義式通 り

0 （碓）の 計算量 で計算す る必 要が あ り，頻繁 に こ の 更新 を行 うこ と は 避 け た 方が よい ．

3、6．3　 サ ン プ ル 間の 試行数

　精度 を上 ．げる ため には
， サ ン プ ル 数 を増や すだけで な く， サ ン プ ル の独立性 を高め る こ と も重要で あ

る．物理量 の測定 に か か る 時間が少な い ときは，サ ン プ ル の独立 性を気に せ ず頻繁に測定 して も問題 はな

い ，しか し， 測定に 時間が かか る場合 ， 特に帯磁率や バ ー
テ ッ ク ス の 計算で は

， なる べ く独立 なサ ン プル

を測定 した ほ うが効率が よい ．適度なサ ン プ ル 間隔 は，更新に か か る時間 と 測定 にかか る時間 の兼ね合い

で 決 まる。サ ン プ ル の 独立性 を高める に は 配置 qh が大 きく変化 して い れ ばよ い の で ，サ ン プル 間 の 試行

数 を

N
しriaL〜  ／更新率 ， （55）

の程度 に とる と よい ．実際に は，1 回の 操作で 配 置が どれだ け変化するか に も依存する ．例 えば V 展開

で は
，

セ グメ ン トの 追加 ・削除は セ グ メ ン ト 1 つ を変化させ る が
，

シ フ トは セ グメ ン トの片方だ け変化 さ

せ る．一
般 に，摂動 次数 の 変化 を ともな う更新 よ りもシ フ トの 方が更新率が高 い ．したが っ て

，
シ フ トの

試 行頻度 を多 くす る と，効率 よ く配置 を変化 させ る こ とが で きる．

4　 い くつ か の 発展 的試 み

4，1　 局在状 態の トレース の評価

　セ グ メ ン トに よる 方法で は，！電子 の トレ
ー

ス （式 （26））で ゼ ロ に な る もの を初 めか ら排除 し，効率よ

く計算 を行 っ て い る ．セ グ メ ン ト法が適用で きな い 場合は，こ の トレ
ー

ス を評価する 必要があ るが，そ の

ため に 必要な計算量は f 電子 の状態数を n として kn3 に 比例する ．状態数 η は軌道数や サ イ ト数 と とも

に指数関数的に増加す る の で，多軌道系や クラス ター
不 純物で は

，
こ の トレ ー

ス 計算 を効率よ く行 う工 夫

が必 要 で ある ．ア ル ゴ リズ ム と して は ， 厳密に 評価す る もの と
， 近似 的 に評価 す る もの に分 けられ る ．ま

ずは
， 厳密 に 評価す る ア ル ゴ リズ ム を紹 介す る ．

　計算量を減 らす最 も簡単 な方法は，k 個の 演算子 をい くつ か の グ ル
ー

プ に分割 し，グ ル ープ ご と に演

算子の 積を保存 して お くア ル ゴ リ ズ ム で あ る ［291．新た に演算子 を加え る ときは，その演算子が加 えら

れ る グ ル
ー

プ の 行列積 の み を計算 し直せ ば よ い ．分割数 を 緬 の 程度 にす る と，更新 に必要な 計算量

を 0 （k）か ら 0 （而 ）に 減 らす こ とが で き る ．こ の 考え方 を系 統 的な木構造 を用 い た最良の もの に す る と

0 （log　k）まで計 算量 を減 らす こ とが で きる．た だ し，そ の 実装 はか な り複雑 になる．詳細 は，文献 ［291

を参照 して ほ しい ．

　以 上 は ト レ
ー

ス を厳密 に 評 価す る方 法 で あ っ たが ， トレ
ー

ス を近似 的 に 評価 す る こ と に よ り高速化

を図 る 方法 も考 案 され て い る ［15］． こ の 方 法 は 1、anczos 法で よ く知 ら れ た 考 え方 に基礎 を置 く もの

で ［30
−33］，局所ハ ミ ル トニ ア ン H

／ や混成項 Hhyb が疎行列で ある こ と に注 目す る．　 Ho が疎行列で ある

と き，時問発展 exp （− THo ）1v＞は 制限 さ れた基底，い わ ゆ る Krylov 部分空 間 ｛lv＞，
　uo 　1v＞，

…
，
丑81”〉｝

の 中で評価す るこ とが で きる．上記の 演算は p に 関 して 十分速 く収束する の で ，少な い 基底 p 《 n を用
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い て トレース を評価する こ とで 計算量 を減らす こ とがで きる．低温に なるほ どよ り少な い 基底数で よ い

近似 とな り， また ， 不純物 問題で は軌道数が 3 以．ヒの場合に効果的 な こ とが示 され て い る ．

　こ れ らの 方法 に よ り ノ電子 トレー
ス の計算 コ ス トは かな り改善され る．しか し，セ グメ ン ト法が使 え

な い 場合に は
， 更新率が 極端に低 い と い う問題が残 っ て い る ．そ の た め ，独立 なサ ン プ ル を得る た め にサ

ン プ ル 間 の 試行数を増 やす必 要が あ り （式 （55））， トレー
ス の 計 算コ ス トを無視 して も，セ グ メ ン ト法 と

比 べ 多くの計算時 間を要する の で 並列計算が必須で あ る．

4．2　Holstein−Hubbard 模 型 ［34，35］

H 。1stein−Hubbard 模型 は，　 Hubbard 模型 に加 え て ，各サイ トで 独 立 に 振動す る振動子 （Einsteinフ ォ

ノ ン ）と電子 と の 結合 を取 り入れ た模型で ある．ハ ミ ル トニ ア ン は以下 で 与 えられ る

　　　U 一 Σ（・
P
一

μ）・P。
Cp

。 ＋ U Σ ni
↑ni ↓＋ λΣ（わ1＋ b轟 ↑極 ↓

− 1）＋ ω
・Σ呱 　　（56）

　 　 　 　 　 　 P 　　　　　　　　　　　　　　　　 i　　　　　　　　　　 琶　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 2

こ こ で ， う1， biは Einsteinフ ォ ノ ン の 生成 ，消滅演算子で ある．ω o は Einsteinフ ォ ノ ン の 振動数 を表

し，第 3 項が電子 と フ ォ ノ ン の 結合 を表す ，DMFT の枠組み で は，不純物 Anderson 模型 に ノ電子とボ

ゾ ン との 結合を加えた有効不純物問題，すなわち ，式 （7）の不純物 Anderson 模型で 且
∫

＝ HI ＋ Hv を

　　　正lf＝一
μ（n ↑ 十 n ↓）十 UnTn ↓十 λ（n ↑十 n ↓

− 1）（b†十 b）十 Wob †b
，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（57）

と置 き換 えた模型を解けば よ い ．

　
一

般に，ボゾ ン 系の 数値計算で は無限次元 Hilbert空 間の扱 い が 問題 とな る ．厳密対角化法で は
，

ボ ゾ

ン の 粒子数を制限す る こ とで 有 限 の Hilbert空 間を取 り扱 う．こ こ で は，　 V 展開を基に し て ，ボ ゾ ン の

Hilbert空 間を切 断せ ず Hubbard 模型 と同程度 の計算 コ ス トで 実行で きる 方法 を紹介する ［34］．

　まず，Lang −Firsov変換 と呼ば れ る正準変換 を行 い ，式 （57）の 局所ハ ミ ル トニ ア ン か ら電子 と フ ォ ノ

ン の 結合項 を消 去す る．フ t ノ ン 変数 と して，X ＝（び 十 b）〈V2 と P ＝（bt− b）／Viiiを用 い る と
＊4

， 式

（57）は

　　　H 广 幽 摘 ）・ 卿 ・砦 ［（X ・ X ・）
2

・ P2］一
咢X3 一

睾 　 　 　 （58）

と表せ る．こ こ で
，
Xo ＝ （〜／T2λ／ω o ）（n ↑十 n

↓
− 1）と定義 した ．　 Xo は フ ォ ノ ン の 演算子 X

，
　P と可換で

ある の で ，フ ォ ノ ン 座標 に関する並進操作 X → X − Xo を行 うこ と に よ り， 電子 と フ ォ ノ ン を分離する

こ とがで きる ．こ の 正準変換を行 うと
， 局 所ハ ミル トニ ァ ン は

　　　 f々 ＝ eipx
° Hfemipx ・

　　　　　．．
幽 柳 、）． 砺 n

！　＋ 。 。… 一
λ
2

， 　 　 　 　 　 　 　 （59）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cao

と な る ．こ こ で
， μ ＝

μ
一λ

21
ω o ，

u ＝ u − 2λ
2
／ω o で あ る．電子 間 に フ ォ ノ ン を 媒介 と し た有効的 な引

力が 働 き Coulomb 斥力 U が 小 さ く繰 り込 まれ た の で あ る ．こ の 正準変換は 電子 の 演算子 と し て粒 子数

“4
こ の よ うに P を 定義 す る と，［X ，P ］需辺 と な っ て し ま うが，文 献 ［34］の 定義 に 合 わ せ る．
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nT ，　n ↓
の み を含み ，

こ れ と可換 な fff の f 電子部分 は 不変で あ っ た．一方，混成項は 落や ん を単独で

含み ， 正準変換 に よ っ て

　　　f2→ 君 ＝ ・
（λ！・ ・）（bL ゐ）f；，

　 f。
→ ん ； ・

一（λf・ ・）（b
†− b＞f。 ，

の よ うに変換 され る ，

　以上 の 正準変換に よ っ て新 しい 基底に移る と ， V 展開におけ る各配置 （qk， g島）の 重み P （9k ，q鳬）は

　　　P 伽 q急）・ ・　Pb（qiC， qA）PAM （Qk ， αk）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （60）

の よ うに フ ォ ノ ン 部分 と ！電子部分 に 分 離 さ れ る ．ス ピ ン の 添え字 は省略 し た．こ こ で ，PIAM （q島 q為）

は繰 り込 まれた パ ラ メ ータ ー U ，βを用 い た不純物 Anderson 模型の 寄与で ある． フ ォ ノ ン の寄与は

　　　Pb（qk， αL）＝ 〈eS
・ ・A （「 ・le）・・ぜ ・A （τ ・）〉、 ，

と表 され る ．Si は時刻 η の 演算子が生成 （消滅）演算子の とき＋ 1 （− 1）を取る もの とする．〈… ＞b は 自

由 フ ォ ノ ン に 関す る 統計平 均を表 し
，
A （r ）； （λ／ω o）（e

ω n τb†− e
『

ω 。Tb

）で あ る ．

　Pb（9iC，qk）は解析的に求め る こ とが で き

　　　P・・・… k）− exp ｛誉 ・卜・ ・）・

盡 、

Sis」（eL
”o （B− Ti ＋ Tj ）

・ ・細 1｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（61）

となる．以上 の よ うに フ ォ ノ ン の 寄与 Pb は ，　 Hilbert空間 を切 断す る こ とな く評価する こ とが で きる ．

また，Pb は解析的に得 られてお り PIAM に比べ て 計算時間 は無視で きる こ とか ら，非常に効率の よい 計

算方法で あ る とい える．

4．3　非平衡系 ［36，37】

　非平衡系の 摂動展 開で は実時間表示 の Keldysh形式が広 く用 い られて い る ［38−41］．こ の Keldysh形

式の 摂 動展開 に対 して GT −QMC 法 を適用 す る試み が行 われ て い る．一
言で非平衡 とい っ て も状況 は

様 々 で あ るが ，こ こ で は 相互作用 H
’
1 が t＜ 0 で ゼ ロ ，t ＞ 0 で

一
定 と い う状 況を例 に取 り，概 略を説明

す る．

　時刻 t に お ける物理量 0 の期待値 は

　　　（0 （の〉＝ Tr ［ρoeiHtOe
− iHt

］，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（62）

で与 えられ る．こ こ で ，ρo は t〈 0 の 定常状 態にお ける密度 行列で ρo
＝ e

一
βH ・

／Ty6
一
βH ・ によ り定義さ

れ る．上 式の e
± 盟 め

の 部分 を H ］ に関す る摂動展 開の 形 で表す と

　　　・・ （・）〉＝・　Tr ｛・・ ［・…xp （・ズ幽 ・t
’

・）］e
・H ・…

一・Hot

［T ・xpC ・庖 H ・（t
’

））］｝， ・63）

とな る ．こ こ で ，T （T ）は （逆）時間順序演算子 ，
　 Hl （t）‘ eiH ・

tHle − iH
・
t

は 相 互作用 表示 で あ る ．こ の

式で 0 ＝ 1 と した もの が ，虚時間形式の分配関数 の 表式 （1）に対応する ．したが っ て ，式 （63）の 指数部
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’ 2r 3’

」1　＝ ＝ 1　 ）

 
5 t4

　　t

図 20： Keldysh形 式 にお け る配 置 の 例 ．

分を展開する こ とに よ り，2 節 と同様 の 摂動展開を行 うこ とが で き る 、ただ し
， 指数が 2 箇所 に ある の

で ，図 20 の よ うな実時間軸上 の 閉経路 を考える点が 虚時間形式 とは 異な る ，U 展 開 ，
　 V 展 開 の 両方に つ

い て Keldysh 形式で の 定式化がな され て い る ．

　以 上 の ように，原理 的 に は虚 時間形 式 と同じように 重み付 きサ ン プ リ ン グ を行 うこ とが で き る ．ただ

し，こ の 方法 の 最大 の 問題点は負符号問題が避 けられな い こ とで ある ．閉経路 の右向き，左向きの それぞ

れに つ い て ，摂動 の ic次で は （±i）
le

の 因子が かか る の で （虚時間形式で は （− 1）
k
）， 負の 寄与が 必ず現れ

る ．摂動次数は t に 比例 して増加 し，符号の平均値は摂動次数 の 増加 と共に指数関数的に減少する．し た

が っ て
， 長時間の 物理量の 変化 を見 る こ とは困難になる ．こ の 困難を軽減する ため に，摂動次数を減 らす

工 夫がな されて い る ［37］．

4．4　熱力学量

　CT −QMC 法で 熱力学量を計算する方法 は い くつ か ある ．ひ とつ は 1粒子 Green関数か ら求める方法

で ある．内部 エ ネル ギ
ー

は 1粒子 Green関数に適当な因子 をか け て松原振動数で和 を取る こ とに よ り求

め ら れ る ［17］．比熱 は それ を温度で 微分す る こ と に よ り得 られ る．温度 To と T1 にお ける エ ネ ル ギ
ー

を

そ れぞ k・　Eo と El ，統計誤差 を △Eo と △E1 とす る と，比熱 σ と そ の統計誤差 △ 0 は

・膿 ≡籍　△ c − （△

響 
△ E ユ）

2

， （64）

に よ り計算さ れ る．温度間隔を小 さ くす る と
， 差分の 精度が 上 が る一

方で 統計誤差は大 きくな る．適当な

温度間隔を選ぶ の に 苦労する方法 で ある ．

　熱力学量 を求め る別の 方法 は，式 （2）の 分配関tw　Z を直接計算す る方法で ある ，分配関数を Z ＝

Z⊃xe＿o　Zk と表す とき，　ZiCの 相対的な値 p   ＝ Zk／Z は 図 11 の よ うに簡単 に求め ら れ る ．　 ZD は解析的

に計算で きる の で
， 原理的に は ，p（0）が 求まれ ば Z は得 ら れ る こ と に な る．と こ ろ が

， 図 11 の よ うな 分

布の 場合 ，
k ＝ O の配置は Markov 連鎖 に ほ とん ど現れ な い の で

，
　 p（0）を精度 よ く求め る こ と は難 しい ．

こ の 問題は Wang −Landau 法 と呼 1ごれ る方法 に よ っ て解決する こ とが で き る ［42］．　 Wang −Landau 法 の

基本的な考え方は ，因子 9h を用 い て Z 　＝ 　£ 91＝o　Zkgk と表 し，易 ＝ 為 ／9k に従 っ て重み付 きサ ン プリ

ン グを行 う と い う こ と で あ る．す な わ ち ， ．9k の 導入 に よ り ， 分 配 関数 へ の 寄与 が小 さい 配置 をあえて 訪

れ る よ うにす る わ け で ある．Zteが k の 低 次で 平坦 に な る よ うに 9k を調整すれ ば，　 k ＝ ・ 0 の サ ン プ ル 数

を増や す こ とが で き る ，9k の 調整法 に つ い て は文献 ［42］を参照された い ，
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5　 お わ り に

　不純物 Anderson 模型 を中心 に ダイ ア グ ラ ム 展開に 基づ く連続時間量子 モ ン テ カ ル m 法 の 定式化 とア

ル ゴ リズ ム に つ い て 述 べ て きた．こ こ で は ，煩雑 な表記 を避 ける ため最 もシ ン プル な不 純物模型 の 解説

に留め たが ，特 に ，セ グ メ ン ト表示 を用 い た V 展 開ア ル ゴ リズ ム は，密度一密度相互 作用 の み が あ る多

軌道系や ク ラ ス タ
ー系へ 比較的容易 に拡張で きる ．よ り

一
般 的な交換相互作用 を含む模 型に つ い て は，

Krylov部分空間法に基 づ くノ電子 トレース の 実用的 な アル ゴ リズ ム が有望で あり，
ヨ ーロ ッ パ とア メ リ

カ で は数値計算グ ル
ー

プを中心 と した組織的 な計算コ ー
ドの 開発 が着実 に 進 め られ て い る ．

　
一

方，CT −QMC 法は，電子一格子系，非平衡系 な ど電子系だ けに留 まらない 発展 を見せ て い る ［43］．い

うまで もな く摂動展開 の 概念自体 は．適用範囲が 非常 に広 く，同じ次数 の ダ イ ア グ ラ ム を うま くま とめ て 正

の 確率分布 を構成で きれば ， さまざまな場 面で の 応用が 可能で あろ う．もちろ ん
，

こ の 正定値性 とい うの

が難 しい の で は あ る が ．新しい 系へ の 果敢な応用 に向けて
， 本稿がそ の

一
助 と な れば幸い で あ る ．

付録 A　DMFT の概略

　古典系の 平均 場理論が空間次元無 限大 で 厳密 にな る こ と に習 っ て ，動 的な平均場 を用 い て 量子系 に一
般

化 した もの が DMFT で ある．平均場 理論 と同 じく DMFT もい ろ い ろ な導出法 があ るが ［121，こ こ で は

自己エ ネ ル ギ
ー

の 空 間依存性 を無視する 近似 として 紹介す る ［44］．なお．ボ ソ ン 系へ の 拡張に つ い て は

文献 ［451 を参照 された い ．

　以 下 の Hubbard 模型 を考 え よ う．

　　　H ・ 。b 一 Σ E魂 詼 。
＋ U Σ ni

↑
ni

↓
・　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （65）

　 　 　 　 　 　 　 鳶σ 　　　　　　　　 　　　　　 乞

Green 閧数は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　G σ （k，iWn）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（66）
　　　　　　　　　 iWn　一　Ek 　一　z

。 （k ，
　iω n ）

’

で ある ．

　まず，自己エ ネ ル ギ
ー

の 空間依 存性が無視で きる とす る．す なわち ， Σσ （k ，
iWn）〜Σσ （殉腸 ）．こ の近

似 の もとで ，式 （66）の空間平均は

　　　鯛 一伝 一纛 、
一

軌 い … 起 婀 　 　 　 ・67・

で あ る．G
σ （
’iWn）と Σσ（

’iWn ）か ら Dyson 方程式 を通 じ て キ ャ ビ テ ィ 9σ（編 、）を導入する．すな わ ち

　　　9。 （晦 ）判σ 。 （婦
一1

擢 。 （煽 ］
− 1

．　 　 　 　 　 　 　 　 　 　  

こ れ は，2，3 節で見 た よ うに仮想的な 不純物 Anderson 模型を考 え る こ と に等 し い ．与え ら れ た 9σ （iWn）

に 対 して，有効不純物問題 を適当な ソ ル バ
ー

で 解い て

　　　9σ （砺 ） ⇒ Σ
σ 伽 ，、）， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （69）
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自己エ ネ ル ギ ーを求め る． ソ ル バ ーに よ っ て は
， 自己 エ ネ ル ギ

ー
で はな くσ（iWn）の みが求め られ る ．こ

の 場合は Σ
σ （iω n ）＝ ・　9σ （加 の

一1 − （；σ （
’iWn ）

− 1
を介 して 自己 エ ネ ル ギ

ー
を求めれ ば よ い ．式 （67）， （68），

（69）を連立 して解 けば
， 平均場 9σ ＠ π ）または Σσ （iWn）が得 られ，式 （66）を通 じ て 格子系の Greel1関

数が 求め ら れ る ，

　式 （67）と不純物 Anderson 模型の Green 関数

　　　cL
“M

−

iWn ＿ 。 ・
〈

　　　 1

（乞ω 一 ・P 。 ）
− 1

＞ゼ Σ
。 （砺 ）、

’ 　 　 　 　 （・・）

に お い て ，1ω nl → oo の 極 限を考 え る と，Σ
σ （iWn）＝ΣS〕）十 ΣSi）／加 見 十 …　と して

（67・薫 ・
・E’｝E：xek

’

，f，
ete＞k

＋

Σ9’）＋ く需；，鱗 ・ … ，

・・駄 ・
・

監、
艶 ＋

Σ鞭

詳
＋ 殉∵ ， 　 　 ・…

を得る．両者が等 しい か ら

　　　Ef 。
一くE 磁 ，

　 V2　・・〈鴫 ド 〈E  ， 　 　 　 　 　 　 　 ・　 　 （72）

の 関係 を得る ．こ の 関係か ら ，
Hubbard 模型 の 有効不 純物 問題 にお け るパ ラ メ

ー
タ Efcr と y は元 の模型

の バ ン ド重心 とバ ン ド幅程度で ある こ と炉分か る．また，動的な平均場の情報は ｛Ep σ ｝で 表現 され る．

　同様の 考え方 を Coqblin−Schrieffer格子模型 に適用 し よ う．

　　　Hc ・L　・ ・　E 　Ekcl．
．

・1、，n ＋ Σ EfmX ・，mm ＋ 」 Σ 弓mC 配
X

融
・
鵬 ．　　　　　　　 （73）

　 　 　 　 　 　 　 km 　　　　　　　　　　　　　　im 　　　　　　　　　　　　　　　　im 肌
’

c 電 子 自己 エ ネ ル ギーの 空間依 存性を無視す る 近似で ，局所 cGreen 関数は

　　　G ・ m ・iWn・一ぐ＿ Σ誌。轟 〉、・　 　 　 　 　 ・74・

Dyson 方程式 9，、r，、（iWn）＝ ［G 。rn （iWn）
− 1

＋ Σ
。m （砺 、）］

− 1
に よ っ て キ ャ ビ テ ィ を導入 し，こ れ に対する有

効不純物問題 を解 い て 自己エ ネル ギ ーΣ cm （iWn）を求めれば よ い ．

　不 純物 Coqblin−Schrieffer問題 で は
， 本稿で も見 た よ うに，　 c 電子 の 自己エ ネル ギ

ー
よ りもT 行列 を求

め る方が直接的で ある．
’
］
「
行列 と 自己 エ ネル ギ

ーの 関係

　　　aam （iω n ）＝ 9cm（iω n ）十 9e  （iω n ）Σ cm （如 η ）σ ¢ m （iω n ）

　　　　　　　 ＝9cm（iWn）＋ 9，，m （観 ）tm（iω n ）9cm（iω n ），

よ り

　　　　　　　　　　　 tm（iWn）
　　　Σ cm （iLVri）＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （75）
　　　　　　　　　1 ＋ 孟隅 伽 の9。 m 伽 π ）

1

こ の 関係 か ら ，
T 行列 を介 して c 電子 の 自己 エ ネル ギ

ー
が得 られ る．自己 エ ネル ギ

ー
が分 か れ ば

， 格 子

系の Green 関数 も得 ら れ る．
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付録 B　高速更新ア ル ゴ リズ ム

　kxk の 行列 を M ； D
− 1

とする．行列 D に行 と列を追加．削除または行や 列の 置換 を行 い た い ．そ

の 結果得 られ る行列 D ’
の行列式 とそ の 逆行列 M ’

を 0 （k2）で 求め る公式 をま とめ て お く ［9，
46］．複数

行 ・列 に わ た る変更の場合，以下 を繰 り返 し用 い れ ば必要な公式が 得 られ る．

B．1m 行 と n 列 へ の 追加

　D の m 行に が 「）行 ベ ク トル ，n 列 に D （c ）列 ベ ク トル ，（m 、
　n ）に D （d）を追加する．すなわち

　　　　　　　　　Dl ，1 　 … 　 Dl，n ＿l　 Dlc）
　 Dl ，n 　 …　 D1 ，k

　　　　　　　　 Dm −
、，、

… D
個 ＿ 、

　 D 隠、
　 D

魁 ガ
・・ D

皿
一、，h

　　　De （呵 一 IDS「） ・・呷 DS
「11　 が d） D 勾） … 　D £

「） ．

　　　　　　　　　D
。、，、

… D
視 ，＿ 、 D橇） Dm ，n

… D
，岫

　　　　　　　　　ヱ）k，1 　 …　 Dk ，n ＿1　 D ！
c）
　 塊 ，η 　 t・・　 Dk ，k

行列式 の 比 と追加する行 と列を端 に移動す る と きに生 じ る 因子 （
− 1）

m ＋ n
をあ わせ て

　　　・鋸 ・ ・一・・
… 雫 警L ・… 一赱・F・購 ・

， 　 　 ・76）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i“

’＝1

で ある ．また
， 次の ベ ク トル と行列 を導入す る と

　　　馬 一 。 （昜，）らp 餌 、，
・、

一 。 ，鶉。、）螽砥 、
D 卵

）
， 畷 、

− M 、，、　・・A・ ・暁 茜 ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i・・1　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 ゴ＝1

De （m ・n ）の逆行列 は次 の よ うに表 され る．

　　　　　　　　　 M ｛
，
1　

…
　　M ｛

，
m ＿1　　 Ll

　　　　　　　　　fUJ4，＿1，1　
…

　M嬬＿1，m ＿i　 Ln − 1

　　　Me
（m ・n ）− R ・

… 　R ・・L− ・ 誌 。 ）

　　　　　　　　　 M ん，1　
…

　　MA ，m ＿i　　 Ln

　　　　　　　　　 ・M4
，上　

…
　　・MA ，rrt＿i　　 Lk

（m ，
n ）で は な く ＠，況 ）に挿入 されて い る こ とに注意 ．

八∬｛pm

MA ＿1隅

　 Rm

畷 ，隅

M 沌，m

…
　 M ｛．k

…
　 嶋 一1，h

… 　　　Rk

…
　 MA ，，

…
　 M 蘇

（77）
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B．2　m 行 と n 列 の 削除

　 D の m 行 と n 列 を削除する ．すなわち

　　　　　　　　　 D ユ，1　 ・… 　　Dl ，n ＿1　　 D1 ，n ＋ 1　 … 　　D1，te

　　　De 瞬 ）＝

Dm − ・，・
’” Dm − ・，・ 一・ Dm − ・，n ＋ ・

卩’ Dm − ・，k ，
　　　　　　　　　　　　　

…
　　 Dm ＋1，n ＿1　 Dm

＋ 恥 ＋ 1　
…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Drn＋1，k　　　　　　　　 Dm ＋1，1

　　　　　　　　　 Dk ，1　
…

　　Dic，n ＿1　　 D 師 ＋ 1　
…
　　 P

雌

行列式の 比 は

　　　　　　　　　　　　det ヱ）o （m ・n ）

　　　λ
e 幅   〉

≡ （
− 1）

m ＋ n

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝Mn ，，n
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 det　D

五）e （m ，n ）の 逆行列 は

　　　嶋
（鳩 一恥

一響轟 ・
’

，
i’ ・i＋ θ（i − n ）， 」

” − 」＋ ・〔ゴ
ーm ）・

ただ し，6（x ）・＝1 （x ≧ 0），
θ（x）＝ 0 （x く 0）．

B．3　m 行の 置換

　 D の m 行 を行 ベ ク トル D （「）で 置 き換えた もの を D ⇒ （m ・三）とする．行列式の 比 は

　　　… … ・
・

由 t

欝
＝）

一£ ・F・煽 ．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t＝ ユ

　　　砺
一

、。 毒読・F鴫 ， （砺 一 一・），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝　1

と して ，D ⇒ （m ，≡）の逆行列は

　　　鴫
〔… ）

一

λ鵲窪）
δ耐 岻 一 Rブ 砥 ・E −

・

B．4　n 列の 置 換

　D の n 列を列 ベ ク トル D ｛C）で 置 き換 え た もの を D ⇒ （＝両 とす る．行列式の 比 は

　　　・
・ ・… ，・ ）・

面 t

綜
鴻

一）ら輪 D卵
・．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴEl

　　　L 、
一

下 漏 ）ら砥 、
・卵

・
， （Ln −

一・），

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ詔1

と して ， D ⇒ ← ，n ）の 逆行 列は

　　　嶋
（綱 一

λ撫 ）
6’・，・ ・＋・LMn ，」　

m
　L ・

Mi ，」・

（78）

（79）

（80）

（81）

（82）

（83）
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B．5　 m 行 と n 列の 同時置換

D の m 行 を行 ベ ク トル D （「）で ，n 列 を列 ベ ク トル が c ）で 置 き換 えた もの を D ⇒ （m ・n ） とする．ただ

し，D   ＝Da
「）

＝ D 孵．行列式の 比 は

　　　… 些
det
離 L 党・ 鰍 。 翫 麟 。 ・酷 D …

煽
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i

，ゴ＝1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k

　　　Li − 一
λ⇒ 漏 Σ馬 P 辞

）
，　 R 戸

一
λ⇒ 漏 Σ pF ）

鳩 ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴー1　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 i＝】

として ，D ⇒ （m ・n ）の 逆行列 は

　　　鳩
〔脚 ）一

λ祟鑑）
6・

，
・
6
・，・n ・＋・L ・M ・ ，m ・

一
・L ・

Mi ，m ＋ A4
・ ，mRj

一
蜘 縣

（84）

（85）

付録 C　 T ＝ ： 土0 の サ ン プ リン グ

　y 展開の 7 サ ン プ リ ン グで は ， G （T 　＝・　±O）の 値 は別 に求め た占有数 を利用 して 精 度よ く求め る こ とが

で きた．しか し，物理量に よ っ て は 別 の 方法 を援 用する こ と が で きな い 場 合 もあ る ．こ の 付録で は，T サ

ン プ リ ン グ の み か ら ア 豊±0 の 値を求め る方法 を説 明す る．

　Fermi 粒子 の Green関数で T ＝ 0 で の と び の 大 きさが分か っ て お り，さらに G （T ）＝ a （β
一7）の 関係

が ある場合に は
， 精度 よ く求め る こ とが で きる ．とび の 大 きさを

　　　α ＝ ： σ（丁 ＝一
←0）− G （T ＝ − 0），　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（86）

とす る （1 粒子 Green 関数で は a・＝ ＝ − 1）．こ の とき，　 T ＜ 0 ある い は T ＞ 0 の どち らか の G （T ）を a だけ

シ フ トすれ ば，Green 関数の 不連続 は な くな り，ま た ，　 T ＝ 0 で の 1 階微分 は 条件 θ（T ）＝ a （fi　一τ ）か

ら ゼ ロ で ある．したが っ て ， G （T ＝ 士0）は区間 ［0， △T ］と 【
一△T ，O］にお けるサ ン プリ ン グか ら

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　G （T 　＝1　± O）＝
蚕
［a （△ r ／2）＋ σ（

一△ ・ ／2）± ・11　 　 　 　 　 　 　 　 （87）

の ように 求め られ る ．実際の 計算で は，最初か ら T ＝ O を挟 む区間 ［一△T
、
△T］で サ ン プ リ ン グして も

よ い ．

　G （T ）二（：（s3　
− 7 ）の 関係が な く，と び を取 り除 い て もなめ らか な関数で ない ときは，上記 の 方法では

精度が 悪 い ．ま た
，
Fermi 粒子 Green 関数 の 非対 角成分 や B 〔）se 粒子 Green 関数 は

，
　 r ； 0 の 境界 で カ

ス プ状に な っ て お り，
上記 の 方法は使 えな い ．こ れ ら の 場合，区間 ［O，△τ］の サ ン プ リ ン グか ら 7 ； ＋ 0

の 値 を求め なけれ ばな らな い ，その た め の ひ とつ の 方法 と し て
， 区間を ［o， △τ ／2】と ［△ T12 ，

△ τ ｝に 分割

し，そ れ ぞれ の 区間で 求め た値か ら直線外挿する こ とが 考え ら れ る ．こ れ は 図 21（a）の 重み w （丁 ）で サ ン

プ リン グ す る こ と に相当す る ．よ り精度の よ い 方法は，重 み を連続的 に変化さ せ る もので あ る，重み と し

て 殉 一 ・ ・ 朸 の 形 を仮 定 し，ガ
ア

4・ 切 ω 一・ と ガ
7d

… ω 一〇 を課す と

　　　lt）（・ ）一麝［
一・i ・ ・］，　 　 　 　 　 　 　 　 （88）
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となる （図 21（b））．こ れらの 方法 を使 うときは，求め て い る物理量が区間 ［0，
△τ｝で 直線近似で きる程度

に △ 7 を小 さくしなけれ ばな らない ．あまり小 さ くしす ぎる と，サ ン プ ル 数が減 り統計誤差が大 き くな

るの で 注意 が必要 で あ る．

（a）

3／△T

T

（b）
41△nc

△f

0

一2！△τ

T

図 21： τ
＝ ＋0 の サ ン プ リ ン グ に お け る重 み w （τ）の 例 ．

　以上 の 方法 は，2 つ の 変数 τ1，T2 に対 して 同時に極 限を取 る場合 に も拡張で きる ．こ の 操作 は V 展

開で 行列 M か ら 2 体相 関関数 を計算す る際 に必要に なる （式 （40））．図 21（a ）の 2 変数 へ の 拡張は図

22（a）で 表 さ れ る ．こ の 重 み に よ る サ ン プ リ ン グ は
，

T1 ＝ 72 上 の 2 つ の 点か ら直線外挿す る こ と に 対

応する ，式 （88）の 方法 も2 変数へ 拡張 で きる ．重み と して w （τ1 ，
τ2）・・ a （Tl ＋ 72 ）＋ b の 形 を仮定 し，

广 d・、d・，・w （・ 1 ，
・、）一 ・ と ガ

7d

・ 、翻 1晦 ，
・，）・・O を課す と

u ・（・・1T2 ）一

（詰）
， ［一・守 ・ ・］， （89）

が得 られ る （図 22（b））．1 変数の場合 と 同様 に ，
△ T を小 さ くす れば直線近似 の 精度は 上 が る が ，

一方で

サ ン プ ル 数が減 り統計誤差 が
．
大 きくな る の で 注 意が必要 で ある ．

（a）

： 1

6ノムT2

△T △T

（b）

△：

7f△：
2

一2／△τ

△τ

T2 τ

＿Sl△T2

t2

図 22 ： Tl ＝T2 ＝十 〇 の サ ン プ リン グ に お け る 重 み w 〔Tl ，T2 ）の 例 ，
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