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〈展望 ・解説〉

線 形 計 画 法 の 現 状

今野 浩
＊

は じ めに

　今 年は，1947年 に ジ ョ
ージ ・ダ ン ツ ィ ク が 単体法の

原型 を発表し て か ら満四 十周年とい う節 目 の 年 で あ

る．線形計画法の ア ル ゴ リズ ム は，50年代に は 改訂単体

法 や 有界 変数 法，60年代に は 分解原理，積行列法，
一

般

化有界変数法，そ して 70年代に は LU 分解法，ネ ッ ト

ワ
ー

ク 単体法 ， 楕円体法 な ど と10年 ご とに 装い を 新 た

に し て きた （こ れ らに つ い て は 線形計画法の 基本的教

科書
5・6・2s ）

を 参照 され た い ）が，80年代半ば に Karmar ・

kar の 射影変換法
L7〕が 登場 した の をぎっ か けに ， 専門

家 の 間に 線形計画法の 新た な 飛躍 を期待す る ム ードが

高 ま って い る ．

　単体法が 凸多面集合 の ヘ リをた どる 方法で ある の に

対 し て，Karmarkar 法 （以下で は K 法 とい う） は そ

の （相対的）内部を 進 ん で ゆ く方法 で あ る．こ の よ う

な 「内点法 」 は，実は 1954 年に Frlsch8）に よ っ て 提案

されて い た が
， 線形計画問題の 解法 と し て は 誰も本格

的 に 取 り上 げな い ま ま歴史 の 中に 埋 もれて い た ．それ

が 30年後 に 突 然 噴火 し て，40年間 不 動で あ っ た
“
線形

計画法 イ コ ール 単体法
”

の パ ラ ダ イ ム を 揺が し は じめ

た とい うわ けで あ る．

　K 法に よ っ て 新 らしい 可能性 が 拓か れて 以来， 筆者

が 知 る 限 りで もすで に 1 ダース を越 え る 内点法 が発表

され て お り，若い 優秀 な世代 が続 々 と こ の 分野 に 参入

して い る．これが クー
ン がい うとこ ろ の 本格的なパ ラ

ダ イ ム 変革 に つ なが る か ど うか を 現時点で 見極 め る こ

とは 難 か しい が，と もか くこ れ が一
時の 流行 で 終 る も

の で ない こ とだ け は確 か な よ うで あ る．

　
一
方，追われ る立場 に 立た さ れ た単体法 （組合わ せ

的算法）の 側ICも，80年代 lc入 っ て い くつ か の 新 ら し

い 展開が み られ る，確率 モ デ ル を 用 い た 単体法 の 平均

反復 回 数の 分析，精密な イ ン プ リ メ ン テ
ー

シ ョ ン 技術

Recent　Advances　in　Ltnear　Prograrnming．　By 　Hireshi

Konno　（Tokyo　Institute　of　Technology，　Faculty　of

Englneering）
＊ 東京工 業 大学 工学部

に よ る分解原理 の 復活 ， 単体法の 組合せ 論的側面 を 抽

象 した有向マ ト 卩 イ ド理 論の 発展，ネ ッ ト ワ
ー

ク問題

le対 す る 強 多項式算法な どがそ の 代表的な も の で あ

る ．

　そ こ で 本稿で は，こ こ 数年の 線形計画法の 計算法 に

お ける 新ら し い 動きの 中か ら，筆者の 知 る範囲 で 重要

と思わ れ る も の を い くつ か 紹介す る こ とに し よ う．

1．　線形計画 問題 と内点法

　内点法 の 出発 点 とな っ た K 法 そ の もの に つ い て は ，

す で に あち こ ち で 解説 〔例えば 23），
34），

35）〕が 出 て

い る の で 詳細 は そ れ らに 譲 り，以下 で は そ の 概略を 述

べ た あ と，K 法以後の 内点法の 中か ら代表的な もの 3

つ を 紹介 す る．

　1．1　 K 法 の 概略

　K 法は次の 形 に書 か れ た 線形計画問題 ：

　　　最 ノ亅丶｛ヒ　z ；　ctar

　　　条 件 Ax ・＝O
，
　 etx ＝1

，
　 x ≧ 0 　 （1．1）

を解くた め の 方法 で あ る．こ こ で は AERmxn （rankA

＝m ），et＝（1，1，・・…・，1）ERn で あ る もの と約束す る．

　一般 の 線形 計 画 問 題 を （係 数 行 列 の 疎 大 性 （sparsity ）

を 損わ ず に ）（1．1） の 形 に変換す る方法 に つ い て は ，

31），32）などを参照 して 頂 ぎた い ．以下 で は （1．1）の

実行可 能領域 を

　　X ＝ ｛XERnlAx ＝＝0
，　et

・
　：
＝1

，　∬ ≧ 0｝　　　　（1．2）

と書い て お こ う．

　K 法で は次 の 2 つ の 条件を仮定す る ：

　　（i＞ す べ て の 成分が 正 で あ る X の 点 X
°

が 与え ら

　　　　れて い る．　　　　　　　　　　 （1．3）

　　〔血） min ｛cts　［　 CEX ｝＝0　　　　　　　　 （L4 ）

前者 は単 な る技術 的 な 仮定に すぎな い が，後者 は （実

質的 に 問 題 （1，1） が解けて い る こ とを 仮定す る わ け だ

か ら）当初は か な りきつ い 条件とみ られ て い た．もち

ろ ん （1，1）を そ の 双 対問 題 と組合わ せ れ ば，条件  を み

た す よ うに 問 題 を書 き直す こ とがで きる が，そ うする

と問 題 の サ イ ズ が大幅に 拡大され るた め ， 大規模問題

の 解法として は 現実的で な くな っ て し ま うの で あ る．
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（こ の 難点 を 取 り除 く方法 に つ い て は 後述す る）

　 K 法 で は X の 点 mO ＝ （£ ｝，・・．’，  xPi ）＞ 0 が 与え ら れ

て い る もの と して，

・や・1）　　 （1・・）

を 用 い て 変数 躍 に 射影変換 ：

　 　 　 　 　D −lx
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1，6）　 　 シ

＝
　 　 　 　 etD

−lx

を 施す，す る と問題 （1．1）は

　　跡 ・ 畿 　 　 　 （L ，）

　　 条　件　ADy ＝O，　 et　
’
y　・＝　1，　 y ≧ 0

と変形 され る．D の 定義か ら 明ら か な とお り，
　 X 空間

の 点 x
°

は 〃空 間 の 点 e ／n に 射影 され る．

こ こで ，目的関数 の 分子 （Dc ）
ey

を 最小化す る方向ベ

ク トル
ーDc を超 平 面

　　 y＝｛yiAl ）y ＝0，　ety ；1｝　　　　　　　　　　（1．8＞
の 上 に 正 射 影 し て，長 さ 1／v

［h
”
（E− 1）の ベ ク ト ル ρを

生 成す る．そ して 適当な ス テ ッ プ サ イ ズ α ＞ 0を 用 い

て

　　1／
1＝（1／n ）e 十α

・P 　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．9）

とお き，
こ れ を x 空間 iC逆射影 して X の 点

　　 ヱ
1孚D 穿

L
／eり y

！
　　　　　　　　　　　 （1．10）

を生成 す る．以下新 た な点 ゴ と X
°

考 え て 同 じ ス テ

ップ を 繰返 す の で あ る ．

　 こ の よ うに す る と ♂ は 次第に 最適解 諾
＊

に 近づ く

が，♂ が 壌界 に 近 づ い て も射影 さ れ た ベ ク トル yk ＝

⊥
， は 境 界 か ら遠 く離 れ て い る の で ，y 空 間 で は 方 向

n

ベ ク トル や ス テ ッ
プ サ イ ズ の 選 び 方が ぎ ゅ うくつ に な

らない の が 特徴 で あ る．

　実際， Karmarkar は 上 の 方法で α
；lf4 とお くと

各 ス テ ッ プ で 次 の ポ テ ン シ ア ル 関数 ：

　　ル ）＝
。 1。 面 一£ 。 戸 1。 ＿（翻 三．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j＝1　　　　　 ∬ 1．「 2
’”

Xn

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （ユ，11）

が δ（≧ 0．108）だ け減少 し，そ の 結果第 κ 回 目 の 反復

で 得られ る 解を ♂ とす る と

　　 c
！

xk ≦ ct　vo　eXP （
− kδ！n ）　　　　　　　　　　　（L12 ）

が 成立す る こ とを 示 し た ．

　こ れよ り，K 法は 栄光ある
“
多項式 オ

ーダー”

の 解

法で あ る こ とが 示 され る の で あ る が，こ の 算法で 最も

手間を食うの が方向ベ ク トル P を 生成す る 部 分 で あ

る ．こ こ で

　　M 一  　 　 　 　 　（・ ・3＞

Ax
−
o

AD ド
；．O

　 　 　 　 ii

！
7

鱗 難
「
一

　 　 ！

一Dこ

　 」レー．
．e　n 「’
　 　 y1二e

「
n ÷ 叩

図　 1

とお く と

　　戸＝＝ 一（1− M ε
（MM り

一iM
）Dc

で 与 え られ るが ，

る と ma 回程度 の 手 間 が か か る ．

MM ‘

は一
般に 稠密だ か ら，

て 高価な もの に な っ て し ま うの で ある．

　1．2　K 法そ の 後の 展開

　Karmarkar は ，

（1．14）

こ の 計算を ス ト レ ー
トに やろうとす

　　　　　　　 A が疎 で あ っ て も

　　　　　こ の 部分の 計算 は ぎわ め

　　　　　　　　　こ の ア ル ゴ リズ ム が 単体法 よ り数

十倍程度速 い こ とを 84年以来
一

貫 して 主 張 し続 け て い

る （85年春の ORSA ／TIMS ，85年 8 月 の 国 際数理 計

画 法 シ ン ポ ジ ウ ム 等 ） が，そ の 実 験 環 境や 途 中経 過 を

公表 し なか っ た た め ，当初専門家の 間に は そ の 結果を

疑問視す る 向きが 多か t
；，た ．

　因 み に，1984年秋に J．Tomlin 陪2）
が体系的 な フ ォ ロ

ー・ア
ッ

プ 実験 を 行 っ て い る が ， 制約式 100本，変数

200個 程 変 の 問 題 群 を解 い た 結 果，

（i）

｛ti）

K 法は （直線探索に よ っ て ス テ ッ プサ イ ズ α を

決め て や っ て も）単体法 1・C 比べ て か な り遅 い ．

特に ρ を 生成す る ス テ ッ プは きわ め て 高価 で あ

り，効率的 な近似法を開発しなければ単体法を

凌駕す る こ とは 難か し い ，

K 法が収束す る まで に 必要 と され る 反 復 回 数

は ，問題 の サ イ ズ が 大ぎくなっ て も余 り変化 し

な い ．こ の 結果K 法 は 当初予想した ほ どに は遅

くな い ，

とい う主 旨の 報告 を して い る．

　 さ て 85年 に な る と，まず Todd −Burrel13Dに よ っ て

K 法 の 第2 の 仮定（1．4）を 取除く方法が提案された．

そ れ を 説明 す るた め，（Ll ）の 双 対問題 ：

　　 最 大 化　　　 v

　　条 件 Attt＋ ev ≦ c 　 　 　 （1・15）

を導入 しよ う．容易に 確 か め られ る とお り，任意の べ
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ク トル UERm に 対 し て

　　 τ
＝rnin （c

− Atu ）丿　　　　　　　　　　　　　　　（1．16）
　 　 　 1≦丿≦n

とお くと （u ，
v ）は （1．15）の 実行可能解 とな っ て い

る，し た が っ て 双 対定理 に よ り

　　 v ≦ nlin ｛ctx レむξX ｝　　　　　　　　　　　　　　　（1．17）

で あ る．そ こ で ♂ が生成 さ れる た び に うま く双対問

題 （1．15） の 実行可能解 （ガ ， τり を 計算 して （詳細 は

31）参照 ），こ の が を 用 い て ポ テ ン シ ア ル 関数を

　　五（m ）＝n 正n （〜記
一が ）

一
Σ Xj 　　　 （1．18）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 」＝1

と定義 し な お す．そ し て ，こ の ポ テ ン シ ア ル 関数に 対

して K 法と全 く同 じ手続きを あて は め る と，（1．1）の

最適解 x
＊

に 対 し て 次 の 不等式 ：

　　 （ct　
：
iC　− ct　：：

＊
）≦（ctxo

−
ctx

＊
）exp （

− kδ1n）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1．19）

が成 立 し C歴 一→ctx
＊

となる ， とい うわけで ある．

　 同様 の 結果は ，ほ ぼ 同 じ時期に 東工 大 の 小島氏に よ

っ て も得 られ て い た が，同 氏 と埼玉 大 の 刀根氏は 85年

以来本格的な共同研究に 着手 し ， 様 々 な 結果を 得て い

る
20・21・33）．そ して 最近の 論文

24 ］で は，

　（イ〉 共役勾配 法 を 用 い た P の 近似手法

　（ロ） 上 で 述べ た 双対変数の 利用

　 （iS 最適解で 値が 0 となる 変数の 早期検出

　←） 基底形 式表現 の 利用

な どを 組込ん だ 改訂 K 法を イ ン プ リ メ ン トし て ，Avis

−Chv丘tal3，の ラ ン ダ ム LP

　　 最大化　etc

　　 条　　件　　Ax ≦ 10000 　（AER
「nxn

）　　　　（1．20）

　　　　　　 x ≧ 0

（A の すべ の 成 分 は 1 か ら1000の 範囲 の
一

様乱 数） に

対 して 実験を行 っ た 結果 ， 必要 とな る反復回数は 沸 が

ふ え て も余 り変化 せ ず，mb9 　100 を 越え る あた りで 改

訂K 法が 単体法 の 効率 を上 廻 る とい うこ とを 報告 し て

い る．現在の と こ ろは ， 係数行列 が疎 な 場合 に つ い て

は 単体法の 方が 速い とい うこ とで ある が，大型問題に

対す る 今後の 展開が楽 し み で ある．

　1．3Gill−Murray −Saunders−Tomlin −Wright

　　　 の 方法

　一般の 制約付き最小化問題 ：

　　 最 ノ亅、イヒ　ーf（x ）

　　 条　　件　　ht（x ）二〇，　ε＝1，　…
， ηじ　　　　 （1．21）

　　　　　　 9j（m ）≧ O，ゴ
＝1，

…
，
1

の 解法 とし て 古くか らよ く知られて い る もの に

　　 9t（xo ）＞ 0，丿コ 1
，

…，1

を み た す xO が存在す る 場合 に 適用 可 能な 内点罰金法

が あ る．こ の 方法は ，正 の パ ラ メ ー
タ r を 用 い て 不 等

式制約 を 目的関数の 中に埋 め こ ん だ 罰金関数 ：

　　F（a：：r ）；／（x ）＋ r Σ ln（1／9j（x ））
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ji1

を導入 し，こ れ を 目的関数 とす る 問題

　　i　　 最iJ、イ匕　F （．r ： r ）

　　 条件 　　ht（x ）＝0，　 i＝1，…，
m

の 最適解を x （r ）とす る と

　　＝
＊ ＝lirn・x （r）

　 　 　 　 ア→o

（1．22）

（1，23）

（1，24）

が もとの 問題 の 最適解に な る とい う性 質 を利 用 して い

る （こ の 詳細に つ い て は 例え ば 22）を参照 ）

　 線形計 画 問題 （1，1）に こ の 考 え を適用す る と，（1．

23）は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　 最 小 化 F （x ： r）　・＝　ct ∬
一　r 　lnΣ X 」

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j11

　　　条　件　Ax ＝O

　　　　　　 e
・

a，＝ 1 　 　 　 　 　 （1・25）

と書け る．ス タ ン フ ォ
ー

ド大学の Gillm ら は こ の 問題

の 目的関数がK 法 の ポ テ ン シ ア ル 閧数 と良く似て い る

こ とを 手掛 りに 分析 を行 っ た結果，標準的 な 内点罰金

法 の 枠組 の 中で K法 の 再 構成 が可 能 で ある こ とを示 し

た ，

　 い ま問 題（L1 ）の 1つ の 実行可能解 ♂ が与え られ

た もの とし，

　　 x
＝げ 十d　　　　　　　　　　　　　 （1，26）

とお い て F （x ： r ）を ♂ の まわ りで 2 次 の 項 まで テ ー

ラ
ー
展開す る ：

　　F （x ： r ）＝ F （♂ 十d ：r）

　　　　　　≒ F （♂ ： r ）十 7F （♂ ：r ）d

　　　　　　　＋診 F・F （・… ）d

次い で こ の 近似式を 目的関数 とす る 2 次計画問題 ；

　　最小化 VF （… r ）d＋壱d‘P ・F （♂ ・ r）d

　　 条 件 A （xiC十 d）； O

　　　　　　 et （a ：
it
十 d）＝ 1　　　　　　　　　　　　　（L27 ）

を解 い て そ の 最適解を ♂ とお き，パ ラ メ ー
タ ak ＞ 0

を 用 い て，

　　 s「
iC＋ 1＝＝x

κ
十 α κ4κ

　　　　　　　　　　　　　　　　（L28 ）

を新た な解 とす る．こ の よ うに して ゴ
刊

を定 め る 方

法は 内点罰金／ ニ
ュ
ー

トン 射影法 と よ ばれ て い る が，

こ の 方 法 で r と cril を 適 当 に 選 ぶ と，　 K 法 と 同一の 点

列 ガ ，左＝ 1，2，…が 生成 され る とい うの D：　Gillらの 得

た 結果 で ある．

　か くして，K 法は 射影変換 とい う馴染み の 薄い 道具

を 用い る こ と な し に ，古典的 な 内点罰金法 の
一

種で あ

る こ とが 示 され た の で ある が
， 内点罰金法 に 関して こ
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れ まで に 蓄積 さ れ た 様 々 な理 論 的 結
．
果 を 利用 で き る こ

とや，パ ラ メ ー
タ　（r，a κ）の 選 び 方 に 自由度 が あ るの

で ，今後の こ の 方 向で の 展開 が 期待 され て い る ．

　なお，（ユ．27）の 最適解 dk は 次 の 方程式

階
’

魍 ［でN叩
の

〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1．29）

を 解 くこ とに よ っ て 得 られ る が ，
こ れ を い か に うま く

解くか が こ の 方法の 効率化 の 決め 手 とな る．

　Gill らは m 　 ＝ 300，　 n ・・500程度 まで の 問題 に 対 し て

精密 な数値実験を 行 っ て お り，特定の 問題に 対 して は

標準的 な LP コ
ー

ドで ある MINOS 　5．0と 内点 ペ ナ ル

テ ィ ／ ＝ ユー
ト ン 射 影 法が ほ ぼ 同程 度 の 効 率 を示 す こ

とを報告 し て い る．そ して 大 型 問 題 に 対 し て Karmar−

kar が言 うよ うな驚異的な ス ピードを実現す る こ とは

困難 で あ る とし な が ら も，特定 の 問 題群 に 対 し て は 栄

体法 は し の ぐ可 能性が あ る と述 べ て い る の は 大変興味

深 い ．

　1．4　Adler−Karinarkar −Resende −Veiga の 方法

　 K 法 で は 射影変換 とい う武器を用 い て X の 点 xo を

Y の 点 yO＝θ海 に 移 しか え た．し た が っ て ，仮に ＝
O

が X の 境界面 （a；j
＝0

，
1 ≦ ゴ≦ π ）に 近い 点 で あっ

て も， ？yO は Y の 境界 面 （yj≡O，1≦ ゴ≦ η ）か ら離

れた 点 とな る か ら，ポ テ ン シ ア ル 関数 を 減 らす に あた

っ て 方向ベ ク トル や ス テ ッ プ サ イ ズ の 選び 方 に 自由度

が保た れ る の で あっ た．こ こ で述 べ る Adler ら の 方

法
2）

は，ス ラ ッ ク 変 数 の 尺 度変換 とい うあ りき た りの

手 法に よ っ て，K 法 と同 じ こ と を実現 し よ う とい う方

法 で あ る．

　 こ こ で は 線形計画問題を 次 の 形

　　 最 ノ亅、イ匕　2 ＝ctc

　　 条 件 且 嚔 ゐ 　 　 　 　 （1・30）

に 書 き，A 〔Rmxn （解 ≧ η ）で そ の 階 数 は 列の 数 η に 等 し

い もの とす る．ス ラ ヅ ク変数 ∫ を導入 して 問題（1．30）

を

　　1　　 最 ノ亅、イ匕　X ＝C
（
X

　　隆 件 A 。
一

、一い ≧ 0 　 　 （ユ・31）

と 書 き直 して ，こ の 問 題の 実行 可能解で

　　Axk −
sk ；b

，　5
κ

＞0　　　　　　　　　　　　　　　（1．32）
を み たす もの （す な わ ち A ♂ ＞ b を み た すもの ） が

求 ま っ て い る もの と し よ う．

　次 に ，ス ラ ッ ク 変 数 si を 魂 で 割 っ て ス ケ ー
ノレ変

換 を施 した 新た な変数 ：

　　ort＝St／∫を，　 i＝1
，

…，　m 　　　　　　　　（1．33）

を 導入 す る ．こ こ で

圦 一
（
1〆sl

　　　　　l／sS，）
とお け ば，

　　Zt＝DkS

と書け る か ら，

は

（L34 ）

（ユ．35）

．FD 王
1i

‘ を （1．31） に 代入 す る と問題

1最小化 訂 ＝ctx

l条件　　Aa ／
− P 冨

］

u ＝b，　 u ≧ 0

と書き改め られ る，

　　zノ＝e＝＝（1，1，

こ こ で

…
，
1）t

（1、36）

（1．37）
とお け ば （♂ ，

uk ）は こ の 問題 の 実行 可能解で あ る，

そ こ で 次 に 8ガ 刊

く σ
「
ゴ とな る実行可能解 ♂ →

．1
を

求め る た め ，パ ラ メ ー
タ ak ＞ 0 を 用 い て

　　（ck
−1，　uA

’＋ 1
）；（魂 ぞ‘り＋ α 此 （が，　g り　　 （1．38）

とお い て み よ b．（a／
iC＝1，　ttk

＋ 1
）が （1，37）の 実行可能

解で ある た め の 条件 は

　　1）κAρ
κ 一qk＝0 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．39）

で あ る，こ れ よ り

　　A り 1．4〆＝ADkqic

だ か ら

　　pit　＝＝（AtD竃A ）
−1Al

）κゲ　　　　　　　（1．40）

とすれ ば （1．　39）が み た され る．こ の 式を用 い る と

　　♂♂
「L

・
1
が ＝

α 、ゆ 』 α 、♂（A り 鋤
一IAD

、，qiC

とな る が，こ れ を 最も大 きく減らす向きに グ を 選ぶ

と

　　グ＝− D 認 （A ‘DIA ）
−1c

　　　　　　 （工．41）

を 得 る ．

　こ れ に よ っ て （が，ゲ）が 決まっ た の で ， あ とは eXk

を 定め れ ば 次の 点 （rk
｝ t
，　sk

＋ 1
）が 決 ま る．　 Adler ら

2）

は

　　α
＊ ＝max ｛alA （xk 十 crpk ）≧ 0｝　　　　　（1．42）

とお い て α it を O．9 α
＊

と O。99 α
＊

の 間 の 適当な 値に 設

定 して 数値実験を行い ， 先述の MINOS に 比べ て 3

倍程度速 く答が 得 られ る と報 告 し て い る ．

　こ の ア ル ゴ リ ズ ム で も，p”
を計算す る ス テ ッ プを

効率的に 行 うこ とが必要で あるが，全 く種も仕掛け も

な い こ の よ うな方 法 が 単体法 を精密 に イ ン プ リ メ ン ト

し た MINOS コ ードを上 廻 る とい うの は 驚きで ある．

しか し，こ の 方法に つ い て は まだ 収束性 等に つ い て 余

り詳しい こ とは 分 っ て い ない よ うで ある．

　1．5　伊 理
一

今井の 乗 法 的罰金 関 数法

　最後に ，数ある 内点法 の 中で も最も直接 的 な 伊理一

今井の 乗法的罰金関数法
le）

を簡 単に 紹介 し よ う．

　こ の 方法も，筋項 と同 じ形 の 線形計画 問題 （1．30）を

対象 とす る もの で あ るが，こ こ で は 問題を
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　　 fi，J丶イ匕　 x ＝ ct　c

　　 条 件 α ぱ ≧ α 、o拶＝1
，

…
，

m 　 　 （1．43）

と書い て お こ う．

　以 下 で は 簡 単 の た め ，こ の 問 題 の 実行可 能領域

　　X ；｛： ；ERn 　lα t．x・≧ crtO ，　i＝ 1，…，π乙｝　　 （1．　44）

は 有界 で，そ の 内部

　　x ° ＝｛：ERn 　1α tX ＞ α LO，　i；1，…　，　m ｝　　　（1．45 ）

は 空 で な い もの と仮定 す る．こ の 場 合もち ろ ん （1．43）

に は 最適解が存在す るが K 法 の 場合 と同様

　　 ctx
＊・＝・・min ｛ct　cifirEX ｝＝ 0 　 　 　 　 （1．・46）

で あ る もの と し，さらに 簡単 の た め

　　ct ：＞0
，
　 VxcX

・J
　　　　　　　　　　　（L47 ）

を 仮定す る ．

　さ て，こ れ らの 条件 の 下 で X °

上 で 次の よ うな関数

　　　　　　　　れ
F （x ）＝ （ctx ）

m ＋ L
〃 7（αμ

一
α LO ）

　 　 　 　 　 　 　 t＝童

（L48 ）

を 定義 し よ う、 X °

上 で は こ の 式 の 分母
・
分子 は と も

に 正 だ か ら F （X ）の 値 は 正 で あ る が，X
°

の 点 記 が 謎

｝こ近づ くと F （x ）は 0 に 近 づ く．なぜ な ら x → x ＊ の

とき分母 ・分子 ともに 0に 近づ くが，分子は 0 に近 づ

く式を m ＋ 1 回 か け合わ せ て い る の で ，仮に すべ て の

i　trこ対 し て α tX
− a’t。

→ 0に な っ た と して も，分子 の 方

が速く 0に 近づ くか らで あ る，ま た X は 有界だ か ら，

F （x ）→ 0 の ときに は ctx → 0 で あ る．し た が っ て

（1．43） を解くた め に は，F （躍 り→ 0 とな る X °

の 点

列 xo ，　xl …を求め て やれ ば 良い ．

　 とこ ろ が，実 は 面白い こ と に F（x ）は X °
上 で凸関

数 と な る こ とが示 され て お り，こ の た め F （a：）を X °

上 で 最小化す るに あた っ て こ z
一 トン 法な どの 収束 の

速い 方法を使えるの が こ の 方法 の 特長で あ る．ま た ，

最近 Imaii5） は ユ ニ ーク な 双対理 論 を 用い て ，　 ctx の

最小値がゼ ロ で あ る とい う仮定 を取 り外す こ とに 成 功

して お り，Av 三s−Chvatal の 問題 （1．20＞に こ の ア ル ゴ

リズ ム をあて は め る と，反復回数 は 47 に 比例す る程

度で しか ふ えな い こ とを報告 して い る．

2．　 単体法の 新展開

　内点法 の 紹介が終 っ た の で ，次 の 単体法 に か か わ る

最近 の 結果を紹介 し よ う．

　2．1　単体 法 の 平 均反復 回 数

　単体法 は 過去40年 に わ た っ て 最適化手法 の 基 本 と し

て 君臨 し て きた が，そ の 原因は ひ とえに そ の 驚異的な

効率 の 良 さに 求 め られ る．た とえ ば 線 形 計 画 問 題 を 標

準形 の 問題 ：

　　 最 fJ 、イ匕　x ＝ ct＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．1）
　　 条　件　Ax ・＝ b，ヱ ≧ 0 （A 　E　RM ’n

＞

の 形に 書くと，実用 上 の ほ と ん どの 問題が （フ ェ
ーズ

1 を 含め て ） 2 皿
〜3m 回 程 度 の 反復で 解けて し ま

う とい うこ とで あ る．と こ ろ が，そ の 一方 で Klee−

Minty の 問題
19〕と よ ば れ る次 の ク ラ ス の 問題 ：

　　 最ブくイ匕　x ； 　Σ 10n
一
丿
XJ

　 　 　 　 　 　 　 　 j一L

　 　 　 　 　 　 　 れ

　　 条 件 2 Σ 10i
’
）
Xj 十 ．re ≦ 100z

’1
，　i＝1，…，　n

　 　 　 　 　 　 　 I＝1

　　　　　　 ヱ r
丿≧≧0，　ノ＝1，…　，n 　　　　　　　　　　（2，2）

に ，原点 x
＝0 を 出発点 と して 通常の 単体法を 施す と，

実行可能領域 の す べ て の 頂点 （基底解）が生 成 され る

こ とが 知 られ て居 る，

　一
般 の n 変数   不 等式で 定義される多面集 合の 頂 点

の 最大個数 は

礁 〕腔 ゲ〕）
で 与え られ る か ら

26 ’
こ れ ら の 頂点 の す べ て を 生 成す る

可 能 性 の あ る単体 法が，なぜ実際に は こ れ ほ ど効率 が

良い の か は 永 ら く数理計画法 に お け る 大 きな謎 とされ

て きた．しか し，80年代に な っ てや っ とそ の 謎 が 解明

さ れは じめ て い る，

　線形計 画 問 題 の デ ータ （A ，b，の に 適当 な確率分布

を 設定 して ，単体法（も し くは その 親類）の 平均反 復 回

数を求め る研究 は，デ
ー

タ の 球対称性を仮定した 1982

年 の Borgwardt ‘》
に よ る もの が 最初で あ る が，そ の 論

文 の 難解さは ，か の R ，Karp の よ うな 大先生 も途 中

で 投げ出す よ うな代物で あ っ た
18 ）．しか しそ の 後，よ

り分 り易くし か も現実 に 即 し た モ デ ル が提案され て い

る の で 以 下 で は そ の 中 の い くつ か を 紹 介 し よ う．

　以下で は 線形計画問題 を

　　 最大化　 z ＝Σ ‘ゴXj
　 　 　 　 　 　 　 　 丿it

　　 条 件 Σ 鞠 釣 ≦ 臥 i−＝　1，…，n （m ≧ n ）
　 　 　 　 　 　 丿一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2．3）

と書 ぎ，デ ータ atj，　 ba，　 C
」

が 次 の 仮定をみ た す確率

分 布に 従 う もの とし よ う

　ω符号対称性

　　a
°
tj，ゴ＝ 1，…，　 n ，　 bl を あ る実数 とし た と き，線

　　形計画問題 （2，3） の eg　i 制約式 と し て

　　 al．IXI ＋ al2x2 ＋ ……
＋ alnXn ≦ 房

　　 と い う制約式 と

　 　 一aSIXI − al2x2 − ……−
alnxn ≦

− bl

　　とい う制約式が 現わ れ る確率は 互 い に 等 し い
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　（m非退化仮定

　　 m 本 の 超 平 面

　　 anx 且十
…十 atn ＝ n

＝bi，　 i＝1，…，nt

　　の どの n 本に つ い て も，そ れ らは 確 率 1 で 1点 の

　　み で 交 わ り，n ＋ ／ 本以上が 同
一

の 点 で 交わ る確率

　　は
．
ビ ロ で あ る．ま た π 本 の 超平 面 の 交 点を 頂 点 と

　　 よぶ こ とに す ると，異なる頂点 で 目的関数 c 繰 が

　　同
一

の 値 を と る確 率は ゼ 卩 で ある ．

　仮定 2 を 2 次 元 の 場 合 に 関 し て 図示 し た の が 図 2．1

で あ る．こ こ で は m ＝5，n ＝2 で あ る が，5 本の 直線

α tX ＝bt，　 i＝1，…5 の どの 2 点も平行 で な く， ど の 3

本 も同
一

の 点 を通 過 して い な い ．また ctx の 値も頂点

ご とに 異 な る値 る とっ て い る こ とに 注意 し よ う．仮定

2 は m 本 の 直線 と 目的閧数 の 係数 が 確 率 1 で こ の よ う

な 位 置関 係 を 満 た して い る こ とを要求 し て い る．

　
一

方，仮定 1 は こ れ らの 直線で 区切 られ る どち ら側

も等 確 率 で 出 現 す る こ とを 要 求 して い る．し た が っ て

5 本 の 直線 に 対 し て 全体で 25＝ 32 の 領域 が等確率で

線形計画問題 の 実行可 能領域 として 出現す る が，以 下

で は こ の うち の 空集合 で な い もの を セ ル と よ ぶ こ とに

しよ う．図 2．1 の 場合に は 全体 で 16個の セ ル が生成 さ

れ て い る，

　以 下 で は
一

般 に 仮定 2 を み た す m 本 の 超 平面 に よ っ

て 区 切 られ る次元空間 の セ ル （空で ない 領域）を Ct，

C2，…，C ， と し よ う．す で に 述べ た とお り， こ れ ら の

セ ル の 各々 が線形計画 問 題 の 制約領域 と し て 等確 率 で

出現す る わ け だ か ら，K 個 の 線形 計画問題 ：

　　Pt， ：最大イ匕｛ct　clXEC κ｝，　k＝1
，

…　， 1（　　　　（2．4）

の 各 々 を解くの に 必 要 な反 復回 数 を fk と し て

　 　 　 　 K

　　σ ；　Σ：プ『kA（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．5）
　 　 　 えニほ

を 計算す れ ば （実行可 能領 域 が空 で な い ） 線 形 計画問

題 の 平均 反 復 回 数 が 得 られ る は ずで あ る．

　Haimovichi2 ｝
は，　PA，に お い て 「フ ニーズ H の 計算

が C ， 上で ct ： を 最小 化 す る 頂 点 Vic を 出 発点 と し

て 開 始 され る 」 とい う 前提 を お く と，単 体 法 の 親 類 で

あ る連続変形法 （パ ラ メ ト リ ッ
ク 法）に よ っ て Ck 上

で c ％ を最大 化す る頂 点 （す なわ ち 凸 の 最適頂 点 ）

に た ど りつ くまで の 平均反復 回 数が

　　min ｛n，　 m −
n ｝　　　　　　　　　　　　（2，6）

よ り小 さい こ とを 示 し て い る ．

　い ま c とは 平行で な い ベ ク トル O≒ dERn と 0か ら

1 まで 連 続 的 i・c 変化す る パ ラ メ
ー

タ R を用 い て バ ラ メ

ト リ ッ ク な 目的 関数 ；

・ … 一｛矯 蠶翫 孟
え

521鱈

＼ ・ レ

／

　

＼

繋
図　2−1

　

　

丿

＼

∴
ズ

斗
ノ
／

／
図　2−2

を 定義 し ，
£ （λ）を 目的関数 とす る線形計画問題 ：

　　P κ（え）　：最丿くイ匕｛＝ （2）IXCCκ｝　　　　　　　　　　（2．8）

を 考え よ う．x （O）＝−
cta
’だ か ら 凸 （0）の 最適解 は CA，

上 で ctx を 最 小化す る 頂 点 琉 と一
致す る．一方 x （1）

＝
‘曾 だ か ら 耳 （1）の 最適解が 疏 の 最 適解 で あ る．

そ こ で ハラ メ ト リ ッ ク単体法 を用い て 2 を 0 か ら連続

的 に 増 加 さ せ て い っ た と ぎ，何 本の 稜 線 を 経 由 し た 後

に PA，の 最 適解 も し くは 無 限解が 生 成 さ れ る か を 調 べ

て み よ う．

　 こ こ で 図 2．1 を 見て 頂 こ う．こ の 図 を よ く見 る と

　（i）ど の 頂 点 もち ょ う ど 1 つ の セ ル の 最適頂点 とな っ

　 　 て い る．

こ とが 分 る．こ れ は 実は 2 次元空間 に 限 らず仮定 2 の

下で は
一

般 の 次 元 の 空間 に お い て 成立 す る 事実 で あ

る．な ぜ な ら，仮定に よ り 各頂点で の Z の 値は すべ て

異な っ て い る か ら，超平面 ご疑 ＝Co の 右辺 の Co を
一

・℃ か ら ＋ ・・．・に 動 か して ゆ く と，1 つ の 頂 点 を 通過す る

た び に ，そ れ が 最 適頂 点 とな っ て い る 1 つ の
．
セ ル を 雑

脱 す る か らで あ る．

　そ こ で 次 に 図 2．2を 見 て 頂 きた い ．こ の 図 は λを 0

か ら 1 まで 連続的に 増や し て ゆ く過程 で 各 セ ル の 南 西

隅に 位 置 す る 出 発頂 点 （ctlV を 最小化す る 頂点）か ら

北東F禺の 頂点 （c％ を 最大 化す る頂点）も し くは 無限

解を生成す る無隈射線に 向か っ て 形 成 され る
パ ス を 表

わ し て い る が，こ の 図 を 観察す る と

　  K 個 の 問題 P
，，k＝1，…，　 K を解 くの に必 要な反

　　復回 数 の 総 数 Σ alt は ，7n 本 の 超平面 に よ っ て 生
　 　 　 　 　 　 　 　 kニ1

　　成 され る総線の 数 1Vl と cta
・

→ nc と な る 無隈 射

　　線 の 総数 N
， の 和 に 等 し い ，

こ とが 結論 され る ．

　 こ こ で簡単 な組 合せ 計算を 行 うと

　　　　 Nl 十 N 戸 nmCn

　　　　 K ＝mC
π 十 mCn ．L

だ か ら 結 局，各 セ ル 上 で 出発基底解 と し て c％ を 最 小

化す る解を 選べ ば平均反復回数 σ は

昭和62年 3 月 23 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japan Society for Simulation Technology

NII-Electronic Library Service

Japan 　Sooiety 　for 　Simulation 　Teohnology

24

　　。 ＝ 　 n ・ Cma 碍・（m
−

n ＋ 1）　 （2．9）
　　　　 mDn 十mCn 一里　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 nt 十 1

とな る こ とが 分 る，こ れ よ り n 〈 m を考慮す る と

　　σ ≦ min ｛・
，
　m

−
n ＋ 1｝　 　 　 　 （2．10）

が得 られ る，

　線形 計画 問 題 疏 に フ ＝一ズ 1 を あ て は め た と き，

C ， の どの 頂点が 生成 され るか全 く分 らない わ け だ か

ら， 上 で 求め た σ が フ
＝
一ズ H の 平均反復回 数を 表わ

し て い る とは い え ない が，上 の 不 等式は先 に 述べ た経

験事実 と良 く
一

致 し て い る こ と は 注 目に 値す る．

　以上 の Haimovich の モ デル が フ ＝一ズ ll｝こ関す る

もの で あっ た の に 対 し て，フ ェ
ーズ 1を 含む反復回数

を 分析す る た め lt　Todd ら
3°・L） は 上と同様な符号対称

性 を み た す 確 率 分 布 の 下 で Lemke の 相補掃出 し法
25）

に関す る分析を行な っ て い るの で その 結果だ けを紹介

し よ う．

　 双対 定理 を用 い る と線形 計画 問題（2，3）を解くに は

M ・：（
0 − AAtO

） q −（．1）
に 対 して 定義 され る次 の 線形相補性問邇

　 　 w ・＝Me 十 9　　 脚 ≧ 0，　 2 ≧ O

　 　 wtx ＝＝O

を解けぽ良い こ とは 良 く知 られ て い る．

（2．　11）

（2．ユ2）

　こ こ で 人工 変数 20 と微小な 正数 δ＞0 に よ って 定

義 され る ベ ク トル

　　d ＝ （δ
呪

，　δ
n −1，’”，δ）t　　　　　　　　　　　　　　（2．13）

を 用 い て （2．11）を

　　 w ・＝ dXo十 鹸 十 g 　測 ≧ 0，　 z ≧ O，　 Xo ≧ O

　　 wtx ＝O
，　20 ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．14）

と書き直 し g の 最初 の 負の 成分を 9r として 実行可能

基 底解

　　Xo ；− 9r／δ「
，　　x ＝ O

，　　w ； dxo十 q　　　　　（2．15）

を出発点とし て 相補掃出 し法を適用す る と こ の ア ル ゴ

リズ ム が終了す るま で の 平均反復 回数 の が

　　 σレ≦ min ｛（m2 十 5m 十 11）／2，　（2n2十 5m十 5）／2｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （2，16）

で ある こ とが 示 され て い る．

　 ま た Adler ら
D
は （A，　 b，の の す べ て の 成分が 独

立 に 0を平均値に もつ 同
一

の 分布に した が うときに は

σ v ≧ 0（m2 ）で あ る こ とを 示 し， こ れ ま で の 経 験 に 反

す る結果で あ る と述べ て い るが ， 東京工 業大学 の 久野

誉人君に よれ ぽ，そ の 証明 に 本質的 な誤 りが含 まれ て

い る 可能 性 が あ る との こ とで あ る，

　 2．2 分解原理の 再登場

　 K 法の 出現 で 話が 片 隅 に 押 しや られ て しま っ た感 が

あ る が ， 80年代の LP の 解法の 話題 と して忘れ て は な

ら ない もの に ， 分 解原理 の 実 用 化が あ る ．

　分解原理 は 大型 の 角状系、階段状系の 線形 計画 問題

を解く方法の 総称で，1960年 に 発表 さ れ た Dantzig−

Wolfe の 方法
7）

を は じ め と し て Ho −ManneiO の

Nested　Decomposition 法 な ど様 々 な もの が あ る．

　特 に Dantzig−Wolfe の 分解原理 は
一
見 し た と こ ろ

プ ロ グ ラ ム を 組む の も容易 そ うに 見え る た め ，
60年代

に は 多くの グル
ープが こ の 解法 に つ い て の 実験を行な

っ て い る が期 待に 反 し て 収束 が遅 い と い う報告が 相続

き，実用的な 計算技法 と し て は 永 ら く見捨 て られ た 形

に な っ て い た．

　 し か し，最近 こ の よ うな 定説は 必 ず し も正 し くない

こ とが 」，Hol3）
らに よ っ て 示 され て い る，すな わ ち 彼

らは 分解原理 に 基づ く従来 の プ 卩 グ ラ ム は，単体法プ

ロ グ ラ ム の 精緻さに 比べ て ま っ た く問題 に もな らな い

ナ イ
ーブさで 作成されて い た た め ，ある ス テ ッ

プ か ら

先 は 誤差 の 累積が 原 因 で ま っ た く無 意 味 な反 復を 行 っ

て い る こ と を 指摘 し，適切な 誤差対策や プ P グ ラ ミ ン

グ技術を用 い て 角状 シ ス テ ム 用 の DECOMPX コ ード

と階段状 シ ス テ ム 用 の LIFT コ
ードを 作成 し，か ず

か ずの 大型問題 に 適用 した と こ ろ，制約式th：　3，　OOO本

以上 の 問題 に 対 して は，こ れ ら の コ
ードが MPSX を

上 回る とい う結果 を得て い る，

　 彼らが行 っ た最も大きな数値比 較実験 は，21ブ ロ ッ

ク ，12
，
000本 の 制 約 式 を もつ 階段 状 シ ス テ ム で あ る が

IBM 　370／158，　 VM ／CMS の も とで MPSX ／370 が 3

時間か か っ た と こ ろ を ， LIFT で は 50回反復 で ユ，5時

間で 解い た こ と， また MPSX で は 大きすぎて 解けな

い 34ブ ロ ッ ク 19，　OOO行の 闇題 を 102反 復で 4，8時間で 解

い た 結 果 な どを 報告 し て い る．こ こ で の 収束判定 は，

主問題 と双対問題 の 目的関数値の ギ ャ ッ プ が 0．1％ 以

下に な る こ とを条件 とし て お り，こ の 条件の もとで は

反 復 回数 が34 ブ ロ
ッ ク 問題 の 場 合 で す ら100 回程度 で，

通 常の 問題 の 場 合20回程度 とこれ ま で の 常識 を 覆す 良

い 結果を得て い る．ちな み に ， O．1％ の ギ ャ ッ
プ は 実

用上 十分な程度をみ た して い る と考え て よ く， 今後さ

　らに精密な誤差管理 ……た とえ ば単体法 の 基底の 再 逆

　転 （reinversien ）に 対応す る ノレ
ー

チ ン を 組み 込み，さ

　らに 将来 の パ ラ レ ル ・プ ロ セ ッ サ の 利用 を 考 慮 す る

　と，分解原理 の 潜在能力は きわめ て 大 きい もの と考え

　 ら れ る．
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3． おわ りに

　以上 で ほ ぼ 紙数 が尽 きた の を 幸 い こ の 拙な い サ
ーベ

イ を 終 る こ とに した い ．こ の ほ か 内点 zalC関 し て は

Sonnevend29〕 らの analytic 　 center 法や Yamashita：7）

の 方法など注 日すべ ぎ方法が い くつ か 発表 され て い る

が これ らに つ い て は 別 の 機会に 譲 りた い ．また 単体法

閧連で も有 向 マ ト 卩 イ ド理 論 や 強多項 式算法 な ど 面 白

い 話題が多い が，前老 ｝こ つ い て は 福田
m

， 後者に つ い

て は 藤重
9）

の サ
ーベ イ が あ るの で 本稿で は 安心 し て 割

愛 させ て 頂 い た ．

　な お わ が 国で は，なぜ か 線形計画法 に つ い て は そ の

入 口 を学んだだけで すべ て が 分 っ て し ま っ た 気に な っ

て い る人 が多い よ うで ある ．しか し，線形 計画 法は 実

際に は きわ め て奥行きの 深 い 分野で ある．最適化法 に

関心を待つ 方 々 に は是非 こ こで も う
一一
度本格的に 線形

計画法を 学 び 直 さ れ る こ とを お 薦 め し た い ．

　な お，こ の 報告を作成す るに あた り文部省科学研究

費補助金
一般 A ，59400004の 助成を 受けた こ とを附記

す る．
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