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グ ラフ ィ カ ル モ デル に よ る統計的因果推論
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　確率変数 を頂点 とす る無向グラ フ ， 有向 グ ラ フ あ る い は連鎖 グ ラ フ で 表 され る統計 モ デル を

グ ラ フ ィ カ ル モ デ ル とい う．こ の モ デ ル は変数間 に 成 り立っ い くつ か の 独立性 ・条件付き独 立

性 を規定す る．グ ラ フ ィ カ ル モ デ ル をデー
タか ら推測す る統計的作業が グ ラ フ ィ カ ル モ デ リン

グ で あ る．対象 とす る データ形式 は，複数の 個体の 各 々 につ い て複数 の 変数が 測定 さ れ た多変

量 データ で あ る の で ，多変量解析法の 1 つ と い え る．本論文 で は ， 変数間の 先行関係 に 関する

知識 と 多変量 デー
タ が も つ 関連情報 か ら，有向 グ ラ フ あ る い は 連鎖 グ ラ フ で 表現 さ れ る統計 モ

デ ル を 推測 す る 方法に つ い て 述 べ る．こ の 過 程 で 基 本 的 な役割 を果た す の が 無向 グ ラ フ で 表現

さ れ る統計 モ デ ル で あ る こ と を強 調 す る．得 られ た グ ラ フ の 矢線 に 因果的関係の 解釈が 可 能 な

と き，そ の グラ フ を 因果 ダ イア グラ ム と 呼ぶ ．因果ダ イ ア グ ラ ム の 利用 方 法 とし て，介 入 効 果

とそ れ を識別 す る た め の 共 変量 選 択基 準，多元 分割表で の 交 絡因 子 の 同 定 と併 合可 能 の 判定基

準 を紹介 す る．

1．　 は じ め に

　統計的因果推論は ， 研究者の もつ 定性 的因果仮説 に統計的デー
タを組み 合わ せ る こ と で

， 興

味 ある変数問 の 因果 的関係 に つ い て定量 的評価 を行 う方法 論 で あ る． こ の 方法の 起源 は ，

Wright［58］， ［59］の 「パ ス 係数の 方法」に 遡 る こ と が で きる． こ れ は現在 ，
パ ス 解析あ る い は

構造方程式モ デ ル と呼 ばれて お り，そ の 内容 は

・パ ス ダイア グラ ム によ る定性的因果仮説の 表現

・パ ス 係数に よ る 変数間の 相関係数の 分解

・直接効果 と総合効果の 峻別

か らな る （Bollen［4］p．32）．構造 方程式 モ デル は統計的因果モ デ ル で あ り，
パ ス 係数 と は

， 単

な る関連の 記述的尺度で な く 「因果的関係」を表 した もの で ある こ と に注意 を要す る．すな わ

ち ，
パ ス 係数 に よ る方法 とは ， デ ータ を生み 出す因果過程 をパ ス ダイア グラム が正 し く表現 し

て い る ときに 限 り， 因果的関係を相関の 測定か ら推測す る 方法で ある． こ の大前提が理 解され

て い な い た め に ，パ ス 解析 あ る い は構造方程式 モ デ ル は た びた び不適切 に 用 い られ きた こ とが

指摘 され て い る （Freedman ［15コ，
　 Pear1［38］）．

　また ， 統計的因果 モ デル に は ，
パ ス 解析 とは異 な る ス トリーム が ある．それ は ， Neyman −Rubin

の 潜在反応 モ デ ル で あ る （Neyman ［34］，　 Rubin［45］）．こ の ル ーツ は ，
　 Fisher［14］が考案 し た

統制され た無作為化実験で の 要因効果の考 え方で ある．この 要因効果 の 実質的意味 を
“

counter −

factual”

（仮定法過去）の 概念 を用 い て定式化した の が Neyman −Rubinの因果 モ デ ル で あ る （た

と えば Holland［22］， 田 口 ［52］4．5節）．　 Rosenbaum 　and 　Rubjn［43］で は ， 無作為化実験で の 要

因効果を観察研究 に お い て 推測す るた め の 試み が なされて い る。な お ， こ の ス トリーム に お い
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て は
， 観察研究で 推測対象 と す る 因果的関係 は ， 処 理 と反応 と の 関係 に 限定 され て い る （た と

えば Rosenbaum ［42］1．1節）．処理 とは人為的介入で あ り， まさ に
“
counterfactual

”

な状況 を

想定 で き る もの で ある．

　
一方 ， グラ フ ィ カ ル モ デル は，純粋 な確率論的立 場か ら独立 性 ・条件付 き独立 性を規定 した

統計的関連モ デ ル として 出発 した ．それ は ， 分割表 にお け る Birch［1］の対数線形モ デ ル と多変

量正 規分布にお け る Dempster ［12｝の共分散選択 モ デ ル の 統合 と ， 無 向グラ フ 表現 を利用 した

両者で の 独立性 ・条件付 き独立性の 精緻化で ある．多変量 デー
タ に 基づ き ， グラ フ ィ カ ル モ デ

ル を統計的に 推測する統計的方法 として グラ フ ィ カ ル モ デ リン グが 開花 した ．こ の側面か ら の

ま とま っ た テ キ ス トと して ，
Whittaker ［57］，

　 Edwards ［13］が ある．

　さ て ， 統計的因果 モ デ ル と統計的関連モ デ ル を結び つ ける上 で ， 重 要な役割を果た した の が

有向グラ フ ある い は連鎖 グラ フ で表現 され る統計モ デル で ある．ただし， 有向グラ フ の モ デル

も独立 性 ・条件付 き独立 性 と い う確率論的性質 を規定す るだ けで ， 因果関係を規定 しな い ．こ

の 立場 か らの テ キス トとし て ，CQx　and 　Wermuth 匚8］，　 Lauritzen匚25コが既 に 刊行 され て い る．

和書で は ， 宮川 ［27］， 日本品質管理 学会 テ クノ メ トリ ッ ク ス 研究会編［35］が ある．

　
一

方で ， グラ フ で の 矢線に 因果的解釈が で き る こ とを前提 と して ， 有向グラ フ を利用 した統

計的因果推論を展開する立場が あ る．こ の場合の 有向グラ フ は因果 ダイア グラ ム と呼 ばれ る．

こ の立場で は ， Pear1［36］，
　 Spirtes，　 Glymour　and 　Scheines［50］の テ キ ス トが 代表的で ある．

統計的因果分析に 有向グ ラ フ を取 り込む こ と で ， 構造 方程式モ デ ル と潜在反応モ デ ル を結 び っ

ける試み もな され て い る （Galles　and 　Pear1［16］）．

　本論文 で は ， あ くま で 確率論的性質 を規定 した 有向 グ ラ フ の 統計 的推測に 重点 を置 き ， そ こ

で の 矢線に 因果的解釈が で きるか ど うか は研究者 の判 断に任せ る とい う立場 を とる．こ の 立場

こ そが 「因果関係 とは何か 」「因果律 とは何か 」に深 く立 ち入 らずに ， 統計的因果推論を客観的

な統計的方法 にす る公理 論的ア プ ロ ー
チ と考 え るか らで ある．こ れ は ， 確率の現実的 な意味 を

問わ な い 公 理論的確率 と同 じ立場 で あ る． こ の 立場の 上 で ， 有向グラ フ の 矢線に 因果 的解釈が

可能 な ときの因果 ダイア グラ ム の 積極的な利用方法 を論 じる．

　本論文の 以 下の 構成 は次の 通 りで あ る． 2章で は ， 条件付き独立性を規定す る統計 モ デ ル に

っ い て概説す る．初め に ， 条件付 き独立性 に 関す る基本的 な性質 を述 べ
， 変数間の 条件付 き独

立性を無向グラ フ で記述 した ときの マ ル コ フ性に つ い て説明す る．次に ， 多変量正規分布で の

共分散選択 モ デ ル と多元分割 表で の対数線形 モ デ ル
， お よび それ らの 統計的推測法で あるグ ラ

フ ィ カ ル モ デ リ ン グ に つ い て 述 べ る． 3 章で は，有向 グラ フ ある い は連鎖 グラ フ で 規定 さ れ る

統計モ デ ル とそ の 推測方法 に つ い て述べ る．こ こ で は ， 変数問の 先行関係 ， 順序関係に 関す る

知識の 程度 に 応 じ て
， 異な る手順が と ら れ る こ と を説明す る． 4 章で は ， 因果ダイ ア グ ラ ム が

与え られ た とき に ，
こ れ に基づ く介入効果 とそ の識別可能条件 ， 交絡因子 の同定 とオ ッ ズ 比の

併合可能条件 な どに つ い て 述 べ る ． 5 章で は ， 残 され た課題 ， 今後 の 展望 に つ い て 考察す る．

2． 条件付 き独立性 を規定す る統計 モ デ ル

　 2．1　条件付 き独立性の 基本的性質

　 3 つ の 確率変数 X ， Y ，
　 Z を考 え る．こ れ らの 同時密度関数 を fxv、 （x ，　y，　z）と記す．離散変数

の と きは 同時確率関数 とす る．こ の 同時密度 関数か ら導か れ る周辺密度関数 をfx（x ），
　fxv（x ，　y＞

な ど と記す． また ，
こ れ らか ら導か れ る条件付き密度関数 を fy．x （ylx），

　fxy．z（x ，　ylg）な ど と

記す ．

　 x ， y ， ε の 取 り得 る 任意 の値 に対 し て
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fxve（x ，　y ，z）＝fx（x ）海 （y，z） （2．1）

が 成 り立 つ と き ， X と （y ，
　Z ）は 独立で あ る と い い ，こ の関係 を X ⊥ （Y ，

　Z ）と表記す る．

X ⊥（Y ，Z ）な らば，　 X ⊥ Y か つ ．Y 丑 Z で あ るけれ ど も ， 逆 は
一般 に は成 り立た な い ．

次 に ， x ， ．v ，
　 z の 取 り得る任意 の値 に 対 し て

fxv．z（x ，　ylz）＝fx．z（xlz ＞fY．z（ylz）

が成 り立 つ とき， X と ｝
厂

は Z を与 えた と き に条件付 き独 立で ある とい い
，

こ の関係を

X ⊥ ｝「Z と表記 す る （Dawid ［10］）． （2．2）式 は

f・・Vi（・，・・，・・）」 聖
と書 き改 め る こ とが で きる．

　【定理 1】　因数分解基準

X ⊥ Yiz の 必要十分条件 は ， 同時密度関ta　fxrz（x ，
　y，

Z）に 対 し て

fxvz（x ，　y ，　z ）；9（x ，　z ）h（y ，　z ）

を満た す 関数 g と h が 存在す る こ と で あ る．

　以下で は ， x ，
　 y ，

　 z の 取 り得る任意の 値に 対 して fxva（x ，
　y ，

2 ）＞ 0 とす る．

　 【定理 2】

次 の 4 つ の 内容 は同値で あ る．

1） X ⊥ ｝
1Z

　　か つ 　　X ⊥Zl｝
厂

2）　　X −t⊥−YZ 　　　　カ） つ 　　　　X ⊥ Z

3） X ⊥ ｝
厂

　　 か つ 　　X ⊥Zl　Y

4）　　X ⊥ （｝
！

，Z ）

（2．2）

（2．3）

（2．4）

口

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　 こ の 定理 2 は ， グ ラ フ ィ カ ル モ デ ル の マ ル コ フ性 を示す上で 重要な役割 を果た す．証明は例

えば Lauritzen［25］3．1節 に ある．こ れ か ら次の 系が 導かれ る．確率変数 W を新た に 追加 し ，

fx。。 w （x ，　y ，　z ，　w ）＞ 0 を仮定す る．

　【系 1】

次 の 4 つ の 内容 は同値 で ある．

　1） X ⊥ ｝
71

（Z ，確）　 か つ 　　X ⊥Zl（Y ，　W ）

　2＞　x ⊥LyL（z ，
　w ）　　　カ〉つ 　　　　x ⊥ Zl”

i

　3＞　x ⊥ Yw 　　　　　　　カ》つ 　　　　x 」」LZK｝
／

，　w ）

　4）　　丿（⊥L（｝7

，
z）1レv 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［］

以 上 の 性質は ， 確率変数を確率ベ ク トル に拡張 した とき に も成 り立 つ ．

　2．2　無向グラ フ で規定され る モ デル

　p個 の確率変数の集合 を V ＝｛X ，， Xz，…，Xp｝とす る．こ の V を頂点集合 とし ， そ の 直積 Vx

V の ある部分集合 E を無 向の 辺 の 集合とす るグラ フ G ＝ （V ，
E ）を考 え る ．

　 V の 部分集合 c に お い て ， c の 任意の 頂点間 に辺が ある とき，　c は完全で ある と い う．c は完

全で ， か つ
， c に任意 の頂点 を加 えた集合が完全で な い とき ，

　 c は ク リーク で あ る とい う．グ ラ

フ G の ク リーク の 集合 を C ＝｛Cl，
　c2

，

…
，Cg｝と記す．ク リ

ー
ク c 、 に 含まれ る変数の み を要素 とす

る確率ベ ク トル を ．￥cr
・と表記す る．
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　【定義 1】　 無向独立 グラ フ

　無向グラ フ G ＝（V ，E ）が V ；｛XL，　X ，，
　
…

，
　Xp｝の 同時密度関数 を ク リ

ー
ク に従 っ て 因数分 解

され て い る形 ， す な わ ち

　　　　　　　　　　　　　　f・（・ ・）　・…
凾”

・・Xp ）＝盈9・（・ Cl）　 　 　 　 （2．5）

の 形 に規定す る と き，そ の 無向 グ ラ フ を無向独立 グラ フ とい う．　 　　 　　 　　 　　 　　 □

　【例 1】 図 1に 示 す無向独立 グラ フ を考え る．ク リ
ー

ク は Cl　・＝　｛Xl ， 逓 ，
　X ，｝，

　 c2＝ ｛X ，，
　X ，，

　Xs｝

で あ る． こ の 無向独立 グラ フ が 規定す る 同時密度関数の ク リ
ー

ク に従 う因数分解 は

で あ る．

ル（X ：T ∬ 2ヂ
’゚
，為 ）− 9 ］（Xl，範 ，．X3）th（X 、，　x 、，　x ，） （2．6）

口

レ＜1
図 1　無向独 立 グ ラ フ の 例

　さて ， 無向独立 グラ フ で 成立 して い る条件付 き独立性 を完全 に 記述す るた め に ，
い くつ か の

グラ フ 用語 を確認す る．辺で 直接結 ばれ た頂点は 隣接 して い る と い う．ある頂点 X と隣接 し て

い る頂点集合を境界 と い い
， bd（X ）と記す ，辺 の つ な が りを道 とい う．道で結 ばれ た頂点 は連

結 し て い る と い う．2 つ の 頂点 凡 と X 」
・を結ぶ 任意の 道 が頂点集合 ∫ の あ る要素 を通 る とき ，

s は Xt と 瓦 を分離 して い る とい う． 2 つ の頂点集合 a と b にお い て ， 任意 の X ，
∈ a と任意 の

Xj∈ b を ．s が 分離 して い る とき ，
　 s は a と ろを分離 して い る とい う．

　【定理 3】 無向独立 グラ フ で の マ ル コ フ性

　無向独立 グラ フ で は次 の 3種類の マ ル コ フ 性が 成 り立 ち ，
こ れ ら は 同値で あ る．

　1） 対 ご との マ ル コ フ性 ： 2 つ の 頂点 Xi と Xjが 隣接 して い な けれ ば

x ，」⊥x ，1　v＼｛x ，，渇 ｝ （2．7）

　が 成 り立 つ ．すなわ ち ，＆ と Xj は残 りの p− 2 個 の 変数 を与 えた と き に 条件付 き独立 で あ

　 る．

2） 局所的 マ ル コ フ性 ： V か らX と そ の 境界 bd（X ）を 除 い た 頂 点集合を X の 非閉包 と呼

　び ，
nc （X ）と表記 した と き

x ⊥ nc （x ）lbd（x ） （2．8）

　が成 り立 つ ．すなわ ち ， X の 境界 を与 えた と き X は X の 非閉包 と条件付 き独立 で あ る．

3） 大域的 マ ル コ フ性 ：た が い に 排反 な頂点集合 α
，
b

，
　s に お い て

，
　s が a と b を分離 し て い

　れ ば

α⊥ b］s （2．9）

が成 り立 つ ．すなわ ち， 排反な頂点集合はそれ ら を分離す る頂点集合 を与 えた とき条件付

き独 立 で あ る．　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　　　 口
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　定義 1か ら こ れ ら 3 つ の マ ル コ フ 性が 導 ける こ と ， お よび こ れ ら 3 つ の マ ル コ フ性が同値で

ある こ とは ， 定理 1 ， 定理 2 お よび系 1 を用い る こ とで 示せ る．

　【例 2】 図 1 の 無向独立 グラ フ に お い て ， 対 ごとの マ ル コ フ性 よ り

Xl⊥Xl1（x2，　x3 ，
　x ，），　 x ，⊥ x 』1（逓 ，　x ，，　x ，）

最 ⊥ x ≧1（x ，，x ，，　x ，），　 Xz⊥x 』1（x 置，
　x ，，

　x ，）

が成 り立 っ て い る．次 に局所的 マ ル コ フ 性 か らは

x ，⊥（x ，，x ，）1（x ，，
x ，），　 xを⊥（x ，，

x ，）1（x ，，
x ，）

湘 ⊥（x ，，
x ，）1（x ，，x ，），　 x ，⊥（x ，，x2）1（x ，，凡 ）

が読み とれ る．最後 に大域的 マ ル コ フ性か らは

（x ，，x ，）⊥ （瓦 ，x ，）1晶

と い う関係 を得 る．　　　　 　　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 口

　【系 2】 無向独立 グラ フ で 2 つ の 頂点 X ，・と Xj が連結 して い な けれ ば ， す な わ ち 両者を結ぶ

道が な い な らば ， X ，⊥X ， で あ り，か つ ，　 V ＼｛X ，， 渇 ｝の 任意の部分集合 a に対 して X ，」IXIIaで
ある．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　こ の 系 2 の 前半は ， 2 つ の 頂点 X ， と 茜
・が連結 し て い な け れ ば X ，⊥瓦 あ る こ と を主 張 して

い る けれ ども，
こ の逆 は

一般 に成 り立た な い ．X 、⊥渇 で あ っ て も ， 無向独立グラ フ で X 、 と 渇

が隣接 して い る こ とが あ る．

　 2．3 共分散選択モ デ ル

　多変量正規分布は ， 平均ベ ク トル μ と分散共分散行列 Σ に よ っ て 完全 に 記述 され る分布で

ある ．い ま ， Σ＝（σti）に 対 して ， そ の 逆行列 を Σ
一1

＝ （σ
ti
）と表記す る。　 X ， と X ，

．以外 の す べ て

の 変数を与 えた ときの Xl と Xsの 母偏相関係数を ρか ，。。 ， と記 す．こ こ で
“

　rest
”

は V ＼｛X ‘，
　X ，｝

の 意味で あ る．ρij−rest は Σ
’1・＝（σ

”
）の 要素 に よ っ て

　 　 　 　 　 　 ゲ
’

ρde” 「est
＝ 一

舮 舮
（2．10）

と表現 され る．よ っ て 「σ
i」＝0」と 「X ， と 渇 以外の す べ て の 変数 を与 えた とき X ，・と X ・ は条件

付 き独立 で ある ：X ，⊥Xjlrest］は同値 に なる．そ こ で ， 多変量正 規分布に お い て ，
い くつ か の

σ
v

を 0 とお い た統計モ デ ル を考え る と ， そ の モ デル はい くつ か の条件付 き独立性 を与 え る もの

に な る．そ の よ うな モ デ ル を共分散選択モ デル と い い
，
Dempster ［12］に よ っ て 提案 された ．な

お，分散共分散行列 Σ か ら導か れ る母相関行列を H ＝（ρの， そ の 逆行列 を H
一

正＝（ρ
i」
）すれ ば，

（2，10）式は

　　　　　　ρ
ij

ρ圃
＝ 一

マ隔 ア
（2．11）

と書 き改め る こ と が で き る の で ，相関行列 か ら議論 を始 め て よ い ．

共分散選択 モ デル と無向独立グラ フ の 対応関係は明 ら か で ある．定理 3 の 「対 ご との マ ル コ

フ 性」よ り，
モ デ ル で ρ

処 0 と した X ‘ と Xj・を辺 で結ばず ， そ うで な い 変数対 を辺 で 結ん だ グ

ラ フ が無向独立 グ ラ フ に 他な らな い ．
一

般 に ， 統計的モ デ リ ン グのプ ロ セ ス は

  モ デル を設定す る
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　  モ デル の母数 を推定す る

　  モ デ ル の デー
タ へ の 適合性を評価す る

　  モ デ ル の 変更 を検討す る

とい うサ イク ル を何度か 回 して
， 然 る べ き と こ ろ で モ デ ル の 利用 へ と向か うもの で ある． こ こ

で は ，   に お い て 多変量正 規分布を仮定 した も とで ， ある共分散選択モ デ ル を設定す る．続 く

  の母数の 推定で は最尤推定法を用 い る こ とに す る．Dempster［12］が 与 えた最尤推定の 基本定

理 は次の もの で ある．

　【定理 4】

　共分散選 択 モ デル で の最尤推定値は ， 次の 2 条件 を満た す もの と して
一

意 に 定 まる．

　 ユ） モ デ ル で 〆＝0 とした （i，」）に つ い て は ， ptiの 推定値は 0 に な る．

　 2 ）モ デル で pij；O と して い な い （i，カに つ い て は，砺 の 推定値 は標本相関係数 晦 に な る．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 日

　Wermuth 　and 　Scheidt　L55］は ， こ の 2 条件を満た す推定値を求め るア ル ゴ リズ ム をプ ロ グラ

ム リス ト付 きで示 して い る．

　次の   で は ， 最尤推定の 延長 として 尤度比検定統計量 を算 出す る．帰無仮説 に あ るの が   で

設定 して い る共分散選択 モ デル で ，対立仮説 に ある の が H に何等制約 を置か な い 多変量正 規分

布モ デ ル で あ る．尤度比検定統計量 の 対数 を 2倍 した量 を逸脱度 （deviance） と呼ぶ． こ れ を

求 め る と， 上 の 1），
2）の 条件 を満たす相関行列の 推定量を n ， 標本相関行列 をR とすれ ば ， 両

者の 行列式 を用 い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　dev… 1・・側　 　 　 ・・．12・

と い う量 が 導 ける．n は標本数で ある．逸脱度は近似的に X2 分布に従 い
， 自由度は 0 とお い た

偏相関係数の数，す な わち無向独 立グラ フ で 削除 した 辺の 数で ある ．逸脱度 に よ っ て ， 共分散

選択 モ デ ル の デ ータ へ の 適合性 を評価す る とき ， そ の論理 は基 本的に仮説検定で あ る．真の 相

関構造が ある モ デル に完全 に
一
致 する こ とは現実に はな い ．そ の た め．標本数が 多 くな る に つ

れ て ，
い つ か は モ デ ル が棄却され る と い う宿命を も つ ．

　  の モ デ ル の 変更 に話 を進 め よう．共分散選択モ デ ル の 変更 は ， 無向独立 グラ フ で の 辺 の 削

除 ・追加 に対応 す る． よ っ て ， 変更前 と変更後の モ デル の意味が グラ フ に よ っ て 視覚的 に とら

えや すい ．こ れ こ そが ， 共分散選択モ デ ル を無 向グ ラ フ 表現す る最大 の利点 で あ る．と こ ろで ，

  で の モ デ ル 設定が な され れ ば ，   と  の ス テ ッ プ は 完全 に 機械的 に行 わ れ
， 解析者の 判断の

入 る余地 はな い ． よ っ て ，   こ そが解析者の 腕の 見せ 所 とな る．  で の主業務 は利用価値の あ

る モ デル を選択 する こ と で ある．宮川・芳賀 ［30］が 開発 した解析 シ ス テ ム で は ， フ ル モ デ ル （H
に何等制約 を置か な い 多変量正規分布 モ デル ） を初期 モ デ ル と した上で ， モ デル の 変更作業 を

解析者 に任せ た対話型 シ ス テ ム を実現 し て い る．

　 【例 3】　共分散選択モ デ リ ン グの 実行例

　 n ＝70 の 個体 の 各々 に つ い て 4 つ の 量的変数 を測定 し， そ の 結果 を （2．13）に 示す標本相関行

列 に ま とめた．こ の 数値例は 日本品 質管理 学会 テ ク ノメ トリ ッ ク ス研 究会編［35］5．1．2節か ら

の 引用 で あ る．相関行列は対称行列な の で ， 左 下の み を表示す る．

　　　　　　 　　　　　 X ，　　 1．000

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿く2　　　0．720　　　1．000
　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　　　 （2．13）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 X ，　　

− 0．389　　− 0．257　　　1．000

　　　　　　 　　　　　 X ，　　　0．631　　　0．487　　
− 0．559　　　1．000

　 こ の 標本相関行列か ら標本偏相関行列 を求め る と （2．14）を得 る．な お ， 偏相関行列 と相関
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行列を区別するため に ， 偏相関行列で は対 角要素 を一
とする．

X ，　 0．61

X ，　　− 0．09　　　　0．07

X ，　　　0．37　　　0．09　　− 0，44

（2．14）

　r 、3．24 ； − 0．09
，

r23．14＝O．07，　r2、
．
，，

・ ＝ O．09 と 3 つ の標本偏相 関係数の値が無視で きる ほ ど小 さ い

こ とが 観察され る．そ こ で ， こ の 3 つ の 母偏相関係数 を 0 と置い た共分散選択 モ デル を採用 す

る．こ の モ デル の逸脱度の値 は dev＝O．823 となる．X2 分布に近似する ときの 自由度は df＝3 で

ある．こ れ よ りp 値 を求め る と p ＝ 0．8439 とな る．こ の 共分散選択 モ デ ル を無向グ ラ フ表示 した

もの が 図 2 で ある．定理 3 に示 した マ ル コ フ性か ら，こ の モ デ ル で 成 り立 っ て い る様々 な条件

付 き独立 性が即座 に 読み とれ る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　　 
一

 
一

 
一

 
図 2　相関行列 （2．13） に 当て は め た無 向独 立 グ ラ フ

　 2．4　グラ フ ィ カ ル 対数線形 モ デ ル

　分割表 に ま とめ られ る度数デ ー
タ に対す る統計モ デ ル は ， サ ン プ リ ン グ方式 に よ っ て 異 なる．

た とえば ， 最 も簡単 な 2 元分割表 では

・総和 の み が 与え られ る場合

・行和 と列和の い ずれ か が与 え られ る場合
・行和 と列和の い ずれ もが与え られ る場合

・ 総和 も与え られ な い 場合

とい うサ ン プ リ ン グの 仕方 に よ っ て 異な る ． 3 元以上 に な っ て も同様で ある．

　3 元分割表で 「総和 の み が 与 えられ る場合」 の統計 モ デ ル を考 える．項目を表す離散確率変
数 を X

， Y ，　Z と し
， 各項 目の 水準数を 1， ノ，　K とする．個体がセ ル t：igyjZk に 属す る確率を p． k

＝＝　P｛X ＝Xi
，
｝
i ＝Y，　Z ＝Zk｝と表記す る（i＝ 1

，

…，ム ノ＝1，…， ノ；th； 1
，

…
，
K ）．また ， それぞれの

周辺確率を添字に ＋ を用 い た記号で表現す る．Z を与 えた と きX と ｝
厂

が 条件付 き独立 とは ，

（2．2）式の 定義よ り ， す べ て の i， ノ， k にお い て

Pi」k ＝」魅
×

」璽
P＋ ＋ k　 　 　 P＋ ＋ k　 　 　 　　 　 P＋ ＋ k

（2．15）

が成 り立 つ こ とで ある ．

　セ ル 確率 PVkの対数に つ い て

log　P・j
−
k
＝

μ ＋ ai＋ B， ＋ γk ＋ （αβ）i」＋（α γ）ik＋（βγ）ik ＋ （αβγ）tik （2．16）

とい う線形加法構造 を想定す るモ デ ル を対数線形 モ デ ル とい う．母 数の無駄を省 くた め に，右

辺の す べ て の母数 は ， それ が もつ 任意の 添字に つ い て 和 を と っ た とき に 0 と い う制約 （こ れ を

Birch［1］の 制約 と い う） を置 く．

　さ らに ， た と えば （αβ渇＝0 な らば （αβγ）tS’k　・＝ 　O とい うよ うに「低次の項が 0 な らば ， その項の

添字を含むすべ て の高次の 項 は 0 」とい う制約を満た すモ デ ル を階層的対数線形モ デル とい う．

　さ て ，（2．16）式 に お い て ， す べ て の i， ノ， k で
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（αβγ）i」k ＝O　　　か つ　　　　（αβ）σ
＝0

な らば ， 定理 1 の 因数分解基 準 に よ り，
X ⊥ YIZ であ る．同様 に して ， 4 元以上 の 多元 分割表

に対す る階層的対数線形モ デ ル に お い て も， ある項 目対に対応す る 2因子 交互作用項 を 0 と置

い た モ デ ル で は ， その項 目対が 残 りの 項 目を与え た と き に 条件付 き独立 に な る．

　と こ ろ で ，階層的対数線形 モ デル で は，母数の 添字の包含関係か ら ， 極大項の 集合 を列挙で

きる．た とえば

109Pijk　＝＝　U ＋ α i＋β，＋ γk ＋ （α γ）ik＋ （βγ）躍 （2．17）

で は ， （α γ）tk と （βγ）jk が 2 つ の 極大項 で ある．こ の 極大項の集合 を生成集合 ある い は定義集合と

い い
， 対応す る項 目名 を使っ て xz1YZ と表記 す る ．

　階層的対数線形 モ デル を無 向独立 グラ フに対応 さ せ よう．素直に考え る と ， 2 因子交互作用

項が O で ある項 目対 を辺 で結ばず ， そ うで な い 項 目対 を辺 で 結ぶ 無向グラ フ を作 成すれば よ い

よ うに 思 える．しか し， 対数線形 モ デ ル で は ， 多変量正 規分布の 共分散選択 モ デル と異な り3

次以上 の 高次の 交互作用項が あるた め，上 の 操作で は モ デル とグラ フ が 1 対 1に 対応 しな い ．

た とえば， 項 目数が 3 の 完全 グラ フ に は ， （2．16）式の フ ル モ デ ル と と もに
，

3 因子交互 作用項

の み を 0 とした

109ρf蹟
＝

μ ＋at ＋ βノ＋ γk ＋ （αβ）ij＋（α γ）ik＋ （βγ）jk （2．18）

が対応 して しま う．

　そ こ で．グラ フ と 1 対 1対応す る よ うに ， 階層的対数線形 モ デ ル の 部分クラ ス を考 える．Dar・

roch 　et　a1．匚9］は ， 与え られ た無向 グラ フ の ク リーク の 集合が 生成集合に
一致す る階層的対数線

形 モ デル をグラ フ ィ カ ル モ デル と呼んだ． 3項 目の 完全 グラ フ に対応す る グラ フ ィ カ ル モ デ ル

は （2．16）式の フ ル モ デル で あ っ て ， （2．18）式の モ デル で は ない ．な お ，
こ こ で の 「グラ フ ィ

カ ル モ デル 」 とは極 めて狭義の意味で あ り， 共分散選択 モ デ ル を含 め て グ ラ フ ィ カ ル モ デル と

呼 ぶ の が
一般的で あ る．Whittaker［57］7章で は，対数線形 モ デ ル で の グラ フ ィ カ ル モ デル をグ

ラ フ ィ カ ル 対数線形 モ デル と呼ん で お り， 本論文 もこの立場 を とる．完全グ ラ フ 以外の 無向グ

ラ フに対応す るグラ フ ィ カ ル 対数線形モ デル は
， 必ず何 らか の 独立性 ・条件付 き独立性 を規定

す る．

　 と こ ろ で ，グ ラ フ ィ カ ル 対数線形モ デル で な い 階層的対数線形 モ デル は利 用価値 が乏 しい か

とい えば ， 決 して そ うで は ない ．X が 1＝2 の 処理変量 ，
　 Y が ／＝2 の 反応変量で ，　 Z が 年齢層

な どの 共変量 の とき ， （2，18）式の モ デ ル は 「各層で のオ ッ ズ比 が層間で
一

様で あ る」とい う意

味の あ るモ デル に な っ て い る．グラ フ ィ カ ル 対数線形 モ デ ル に 限定 した モ デ リン グで は ，
こ の

よ うな モ デ ル が 推測対象外に な っ て しま う こ とに 注意す る．

　階層的対数線形 モ デル が普及 して い く過程で 重 要な役割を果た したの が ． 分解可能モ デル あ

る い は乗法的 モ デ ル と呼 ばれ る モ デル ク ラ ス の 出現で あ る． こ の概念 は
，

ほ ぼ 同時期 に Good −

man ［19］，
　 Bishop［2］，

　 Haberman ［2］，
　 Sundberg［51］ら に よ っ て提起 され た．た と え ば ， 4 元

分割表の場合に ， 生成集合が XYZIYzw とな る モ デル で の 同時確率関数 Px｝7w （x ，　y，　z ，　w ）は
，

こ れ か ら導か れ る周辺確率関数に よ っ て

励 （x 口y，・ ・，・ w ）一
麺   鯉 （2．19）

とい う乗法的分解が 可能で あ る．こ の性質を も つ モ デル ク ラ ス を分解可能 モ デル ある い は乗法

的モ デ ル と い う． こ の モ デル ク ラ ス を
一

般的 に定義す る に は ， や や わ か りに くい 表現が必 要 と
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なる （例 えば宮川［27］p．101を参照）．これ に対 して Darroch　et　al ．［9］は ， グラ フ 表現 に よる明

解な判定基準 を与 えた ． まず ， 分解可能モ デ ル は グラ フ ィ カ ル 対数線形モ デ ル の サ ブ ク ラ ス で

ある こ と ， さ らに ， あ るグ ラ フ ィ カ ル 対数線形 モ デル が分解可能モ デ ル で ある必要十分条件は ，

無向グラ フ 表現に お い て 弦の な い 長 さ 4以 上 の 閉路が ない こ とであ る．分解可能モ デ ル の 意義

は ， 3章に 述 べ る有向独立 グラ フ と の 関係に お い て も認識 され る．

　【例 4】 図 3 に 示 す 2 つ の 無向独立 グラ フ を考え よ う．図 3 （a ）は （2．19）式の モ デ ル に対

応す る もの で ある．X − 　Y − 　W − Z − X と い う長 さ 4 の閉路 にお い て ，
　Y − Z が 弦で あるか ら ，

こ の 閉路 に は弦があ る．よ っ て ， こ の モ デ ル は 分解可能モ デ ル で ある．一方 ， 図 3 （b）で は X
一

γ
一

叩
一Z − X とい う長さ 4 の閉路 に弦が な い の で ，分解可能 モ デル で な い ．　　　　 口

  〈齧〉     （〈〉 

（a ）弦の ある長 さ 4 の 閉路　　　　（b）弦 のな い長 さ 4 の 閉路

　　　　　　 図 3　分 解可 能 なモ デル と そ うで な い モ デル

　モ デ ル の 統計的推測 に 話を進め る。こ の 節 の 冒頭 に述 べ た よ う に ， 分割表の統計 モ デ ル はサ

ン プ リン グ方式 に依存す る．し か し，推測対象の 母数を各セ ル で の期待度数に す る と ， サ ン プ

リン グ方式に よ らない 統一的な表現 がで き る こ とが知 られ て い る （Bishop．　Fienberg　and 　Ho1・

Iand［3］3．2節）． こ の と き ，
　 Birch［1］が与 えた次の 結果が本質的で ある．

　 【定理 5】

　階層的対数線形モ デ ル に お い て ， 生成集合の各要素に 対応す る周辺期待度数の最尤推定値 は

そ こ で の 観測周辺 度数に
一

致 し
，

こ れ らか ら任意の セ ル で の期待度数の 最尤推定値 は
一意 に定

ま る・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　3 元分割表の場 合で ， こ の 定理の 意味を確認 しよ う．セ ル XiyjZk で の 観測度数 を ni 」k と し ，

観測周辺度数に つ い て も添字 に ＋ を つ けた記号 を用 い る．総和は n と記 す．い ま ， （2．17）式の

モ デ ル を想定す る と X ⊥ ｝1Zが成 り立 っ て お り ， （2。15）式を変形 すれ ば

晦
一

繊

癌挈
竺

（2．20）

を得る．左辺は セ ル XiYjZk の 期待度数　lti」k で ある．右辺 に は生成集合 xz ／｝
fZ

の各要素で の 周辺

期待度数 と それか ら導か れ る 2k で の 周辺期待度数が登場 し て い る．よ っ て ， セ ル XiyjZk の期待

度数の 最尤推定値 Mi 」k は ， （2．20＞式右辺の 周辺期待度数をそれ ぞれ 観測周辺度数で 推定 した も

の よ り

　 　 　 ni ＋ k × n ＋ jk
Mlik ＝
　 　 　 　 n ＋ ＋ k

（2．21）

と求め られ る． こ れ か らわ か る よ うに ，対数線形 モ デ ル が 分解可能 モ デ ル で あれ ば
， 同時確率

関数 は周辺確率関数 に よ っ て表現され て い る の で ， セ ル 期待度数の 最尤推定値は観測周辺 度数

に よ り閉じた形で 求 め られ る．

　分解可能 モ デル は もと も と分割表の 統計モ デル で生 まれ た概 念で あるが ， 上述の グ ラ フ 表現
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に よっ て 多変量正規分布に お ける共分散選択モ デル に も適用 される もの とな っ た．実際 ， 共分

散選択 モ デ ル に お い て も， 定理 4 を満た す最尤推定値は分解可能の と き に は明 示 表現が 可能で ．

そ うで な い とき に は反復計算を要す る （Speed　and 　Kiiver｛［49］）．なお ， 分解可能で な い 階層

的対数線形モ デル で の母 数推定の ア ル ゴ リズム として は 【PF （lterative　Proportional　Fitting）

が知 られ て い る．IPF の ア イ デア は Deming 　and 　Stephan［11］｝こ遡 り，
Haberman ［20］に は プ ロ

グラ ム リ ス トが載 っ て い る．

　あ る階層的対数線形 モ デル を帰無仮説 に ， フ ル モ デ ル を対立仮説に と っ た ときの尤度比検 定

統計量か ら逸脱度が 導か れ る． 3元 の場合 は

伽 ＿ 2幺舶 娵 1。9
糠

　 　 　 i＝lj＝lk±1　　　　　 Mijk
（2．22）

の形 に な る．物 κ は帰無仮説の もとで の 期待度数 の 推定値で ある． 4元以上に な っ て もその ま

ま拡張 され る．逸脱度の 自由度は ， 帰無仮説で 0 と置 い た母数の 実質的個数で ある．

　【例 5】　グラ フ ィ カ ル 対数線形 モ デ リン グの 実行例

　質問紙調査で は各質問項 目に対 して 「は い ・い い え」の 質的反応を測定す る こ とが 多い ．い

ま，それ ぞ れ 2水準 の 4 つ の 項 目 X ，
Y

，
　Z

，
　 W に対 して

， 全部で n ＝ 200 人の 回答者が各項目

に 回答 した結果 を表 1 の 4 元分割表 に ま とめ た とす る （日本品 質管理学会 テ ク ノ メ トリ ッ ク ス

研究会編 ［35］8．2節よ り引用）．

表 1　 4 元 分割表の 数値例

9 且 22

ω 1 ω 2 躍 L ω 2

記 1 シ1

Ψ2

3618 84 3216 53

工 2 〃1

．ワ2

64 226 84 244

　一般 に 多元分割表 は ， 項 目数が 増える と疎 に なる．そ こ で，項 目間の 関連状況 を把握す る に

は ，
い くつ かの項 目だけを取 り出 し他 の 項 目に つ い て和 を と っ た周辺分割表 を作成す る のが有

効で ある ．こ の 作業を併合 とい う． 2 つ の項 目を取 り出せ ば 2元分割表 に まとめ る こ とがで き

る．す べ て の 項 目対 に つ い て こ れ を行 っ た 結果 を ま とめた もの をバ ー
ト表 ある い は 多重 ク ロ ス

表 とい う．表 1 に対す るバ ー
ト表が表 2 で ある，

表2　 バ ート表 の 数値例 （表 1 に 対応）

置1 」『2 〃匚 〃2 91 乙2 卿 1 卸 2

即 1

説

122

　 

078

シ1

〃2

8141 6018141
　0

059

9L

君2

6656 3840 7269 3227104
　0

096

卿 且

地

1  220 2256 8259 4217 6440 6036124
　0

076
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　バ ー ト表は相関行列 と同様に対称行列な の で ， 左下の み を表示 す る．対角に位置す る項目自

身の 2 元表 は ， 各カ テゴ リーの 度数 を示す い わ ゆ る単純集計で ある．異 なる項 目か らなる 2 ×

2の分割表が い わ ゆ る ク ロ ス集計 に相当す る．項 目X とW の 間に強 い 関連が ある こ とが 観察 さ

れ る． こ の こ とを意識 して 元の 4 元分割表を見直せ ば ， 当然な が らそ の 傾向を確認 で きる． こ

の よ う に バ ー ト表 は 2 つ の 項 目間の 関連 を把握す る の に有効で ある ．

　 と こ ろが ，
こ こ で多元分割表固有の問題 が発生す る．多元分割表をむや み に併合して 周辺 分

割表 に まとめ ， そこ で の 関連 を結論 に する と， とん で もな い 誤 りを犯 す恐れが ある． これを指

摘 した の が シ ン プ ソ ン の パ ラ ドッ ク ス で ある （Simpson［48］）．すなわ ち ， 多元分割表 を い くつ

か の 周辺分割表に併合す る作業は とて も大事な こ とであ るけれ ど も ， 併合して よい 場合 とい け

な い 場合が ある．それ を元 の多元分割表か ら識別 しなけれ ばな らない ．その よ うな識別 を行 っ

て ， か つ
， 項目間の 関連状況 を コ ン パ ク トに ま とめ た数枚の 周辺 分割表を提示 す る こ とが ， 多

元分割表 に お ける グラ フ ィ カ ル 対数線形モ デ リン グの 仕事で あ る．

　表 1 の 4元分割表 に 対す る対 数線形 モ デ ル の フ ル モ デ ル は

logPijkt＝ ：

μ十 ai 十 βノ十 γk 十 δ，十 （αβ）∬ 十（αγ）ik十 （αδ）it

　　　　 ＋（βγ）jk ＋（βδ）， ‘＋（γδ）kt

　　　　＋（α βγ）in
’
k ＋ （αβδ）tit＋（α γδ）ikt ＋（βγδ）jkt

　　　　 ＋（αβγδ）i」kt

（2．23）

で ある． 4 つ の 項 目で は項 目対 に 対応 す る 2 因子交互作用項が 6 つ ある の で
，

そ の うち の ど れ

が 0 と置け るか を検討 して い く．また ，
こ れ に と もな っ て高次の交互作用項 も 0 と置 く．考え

られ る 6 つ の ケ ース の それぞれに つ い て ， 逸脱度 とp値 を計算 し， それを まとめる と表 3 を得

る．な お
， 解析に は宮川 ・芳賀 ［31］が 開発 した ソ フ トを用 い た ．

表 3 　 フ ル モ デル （2．23＞か らの モ デル 変更の 検討

削除す る 交互 作用項 自由度 逸脱度 ρ値

  （αβ）り，（αβγ）り砺　（αβδ）むら　（αβγδ）燐 r 4 2，69 0．610

  （αγ）媽 　（αβγ）構 ，（αγδ）ゴ馬 　（αβγδ）σ生 ‘ 4 1．28 0．865

  （αδ〉、ら　（αβδ）軸 　（αγδ）ゴ栃 　（αβγδ）雛 占 4 64．25 0．000

  （βγ）ぬ 　（αβγ）凶 　（βγδ）、妬 　（αβγδ）耿 曜 4 O．63 0．960

  （βδ）蒟 　（αβδ）軸 　（βγδ）ゴ妨 　（αβγδ）雛 ど 4 3．09 0．543

  （γδ）価 　（αγδ）ゴ妬 　（βγδ）丿起ら　（αβγδ）融 ‘ 4 0．66 0．957

　まず， p値の
一

番大 き い ケ ース   を採用する．ケース   で 成立 して い る条件付 き独立性 は Y

⊥ Zl（x ，
w ）で ある．こ の要領で ， 次 に どの 2因子 交互作用項 を 0 と置け るか を検討 して い く．

こ の よ うな母 数の 減少法 で 次の グラ フ ィ カ ル 対数線形 モ デ ル

logPiS・kt＝μ ＋ αi＋ βj＋ γk ＋δ‘＋（αδ）it＋（βδ）jt （2．24）

に 到達 した．フ ル モ デ ル （223 ）式 と比 べ れ ば ， 1 つ の 4 因子交互作用項， 4 つ の 3 因子 交互

作用項 ， 4 つ の 2 因子交互作用が消 えて い る．消 えた母数の実質的個数が 9で あ り ， これが 逸

脱度の 自由度 とな る．（2．24）式 に対応す る無向独立 グ ラ フ は図 4 で ある ．

    の  
図 4　 表 1の 分割表 に 当て は めた 無向独立 グ ラ フ
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図 4 の モ デ ル の 主張点 は ， （X ，
Y

，
　W ）⊥Z と X ⊥ ｝「確 で ある．前者よ り

Ptikt＝Pi」’＋ t× P＋ ＋ κ＋ （2．25）

と い う関係 が規定 され る．一方 ， 後者 よ り

　　　　　　　　　　　　　　　　P・… t
一餌

鶏
塀

　 　 　 　 （・・26）

が規定 さ れ る．（2．26）式 を （2．25）式 の右辺 に 代入 した形で ， 右辺の 各周辺確率 を観測周辺度

数で推定すれ ば， 結果 として

M 。
，
kl
− n ・＋＋ 1 × n ・ ・ ＋ t

×
71＋ ＋ k ・

　 　 　 　 n ＋ ＋ ＋ 1
（2．27）

と い う式 を得 る． こ れ に基づ き ， 各セ ル で の 期待度数を推定した結果が 表 4 で ある．

表 4　 図 4 の モ デ ル の も と で の 期待度数

91 z2

尻 ，1 乱
12z

る
12

〜る
蹕
2

ユ71 シL

〃235

，0717

．978

，072

．3332

．3816

．587

．452

．15

，r2 〃L

徴

7，573
，8722

．616
．516983 ．582

α876
．01

　各セ ル で ， 期待度数が観測度数に近 い 値に な っ て い る こ と が観察 さ れ る ．ま た
， 定理 5 よ り，

こ の 期待度数か ら作成 した X と W の 2 元表 ， Y と W の 2 元表 ，
お よび Z の 1元 表 はバ ー

ト表で

の そ れ に一致す る ．期待度数 と観測度数の 乖離具合 を総合的か つ 定量的 に評価す るため に 逸脱

度 を算出す る と ， そ の 値は dev＝ 4．07 とな り，自由度 は df＝ 9で p 値 は p−・09069 で ある． 口

3． 有向独立 グラ フ の統計的推 測

　3．1　有向独立 グ ラ フ と条件付 き独立性

　 こ の章で は ， 有向グラ フ で表現 され るグ ラ フ ィ カ ル モ デル に つ い て 論 じる．P 個の 確率変数の

集合を v − ｛x ，，x ，
，

…
，
Xp｝と し ， 無向グ ラ フ と同様 に V が 頂点集合で ある．こ の 直積 Vx 　v の

部分集合 E を有向の 矢線の集合 とす る．（X ，，　Xj）∈ E の と き ， X ，か ら 茜 へ 矢線が あ る．初 め に ，

一般的な有向グラ フ の 用語 を確認す る．

  親 と子 ：頂点 X ，か ら Xj に 矢線が ある と き ， 頂点 X ， は X 」 の親 と い い
， 渇 は X 、 の 子 とい

う．X ， の 親の 集合 を Pa（Xj）と表記す る．

  道 と有向道 ：頂点の 系列 X 、，
　X ，，

…
，
　X 。 ＋ i は ， すべ ての ゴー1

，
2

，

…
， n で ，

　 X ， か ら ＆ ． ・ に ，

あ る い は Xi＋ 1 か ら X ，

．に 矢線が ある と き ， 長 さ n の道 と い う．特に ， す べ て の i＝1，2，…，n で ，

X ，

・か ら X ，＋ 1 に 矢線が ある とき ， 長 さ n の有 向道 とい う．

  非巡回 的 ；長 さ n の 有 向道 XL 為
…

，
　X 。 ＋ i で ，

　 X 、
− Xn ＋ 1 と なる もの を長 さ n の巡 回 閉路

と い う．巡回閉路 が な い 有 向グ ラ フ を非巡回的 と い う．

  先祖 と子孫 1頂点 X ，か ら 渇 に有向道が あ る とき ， 頂点 X ， は 凡 の 先祖 と い い
， X ， は X ，・

子孫 と い う．

  非子 孫 ：す べ て の 頂点か ら X ，
・と Xl， の 子孫 を除い た もの を X 、 の 非子孫 と い い ，そ の 集合

を nd （X ，・）と表記す る．
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　以 上 の 準備を も と に ， 有向独立グラ フ の 定義 を与 える．

　【定義 2】　有向独立 グラ フ

　非巡 回的有向グラ フ G ；（V ，E ）が V − ｛X ，，
　X ，，

…
，
Xp｝の 同時密度関数 をグ ラ フ に 従 う逐次

的因数分解 さ れ て い る形 ， す なわ ち

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　　　fv（x 、，　x、，…，Xp）＝ n ん ρ。（x 、IPa（x 、））　 　 　 　 　 　 （3．1）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

の 形 に 規定す る と き ， そ の有 向グ ラ フ を有向独立 グ ラ フ と い う． こ こ に ， f、．Pa（x 、IPa（Xi ））は

Pa（X ，

・
）を与 えた と き の X ， の 条件付 き密度関数 で あ り，

　 Pa（X ，）が空 の とき に は 凡 の 周辺 密度

関数 を意味す る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ロ

　グラ フ に従 う逐次的因数分解に 対して定理 1 の因数分解基準を適用 す れ ば， 次の性質を導け

る．

　【定理 6】 有向独立グラ フ で の局所的 マ ル コ フ 性

　有向独立 グラ フ で は ， 任意 の X ， に対 して ， そ の 親 を与 えた とき に ， X ， は親以外の すべ て の

非子孫 と条件付 き独立 であ る ， す なわ ち

　　　　　　　　　　　　　　 X ，⊥ nd （X ，）＼Pa（X ，）lPα（X ，）　　　　　　　　　　　 （3．2）

が成 り立 つ ．親 が存在 しな い 場合 は条件部が 空 とな り独立性を意味 す る．　　　　　　　 口

 撫〉  

図 5　有向独立 グ ラ フ の 例

　【例 6】 図 5 の 有 向独立 グラ フ が規定す る逐 次的因数分解は

　　　　　　 ル（Xl ，．X ，， ＿， X5 ）＝fi（X1 ）乃（X2）f3．ρ。（X31Xl ，
　X2 ）f4．ρ。 （X41× 1）んρ。 （為 露 3 ，

　X 、）

で ある．局所的 マ ル コ フ性が 主張す る独立性 ・条件付 き独立性 は

　　　　　　　　　　　　　　　　x ，⊥x ，

　　　　　　　　　　　　　　　　x ，⊥（x ，，x ，）

　　　　　　　　　　　　　　　　x ，⊥刈 （x ，，　x ，）

　　　　　　　　　　　　　　　　x ，⊥（x ，，
x ，）［x ，

　　　　　　　　　　　　　　　　x ，⊥（x ，，Xz）i（x ，，　x ，）

で ある．

　有向独立 グラ フ で の 大域的マ ル コ フ性の表現は 2 通 りあ り ，

に ， Lauritzen　et　al．［26］に よ る表現 を述 べ る．

（3．3）

（3．4）

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　口

い ずれ もやや準備が い る。初め

　い ま ， 頂点 X ， の 2 つ の 親 X ，，
Xj に お い て ，

　 X ，

・と 渇 の 間で い ずれ の 向き に も矢線 が ない と

き，X ， は ｛X ，，
　X ，｝に対す る V 字合流点で ある と い う．有向独立グラ フ の 矢線 をす べ て無向の 辺

に変え ， す べ て の V 字合流点に対 して 2 つ の親を辺で 結ぶ． この よ う に して得られ る無向グラ

フ をモ ラ ル グ ラ フ とい う．図 5 の有 向独立 グ ラ フ に対す る モ ラ ル グ ラ フ を図 6 に 示す．
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（撫〉  

図 6　 モ ラ ル グラ フ の 例 （図 5 に 対応）

　逐次的因数分解 に 定理 1の 因数分解基準 を適用す る こ と で ，
モ ラ ル グ ラ フ で成立 して い る独

立性 ・条件付 き独立 性 は ， す べ て 元の 有向独立 グラ フ で 成立 して い る こ と が わ か る． しか し ，

こ の 逆は成 り立たず， 元の有向独立グラ フ で成立 し て い る独立性 ・条件付 き独立性の す べ てが

モ ラ ル グラ フ に 表現 され て い る わ け で は な い ．そ こ で
， 次 の よ うな精緻化 を行 う．

　頂点集合 V の部分集合 u に お い て ， 任意の X ∈ u の先祖が す べ て u に 含 まれて い る とき ， u

は先祖集合で ある とい う．任意の 部分集合 u に対 して，u を含 む最小 の先祖集合が存在 し ， こ れ

を u の 最小 先祖集合 と い う．

　【定理 7】 有向独立 グラ フ での 大域 的 マ ル コ フ性 （1）

　た が い に 排反な頂点集合 α， b，
　 s に お い て ，

　 aUbU ∫ の 最小先祖集合が 生成す る部分有 向グ

ラ フ の モ ラル グ ラ フ に お い て ，s が a と b を分離 して い れ ば

a ⊥ ろ1∫

が成 り立 つ ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　【例 7】 図 5 の 有向独立 グラ フ にお い て ， a ＝｛X ，｝，
　 b；｛X ，｝，∫

＝｛Xi｝とす る．　 aUbUs の 最

小先祖集合 は ｛X 、，
X ，，

　X ，，
　X ≧｝とな る．こ の 変数集合 が 生成 す る部分 有向グラ フ の モ ラ ル グ ラ

フ で ， s は a と b を分離 し て い る の で

x ，llx，lx，

が成 り立 つ ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　次 に ， Geiger　et　a1．［12］に よる表現 を示す．

　【定義 3】 有向分離

　 2 つ の 頂点 Xl・と 渇 を結ぶす べ て の 道 の それぞれ に つ い て ， ｛Xi，　X ，
・｝と排反 な頂点集合 s が

次の 条件の い ずれ か を満 たす とき，s は X ， と X 」 を有向分離す る とい う．

　D　X ， と Xj・を結ぶ 道 に V 字合流点が あ る とき， その合流点 とその子 孫は ∫ に含まれな い ．

　2＞ X ， と X ， を結ぶ道 に V 字合流で ない 点があ る とき ， そ の 点の 中で s に含 まれ る もの が あ

　　る．

　たが い に排反 な頂点集合 a ， ろ， s に お い て
， 任意の X ，・∈ a と任意の Xi ∈ b を s が有 向分離す

る とき ， ∫ は a と b を有向分離す る と い う．

　【定理 8】 有向独立 グラ フ での 大域 的 マ ル コ 7 性 （2）

　たが い に 排反な頂点集合 a ， b，
　 s に お い て ，

　 s が a と b を有向分離し て い れ ば

が成 り立 っ ．

a ⊥ bls

巳

口

　定理 7 と定理 8 の い ずれ に お い て も， s が空の 場合 に は独立性を意味す る．また ， 2 つ の 定理

の 内容 は同値で あ り ，
い ずれ も有向独立グラ フ で成立 し て い るす べ て の独立 性 ・条件付 き独立
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性を過不足 な く表現 して い る．ただ し ，
こ れ らの 大域的 マ ル コ フ性は直接的な表現を して い る

だけで あ っ て ， 局所的マ ル コ フ性 も全体 として は こ れ と同値で ある．実際 ， 例 7で導 い た X ，ll
X 、1X， は ， 局所的 マ ル コ フ性 が 主張す る X ，」⊥（X ，，X ，）と Xsll　X41（Xl，　X ，）に定理 2 と系 1 を適

用する こ と で 導出され る．

　【例 8】 図 5の 有向独立 グ ラ フ に お い て，a ＝＝｛X ，｝，
　 b＝＝｛X ，｝と す る ．　 X ， と X ， を結ぶ道 は ，

X ，
← X ，

→ ．積 と Xs → X ，
← X ， の 2 つ で あ る．後者 に お い て X ， は y 字合流点で ある．こ こ で s ＝

｛X ，｝とすれ ば ， s は前者の道に 対 し て 条件 2）を満た し ， 後者の 道 に対 して条件 1）を満たす．

よ っ て ， s は α と b を有向分離 して い るので

x ，，⊥ x ，lx、

が 成 り立 つ ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 囗

　 3．2　変数問 の 先 行関係が 既知の 場合

　い ま ， p個の 変数が ある とき，そ の 間の 先行関係が完全に与 え られ て い る とす る．
一

般性 を失

うこ とな く，その順序 を X ，，X ，，…，Xp とする ．こ の 先行関係 を所与 と して ，デー
タ か ら有向独

立 グラ フ を推測 した い ．有向独立グラ フ が規定す る独立性 ・条件付 き独立性を局所的 マ ル コ フ

性で 表せ ば

X ご⊥ nd （Xt）＼かα（X ご）lPa（X ∂

で あるか ら ， デー
タか ら こ れ らが 当て はまっ て い る か ど うか を統計的 に判定す れ ばよ い ，し か

し 「条件 とな る親が何か 」 は ， 有向独立 グラ フ が 完成 さ れ て 初め て認識 され る もの だ か ら，こ

の 基準 は そ の ままは使えな い ．

　幸 い に して ， 次の 手順 を踏 ん で い けば ， 親 を認識で き な くて もデー
タ か ら有 向独立 グラ フ を

推測で き る （Wermuth 　and 　Lauritzen［54］）．　X ，，X ，，
…
，　X ρ とい う順序が与 えられた と き ，

　 i＜
」な る X ， と 渇 に つ い て

Xj⊥ X ，1｛X ，， 鰯 ，

…
，X ，｝X｛X ，，　Xj｝ （3．5）

が成立 し て い る か ど うか を統計的に 判定 し ， 成立 して い な い と き に Xi か ら Xj へ の 矢線 を引

き， 成立 して い れ ば矢線を引かな い ．こ れをす べ て の i〈 ノで 行 う．すなわ ち

x ，⊥x ，

x ，⊥ XIIx，，　　 x ，⊥ x ，lx，
＆ ⊥刈 （Xz，　x ，），凡 ⊥ 刈 （x ，，　x3）， 孟 ⊥ x ，1（x ，，　x ，）

のそ れ ぞれが 成立 して い る か ど うか を ， 逐 次 ， 判定 し て い く．上 の 各行が部分変数集合に対す

る 1 回の 無 向グ ラ フ に よる モ デ リ ン グ に対応す る．こ の とき ， た とえば 3変数の モ デ リ ン グ で ，
X ，⊥X ，jx， と い う条件付 き独立性 は判定の 対象外で ある こ と に 注 意す る．仮 に こ の 関係が認 め

られ て も ， それに よ っ て X ， か ら X ， へ の 矢線 を削除 して はな らな い ．こ の 矢線 の 有無の 判定 は ，

2変数 で の X ，⊥ X ， に基づ くもの で ある．

　【例 9】 図 5 の有向独立 グ ラ フ で 表 され る統計モ デ ル が真 の と き ， 十 分多量 の デー
タの もと

で 第 1種の 誤 りが起 こ らなけれ ば ， 上 の 判定過程 に お い て
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x2⊥ x ，

x ，⊥x ，1（x ，，　x ，），　 凡 ⊥x ・1（x ，，
　x ・）

x ，⊥ x ，1（x 島x き， x ≧），　x ， ⊥ x ，1（Xi，　x 琶，　x4）

（3．6）

が認識され る．そして ， こ れ らか ら図 5 が作成で き る ．実際 ， 定理 2 と系 1 を 駆使 す る こ と で ，

（3．6）式 と （3．4）式 とが同値である こ とを示せ る．　　　　　　　　　　　　　　　　 □

　3．3　変数間の 先行関係が 部分 的 に既 知の 場合

　い くつ か の 変数対に は順序が つ い て も ， あ る変数対 に は順序が つ け られ な い と い う場面 は 多

い ．そ の よ うな場合は ， 有向の 矢線 と無向の 辺 を併用 した連鎖 グラ フ に よる統計 モ デ ル で デー

タの関連構造 をモ デリン グす る ．

　い ま ， 全部 で 7 つ の 変数が あ る と す る．そ れ ら を V，
＝ ｛X ，

，
X ，

，
　X ，｝，

　 V，
＝｛凡 ，　X ，｝，　 V，

＝｛X ，，

X ，｝の 3 つ の 部分集合 に群分 け した と き ， V，，
　 V，，

　 V、．の間 には先行 関係 を想定で き るが ， 各部

分集合内で は順序が つ け られ ない とする． こ の とき ， 次 の 手順 で連鎖グラ フ に よ るグラ フ ィ カ

ル モ デ リ ン グ を行 う．

　　手順 1 ： V， の変数 を対象に して ，無向独立 グラ フ を推測す る．

　　手順 2 ： V， と Vzの 変数を対象に して

　　2−1） X ，
∈ yl

，
　 Xj・∈ V， な る す べ て の （X ，，　X ・） に 対 し て

凡 ⊥ x ，L　liT，∪ 脆＼｛x ，，
　Xj・｝

が成立 して い る か どうか を判定 し， 成立 して い な けれ ば X ，か ら 渇 へ 矢線 を引 き，成立 し

て い れ ば矢線を引か な い ．

2−2） X ，
・
，
Xj・∈ ％ なる すべ て の （X ‘，　Xj・）に対 し て

Xj⊥ 丿も
・l　v ，∪ 脆＼｛x ，

・
， 濁 ｝

が 成立 して い る か ど うか を判定 し
， 成立 し て い な けれ ば X ，

・と X 」 を辺で結 び．成立 して い

れ ば辺 で結ばな い ．

手順 3 ： V ， と V， お
’
よ び V3 の 変数 を対象 に し て

3−1） X ，
∈ Vi　U ％ ，

　 X 」
・∈ V， な るす べ て の （Xi ， 渇 ） に対 して

萬 ⊥ x ，1　v，Uv ，Uv3＼｛x ，，渇 ｝

が成立 し て い る か どうか を判定し ， 成立 して い な けれ ば X ，か ら 渇 へ 矢線 を引き ， 成立 し

て い れ ば矢線 を引か な い ．

3−2） X ，・，X ．

一∈ Vsな るす べ て の （X ，
・
，
　Xj・）に対 して

丿ら⊥ x ，1　v，u ％ Uv3＼｛x ，，　x ・｝

　　が成立 して い るか どうか を判定し ， 成立 し て い な け れ ば X ， と Xj を辺 で 結び， 成立 して い

　　れ ば辺で 結ば な い ．

　こ の よ うに して 推測 された グ ラ フ を連鎖独立 グラ フ と い う．各手順 の それ ぞれ は無向 グラ フ

に よる モ デ リ ン グ に 帰着す る．そ こ で の 要点は ， 手順 2 で V， 内の モ デ リ ン グを行 わな い こ と，

同様 に 手順 3で V， と V2内の モ デ リ ン グを行わ な い こ と で あ る。4 群以上 に な っ て も， 手順 2 ，

3 と同様 な処理 を行 い 順次 グラ フ を拡大 して い けば よ い ．連鎖独立 グ ラ フ に お い て も ， 有向独

立 グラ フ とほ ぼ同様 な マ ル コ フ性が 成 り立 つ ．こ れ に っ い て は Lauritzen［25］3．2 節，宮川 ［27］

3．3節を参照 された い ．
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　 3．4　変数間の 先行関係が 未知 の場合

　 こ こ で 扱 う状況 は，変数問の先行 関係 を考え る こ と に意味が あるが
， それ に関す る知識が 不

足 して い る場合で あ る．言い 換えれ ば ， 統計 データが示 す関連構造 の背後に未知 な る有向独立

グラ フ が存在す る と仮定で きる場合 で ある．

　 い ま，解析対象 に して い る確率変数の 集合 V ＝｛X ，
，
X ，

，

…
，
Xp｝の 同時密度関数 が あ る有向独

立グラ フ G に従 っ て逐 次的に 因数分解 され ， それ か ら規定 され る マ ル コ フ 性以外 の い か な る独

立性・条件付 き独立 性 を付加的 に有し て い な い とき ， そ の 同時分布 は G に対 して忠実 （faithful）
で ある と い う （Spirtes，　Glymour　and 　Scheines［50］2．3 節）．以下で は ，　 G に 従 う同時分布 は G

に忠実で あ る とす る．こ の と き ， V の 変数 を解析対 象に して無向独立グラ フ を推測す る と
， 十

分多量 な データ の も と で 第 1種 の 誤 りが起 こ らな ければ ， それ は未知な る有向独立 グラブの モ

ラル グラ フ にな る．それ は次の 理 由に よ る ．まず，モ ラ ル グラ フ で は ， 元 の 有向独立 グ ラ フ で

存在 し て い た矢線 はすべ て辺 として残 っ て い る．同時分布が G に 忠実で あるの で ， 矢線で結ば

れた変数間で は い か な る独立性 ・条件付 き独立性 も成立 しな い ．次 に ， 同時分布が G に 忠実な

とき ， 定理 8 の 内容 は必要十分条件 に な る．す な わ ち ， た が い に排反な頂点集合 a
，

b
，
　 s に お

い て ， s が α と b を有向分離す る こ とは ，　 a⊥ blsが成 り立 つ 必要十分条件に な る． と こ ろ で ，

モ ラ ル グラ フ で は V 字合流点の 親が 辺 で 結ばれ て い る．y 字合流 瓦・→ X κ
← X 」

・の 道 には ， 凡・と

X ・の 問 に X ， しか な い の で ， 定義 3 の 条件よ り， Xk を含む 任意の 頂点集合は X ， と X ， を有向分

離しな い ．よ っ て ， V に対 する無 向独立グラ フ にお い て は V 字合流点の 親 の 間 に辺が存在す る．
一

方で ， 既 に 3．1 節 に述 べ た ように ， 逐次的因数分解に 定理 1 の 因数分解基準 を適用す る こ と

で ，
モ ラ ル グラ フ で成立 して い る独立性 ・条件付 き独立性は ， す べ て元 の 有向独立 グ ラ フ で 成

立 し て い る．以上 よ り， 有 向独立グラ フ に対応す る無向独立グ ラ フ は その モ ラ ル グラ フ に な る

こ とが わ か る．

　 と こ ろ で ， 4 つ の 変数 に つ い て 無向独立 グラ フ を推測 した結果 ， 図 3 （b）に 示す弦の な い 長

さ 4 の 閉路が得 ら れ た と しよ う．定義 2 に 記 したよ うに ， こ こ で は有向独立 グラ フ を非巡回的

有向グラ フ に 限定し て い る．図 3 （b）に お い て，非巡回的 で あ る と い う制約で 矢印 を つ け る と ，

必ず V 字合流点が発生す る．そ の よ うな有向独立 グ ラ フ の モ ラ ル グラ フ で は ， V 字合流点の 親

は辺 で結ばれ て い るはずで ある．よ っ て，図 3 （b）が モ ラ ル グラ フ に な る よ うな有向独立グ ラ

フ は存在 しな い ．こ の よ うに 「分解可能で な い 無向グ ラ フ ィ カ ル モ デ ル に は ， 背後 に有 向独立

グラ フ を想定で きな い 」 と い う点で ， 解釈の 難 しい モ デル であ る （Cox　and 　Wermuth ［7］）．

　上述 の よ う に モ ラ ル グラ フ は
， 有向独立 グラ フ で 成立 し て い る独立性 ・条件付き独立 性 をす

べ て 表現 し て い るわ けで は な い ．しか し ， あ ら ゆ る部分変数集合に対 し て無向独立 グ ラ フ を作

成すれ ば， 有向独立 グ ラ フ で成立 して い る独立性 ・条件付 き独立性 をすべ て識別で きる．多変

量正 規分布の 場合 ， た とえ ば 「渇 」土X3iXi」 と い う関係 は ，
こ の 3変数の み の 相関行列か ら推

測可能で あ る．

　 こ の よ うな部分変数集合の総数は ， 全変数の 数 を p と した とき

pC2 十 ρC3一予一・一一EpC
ρ
＝2ρ一

ヵ
一1 （3．7）

と膨大 に なるが ， 理屈 として こ の 作業が可能で ある ．こ の 膨大 な数 の無向グラ フ ィ カ ル モ デ リ

ン グ の 結果を次 の よ うな無 向グ ラ フ に ま と め る．

　初 め に 全変数の 完全 グラ フ を用意す る．そ して ， あ る頂点対 （x ，，
x ，
・）に お い て ， （X ，，Xj）

以外 の 何 ら か の 頂点集合 （空の 場合も含む）を与えた ときに 条件付 き独立性が 成り立 て ば ， X ，

と Xj の 線 を削除す る．こ れ をす べ て の 頂点対に つ い て 行 っ て得 られ る 無向グラ フ は
， 有向独立

グラ フ の す べ て の 矢線 を辺 に置 き換えた もの にな る （Spirtes，　Glymour　and 　Scheines［50］5．4
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節）．こ の無向グラ フ を SGS 無向グラ フ と呼ぶ ．た だ し，こ れ が 条件付 き独立性 を意味す る無 向

独立グラ フ で ない こ と に注意す る．図 5の 有 向独立 グラ フ に対 する SGS 無 向グラ フ は図 7 に な

る．

脳 ＼
  一

〜

 
／  

図 7　 SGS 無向 グラ フ の 例 （図 5 に 対応）

　次の 作業は ，
こ の SGS 無 向グラ フ の 辺 に 可能 な限 り矢印 をつ け る こ と で ある ．デ ータ の もつ

関連情報の みか ら矢印を つ け られ るので あ ろ うか． こ れ を可能 にす るのが V 字合流の 認識で あ

る．図 5 の有 向独立 グラ フ で は ， X ，
→ X ，

← X ， と Xa→ X ，
← X ， と い う 2 つ の V 字合流が あ る．上

述 の ように ， y 字合流点 に任意の 頂点 を加 えた頂 点集合 は 2 つ の 親 を有 向分離 しない ．すなわ

ち，V 字合流点に 任意の 頂点 を加 えた頂点集合 を与 えた と き に 2 つ の 親は条件付き独立 にな ら

な い ． こ れが V 字合流の著し い 特徴 とな っ て い る．

　 こ れ に対 して ， 図 5 で の X ，
→ X ，

→ X ， とい う部分 に 注 目しよ う． こ の とき ， 「X ，⊥ X 』IX，］は
成 り立たない が ， 「x ，⊥ x ，1（Xl，

x ，）」は成 り立 つ ．すなわ ち ，　 SGS 無向グ ラ フ で IX厂 茜
一X 副

とい う X ，・と X ， の 間に 辺 の な い 道が あ る と き ，
こ の 道が 有向独立グ ラ フ で V 字合流で な け れ

ば ， 必ず ， 渇 を含む ある頂点集合 s に お い て 「X 、　ll　X 、1s」が 成 り立 つ ．逆 に ， こ の道が V 字合

流の と きには ， 渇 を含む い か な る頂点集合 s にお い て も 「x 、⊥ x ，ls」は成 り立たない ．

　以上 の性質 を利 用し て V 字合流 を認識で き る．それ に は まず ， SGS 無向グ ラ フ か らす べ て の

「X ，
− X 厂 孟 」 を列挙する．図 7で は

脇 一x3− Xi　 x3− Xi − x4　Xi − x4 − x ，

x ，
− x ，

− x ，　x ，
− x3 − x ，　x3 − Xs − x ，

の 6 つ が ある． こ こ で ， た とえば 「X3 − Xi − X4］に お い て は 「X ，⊥刈 X1」が 成 り立 つ の で ，

こ の道は V 字合流で な い と判定で きる．
一方 ， た と えば 「X ，

− X ，
− X ，」で は 「X ，⊥X ， IX，］

「x21LXil（x3，瓦 ）」「Xz」⊥x ，1（x ，，　x ，）」「Xz⊥ x ，1（x ．，，　x ，，　x ，）」の い ずれ もが成 り立た な い こ と

よ り，
こ の道が V 字合流だ と判定で きる． こ の ように認識 した V 字合流 に矢線 を入れ ， それ以

外は辺 の まま に した グラ フ を SGS 連鎖グラ フ とい う．図 5 に対応す る SGS 連鎖 グラ フ は図 8

で ある ．X ， と 瓦 を結ぶ 辺 に は矢印が つ い て い な い こ と に注意す る．

　こ の 節で は ， 変数間の関連情報の みか ら ， す なわ ち ， 量的変数の 場合は相関行列 ， 質的変数

の 場合 に は 多元分割表か ら， 有向独立 グラ フ を推測す る 方法 に つ い て 論 じた ． こ の 方法の 拠 り

所は V 字合流 に ある の で ， 背後 に あ る有向独立 グ ラ フ に V 字合流が な けれ ば ， 全 くお手上 げで

　　  ＼

と 

  く あ〉  

図 8　 SGS 連鎖 グ ラ フ の 例 （図 5 に 対応）
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あ る．変数の 関連情報の み か らは区別 で きな い 有向独立 グラ フ は観察的に 同値 で ある と呼ば れ

る．それは

1）　 同
一

の SGS 無向グラ フ を もっ

2）　 V 字合流 をなす道 「x ，

一
凡

一
脇 」の 集合が 等 し い

とい う条件で記述 され る （Pearl［38］）．

　観察的に 同値 な有向独立 グ ラ フ か ら 1 つ を選択す る に は ， 統計 データ の もつ 関連情報 に加 え

て変数間の 先行関係に 関する情 報が 必要 とな る．それ を可能 に する強力な方法が 実験研究で あ

る．図 8で は ， X ， の値を人為的に変更 した ときに 湘 の 分布が 変われ ば ，
　 X ， か ら 脇 へ の 矢印

を つ け る こ とが で き る．

4． 因果 ダイ ア グラ ム とその利用 法

　4．1　統計的因果関係 と因果 ダイア グラ ム

　統計的因果推論の 主要 な目的 として次の 2 つ を挙げる こ とがで きる．

　 1） 統計 データに お い て 実現 し て い る関連 を統計的因果 モ デル で説明する．

　2）　 ある処理変量 に 人為的介入を施 した とき の 反応変量の 分布を推測 す る．

1）は科学的 目的 ， 2）は技術 的目的 と い え る．1）の た め の 方法論 と して ，パ ス 解析に 始 まる構

造方程式モ デル が ある．パ ス 係数に よ る相関の分解は ， ま さ し く観測された相関関係を統計的

因果 モ デ ル で 説明す る強力な手段 で あ る．
一方 ， 2）の た め の 方法論 と し て ， 潜在反応モ デ ル や

観察研究 に お ける様 々 な個体分類 ・マ ッ チ ン グ手法 （Rubin［46］， ［47］，
　 Rosenbaum 　and 　Rubin

［43］，［44］，
Rosenbaum ［41コ）な どを挙 げる こ とが で きる． また ， 技術的 目的 と い う立 場か ら

は ， 操作可能性に よ る次の よ うな変量 の 分類 は重 要で ある．

　統計的分析 の 対象は個体 の ある集団で ある．個体の測定に よ っ て得られ る量 に お い て ， そ の

値が なぜ個体間で 変動す るか を知 りた い と い う意味で 科学的興 味の ある もの を反応 と い う．個

体 に 対 し て人為 に よ っ て 与 える 条件 を処理 と い う．処理 を施 す以前 に個体が 有して い る属性を

共変量ある い は背景因子 ， 付随変数な ど と い う．Cox ［6］は ， 個体 の 固有属性 に加 えて ， 外的要

因 も共変量 に含め る立場 をと っ て い る．工 業に お け る工 程解析を研究対象に す る とき ， 温度や

湿度 とい っ た環境要因 を共変量 と して扱 う こ とは有用 で ある （黒 木 ・宮川 ［23］）．処理 か ら影響

を受 け ， 反応 に 影響を与える可能性が ある変量 を中間特性 とい う．

　 と こ ろ で 厂因果関係 とは何か 1 に つ い て は ， 古 くか ら様々 な哲学的論争が な され て い る （た

とえ ば Holland［22］を参照 ）．　 Cox ［6］は ， 統計的因果関係 に も

　a ）　 2 つ の 変量 に対 して ， それ らよ りも先行す る別な変量 に よ っ て説明 され な い 2変量間の

　　 統計的関連 を統計的因果関係 とす る立場

　b）　統制 され た無作為化実験 に お ける複数 の 処理間で の 反応分布 の 違 い を統計的因果関係

　　 とす る立場

と い う 2 つ の 見地が あ る と して い る．大雑把に い えぱ
，

a）は 上の 1）に対応 し ，
　 b）は 2）に 対

応す る．また ， 上 に 述 べ た操作可能性か らの変量 の分類 と対応させ れ ば ， b）で は ， 基本的に 処

理 か ら反 応へ の 因果関係 の み を推測対象 とする ．
一

方 ， a ）で は それ に加 えて，共変量 か ら中間

特性や 反応 へ の 因果関係 ， さ ら に は共変量 か ら処理 へ の 人為 に よる因果関係 をも解析対象 とす

る．

　
一

般 に
， 因果分析 ， 因果推論 と呼 ばれ る も の の 目的 に は

・観察 され た結果 に対す る原因 の 究明

・観察 された 因果関係に 対す る因果メ カ ニ ズ ム の解明

・観察された 因果関係に お ける因果的効果の 定量的評価
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が ある とされ て い る （Holland［22］）．これ らは相反 す る もの で な く， たが い に補完 しあ うもの

で あ ろ うが ， 統計的因果推 論に お い て は主 な る 目的が どれ で ある か を明 確 に して お く こ とが 重

要で ある．た と え ば ，

一・般 に 中間特性 とい うの は因果メ カ ニ ズ ム の 解明 に役立 つ も の だ が ， 処

理 か ら反応へ の 因果的効果の 定量 的評価 に は直接 は役立 た な い ．

　さ て ， 非巡回的有向グ ラ フ の 矢線 に 因果的解釈が 可能な グ ラ フ を因果 ダイ ア グラ ム とい う．

そ の と きの因果関係 は広義 の 概念 で a ）に近 い 。
一方で ， そ の 因果ダイ ア グ ラ ム を も と に技術的

に 利用可能な因果的効果 を評価 し よ うとする とき， 対象 となるの は b）の処理 か ら反応 へ の因果

関係 に 限定す る の が 自然で ある． こ の あた りの 整理が構造方程式 モ デル と潜在反応 モ デ ル を結

び つ け る鍵 とな る．

　Pearl［37］［38］で は ， 因果 ダ イ ア グ ラ ム を次の よ うに定義し て い る．

　 【定義 4】 因果 ダイ ア グラ ム

　非巡 回的有向グ ラ フ G − （γ，E ）と ， そ の 頂点 に 対応す る確率変数の集合 V ＝｛X ，，　X2，
…

，Xp｝
が与 え ら れ て い る ，グ ラ フ G が 変数間の 因果的関係を

X ，

．一
ρ、（P・・（X 、），ε∂　 ゴー1，2，…，カ （4．1）

なる形 に 規定 し， 各変 数が こ の 因果的関係に 従 っ て 生成され る とき ， G を因果 ダイ ア グラ ム と

い う．こ こ に誤差変数 ε 1， ε2，…，εp は たが い に 独立 とす る．　　　　　　　　　　　　　　 口

　（4．1）式 は記述的関連モ デル で はな く，

“
data−generating　process

”

を表す統計的因果 モ デ ル
，

す なわ ち構造方程式 モ デル で あ る．

　確率変数間の 因果的関係 が （4．1）式 に よ っ て 規定 され た と き ， そ の同時分布にお い て G に従

う逐次的因数分解， す なわ ち （3．1）式に与えた

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P

　　　　　　　　　　　　　fv（Xl ，　x2 ，　一一一1　Xp ）＝nfi．Pa（XilPa （Xi ））
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i＝1

が 成立 す る （Pearl［37］〉．つ まり， 因果 ダイア グラ ム は ， そ れ を形式的 に有向独立 グラ フ と見た

とき に 規定 され るす べ て の 独立性 ・条件付 き独立 を与え る こ と に な る．

　4．2　介入 効果 とその 識 別可 能性

　Pearl［37］は ， 因果ダ イ ア グ ラ ム が 与 え ら れ た と き
， あ る変量 に 対し て

， それ へ の 有向道を も

つ 変量 に は操作 を せ ず ， そ の変量 自身に対す る外的操作に よ っ てあ る値 に固定す る行為 を介入

と定義 した．そ の 上 で ， 変量 X に介入 した こ と に よ る別な変量 Y へ の 因果的効果 を介入 効果 と

呼 び，そ の 数学的定義 を次の よ うに 与えた．こ の と き ，
X へ の 有向道を も つ 変量 の い くつ か を

観測 した として も， そ の 値に は依存せ ずに X の 値 を x に 固定 し て い る こ と （こ れ を無条件介入

と呼ぶ ） に注意す る．

　 【定義 5】 介入効果

　頂点集合を V ＝｛X ，Y，　Z，，
　Z，，

…
，
　Zp｝とす る因果ダイ アグラ ム G に お い て

f（・1・et （X −
・ ））− 1…1ル（

鶉濤齢 ）
％ …

［・ep （4．2）

を X の Y へ の 介入効果 とい う．set （X ＝ x ）は 介入 に よ っ て X の 値を x に し た こ と を意味す る．

　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　 口

　こ の set（X ・− x ）と い う記号 は確率論 に はな い ．ノ（ylset（X ＝x ））をグ ラ フ で 解釈 すれ ば ，
　 G よ

りX へ 向か う矢線 をす べ て 除 い た因果 ダイ ア グ ラ ム で ， X を x に 固定 した と き の Y の 分布 と い

え る．
一

般 に ， 介入効果 f（ylset（X − x ））は通常の条件付 き密度関数 f． ．x （ylx ）とは異な る．

　【例 10】 簡単な場合 と し て ，図 9 を考 え よ う．図 9 （a）で は
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z）＝ ＝　fx（x ）乃．x （zlx ）fy．x （ylz）

　　　　　　 と G に 従っ て逐次的因数分解 され て い る の で ， （4．2）式 に代入す れ ば

ノ（〃1・et （x − x ））ニ if… （・1・）f… （・1・）de
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（4．3）

とな る．こ こ で Y ⊥ XIZ が成 り立 つ の で ，
　fv．z （ylz）＝fv．xz （ylxr　fl）で あ る． また ，

　fz．x （zlx ）＝

f πz（X ，2 ）脈 （X ）で ある か ら

〆（．o・1・e ・（x − ・ ））− 1んr繙 z）d・ − f… （・1x）

とな り， こ の場合の 介入効果 は条件付 き密度関数 に
一

致する．

　また
， 図 9 （b）で は

　　　　　　　　　　　　　fv（x ，y，2）＝ fz（z ）fx　、z（zトx ）fy．z（ylz）

と逐次的因数分解 されて い る の で ， （4．2）式に 代入 すれ ば

　　　　　　　　　　　f（・1・et （x − ・ ））＝ 　Sf・（・）f… （・12）dz− f・（・）

とな り ，
こ の 場合の 介入効果 は Y の 周辺 密度関数に な る ．

　
一

方 ， 図 9 （C）で は

　　　　　　　　　　　　fv（x ，
　y ，

　z）＝ fz（z）fx．、（zlx ）fF．xz （yLx，
　z）

と逐次的に因数分解 され て い るの で ， （4．2）式に当て は めて

　　　　　　　　　　f（ylset（x − x ））　・Sf・（z ）f・・xz （Ylx，　z）de

とな る． こ れ らの 介入効果が我々 の 常識に十分合 うとい う点で ， 定義 5 に 意義が ある．

　　　　　　  一   一     く渦漏
　　　　　　　　　　　（a）　　　　　　　　　　　（b）　　　　　　　　　　　（c）

　　　　　　　　　　　　　　図 9　簡単な 因果 ダイ ア グ ラム の 例

例 10で行 っ た ように ，

（Pear1［37］）．

　【定理 9】 推 測 ル ール

　a ）

　　 有 向分離す るな らば

　　　　　　　　　　　ノ（ylset（x ・＝ x ），
2）ニ ノ（yiset（x ＝ x ））

　　 で ある．

b）

（4．4）

（4．5）

（4．7）

（4．8）

口

　　　　　　　　　　　 （4．2）式の 定義を も と に ， 因果 ダイアグラ ム で 成立 して い る独立性・

条件付 き独立性 に よ る 式変形 を行 う こ と で
， 介入 効果 に つ い て次の推 測 ル ール が 導 か れ る

　　　因果 ダイ ア グラム G よ りX へ 向か う矢線 をす べ て 除 い た グラ フ に お い て ， X が Y とZ を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．9）

　　　因果ダイア グ ラ ム G よ りX か ら出る矢線をす べ て 除い た グラ フ に お い て ， Z が X と Y を
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有向分離す るならば

　　　　　　　　　 f（ylset（x ＝x ），　z ）＝ fv．xz （ylm，　z）
で あ る．特別 な場合 と して Z が空 の とき に は

f（yiset（x ＝x ））＝ fv．x （．ylx）

（4．10）

（4，11）

　 で ある．

c ） 因果ダイ ア グラ ム G よ りX へ 向か う矢線をす べ て除い た グラ フ に お い て ， Z が X と Y を

　 有向分離す るな らば

f（yトset （X ＝x ），　z ）＝ 〆v．z（ylz） （4ユ 2）

で ある．特別 な場合 と して Z が空の と きに は

∫（ylset（x ＝x ））＝ fy（y） （4．13）

　　 で ある．　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 口

　さ て
， 図 9 （C ）の ケ ース に 見た よ う に ，

一
般 に は f（ylset（X ＝X ））の 表現に は ，

　 X と Y 以外の

確率変数が 登場す る．い ま ， レ
「
＝ ｛X ，Y ，

　Zl
，
　Z，，

…，Zp｝の 部分集合 u ＝｛X ，　Y｝US に お い て ，
　u の

同時密度関数 に よ っ て f（y ［set （X ＝x ））が
一意 に表現 され る とき ，

　 X の Y へ の 介入効果 は u に

お い て 識別可能で ある とい う．Pearl［37］は ， 識別可能 となる十分条件 として バ ッ ク ドア基準を

与 えた．

　【定義 6】 バ ッ ク ドア 基準

　因果ダイ ア グ ラ ム G に お い て X か ら y へ 有向道が あ る と す る．こ の と き ， 次 の 2 つ の 条件を

満た す頂点集合 s は （X ，Y） に っ い て バ ッ ク ドア基準を満たす とい う．

a） X か ら s の 任意の 要素 に有向道 が な い ．

b） G よ りX か ら出 る矢線 をす べ て 除い た グラ フ で
，

s が X と Y を有向分離す る．　　　　 ロ

　バ ッ ク ドア基準を満た す頂点集合は必 ず存在す る． X の 親 Pa（X ）や非子孫 nd （X ）は バ ッ ク

ドア基準 を満 たす 自明な集合で ある．また ， ある頂 点集合 s が バ ッ ク ドア基準を満た す と き ，

s に X の 子孫 で な い 任意 の 頂点 を加 えた集合も また バ ッ ク ドア 基準 を満た す．

　【定理 10】　バ
ッ ク ドア 基準に よ る識別可能性

　因果ダイア グラ ム G に お い て ， 頂点集合 s が （X ， ｝つ に つ い て バ ッ ク ドア基準 を満た す な ら

ば，
X の Y へ の 介入効 果は u ＝｛X ，

　Y ｝US に お い て 識別可能 で あ り，
　 s ＝ ｛Z且，

…
，
Z ，｝と記 した

とき に

f（yl・et （x − x ））− 1…jf・ （21，…，　lr ）fy・x ・（ylx ，　al，
　
…

，
・Zr ）dz，

…dZr （4ユ 4）

で 与 えられ る．　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　　 □

　【例 11】 図 5 の 有 向独立 グ ラ フ が 因果 ダイ ア グラ ム とみ なせ る とし よ う， X ＝ X ，，
　Y ＝ X ， と

すれ ば ， ｛X ，｝， ｛X ，｝は い ずれ も （X ，，X ，）に つ い て バ ッ ク ドア 基準 を満 たす．
一

方，｛蚓 は （X ，，

急 〉 に つ い て バ ッ ク ドア基準 を満 た さな い ．　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　 　 口

　さ て ，バ ッ ク ドア 基準の 効用 は，回帰分析が 使わ れ る場面 で よ り顕著で あ る． こ の こ とを説

明す るた め に ， （4．1）式の 特別な場合で あ る次の線形構造方程式モ デ ル を考 えよ う．

X 、
＝ Σ α ジ島・＋ ε i 　i＝1，2，…，P

　 　 Xj∈ かα（Xt）
（4．15）

こ こ に ，ε 1，ε2，
…

，εp はた が い に独立 とす る．ati は Xj か ら X ， へ の 矢線に対応す る 因果的効果 を
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表す母数で パ ス係数 と い う．また ， X ，，　X ，，…，Xp は す べ て平均 0 ， 分散 1 に基準化され て い る

と す る．

　【例 12】 図 5 の 有向独立 グラ フ が因果ダイ ア グラ ム と み な せ る とき ， こ れが規定す る線形構

造方程式モ デル は

x ，
＝

ε】

X2　＝・　E2X

，
＝a31Xl ＋ （！b2．絶＋ ε3

x4 ＝ a41Xl 十 ε4

X ，
＝

αtS3．輪 ＋ αs4× 4 ＋ ε5

（4．16）

で あ る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 口

　因果 ダイ ア グラ ム が変量 間の 定性的因果関係を正 し く記述 して い る とき ， 統計 デー
タ か らパ

ス 係数の 値 を推定す る こ とが で き る．そ の た め の 方法が 回帰分析で ある．回帰 モ デル は ， V ＝

｛XL，　X2，…∴
Xp｝の 同時分布か ら導か れ る任意の 条件付 き分布 に つ い て考える こ とが で きる．す

なわ ち ， 回帰モ デ ル は因果 関係 とは無関係な統計的関連 モ デル で ある ．

　 こ の と き ， 線形構造方程式モ デ ル で の パ ス 係数 砺 と， あ る回帰モ デル で の偏 回帰係数 β． ．s の

関係が重要 に な る．こ こ に βij．。 は
， 目的変数に X ， を と り， 説明変数に 罵・と k∈ s な る 凡 を と

っ た回帰モ デ ル で の 凡 の 偏回帰係数で あ る．す ると，次 の 系が成 り立 つ （Pear1［38］）．
　 【系 3】 パ ス 係 数 と偏 回帰係 数と の 関係

　因果 ダイ ア グラム G に お い て X ・か ら X ， へ 矢線が ある とす る．G よ りこ の 矢線 を除い た グ ラ

フ で 頂点集合 s が （X ，，Xi）を有向分離す るな らば ， 目的変数に Xi を と り， 説明変数 に 凡・と

k∈ s な る ＆ を とっ た回帰 モ デル で の 茜 の 偏回帰係数　B，，
・．， は ，

パ ス 係数 偽 に 等 し い ．　 ［］

　さら に ， 系 3 の 内容 は次の よ う に拡張 さ れ る．因果ダイグ ラ ム に お い て ， 頂点 Xj・か ら Xi へ

直接の矢線 を含め て ユつ 以上 の 有 向道 が あ る と き ，
パ ス解析で は ， 各有向道 に沿 っ た パ ス 係数

の積 をす べ て の 有向道 に つ い て 足 し合わ せ た値 を X ，
・か ら Xl・へ の 総合効果 と呼ん で い る （Bo1−

1en［4］p ．36）．こ の とき ， 次の 系が成 り立 つ （Pear1［38］〉．

　【系 4】　総合 効果 と偏回帰係 数との関係

　因果 ダイ ア グ ラ ム G に お い て ， X ， か ら X ，
へ 1 つ 以上 の 有 向道がある とす る．こ の グラ フ で

頂点集合 ∫ が （Xj．　X ，）に つ い て バ ッ ク ドア基準 を満た す な らば ， 目的変数に X ， を と り， 説明

変数 に 蕩 と k∈ ∫ な る 澱 を と っ た 回帰 モ デ ル で の Xj・の 偏回帰係数 β，v・、 は ，
　X ，

・か ら X ，
・
へ の

総合効果 に 等 しい ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

　【例 13】 図 10に示す因果 ダイア グラム G を考 えよう．こ れ が規定 す る線形構造方程式 の 1
つ で ある

　　　　　　　　　　　　 X6＝a62× 2十 α63× 3 十 a “ X4 −F　a65Xs 十 ε6　　　　　　　　　　　　　　　　（4，17）

に現れ る パ ス 係数 α63 を推定 した い とす る．G よ りX ， か ら X ， へ の 矢線を除 い たグラ フ で ， 頂

点集合 ｛X ，，X ，｝は （X ，，
　X ，）を有向分 離す る の で

， 系 3 よ り

　　　　　　　　　　　　 X6 ＝ o為2・35認 2 ＋ β63・，5x3 ＋　B65・23　ts＋ ε6・235　　　　　　　　　　　　　　（4．18）

と い う回帰 モ デ ル で の X3 の偏 回帰係数 萬3．25 は
，

パ ス係数 ua に 等 しい ．

　ま た ，
X3 か ら X ，

へ の総合効果 は a63 ＋ 伽 α55 で あ り ， これ を推定 した い とす る．こ の と き ，

頂点集合 ｛X ，｝は （X ，，X ，） に つ い て バ ッ ク ド ア基準 を満たすの で ， 系 4 よ り
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図 10　因果 ダ イ ア グラ ム の 例  

X ，
＝β62．3x2 ＋ β6，．2x3 ＋ ε6・23 （4．ユ9＞

とい う回帰 モ デ ル で の X3 の偏 回帰係数 β63．2 は ， 総合効果 α、3＋ 伽 偽 5 に等 しい ．　　　　　 冂

　こ の ように ，
バ ッ ク ドア基準 は ， 回帰分析の 目的 を与 えられ た定性的因果仮説の も と で の 因

果的効果 の推定 に お い た とき ， 予測誤差 に よ る変数選択基準 とは全 く異な る変数選択基準 を与

える．

　4．3　交絡因子 の 同定 と併合可能性

　医学 ・ 薬学で ， 処理 と反応お よび共変量か ら分割表が構成され る とき，主た る関心 事は処理

か ら反応 へ の統計的因果関係で あ る．2．4節に 述 べ た シ ン プ ソ ン ・パ ラ ド ッ ク ス の 指摘 に よ り，

共変量 に よ る層別が 分割表解析の定石 に な っ て い る．

　Simpson ［48］が 与 えた数値例 を表 5 に 示す．た だ し ， 議論の 都合上 ，　X と Y の 位置 を転置し

て い る．

Zl 92

シ1 ．び2 シL シ2

認 1

躍 z

48 35 212 215

表 5　シ ン プ ソ ン ・パ ラ ドッ クス の 例 （Simpson 「48］）

　 　 　 　（a ）　　　　　　　　　　　　　　　 （b）

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 Z に つ い て 併合

　す なわ ち ，
　Simpson［48］が与えた数値例 とは，

　Z で 層別 した とき の X と Y の オ ッ ズ比 が層間で

等 しく 1以下で あ る ときに ，
Z で 併合した とき の X と Y の オ ッ ズ比 が 1 に な る現象で ある．こ

れ を 2．4 節 で 用 い た 記号で 表せ ば

一伽 ・n22 ・
＿

n ’12n222
＜ 1

nl21n211 　　　nl22n212

で ある に もか かわ らず

nll ＋ η 22 ・
＝ 1

n12 十 n21 ＋

と な る現象で あ る． こ れ に先立 ち，Yule［61］は ， 逆 に

丑 m η 221 ＿ n ’12n222 − 1
nl21　n211　　　　n122n2 ］2

で ある に もか か わ らず
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nll 十 n22＋

　 　 　 〈 1
nlE 十 n21 ＋

となる数値例 を与 えて い る．現在で は ，
ユ ール ・シ ン プソ ン の パ ラ ド ッ ク ス と い えば

n ’1’n2z
」

nl12n222
≦ 1

n12rn21L 　　　 n122n212
（ある い は ≧ 1 ） （4．20）

であ る に もか か わ らず

nl1＋n22t
　 　 　 ≧ 1
n12 ＋ n21 ＋

（ある い は ≦ 1） （4．21）

となる現象 （た だ し， （4．20）式 と （4．21）式の不等号の 少な くとも 1 つ は厳密に成 り立 つ ）

を指す （Mittal［32］）．

　また，Simpson［48］は ， 併合前の 共通 の オ ッ ズ比 と併合後の オ ッ ズ比 が等し くな る十分条件が

Y⊥ Zlx 　ある い は　x ⊥LZI　｝”

（4．22）

で あ る こ とを指摘 した．Bishop，　 Fienberg　and 　Ho11and［3］p．39 で は ，
こ の オ ッ ズ比 に お け る

併合可能性 に 対する必要十分条件が （4．22）式で ある と記述 され て い る． こ の記述が誤 りで あ

る こ と が Whjttemore ［57］に よ っ て指摘 され る．（4．22）式 は ，
　 Z の水準数κ が K ・＝2の ときに

は必 要 十分条件 で ある が，K ≧ 3で は十分条件 で あ っ て 必要条件で は な い ．た だ し．　Whittemore

［57］が 与えた厳密な必 要十分条件は ， 実務 にお い て使 い や すい もの で は必ず し もな い ．

　さ らに ， Simpson［48］は ，併合前 の 共 通の オ ッ ズ比 と併合後 のオ ッ ズ比 が等 し くない ときに ，

どち らの オ ッ ズ比 に意味が あ るか に つ い て も議論 して い る．表 5 に与え た 数値例に お い て ， X ，

Y
，
Z の 内容 と して 2 つ の 場合 を与 えて い る．1 つ 目の 場合 は ， トラ ン プ の カー ドの 分類で あ り

　 X ：柄 （Xl ：絵札，　 x2 ：数札）

　 Y ：色 （Yl ：赤 ，
　 Y2 ：黒 ）

　 Z ：外観 （Zl ：汚れ て い る ，
　 z ， ： きれ い ）

とい う項 目で あ る．乳児が遊 んだ トラ ン プ カ ー
ド 52枚を こ れ ら の項 目で分類 した と い うもの で

あ る．こ の場合 は ， 項 目Z は 結果系の 反応で あ り， こ れに よる層別は適当で な い ．よ っ て
， 2 、 と

z2 の それ ぞ れ で の X と Y の オ ッ ズ比 に は意味が 乏 し く， Z で併合 した X と Y で のオ ッ ズ比 に意

味 があ る．

　 2 つ 目の 場合 は ， 典型的 な医学データ の 場合で

　 x ：処理 （Xl ：無 ，
　 x2 ：有）

　 Y ：生死 （．ql ：生 ，
　 Y2 ：死）

　Z ：性別 （Zl ：男 ，
　 z2 ：女）

　で ある． こ の 場合は，Z は まさ し く処理 が施 され る以前 に個体が有 して い る属性， すなわ ち

共変量 で あ り，男女の い ずれ に お い て も処理 と生死 に関連が あ る こ と を示 した 各層で の オ ッ ズ

比 に 意味が ある．

　こ の 2 つ の 場合で ， 併合前の オ ッ ズ比 と併合後の オ ッ ズ比の どち ら に意味が ある か を判断す

る決め手 は ， 項 目間の 因果関係 を お い て他 に な い ． よ り一般 に ， 分割表に よ る処理 と反応間の

要因解析に お い て
， 層別す べ き共変量 は 「交絡因子 」 と呼 ばれ る．こ の とき ， た びた び注意さ

れ るよ うに，交絡因子 とは ， 個体 に処理が割 りつ け られ る 前に定 ま る も の で ， 処理 に影響 を受

ける もの で あ っ て はな らな い （柳川 ［60］p ．59）．補助変数の あ る実験 データ の 解析法で ある共分
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散分析で も，補助変数 に っ い て同様な注意が な され て い る （田 口 ［53］p ．807）． こ の ような変量

間の 因果関係の 記述 に は ， 因果ダイア グラ ム が 最 も簡潔で 明瞭で ある．

　Simpson ［48］が与 えた 2 つ の 場合 に つ い て因果 ダイ グラ ム を作成 すれ ば， 図 11 に 示す もの に

な る と考え られ る．図 11 （a ）で の 「柄」 と 「色」か ら 「外観 」へ の 矢線 は ， 乳児が 「赤札 を黒

札 よりも好み ， 絵札を数札 よ り も好んだ」こ と に よ る因果 的効果 を表す．図 11（b）で の 「性別」

か ら 「生死 」へ の 矢線 は 「処理 の 有無の い ずれに お い て も ， 男性 の 生存割合が女性よ り も大 き

い 」 とい う因果的効果 を表 し，「性別」か ら 「処理 」へ の矢線は 「男女 に よ っ て処理 の 割合が 違

う」 とい う人為 ある い はサ ン プ リ ン グに よ る影響 を表す． こ の とき 「処理 を施す こ とで 個体の

性が 変わ る」と い う因果関係 は考え られ な い ．「処理」か ら 「生死」へ の 矢線は 「男女の い ずれ

に お い て も ， 処理 有で の 生存割合が処理無 よ りも大 き い 」 こ と を意味 し，処理変量 か ら反応変

量 へ の 因果的効 果 と い う意味 で ， 介入が 可能な効果で ある ．

〉
（a ）トラ ン プの 場合

　 　 図 11

  ）  

（b）医学 デー
タの 場合

Simpson （1951） の 例 に 対 す る因果 ダ イア グ ラ ム

　こ の よ うに ， 変量間の 因果関係 を因果ダ イアグ ラ ム で表現 す れ ば，交絡因子の 同定 は容易で

あ る．す な わ ち，因果ダイアグラ ム よ り処理 X か ら出る矢線 を除い た グラ フ に お い て ， 処理 X

と反応 Y の い ずれ に 対して も先祖 となる変量が 交絡因子で あ る．逆 に
， 因果ダイ ア グラ ム に お

い て ， 処理 X の 子孫 で ， 反応 Y の 先祖 となる中間特性 は交絡因子でな く，
こ れ に よ る層別は誤

りで あ る．

　と こ ろ で ， オ ッ ズ比 に お け る併合可能性 を論 じ る と き ， 観測度数 に お い て ，併合前の 各層で

の オ ッ ズ比お よび併合後で の オ ッ ズ比が厳密 に等 しい こ とは稀で あ り， 実質的な対象 は想定 し

た モ デ ル で の 期待度数に対 す るオ ッ ズ比で ある．実際 ， オ ッ ズ比の併合可能性の 十分条件で あ

る （4．22）式 も，
モ デル が もつ 性質 と考え る の が 現実的で あ る．（4．22）式 に対応する 無向独立

グ ラ フ は ， 図 12の （a） と （b）で ある．
一

方， X が処理 ，
　 Y が反応 で ，　 Z が X に先行す る共

変量の場合 を考 え る と， こ れ ら の 無向独立グラ フ を与 え る有向グラ フ は図 12（c ）しか な い ． つ

ま り，
こ の 場合の 併合可能性 の 実質的な十分条件 は ． ｝

1

⊥ZIX で あ る．実際 ， 図 12（c ）に お い

て ，Z か らX を介さな い Y へ の有向道 が ない の で ，　 Z は交絡因子 で ない ．

  　  
一

   
一

 
一

    →   →  
　　　 （a ）　　　　　　　　　　　　　（b）　　　　　　　　　　　　　（c ）

図 12 併合可能 と な る 統計 モ デ ル

　4 元以上の 分割表 に お い て も ， オ ッ ズ比の 併合 可能性の 問題 は重要で ある． い ま ， 性別で層

別 した処理 と反応の 2元表で オ ッ ズ比が い ずれ も有意 に 1以下 （処理有の 生存割合が処理無 よ

りも有意に大 き い ）で あ っ た と しよ う．し か し ，
2 っ の オ ッ ズ比 の

一
様性の 検 定 （た と えば

Bleslow　and 　Day ［5］の検定）を行 っ た と こ ろ ，

一
様性は棄却され た とす る．そ の 場合に も ， そ

の 処理 を施す こ とは有効で ある と判断す る の が合理的で あろ う． と こ ろが ， 男性 で の 2 元表 を
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別 な共変量 W （例えば年齢）に よ っ て 層別 した とき に ， 各年齢層で の オ ッ ズ比が 1以上に なる可

能性が あ る．こ の とき ， （4．22）式の ア ナ ロ ジーで

Y⊥ 网（X ，Z） （4．23）

が 成り立 っ て い れ ば， Z と W の 組合せ で 層別 した と きの X と｝
「

の オ ッ ズ比 は ，
　Z の み で 層別し

た ときの オ ッ ズ比 に等 しい ．（4．23）式 を与 え る因果 ダイ アグ ラ ム と し て ．図 13（a ）を考 え る こ

とがで きる．

   

（a ）　 　 　　 　 　　 　 　 　 （b）

図 134 変量 で の 因果 ダ イ ア グ ラ ム の 例

　図 13（a ）で ，
Z が （X ，　Y ）に つ い て バ ッ ク ドア基準 を満た して い る こ とに注意す る． しか し ，

分割表の オ ッ ズ比 と い う母数に お い て は ，
バ ッ ク ドア基準 は併合可能性の 十分条件 に はな っ て

い な い ．図 13（b）は そ の 反例で ある．図 13（b＞に お い て も ，
Z は （X ，

　Y ）に つ い て バ ッ ク ドア

基準を満た して い るが ， Z とW の 組合せ で層別した ときの X と Y の オ ッ ズ比 が ，
　 Z の み で 層別

した ときの オ ッ ズ比 と異 なる数値例 を作 る こ とが で きる （森 山［33］）． しか し， 次の ような こ と

が い え る．

　
一

般の 分割表解析で は ， 併合前と併合後 で オ ッ ズ比 の 値が変わ らな い とい うの は，厳 し い 要

求で ある．一方で ， （4．20） （4．21）式で 表され る ユ ー
ル ・シ ン プソ ン の パ ラ ドッ ク ス （す なわ

ちオ ッ ズ比 に お ける 1以 上 と 1 以 下の 反転）は極め て ミ ス リーデ ィ ン ク な結論を導 くの で 避 け

た い ． こ の パ ラ ド ッ ク ス を避 ける 十分条件 も既 に調 べ られ て お り

X ⊥ Z 　 あ る い は 　　｝
厂

⊥Z （4．24）

で あれ ばパ ラ ド ッ ク ス は生 じな い （Good　and 　Mittal［18］）．　 X ⊥ Z は ， 処理 有の割合を層間で

一
定に す る こ とを意味 し ， 予見研究で の 重要な指針で ある．

一
方 ， Y ⊥ Z は反応有 の割合 を層

間で
一

定に す る こ と で あ り，回顧研究の 設計 に役立 っ ．

　さて ， Z が （X ，｝りに つ い て バ ッ ク ドア基準を満たす とき ，
　 X に対す る Z 以外の 任意の 非子

孫 W に対 し て

Y⊥ Wl（X ，　Z）　 ある い は 　　Xll 　WIZ （4．25）

が成 り立 つ ．Y ⊥ 圃 （X ，
Z ）が 成立す る と き は ， 前述の よ う に ， オ ッ ズ比 が併合可能で ある。

一

方 ，
X ⊥ 剛 Z の とき に は ， （4．24）式 と同 じ理屈 で ，

　 Z とW の 組合せ で 層別 した ときの X と Y

の オ ッ ズ 比 と，
Z の み で 層別 した とき の オ ッ ズ比 に お い て ，

ユ ール ・シ ン プ ソ ン の パ ラ ド ッ ク

ス は生 じな い ． こ の よ うに ， 多元分割表 に お けるオ ッ ズ比の 解析 に お い て も，
バ ッ ク ドア基準

は 役立 つ ．

5． お わ り に

本論文で 述 べ た統計的因果推論 とは ， 因果ダイ ア グラ ム を推敲す る ため の
一

連 の 方法論 とい
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える。研究者の もつ 定性的因果仮説が 因果 ダイア グラ ム に表現 され た とき ， その非巡 回的有向

グラ フ が す べ て の 頂点対 に矢線の あ る完全有向グラ フ でな け れ ば， そ の 定性的因果仮 説は統計

的仮説 に な る ．す なわ ち ，ある 頂点対 に矢線が な い こ とが規定す る独立性 ・条件付 き独立性 は ，

統計 デー
タのみ か ら検証可能 であ り，

Popper （1959）の い う科学的仮説の基準に適合す る，

　
一

方 ， 変量 に対す る先験的知識 と統計データ か ら因果ダイ ア グラ ム を推論す る た め に は ， 変

量の 先行関係 と デー
タ に お い て 近似的 に実現 し て い る独立性 ・条件付 き独立性 よ り，有向独立

グラ フ ある い は連鎖独立 グラ フ を統計的に 推測す る こ とが有効な手段 とな る．経時的に測定さ

れ た変量聞や ， 共変量 と処理 変量 の 間 に は ， 明 らか な先行関係が あ る．先行関係に あ る変量 間

の 統計的従属関係 に 因果的解釈が可能な と き， 有向独立 グラ フ は因果 ダイア グラ ム に なる．有

向独立 グラ フ の 統計的推測は ， 適当な変量集合に 対す る無向独立 グラ フ の 推測 を反復する こ と

に帰着す る．それ は ， 量 的デ ータ の 場合 は共分散選択 モ デ リ ン グ ， 質的 データ の 場合 に は グ ラ

フ ィ カ ル 対数線形 モ デ リ ン グで ある．

　無 向独立 グ ラ フ と有 向独立 グ ラ フ で の マ ル コ フ性の 理論 は既 に 完成 して い る．今後 は新 たな

応用分野 を開発する こ と が課題で ある．例 え ば，素数 べ き型直交表実験で ，主効果 と と もに い

くつ か の 2因子交互作用 を割 り付けるた め の 道具 と して線点図が知 られ て い る （田 口 ［52］）．線

点図は 因子 を頂点 と す る無向グ ラ フ で ある．実験 デー
タ を解析 し，有意 と判定 さ れ た 主効果お

よび 2 因子 交互作用か ら線点 図を作成す る と ， 無 向独立 グラ フ で の マ ル コ フ 性を利用 す る こ と

で ， 要因効果全体 の構造 を理解 しやす くなる （宮川 ［28］）．

　3．4 節 に述 べ た有向独立 グラ フ の 推測 で は ，
SGS 無 向グラ フ を決定す るた め の 効率的な ア ル

ゴ リズ ム に関心が 持た れ て い る．また ， SGS 連鎖 グ ラ フ を有 向独立 グ ラ フ に す るた め に ， どの

ような実験 を追加す るのが最 も効率的か と い うの も興味深 い 問題で ある．

　4．2節に述 べ た 因果ダイ アグラ ム に よる介入効果の 推測諭に お い て は ， 分布 ある い は母数 と

して の 識別可能条件が与 え られた もの の ，有限個 の統計 データ か ら の 推定精度 に つ い て は ほ と

ん ど調 べ られ て い な い ．例えば ，

一般 にバ ッ ク ドア基準を満たす共変量集合は
一意で な い が

，

分布あ る い は母数 と して の 介入効果 は そ の ような共変量 集合に 依 らず
一
意に 表現 され る． しか

し， 推定精度 は共変量集合 に依存す る．宮川 ・黒木 ［29］は ， 2 つ の バ ッ ク ドア基準 を満た す共

変量 集合が グラ フ 上 で特別な 関係に ある場合 に 限 っ て ， 推定精度か ら の 共変量 選択基 準 を与え

た が ， よ り
一

般的な議論 は今後の 課題で あ る．

　4．2節で は単一
の処理変量 に介入 す る場合を定式化 した が ， 複数 の処理 変量 へ の 同時介入 も

応用上価値 の 高 い 問題 で ある．Pearl　and 　Robins［39］は 同時介入 に対す るバ ッ ク ドア 基準 を与

え，Kuroki　and 　Miyakawa ［24］は同時介入 に対 する フ ロ ン トドア基準 を与 えた ．また，同時介

入 で は ， あ る時点であ る処理 を施し ， そ の 結果 を見て 次の 処理条件を決め る と い う条件付 き介

入が よ り現実的で ある ．こ の 条件付 き介入 の 推測論 も現在発展中で あ る ．
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