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擬似乱数ユ
ー ザ ー の 方 ヘ ー Mersenne 　Twister法 開発者 よ り

松　 本 虞
†

To 　the　users 　of　pseudorandom 　number 　generators
一from　a　developer　of　Mersenne 　Twister

Makoto　Matsumoto†

　漸化式を 用 い て 乱数の よ う に 「見え る 」 数列 を発生 し，乱数 と して 利用 す る こ とを擬似乱数

発 生 と い う．真乱 数発 生 に 比べ て 高速 ・低 コ ス トで あ る ほ か ，初期 シ ー
ドと 漸化式 を記録 す れ

ば誰で も再現可能で あ る た め 追試 を行い や す い な ど の メ リ ッ トが あ る，

　 しか し，現 在 科学技 術 計 算 ラ イ ブ ラ リな どで 通 常利 用 され て い る擬似乱数 の 多 くに 無視 で き

な い 欠 陥 が あ り，擬 似 乱 数 ユ ーザ を 混 乱 させ て い る．一
方 で ，こ れ らの 欠 陥 を考慮 し て 筆者と

西 村拓士 が 97年 に 開 発 し普及 が 進 ん で い る Mersenne 　Twister 法で は，周期が 2L9［37− 1 で 623

次元空問に 均等 に 分布 して い る な どの 数学的 な保障が あ り，大規模な統計的検定 に も合格 して

い る L，実際に 数兆個単位で シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に利用 され て い る，

　本稿 は，ユ
ー

ザ に 届きに くい 擬似乱数開発者側の 情報，す なわ ち漸化式 ・既知 の 欠陥 ・評価

方法な どを解説す る こ と に よ り両者の 距離を 縮め，研究成果 を共有 し刺激 しあ う こ とを 目的と

す る．

Pseudorand。m 　number 　generation（PRNG ）is　to　generate　a 　sequence 　of 　numbers 　which
“
mimics

”

a   ly　random 　number 　sequence ，　and 　to　use 　them　as　random 　numbers ．　PRNG 　is　faster　and　cheaper

than　physical　random 　number 　generations，　and 　is　easily 　reproduced 　by　recording 　the　initial　seed，
which 　is　necessary 　to　check 　the　simulation 　result 　later　or　by　another 　computer ．

　 However ，　 commonly 　 used 　generators血 scient 面c　computing 　libraries　 of しen 　have　some 　flaws，

which 　confuse 　the　users 　of　PRNG ．　 On　the　other 　hand，　Mersenne 　Twister　PRNG 　developed　by　the

author 　and　Takuji　Nishimura　in’97 　and 　now 　being　widely 　spread ，　has　mathematical 　assurance 　such

as　the　long　period　21M
”7 − 1and　623−dimensionally　equidistribution．　 It　also 　passes　stringent 　statisti −

cal　tests，　and 　actually 　used 　in　simUlations 　where 　trillions　of　random 　numbers 　are　cons ロmed ．

　 This　manuscript 　explains 　the　designers’information　on 　PRNG 　to　the　users ，
　such　as　the　recursion

fo  ulas ，　known 　de正ects ，　methods 　of 　evaluation ，　which 　have　not 　reached 　to　the　users 　enough ．　This

intends　to　tie　the　 users 　and 　the　designers，　 so 　that　they　can 　take　the　bene五t　 of 　the　recent 　research

results 　and 　stirnulate 　each 　other ．

Kay　WordS　and 　Phrases： Random 　 number 　generation，　Pseudorandom 　number 　generation，

　　　　　　　　　　 Mersenne 　Twister
，
　MonteCah ℃ methods

，
　Simulation，　Defects

は じ め に

　乱数発生法 の 研究 に おい て は，「統
一

見解」 は得 られ て い な い ， と筆者 は認識 して い る．そ

の た め
， それぞ れ の 研究者が ドグマ を もち， 互 い に い くらか 矛盾す る 内容を 真実 と して 主張 し
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て い る きらい が ある．当稿 も，一つ の 視点か らみ た主張 に す ぎない ．個人的に は客観的真実に

近 づ ける努力を払 っ て 執筆 した っ もりだが，上記 の こ とを差 し引 い て 読ん で い ただければ幸 い

で あ る．

　本稿 は，西村拓士氏 と の 共 同研究で ある Mersenne　Twister法 ［20］ （MT 法） を紹介す る こ

とを日的 の
一

っ に お い て い る．用語 に 厳密な定義を与え る と却 っ て わ か り に くくな る恐れが あ

る の で ， 感覚 的に 理 解で き る 用語 を用 い て まず MT 法 の 紹介 を し， そ れか ら少 し広 い視点か

ら擬似乱数全般の 解説 を試み る．

　§1．2 で 触れ る よ う に ， 擬似乱数研究 の 最大 の 問題 は 「利用者 と研究開発者 の 間に 距離が あ

る」 こ と と思え る．本稿が ，こ の 距離 を少 しで も近 づ け られた ら幸 い で ある．質問メ ール は常

に大歓迎で
，

で きる限り返事をす る努力を して い るが全て に は答え切れ て い な い こ とをあ らか

じめ陳謝 させ て い ただ く．

1． 問題 のある生成法と Mersenne　Twister法

　 MT 法は 筆者 と西村拓士氏が 98年 に 発表 した擬似乱数発生法で あ る．状態空間が 19937 ビ ッ

ト，周期が 219937− 1で あ り ， 通常 の パ ソ コ ン で も毎秒 1000万個以 上 の 擬似乱数が 生成で き る

高性能高速擬似乱数発生法で あ る ．現在，
モ ン テ カ ル ロ 法用 と して は も っ とも信頼性の 高い擬

似乱数 の一
っ と して 世界的 に普及 して い る．多 くの数値計算 ラ イ ブ ラ リ

ーに 組み込 まれて い る

ほ か
， MT 法を利用 した 多種の フ リ

ー
ウ ェ ア が イ ン タ

ー
ネ ッ ト経 由で ダ ウ ン ロ

ー
ドで きる．

　 さ て 最初に 強 く注意 して お きた い の は ，現在広 く用い られ て い る擬似乱数の 中に も質の 悪い

もの が多 くあ る こ とで あ る．新 し く提唱された も の で も ， 高品質で あ る とは限らな い ．一
例を

挙げよ う．多 くの 研究者 が Knuth の 名著 ［7］ （97年第 3版） を 「擬似舌L数発生の バ イ ブル 」 と

呼 び，「こ の 本に 推奨 されて い る擬似乱数 を使え ば間違 い がない 」 とい っ た紹介を して い る．

しか し， こ の 本が扱 っ て い る生成法の 人部分は 70年代に 開発 され た もの で ， それ ぞれ に多少

の 問題 が あ る ．第 3 版 で 新 た に追加 さ れ た ran 　array と い う生成 法 も，古 い擬似乱数 「ラ グ っ

き フ ィ ボ ナ ッ チ 法」 の 「一部 を使 う」 とい う改良 に過 ぎず ， （1uxury　levelを低 く設定 した場合

に は）偏 りが 見 られ る 匚23コ．筆者 は Knuth 氏が 96年 に来 日 した 際，第 3版 の ド ラ フ トを 見て

「バ イ ブ ル と呼ば れ る ほ ど 影響力 の あ る本が ， よ い 擬似乱数を紹介 して い な い の は問題 で は な

い か」 と若気 の 至 りで 噛み付い た こ とが あ る．氏 の 返 答は 「こ の 本を バ イ ブ ル と呼び た い 人は，

『旧約聖書』 と呼ぶ べ きで あろ う．他の 巻 に は も っ と緊急 に書 き直すべ きと こ ろがあ り，乱数

に は手 が ほ とん ど回せ な い 」 と ユ
ー

モ ア の ある大人 の 答で あ っ た， こ の こ ろ筆者は MT の 論

文 の 草稿を書き ヒげた と こ ろ で ，そ こ で は MT の 名前 は primitive　twisted　GFSR と い う長 い も

の で あ っ た．氏 に こ の 草稿 を渡 したとこ ろ，氏か ら 「とて も面 白い が，まだテ ス トが不完全だ．

広 く普及 して 徹底 的な テ ス トに 合格す れ ば ， 15年後 に予定 して い る第 4版で 紹介す る に値 し

よ う．…と こ ろ で ， 名前が長す ぎ る ．も っ と印象に 残 る名前を考 え て は」 と い うコ メ ン トを い

た だ き，そ れ に 応え て 「MT 」 と い う名を考案 した ．氏か らは他に も有益な コ メ ン トを い ただ

い た． こ こ に謝意を表させ て い た だ く．（筆者 も［7］は バ イ ブル と呼ぶ に 値す る と考え て い る．）

　 さ て ，以下，問題が あ るが広 く使われて い る乱数発生法 を二 例挙げ る．

　1．1　線形合同法

　も っ と も標準的な生成法と い え る 「線形合同法」 （Lehmer ，

’60 ご ろ ） は ，整定数 α，　c，　N を

固定 し N を法 と した （N で割 っ た余 りを取る こ と， mod ／V と記す）線形漸化式

niF1 ：＝α∫汁 omodN 　（ゴ＝0，1，2，＿） （1）

に よ り 0 か ら N − 1 ま で の 整数列を生成 し ， 擬似乱整数列と して 用 い る と い う も の で あ る．
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（初期値と して ， Xo を ユ ーザーが与え る必要 が あ る，） こ の 数列を実数列 と考え て N で 割 る こ

と に よ り，［O，
1）区間に

一一様分布す る擬似乱数 と して 用 い る こ とも多 い．周期 は たか だ か N

で あ る．

　高速生 成 の た め に は積 と剰余 の 計算 が ネ ッ ク とな る．そ の た め
，

／＞ は 計算機の 1 ワ
ー

ド長

整数の 最大値 （た い て い 2“’

）以 下 の もの が 多い ． しか し，現在の パ ソ コ ン で は数分で 232個 の

乱数を使 っ て しま うた め，周期が短す ぎ ると言 え る．ま た，生成 され た擬似乱数 を高次元空間

に プ ロ ッ トす る と以下 の よ うな格子構造が 観察 さ れ る．

　例 と し て ， 80 年 代 後 半 ま で ANSI−C 言語 の 標 準 推 奨 擬 似 乱 数で あ っ た rand は α
＝

1103515245，c ＝12345，　 N ；23tと した線形合同法で あ る． こ の 擬似乱数列 の 3 次元空間で の 分

布を見るた め，

　 1． 3 っ 擬似舌L数を発生 し，それ らを xyz 座標とす る点 を単位立方体 に プ ロ ッ ト

　 2，1．を 231回繰 り返す

　3．単位立方体 の 原点付近，
一

辺 0，015の 立方体 内に プ ロ ッ トされ た点を描画

す ると，図 1 の よ うな格 予構造が 明 らか に な る．従 っ て ， こ の 方法を使 っ た場合 ， 格子構造が

見え て くる よ うな多量 の （数千万個程度の ）擬似乱数 の 使用 は明 らか に 危険で あ る．また ，別

種 の 欠陥が N が 2 の べ き乗 で あ る場合に 起 きる．剰余計算が 高速 に な る の で そ の よ うな N を

選ぶ こ とが 多い が ， 出力が交互に偶数 と奇数に な る （
一

般に ， 2進数で 書い て 下 s 桁 は周期 2s

で 循環す る）．

　現在で も， 多 くの 科学計算 ラ イ ブ ラ リや シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 教科書で 線形合同法が推奨 され

て い る．法 N を 2
’”S

に増や した drand48な ど の 線形 合同法 もあ るが ， 本質的 に同 じ問題を持 つ

上 ， 生成速度が ず っ と遅 い ．（ちな み に ， 最新 の BSD −C 言語の rand は 90年代に ラ グっ き フ ィ

ボ ナ ッ チ 法 random に 置 き換 わ っ て い る．こ の 生 成法は高速だが，深刻な欠陥が報告 され て い

る ［23］［31］［25］．）

　MT 法で は
一

周期に 渡 っ て 見 た場合，出力は 32 ビ ッ ト精度 で 623 次元空間に均等に 分布 し

て い る （§422 ）．数列の一部分 だけを使 っ た場 合の 分布の 保障は な い が，MT 法 は 10億個以

上 の 乱数サ ン プ ル を用 い た多様 な統計的検定 に全て 合格 して い る．現在 ま で 筆者に メ
ール な ど

〆T
−．．一．＿．．

〆
，へ

　

／．−．
．

・、」

図 1　 80年 代 ま で ANSI標準 C 言語 の 擬似乱数

rand に よ り生 成 さ れ た空間内 の 「ラ ン ダ ム 」 な

点列．ラ ン ダム と は言い 難 い 結晶 構造 が 見 られ る．

讌
　

　

　

／ト
ー−．
〜．

．
ー．
γ

　
　
、、丶丶

図 2　 同 じ方法で メ ル セ ン ヌ ツ イ ス タ
ー法 に よ り

生 成 され た ラ ン ダ ム な 点列．
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で 寄せ られ た 10 件 ほ どの rMT 法の 統計的偏 りの 発見」 は ， 全 て 検定方法 の 誤 りで ある こ と

が判明 して い る．筆者 が さ まざまな 生成法の 検定を行 っ た経験 に よれ ば，MT 法 に 限 らず一般

に 次 の こ とが観察 され る．「一周期で M 次元均 等分布 して い る擬似乱数は，連続す る M 個以

下 の乱数 を組 に して 扱う統計的検定 に は 合格す る，」 すなわ ち ， M 次元ま で の 独立性 しか要求

しな い 検定 に は合格す る．従 っ て，623個程度ま で の 多変量の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に 用 い た場合

に は 問題が な い （そ して
， お そ ら くは も っ と高 い 次元で も問題 は生 じな い ） と思 われ る．（作

為的に 設計 され た検定で は こ の 限 りで は な い が．）

　 1．2GFSR 法

　も う一
種 ， 広 く用 い られ か つ 問題 の 大 きい 生 成法 に 3項 GFSR （GeneraliZed　Feedbacked

Shiftregister）法［9］が あ る． こ れ は，計算機 の 1 ワ
ー

ドを ω ビ ッ ト と し た と き ，
1 ワ

ー ドを

｛0，
1｝成分 の ω 次元横 ベ ク トル とみ な し ，

ベ ク トル 列 Xe，　Xl ，　x2，．．．を漸化式

Xj ＋ n ：
＝z

ゴ＋ m ＋ x
丿

（ゴ＝ 0，1，＿） （2）

で 生成 し， ラ ン ダ ム ワ
ー

ド列 と して 用 い る方法で ある． こ こ で ， 和は成分 ごと の 2を法 とす る

和 で ある．（計算機用語で 言 う ビ ッ ト ご との 排他的論理和で あ り， きわめ て 高速 に計算で きる．

数学用語で 言えば，F， 係数 の ベ ク トル の 和で あ る． こ こ で ， 2 を法 と した加減乗算の 与え ら

れ た 集合 ｛O，1｝を 2元体と い い F， で あ らわす．）x 。，＿，Xn 一
且 を初期値 と して ユ ーザ ーが 与え る

必要が あ る．定数 n ＞ m ＞ 0 を tn＋ tm ＋ 1が 原始多項式に な る よ う に 選 ぶ と
，

こ の ベ ク ト ル 列

の 周 期 は 2” − 1 とな る．2” − 1が素数 に な る と原始性 の 判定 が簡単に な る ため ，n ・＝ 89
，
127

，

521，607 とい っ た値 の もの が良 く用い られ て い る．

　 こ の 方法 は周期が長 く，一
個の 生成に 数回の CPU 命令 し か 要せ ず に高速な の で 広 く用 い ら

れ て 来 た ．が ，
ベ ク トル の 成分 と して あ らわ れる 0−1の 個数の バ ラ ン ス に顕著 な偏 りが ある．

どの ビ ッ トで も同様だ が ，例え ば生 成され る ワ ー ド列 の 最上位 ビ ッ トに着 目 し，そ れを N 個

ず つ に 区切 っ て ，N 個 中に現れ る 1 の 個数 を 数 え，二 項分布 B （N ，
112）か ら の 偏 りを見 る

（こ れ を 重み分布検定 と い う） と，／V＞n の 時に は偏りが大き い こ とが知 られ て い る （」〉≦ n で

は経験的に偏 り は 観察 され な い ）．従 っ て ， ラ ン ダ ム ウ ォ
ーク や相転移な ど ， 状態変数 に 過去

の 履歴が長 く残 る マ ル コ フ 過程型 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で は大 きな誤差 を生み 出す こ と が あ る．

　 こ の 事実は 68年 Lindholm［10］， 75年 Fredricsson［5］ら に よ り数学的 に解析 され警告され て

い たが，な ぜ か無視 され て きた．1992 年に Ferrenberg ら ［4］が （そ の 理 由は解析せ ずに ）rlsi
ng 模型 の シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン で こ の 種 の 擬似乱数を使 うと相転移温度が狂 う」 こ と を報告 し脚

光を浴 びた．が ，こ れは擬似乱数 の 専門家に と っ て は 既知の 問題 であ っ た． こ の よ う に，「問

題点 が は っ きり して い る擬似乱数が繰 り返 し提案され ，
い まだ に広 く用 い られて い る」 とい う

と こ ろ に ， 現状の 問題の 根深 さが ある．

　信頼性の 高 い高速擬似乱数発生法が存在 して も，乱数研究の 大家の 「ドグ マ 」 に よ り無視さ

れ普及 しな い ．そ して ，（専門家に と っ て は既知 の ）欠陥を持つ 乱数が使われ っ づ け，ユ ーザ ー

によ りそ の 欠陥が （再）発見 されて 脚光を浴び，場当た り的な改良に よ り欠陥が縮小され る．

や が て ，計算機 の 性能 の 向上 に よ り欠陥が再び明 らか にな る．と い っ た繰 り返 しが起 きる．そ

の結果，欠陥を持っ もの ばか りが広 く使わ れ，物理 や統計な ど の 分野で も （そ の 欠陥も含め て ）

喧伝 され て きた，とさえ言 え る．

　こ の ため，擬似乱数に対す る信用 は低 く， 今日 で も 「数千万個以上 の 乱数を使 っ た実験 をす

る場合に は，物理 乱数を用 い ね ばな らな い 」 と い うよ うな意見を 目に する． しか し ， 前述 の よ

うに ，MT 法 な ど の 現代的擬似乱数 は ， 十億個程度の サ ン プ ル に対す る統計的検定を パ ス して

い る．そ して ， 核物理 シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン な どで は兆単位 で 使用され成果 を挙 げて い る．

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

擬似乱数 ユ
ー

ザ
ー

の 方 へ
一Mersenne 　TWister　Za開発者 よ り 169

　筆者の グル ープで は ［5］を発展 させ ， 符号理 論 の MacWillams恒等式 を用 い て ，　 F2線形擬似

乱数の ビ ッ ト の 二 項分布か らの 偏 りを精密 に 計算 し，検定に棄却され る サ ン プ ル サ イ ズを求 め

る ア ル ゴ リ ズ ム を 開発実装 した （重み齟 齬検定 ［22］）． こ れに よれ ば 3項 GFSR 法 （2）にお

い て ， n ＝ 89 で は 10万個程度 を超え た サ ン プ ル を と る と重み 分布検定 に 棄却 され る こ とがわ

か る．n ＝ 521 で も ， 1000万個程度 で 棄却 され る．
一

方，　 MT 法で は （通常の mt19937 で は量

的限界に よ り こ の 計算が行 え なか っ たが）， 周期を 2521− 1と した 小規模 モ デ ル の mt521 で も ，

重み 分布検定 に よ る棄却 の た め に は 101調 程度の サ ン プ ル サ イ ズが必要 で ある こ とが 示さ れ て

い る．

　重み分布検定 は，筆者の 経験 で は GFSR や MT な ど の F2線形擬似乱数の 偏 りを検出す る に

は も っ と もセ ン シ テ ィ ブな検定で あ る．連 の 検定 （run −test）， 区間を等分 して の X2 検定 ＋ X2

値 の KS 検定，な ど の検定の 検出力は こ の 種の生成法に対 して はず っ と低 い．

　以 下， 少 し
一

般的な枠組み か ら擬似乱数を概観 しなが ら ， MT 法開発の背景を述 べ る．

2． 一般論　擬似乱数

　2．1 乱数

　統計学に お い て ，乱数は 古くか ら利用され て い る．た とえ ば，巨大な母集団か ら ラ ン ダム に

サ ン プ リ ン グを行 うに は乱数 は不 可欠 で あ る．Pearson の 弟子 LH ．C　Tippettが 1927年 に 世界

で 最初 の 乱数表 を作 っ た大 きな動機は， ラ ン ダ ム サ ン プ リ ン グを効率よ く行 うこ とで あ っ た ら

し い ．Tippettは 多 くの 紙片 に 数を書 き ， 箱か ら無作為 に 抽出す る と い う実験を繰 り返 した と

こ ろ，得 られ た乱数列に は大 きな偏 りが ある こ とを発見 した．偏 りがな くな るま で紙片 を混ぜ

る の は大変で あ り，そ の よ うな努力を何度 も払 う 手間を考え れば，表を 出版す る こ と に 意義が

あ る と判 断 したそ うで ある．実際実験 して み る と，乱数を人力で 生成す る こ と は想像以上 に労

力を要す る．

　近年， コ ン ピ ュ
ータ の 発達 に 伴い

， 乱数の 用途 は広 が り，か っ 大規模化 され て きた．統計学

と密接な の は，統計的現象の モ ン テ カ ル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で あろ う．多数 の 確率変数を含む

複雑 な関数の 平均 ， 期待値 ， 分散 ， 分布の 概形を求 め る の に ，数値積分 を行 う こ と は しば しば

不可能 に 近い ，そ こ で ，そ れ ぞれ の 確率変数 の 実現値を乱数を用 い て 発牛 させ，関数に 代入す

る こ とを多数回繰り返 し， 得られ た関数 の値 の 平均，期待値 ， 分散 ， 分布を真の 値の 近似値 と

す る こ とを，（数値積分に 関する） モ ン テ カ ル ロ 法 と い う．

　最近 は， マ ル コ フ 過程 モ ン テ カ ル ロ 法 の 利用が 急速に 広ま っ て い る． こ れ は，必ず しも明示

的に 与え られ て い な い 確率分布に従 うサ ン プ ル を得た い 場合に ， そ の 分布を定常分布として 持

つ マ ル コ フ 過程 を設計 し，乱数 に よ りマ ル コ フ 連鎖を適当な ス テ ッ プ 回 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン して

最後の 状態 をサ ン プ ル とす る方法で ある．

　 こ れ らの 応用 の 際 　い か に して

　 ・乱数を発生 す る か

　 ・ そ の 乱数が使用に耐え る品質か 否か を判定す るか

が 問題 とな る ．そ して ， 結論か ら言う と ， 「腑 に 落 ち る解答 は，お そ ら くは永久に ， 出そ う に

な い 」 と い う の が ，乱数研究 の 端緒か ら現在ま で 続い て い る状況 で あ る と言 え る．そ の 理 由は，

一
言で 言え ば 「乱数 の 十分実用的 と言 え る定義が存在 しな い 」 こ と に 起因す る．

　 2．2　素朴な定義

　乱数に 対 して は ， 次の 定義が 一般的で あ る．

定義 2．1． X1，
　X2， ＿ を，ある同

一
の 分布 F （x ）に 従 う独立 な 確率変数 とす る．乱数 とは， こ
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れ ら確率変数 の 実現値の 列 Xl ，　x2 ，．．の こ とを言 う．

　本稿 で は
， §5．2 を 除き ［0，

1） 区間上で の 一様分布， も し くは有限集合上 で の
一

様分布の み

を扱 う．

　た とえ ば，サ イ コ ロ を振 っ て 出る 目を考 え る．理想 的に は ど の 目も確率 1／6 で あ らわ れ，ま

た振 る ご とに 出 る 目は独立で あ る か ら，出た 目の 列 は乱数列 で あ る．

　 しか し，
一

っ の 具体的な 「実現値」 とい う概念 は ， 厳密な定義と は言え な い，た とえ ば，円

周率 π
＝ 3．1415926535…の 小数部分は ， 上 の 意味で 乱数 と言え る の か ？で は ， 乱数 と い えな い

数列 は何な の か ？どん な有限数列 も，あ る確率で 実現さ れ る で はな い か．

　擬似乱数の 定義 とな る と， さ らに あ い ま い に な っ て くる．

定義 2．2． 擬似乱数発生 と は，あたか も乱数 の よ うに 見え る数列を ， 決定性の ア ル ゴ リズ ム で

生成す る こ とを言 う．

　 2．3　物理 乱数

　擬似乱数 はち ょ っ と後回 しに する．乱数発生法 として まず思 い っ くの は ， 物理 的に発生 され

る雑音を源泉 と して 乱数を発生 さ せ る 物理乱数発生器 で あ る． しか し ， 計算機 に一
っ 余計な回

路 を っ ける コ ス ト は低 くない ．また，こ の よ うな独立 した回路 は，中途半端 に 故障 した と き に

検知が難 しい ．他に ， 温度な ど外部環境 へ の 依存性 も気 にな る．市販され て い る物理 乱数は 大

抵 結局擬似乱数と組み 合 わ せ る （例え ば排他的論理 和 を と る） こ と で 環境依存性を排除して

い る よ うで あ る．

　 も っ と本質的な 問題 は ， 「再現性」 がな い こ と で あ る．核物理 の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン で は数兆

個の 乱数を使 うこ と も珍 しくな い ．そ して ， た とえ ば核実験で セ ン サ ー
を 置く位置 を最適化 し

た い ときに ， 「同じ乱数列で 」繰 り返 し シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を行 う必要が生 じる．物理乱数で は，

同 じ数列 を発生 す る に は それ を全て記録 して お くしか 方法 はな い ．他 に再現性 は，違 う研究グ

ル ープ に よ る追試 の 際に も必要 とな る ．

　逆 に ， く じの 番号生成や ， 暗 号乱数 の初期値生成 な ど，再現性が望 ま しくな い 応用に は 物理

乱数が適 して い る．

　 2．4　擬似乱数

　 よ り低 コ ス トか っ 再生容易な生成法 と して ， 「漸化式に よ り数列 を発生 し，そ れを乱数 と し

て用 い る 」方法が挙げ られ る．漸化式 と初期値 を記録 して おけば，誰で も何回で も同 じ数列を

発生 で きる． こ れ を擬似乱数発生 とい う．分布や周期 な ど の 性質が数学的に 解析で き る点 も物

理乱数 と異 な る．最大の 問題 は 「乱数 と して 使用可能 な数列 と は何か」 とい う定義 の 不在で あ

る．

　2．5　乱数 ・擬似乱 数の 定義

　実 は ，乱数 ・ 擬似乱数の 定義は い くっ も存在す る．Kolomogorov流の 定義で 言え ば，「有限

数列が乱数で あ ると は，そ の 数列 よ りも短 い言葉で はそ の 数列 を定義で きな い こ と」 で ある．

よ り厳密 に は ， 「普遍的な デ ジ タ ル 計算機で あ るチ ュ
ー リ ン グ マ シ ン に よ り，そ の 数列 の 長 さ

よ り短い プ ロ グ ラ ム に よ っ て は そ の 数列が生成で きない こ と」，と して 定義さ れ る． こ の よ う

な数列は多数存在する こ とが証明で きるが，計算機 に よ る効率的発生 は定義か ら不可能で あ り，

「乱数発生」の 立場か らは絵に書い た餅で あ る．

　そ こ で
， 暗号 乱数 の 分野で は 次 の定義 を用い る．「あ る数列が 計算量的 に安 全な擬似乱数で

あ る とは ， それ を生 成す る の に は 多項式時間 しか かか らな い が，そ の 数列か ら次に 現れ る数を
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推測 す る こ とは多項式時間で は で きな い こ と．」 生成す る側 に は，初期値 と漸化式が 与え られ，

効率 的に数列 を生成で きる．擬似乱数 を解読す る側 に は ， 漸化式 と今ま で に生成され た数列の

み が与 え られ る．そ こ か ら初期値を求め た り，こ れ か ら生成 さ れ る 数列 に 対す る 情報を得た り

す る こ とが現実的な計算時間で は不可能， と い う の が計算量 的擬似乱数の 定義 で ある．統計 の

視点 か ら見 て も 「計算機 を用い て ど の よ うな統計的検定 を行 っ て も， 棄却す る の に非現実的に

長 い 時間が かか る」 こ とを意 味して お り， 申 しぶ ん な い ．

　問題 は，そ の よ うな数列が存在す るか ど うか で あ る． こ の 種 の 数列 と して最初 に提案 され実

用に 供さ れ て い る もの に
， Blum−Blum−Shub （BBS ） と言 われ る生成法 が あ る ［1］． も し こ の 擬

似乱数を多項式時間で 見破る方法が あれ ば ， 「（ある種 の ）合成数 の 素因数分解」 と い う，い ま

まで多項式時間で は不可能 と信 じ られ て きた計算が 多項式時間で 可能とな る こ とが証 明され て

い る．い まま で 数学者が挑戦 して で きなか っ た の だか らそれ はあ りそ うに な い ，と い うの が安

全性の 根拠で あ る．

　現存の 「計算量的に安全 な擬似乱数」 はす べ て ，「こ の 擬似乱数 が 見破 られ れ ば ， 多項式時

間で は計算不可能 と信 じ られ て い るあ る既存 の 問題が 多項式時間で 解け て し ま う」 と い う こ と

に根拠を持 っ て い る．万
一

そ の 既存 の 問題 の 高速な解法が見 っ か れ ば そ の安全性を失 っ て しま

う．（逆手に とれ ば ， こ の 種の 擬似乱数 の 統計的偏 りを発見すれば，画期的な素因数分解法 な

どが得 られ る こ と に な る ．実 は， こ れ は筆者が密か に 狙 っ て きた 「青春 の 夢」 で あ る，）さ ら

に ， こ の 種 の 擬似乱数 の 周期 や分布 の 保障 は
一

般 に は難 しい ．そ の た め，計算量 的に 安全で は

な い が 周期の 長 い 擬似乱数と組み 合わせ て 用 い る こ と も多い ．

　暗号用の 乱数 を発生 す る に は，上 の よ うな もの の 他に ，
フ ィ ル ター方式 と呼 ばれ る 「計算量

的に安全で はな い が周期や分布の 保障の ある擬似乱数 を，逆変換が 困難 と思 え る
一

方向性 の 関

数に よ っ て 変換す る方式」が あ る． こ ち らの 方は ， そ の 安全性の 理 論的保証が な い ． しか し，

一
方向性関数の 選択の 自由度が 広 く高速な た め ，生成速度が重視され る用途 で は ，

フ ィ ル タ
ー

方式 の 方が 自然な選択で あ る と も思え る．例え ば，℃5年 に ECRYPT が行 っ た ス ト リ
ーム 暗号

乱数 の 公募 ［3］に は，BBS の よ うな計算量的に 安全 な擬似乱数 の 応募はな か っ た．（筆者
一
萩田

一

西村
一
斉藤は rMT ＋ フ ィ ル タ

ー」型の 暗号乱数生成法 を公募 した．論文 は プ レ プ 1丿ン トァ
ー

カイ ブ［24］で 見 られ る．）

　な お， モ ン テ カ ル ロ 法用擬似乱数 に お い て は，計算量 的安全性 は必ず しも要求され な い ．む

しろ ， 周期や分布に あ る程度 の 保障が ある こ とが望 まれ る．

3． 擬似乱数生成法

　こ の よ うな定義不在の 状況下で ，さま ざまな漸化式 に よ る数列 が擬似乱数 と して 用 い られ て

い る．

　3．1　オー トマ トン ＝ 漸化式

定義 3．L 　S を （メ モ リの と りうる状態す べ て か らな る）有限集 合と し，　f ：S → S を次状態を

決 あ る 関 数 とす る ． Se∈ S を初 期 状 態 と し ， 単 位 時 刻 ご と に 状態 を S
。，　S1 ：＝！（SO），

s2 ：
＝f（Si），．．．と遷移さ せ て い く．出力 の 集合 を 0 と し，　 o ： S → 0 を 出力関数 とす る．状態 Si

で の 出力 を o （Si）で 与え る こ と に よ り，出力列

0 （SC〕），0 （Sl），0 （S2），＿

を得 る．こ の よ うな シ ス テ ム を （無入力有限状態）オ
ー

トマ トン と い う．

メ モ リが有限で ，入力の 行われ な い デ ジ タ ル コ ン ピ ュ
ー

タは こ の よ うな シ ス テ ム で あ る．出
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力列 は い ずれ は周期的 に な り，そ の 周期 は S の 元の tw　＃（S）を超え ない ．

　言 い 換え る と ，周期的に な らな い 数列を生成す る ア ル ゴ リズ ム に お い て は ， 生成 に したが っ

て 占有 して い る メ モ リが増え て い く．時々 「周期が無限の 擬似乱数発生 ア ル ゴ リズ ム 」を提唱

す る論文を 目に す るが ，実際 に計算機 に 実装す る際に は使用 メ モ リに上限が設け られ る．ど う

せ 上限が設 け られ る の な ら ， それ を確定 した上 で そ の 範囲で周期 を最大化 した ア ル ゴ リズ ム の

ほ うが乱数性が 良い こ とが多 い．

　「実装 した場合理論と異 な る」 と い う問題 は ， 「カ オ ス 理 論や確率論を用 い た」 と い う売 り込

み の 擬似乱数に しば しば起 き る．連続無限 の 状態空間を もつ 力学系を元 に，「カ オ ス 的力学系

で あ るか ら良 い 擬似乱数だ」 と い う根拠で 提案 され流布 して い る擬似乱数に ranlux ［11］とい う

生成法があ るが ，初期値に対す る （カオ ス 理 論的解析か らす れば あ りえ な い はずの ）依存性が

観測され る ［25コ．そ の 原因の
一

っ は，丸め誤差 に あ る．計算機内部で は 連続無限は離散化され

て 実現 され て お り，そ こ で 生 じる丸め誤差がカ オ ス 理論的解析とは異 な っ た現象を起 こ す．実

際， 先に 見た線形合同法 も， （｛0，
1

，
＿

，
M ｝を正 規化 して ） 連続 な ［O，

1）区間上 の 力学 系と し

て 見れ ば カオ ス 的で あ るが，離散集合上 の 力学系 と して は先 に 見た よ うな格子構造を持っ ．

　そ もそ も，擬似乱数発生法に 用い られ て きた漸化式 の 多くは連続関数か ら程遠い もの で あ り，

あ る意味 「カ オ ス 」以 上の 非連続力学系 とな っ て い る．カ オ ス 的で あるだ けで は，擬似乱数の

品質を ほ とん ど保証 しな い．

　同様 に ， 「初期値を 匚0，1）区間か ら ラ ン ダ ム に選 べ ば確率 1で 良い 擬似乱数を発生す る」 と

い っ た擬似乱数 も ， トー ト ロ ジ ーの き ら い が あ る ． と い う の は， も し［O，1）区間か ら
一

様に

一個乱数を取 っ て くる こ とがで きる の で あれば，そ の 小数展開を計算す るだ け で も い く らで も

真乱数を得る こ とが で き るか らで あ る．そ して離散化 に伴 う誤差 の ため，こ れは実現 で きな い．

　デ ジ タ ル 計算機 に お ける擬似乱数発生 は ， 確率と い う解析的な現象を扱 うも の で あ る に も関

わ らず，む しろ離散的集合を離散 の まま取 り扱 い 周期や 分布を最適化す る 「離散最適化」が有

効な分野 と思 え る．

　3．2　線形合 同法再 び

　先に見 た線形合同法は ， オ
ー

トマ ト ン の定義 3．1 で ，N を十分大 きな数 と し，　 N を法 とす る

剰余 の 集合 ZIN を状態集合 S と し， 次状態関数を

f（s ）； as 十 〇　mod 　A厂

と した もの で あ る．

　現在 モ ン テ カ ル ロ 法に お け る主流は，線形合同法を含ん だ よ り広い ク ラ ス の 「線形生成法」，

すなわ ち何 らか の 意味で 線形な次状態関数 を用い た 生成法 で あ る．次状態 関数と して ， 二 次関

数 や分数関数な ど の 非線形写像を用 い た もの も提 唱され使わ れ て は い る が ， 周期 の 計算 が難 し

か っ た り ， 分布に 関す る保障が なか っ た り，生成速度が遅か っ た りす る．ちなみ に ，先 に あげ

た BBS は 二 次関数 を用い て い る．

　そ もそ も，Von 　Neumann が 40年代に 提唱 した最初 の 擬似乱数 発生法の 次状態 関数は ， 「自

乗 して 10進展開 し中位の 桁 を数桁取 り出す」 とい う非線形な もの で あ っ た．こ の 方法を使 う

と，初期値 によ っ て は周期が非常に短 くな る こ とが あ る ［7， §3．1］．線形合同法 は こ の よ うな

経験を重ね て 選 び出され た漸化式で あ り，
一

時代 を築 い た ．線形合同法は （良 い パ ラ メ
ー

タを

選 べ ば ）優れ た生成法 で あ っ たが，大規模利用が進 むに つ れ §1．1で 見た よ うな問題が 深刻化

した．

　3．3　有限体 の利用

　§12 で 触れ た とお り F，
＝｛0，1｝を 2 元体 ， すな わ ち mod 　2 で 加減乗算 を行 う集 合 とする．
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オ
ー

トマ ト ン の 定義 3．1 に お い て ，状態集合 S を d 次元 ベ ク トル の 空間 鰐 と し，f と して F ，．一

線形写 像を用 い る の が F 、 線形生成法 で あ る．

　MT 法は こ の ク ラ ス に 属す る生成法で あ り ， 漸化式

η 1。 ：
；X

」＋m
＋ x

）
・
＋IB ＋ Xi　C 　（ゴ

＝O，1，＿）

に よ っ て 32 ビ ッ ト整数 の 列を生成 す る． こ こ で ，Xo ，　Xl ，．，．は F ， 係数 ，すな わ ち 0，1 を成分

とす る 32次元の 横 ベ ク トル で あ る．B ，
　C は F， 係数の （32× 32）行列 で あ り ， 横 ベ ク トル と の

積が計算機 CPU の ビ ッ ト演算だ け で 高速 に 計算で き る よ う形 を工 夫 した も の で あ る．　 n ＞ m

＞ 0 は整定数で ある．

　 こ う見 る と MT 法 は，通 常の n 階線形漸化式に お い て ， 整数の代わ り に F ，
ベ ク トル を用い ，

係数を行列 に 置き換え た もの に 過 ぎな い ．B ＝ 0 （零行列），　 C ＝ 1 （単位行列） とす る と §1．2

の GFSR に 一致 す る．　 GFSR の 漸化式 に 行列 を導入 した の が筆者
一
栗田 の Twisted　GFSR ［18］

［19］で あ り， C を非正 則 な行列 に す る こ と で 周期を大 きな素数 に す る改良を行 っ た もの が MT

法で あ る．

　線形合同法 の よ うな 大 き な法 N を使 う生 成法に対 し ， GFSR 法や MT 法 の
一

っ の 利点 は

「ラ ウ ン ド ロ ビ ン 」 と呼ば れ る 計算機実装 テ ク ニ
ッ ク を使 うこ と で ，漸化式の 階数 （あ る い は

周期） に よ らず一定 の 速度 で 生成が で きる点 （［7，　P．28　Algorithm　A］参照）， お よ び高次元均

等分布性 （§4．2．2） を改善 しや す い 点に あ る．実際に は MT 法で は上 の Xi を そ の ま ま使 うの で

は な く，Tempering と呼ば れ る F 、線形変換 を施 して ．E位 ビ ッ トの 均等分布性 を改善 した もの

を出力 して い る．

　皮肉な こ と に ， 欠陥の あ る 3項 GFSR 法は広 く普及 したが ， そ の 後開発 され た問題 の な い F ，

線形生 成法 は な か な か 広 く普及 し な か っ た ． そ の 大 き な 原因の
一

つ は， 90年代 に Knuthや

Marsagliaの よ うな乱数研究の 大家が F ， 線形生成法に否定的な 見解を 述べ て い た こ と に あ る．

（彼 らは 3項 GFSR 法を念頭 に お い て い た よ うで ある．） 2003 年に な っ て Marsagliaは これを覆

し，XORSHIFT と い うFz 線形生成法を開発 ・提唱 した ［26］．た だ し， こ の 生成法 は高次元均

等分布性を調 べ て い な い た め，乱数性に 問題 が あ る こ とが Panneton−L’Ecuyer に よ り指摘 され，

改良版が提案 されて い る ［29］．

4． 擬似乱 数の評価法

　上 で 見た よ うに ，擬似乱数発生 の 立場か ら 見た と き，「乱数性」 の 真 に実用 的 な 定義 は い ま

だ存在 しな い ．したが っ て ， 擬似乱数の乱数性を肯定的に評価する方法 も存在 しな い ．

　 4．1　統計的検定

　否定的 に評価す る方法 は い ろ い ろ存在す る．「数列が乱数列で あ る」 と い う こ とを帰無仮説

と して ， 数列に対 しあ る統計量 を計算 し， それ が理 論上 の 分布か ら離れす ぎ て い な い か ，あ る

い は近す ぎな い か，を計 り確率値の 形で 評価 を行 うの が統計的検定で ある ［7， §3．3］．

　統計的検定 は物理乱数 を含む全 て の 乱数発生法 に 適用 で きる．ま た，
．
十分な規模 と種類の 検

定に 合格す る こ とは，擬似乱数発生法が 満たす べ き最低 限必要 な こ と で あ る． しか し，ど の よ

うな統計量 に 注目す る べ きか は指導原理が な い．多 くの 検定が提唱され行わ れて い るが ， そ れ

ぞれの 検定が何を と らえ て い るか も， 検定間 の 関係も い ま ひ と っ は っ き り しな い ．

　網 羅 的 な 統 計 的検 定 の パ
ッ ケ ー ジ と し て Marsagliaの diehard［12］が知 られ て い るが，

L ’Ecuyer−Simardの 検定 ［8］が よ り大規模化され て お りまた新 しい 種類の 検定も追加され て い る．

周期 の 短 い （〜23り 生成法は ほ とん ど後者 の 検定で 棄却 され る．な お，MT 法 は こ れ ら全て の

検定を通 っ て い る ．
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　統計分野 の 人 に は言 うま で もな い が ， 有意水準 5％ で の 棄却 は 20回に 1回程度見 られ る．

しか し，最 近で も時 々 ，メ ール に て 「MT 法を テ ス ト した と こ ろ， 5％ で の 棄却が 100回に 5

回 も見 られた」 とい うよ うな報告 を受 ける．基礎的な統計教育の 必要性 を感 じる瞬間で あ る．

　擬似乱数の 偏 りが統計的検定で 検出され る場合 ， サ ン プ ル 数を増大させ る に 従 っ て 確率値は

極端な もの に な っ て い く．例え ば，有意水re　O．1％以下 で の 棄却が何度で も繰 り返 しお こ る．

サ ン プ ル 数を 10倍に す れ ば ， も っ と極端 な確率値が観測 され る．こ の よ うな こ とが起 きれば，

そ の 擬似乱数 は 棄却 され る と言 え る．（こ の 点 は ， サ ン プ ル 数 を増加 させ る の が困難な通常の

統計的検定 とは性質が やや異 な る．）

　な お，統計的検定を非常に大規模に行 っ た り， X2 値の 列に KS 検定を適用す るな ど の 2重検

定 ［7， §3．3．1］を行 うと，近似誤差 （例え ば X2分布 の 近似公式 に よ る誤差）が蓄積 され て 罪 の な

い 擬似乱数 を棄却 して しま うこ と もしば しばある．また，整数 の 実数化 に伴 う丸 め誤差 に よ り

棄却 して しま う こ と もあ る．統計的検定で 疑わ しい結果を得た とき に は ， 性質の 異な る複数 の

擬似乱数を検定 して ，問題が ある の が 擬似乱数の 方な の か ，検定方法の 方な の か を は っ き りさ

せ て お く必要が あ る．（筆者は MT 法 に対す る こ の 種の 間違 っ た棄却 の 報告 をい くっ も受 けて

い る．）

　4．2　理論的評価

　実際に 統計的検定を行 うと，有意水準 1％ で の 棄却が 10回 に 1回 く ら い 観察され た り して ，

疑わ しい の か そ うで な い の か わか らずに 延 々 と実験 を繰 り返す羽 目に 陥る こ とが しば しば ある．

　 こ れ に対 し，理論的評価 は非実験的な評価法で ある．擬似乱数を生成す る漸化式 に よ っ て は，

生成数列が数学的な構造 を有する．そ の 構造に っ い て ，あ る数値的指標を導入 して 「望ま しさ」

を計る の が擬似乱数の 理論的評価 で ある．従 っ て，漸化式 の タイプ ごとに理論的評価の 方法は

異 な る の が普通で あ る．

　 理論的評価 は ，乱数性の 評価 と して 妥 当か ど うか の 判断が難 し く，わ か りに くい ．評価 を理

解す る の に ， そ の 数学的意 味を理 解す る必要性が あ る．反面 ， 非常に非乱数性 の 検出力が高い

テ ス ト方法で あ る．ま た，漸化式の パ ラ メ
ー

タ選択 の 際に，複数の パ ラ メ
ー

タ間の 優劣を っ け

る こ とが で きる．そ の た め ，擬似乱数 を開発する際は，まず漸化式を考案 し，そ の 漸化式 に適

した理論的評価 に よ り最適 に 近 い パ ラ メ ータを選び ， それ が生 成す る擬似乱数 に対 しさま ざま

な統計的検定 を行 っ て 問題 が な い こ と を確認 して 開発 を終 え る ，と い う ス テ ッ プを踏む の が普

通 で あ る．

　理 論的評価を用 い れ ば擬似乱数に 対す る肯定的評価が可能だが，そ の 評価指標値を最適化す

る こ とが 「乱数性」 に関す る最適化 に な っ て い るか どうかはわか らない こ とを注意 して お く，

例えば ， 周期は長い ほ ど望 ま しい が ， 周期が長い も の を とれ ば乱数性が い い と い うわ け で はな

い ．

　 4．2．1　周 期

　代表的 な理 論的評 価指標 は ， 周期 で あ る．MT 法 は 2’99’3T
　
一

　1 の 周期を持 つ ．現在 の BSD −C

言語 の 標準擬似乱数 random は周期 が約 263で あ る ，市販 の 数 表処理 ソ フ トや フ ォ
ー ト ラ ン に

含まれ て い る標準擬似乱数に は，周期が 232程度 の 線形合同法が 多 い ．

　周期 は長 い に 越 した 事は な い が，ど の くらい 必要か は定 かで な い ．理論的根拠に 乏 しい が，

シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で 使 う予定 の 乱数 の 個数 の 3乗以 上の 周期が望 ま しい とされて い る， こ れは，

あ る種 の 統計的検定 を線形 ・非線形生成法 に対 して 行 う と ， 周期 の 3乗根 くら い の サ ン プ ル サ

イ ズ か ら偏 りが 検出さ れ る と い う経験か ら導かれ た 目安で ある．

　周期は状態集合の 元の tw　＃（S）以下に な るが ，
こ れ らが

一
致 した と きそ の擬似乱数発生法は

最大周期性 を持 っ と い う．慣習的な理 由に よ り，周期が ＃ （S）− 1の と き に極大周期性 を持 っ
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と い う．

　4．2．2　高次元均等分 布性

　 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン に お い て ，

一
組 の 操作 に ち ょ うど M 個 の 乱数 が消費され ，

そ れ を繰り返

す と仮定す る （例え ば，M 個の 確率変数 を持 っ 関数を計算す る場合な ど）．す る と，オ
ー

トマ

ト ン （定義 3．1）に よ る擬似乱数発生法 は ， 「初期値 s 。 か ら長 さ M の 数列

0 （∫
。），0 （ア（∫

。）），＿，0 （ノ
M −1

（S 。））

を生成す る

9 ： S→ OM （3）

な る関数 g」で ある と考え る こ とが で きる．こ こ に 0 は
一

個の 出力が と りう る値の 集合で あ る．

以下 ， S，0 は有限集合と仮定す る．

　擬似乱数発生法が 最大周期性 （ま た は極大周期性）を も ち，か っ 初期値 s 。 を S か ら
一様 に

ラ ン ダム に サ ン プ ル すれば   に よ る像で あ る）出力列が O ’v
上 に

一
様 に 分布す る とき ， そ の

擬似乱数発生法 は M 次元均等分布性を持つ とい う．

　最大周期性 よ り，
一

周期に 渡 っ て 擬似乱数を発生す る と全て の 状態が ち ょ うど
一
回ず っ 実現

され る．従 っ て ，

一
周期に渡 っ て 出力を生 成 した とき，連続す る M 個の 出力 の 組 （周期 と1司

じ個数存在す る ）は 0 ’w
の 全て の 元 を ち ょ うど同数ず っ 実現す る． こ の よ うな M の 最大値を，

そ の 擬似乱数発生法の 「均等分布の 次元」 と い う．M は大 き い程 よ い が ，
　f の 全射性が必 要条

件な の で

＃（0）
M
≦＃（S），　M ≦ Llo9＃（S）／lo9＃（0 ）」

と い う自明な上 限を持 っ ．等号が成立 す る と き ， 「最適 な均等分布 の 次元を持つ 」 と い う．MT

法 は こ の性質 を もち，M ＝623次元均等分布 して い る．

　 こ の 性質は 「一周期に渡 っ て み れ ば，一様 に M 次元空間の 中に分布 して い る」「初期値を ラ

ン ダ ム に 選 べ ば，
一

様に M 次元空間の 中に 分布 して い る1 と い っ た こ とを保障す る． しか し，

通常実際 に使われ る の は 一周期 の ご く
一

部 で あ る．ま た，「あ ま りに もバ ラ ン ス が良す ぎ る の

で はな い か」 と い う心配を聞 く こ ともあ る．実際 ， 乱数性の 立場か らは こ の 性質が何 を保障 し

て い る の か は は っ き り しな い ． しか し，§1．1 で 触れ た よ う に 経験 h次 の こ とが 観察され る ：

「一周期で の M 次元均等分布の 保障 された 数列の ご く
一

部 を使 っ た場合，連続 す る M 個以下

の 乱数 の 組 に対す る統計的検定 はパ ス す る．」

　統計で は 多変量を扱 うモ ン テ カ ル ロ 法 が良 く使わ れ る．上 の 経験則か ら言えば ， 変数 の 数 に

見合 っ た高次元均等分布性を もつ 擬似乱数発生法 を用 い る こ とが よ り安全で ある．また ， ラ ン

ダ ム ウ ォ
ークを シ ミ ュ レ ー シ ョ ン す る場合に は ， 「現在 の 位置」 は今ま で に 生成され た 擬似乱

数 の 総和 で あ る． こ の た め ス テ ッ プ 数 が上の M を超え る と，統計的 に有意な誤差を生 じる こ

とが あ る （3項 GFSR 法で 顕著）． ラ ン ダ ム ウ ォ
ー

ク に限らず マ ル コ フ 過程 を シ ミ ュ レ
ー シ ョ

ン する 場合 に は，過去 の 擬似乱数出力列全て が 現在 の 状態 に影響 を与え るた め
， 高次元均等分

布性 を もっ 擬似乱数が望 ま しい ．（か と い っ て ，「高次元均等分布性の 低 い擬似乱数を用 い ると

必ず結果が狂 っ て くる」 と い うわ け で はな い ．経験的に は ， 特に問題が あ る もの を使わ な い 限

り大抵正 し い結果が 得 られ る．金 融工学 な ど で は 1000 個 を超え る確率変数が か らん だ 関数を

しば しば取り扱 うが ， そ の た め に 1000次元以 hの 均等分布性を もっ 擬似乱数 を用 い な けれ ば

な らな い と い うこ と は な い ．）

　均等分布 の 次元 の 計算方法で ある が，極大 （な い し最大）周期の F ，線形生成法 の 場合 （す
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なわち状態集合 S ， 出力集 合 0 が F ， 線形空間で ， 次状態関数f， 出力関数 o が F ， 線形写像の

場 合）線形代数で 行え る． こ の 仮定 の もとで ， M 次元均等分布性は （3） の 出力列 関数 g の 全

射性 と同値 とな り，行列 の ラ ン ク計算 に 帰着 され る．（MT 法 の よ う に 巨大 な状態空間を持 っ

場合 は計算時間がか か るため ， 冪級数格子に よ る高速算法を使 っ た．） なお ，非線形生成法の

場 合は 次元計算 は大抵困難で ある．

　 さ て ，多 くの 場合 0 は計算機 の 1 ワ
ー

ド整数 の 集 合， 例えば 32 ビ ッ ト整数の 全体で あ る．

モ ン テ カ ル ロ 法で は こ れ を ［0，
1） 区間 に正規化 する こ とが多 い ．す る と， 実数の 値 と して は ，

上位 ビ ッ トは 下位 ビ
ッ トよ り も重要 で ある．こ れを反映 して

， 次の 「v 一ビ ッ ト精度 で の 均等分

布の 次元」 が しば しば評価指標 と して 用い られ る．

定義 4．1． 0 の 上位 v ビ ッ トを と る写像を tr
．
　： 0 → ｛O，1｝v

とする．

tr
び （o （sQ）），

　tr
． （o （∫（∫o ））），

　tr
り（o （ア

M − 1
（s ゆ）））

が上の 意味で M 次元均等分布 して い る とき，擬似乱数発生法 は v ビ ッ ト精度で M 次元均等分

布 して い る と い う．そ の よ うな M の 最大値を k（v ）で あ らわ し， 「v ビ ッ ト精度で の 均等分布

の 次元」 と い う．

　再び全射性が 必要条件な の で ， ち ょ っ と計算す ると次の 上限を得る．

k（v ）≦Ldim（S）ん」　v ＝1，2，＿，

こ の 上限が全 て の v （例え ば 0 が 32 ビ ッ ト整数な ら v ＝1
，
2

，
＿

，
32）で 達成され て い ると き ，

最適均等分布性を持っ と い う．

　MT 法 は最適均等分布性 を持 っ て い な い ．　 v ；1，2，4，8，16，32 で は k（v ）は こ の 上限を満た

して い るが ， 例 えば v ＝3
，
5で は上限の 93％程度 を満た して い る だ けで あ る ．最適均等分布性

を持 つ よ うに 出力関数 を F ， 線形な範 囲で 調整す る こ とは可能 だが，生成 に 時間がか か る よ う

に な る上 ， 本当 にそ れ が必要な こ とか が筆者に は疑わ し い ．例えば k（3）の 実現 値は 6240次

元で あ り， 上限値は 6645 次元 で あ る ．こ の差 を （作為的で な い ）統計 的検定に よ っ て 検知す

る の は不可能 に近 い こ とに 思え る．

　上位 ビ ッ トだ け に 着目す る の も不 自然で ある．ある種 の応用 で は下位 ビ ッ トも重要 に な る．

（MT 法で は，下位 ビ ッ ト も良 い 高次元均等分布性を持 っ て い る こ とを確認 して ある．）また ，

何 らか の調整 によ り上限を達成 して も， 例えば
一
個お き に擬似乱数を使 っ た場合に は最適性は

保障され な い ．さ らに ， 1司じ時間 をか け る な ら線形 関数 で 変換す る よ りは ，F ， 線形で な い 関

数 で 出力を変換 （フ ィ ル タ
ー方式） した ほ うがよ り安全な擬似乱数が生成で きる と考え られ る．

　線形合同法にお い て は ， 高次元均等分布性 に 対応す る も の と して ス ペ ク トル 検定が あ るが ，

こ こ で は説明を割愛 する （［7， §3．3．4］ に解説が ある）．

　4．23 　重 み齟齬検定

　擬似乱数列 の 特定の ビ ッ ト に着 目 して O
，
1 の 擬似乱 ビ ッ ト列 を得 る． こ の ビ ッ ト列の も っ

と も素朴 な統計的量 は全体に 占め る 1の 個数 で あ ろ う し， も っ と も素朴な統計的検定は そ れ が

二 項分布か らどれ だ けず れ て い るか を見 る も の で あ ろ う． こ の 検定を重み分布検定と い う．さ

て ， F2 線形生成法の 場合 に は，ある条件の もと，出力列 に あ らわれ る 1 の 個数の 分布 を正確

に 計算す る こ とが で き る． こ の 分布を求め て 二 項分布か ら の 乖離を定量 的に求め る の が §12

で も触れ た重み齟齬検定で ある ［22］．

　こ の 検定 は，F2線形生成法 に 固有 の 理論的評価法で あ りな が ら ， 他 の 理論的評価法 と異 な

り統計 的な意味が明白で ある．ま た ， そ の 擬似乱数が何個 く らい の 使用 に耐え る の か の 目安を

与え る こ とが で きる利点が ある．
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5． 利用上の 注意

　 5．1　初期化の問題

　擬似乱数発生法を用 い る際 に は，最初 に 初期状態を 一一
っ 選ぶ 操作 が必要 で ある． こ れを初期

化 と よび，そ の 際 に与え る パ ラ メ ータ を初期 シー ド と い う．

　多 くの 擬似乱数で ， 初期 シ
ー

ドは
一
個 の 32 ビ ッ ト整数 で ある． こ の シ

ー ドの サ イ ズ は，今

日 で は 多 く の 応用で 小さす ぎ る ．N 個の 元か らな る集合か ら ，

一
様 ラ ン ダム に 重複を許 して

元 を 評 回抽 出す る と，重複が起 こ る確率 は 1／2 を大 きく超え て しま う （誕生 日 の 衝突 に な

ぞ り birthday　paradoxと呼ば れ る）．従 っ て ， 216回程度初期化を 行 うと ，
ど れ か 二 っ の 初期化

が全 く同
一

の 乱数列 を生成す る公算が 高い ．こ の 点を 考慮 して ，2002年 に初期化 ル
ー

チ ン を

改善 した MT 法 mt19937ar ．c で は ， 任意長の 配列 を初期 シ ー ドと して 与 え る こ とが で きる よ う

に な っ て い る．

　 なお，高性能 と信 じられて い る多 くの 擬似乱数発生法に お い て ，初期値 を系統的に （例え ば

0，100，200，…な ど と）与え る と ， 生成 され る数列の 間に相関 パ タ
ー

ン が観察 され る．筆者 は

こ の 事実を 和田維作氏 匚31］か ら教わ っ た が ， そ の 後筆者
一
和 田

一
蔵本

一
芦原 に よ り ， GNU

Scientific　Libraryに あ る 58種 の 擬似乱数発生 法の うち，45 種 が こ の よ うな欠陥 を持 っ こ とが

わ か っ た ［25］．こ れ らは主 に初期 シ
ー

ドを初期状態 へ と変換す る関数の 選 択の 不注意 に起因す

る もの で あ り，必 ず し も乱数 発生 法 の 漸化式 の 問題 で は な い ．mt19937ar ．c で は 非線形 初期化

関数を導入 して お り ，
こ の 種 の 現象 は観察され て い な い ．

　一般的に 言え ば，擬似乱数 は な る べ く初期化 しな い ほ うが良 い こ とを注意 して お く．長周期

擬似乱数は 巨大な状態空間を もっ て お り，そ の なか で 初期 シ ー ドか ら初期化 ル ーチ ン に よ っ て

生 成 され る状態 は きわ め て 少 な く， それ らが何か望 ま しくな い 構造を持 っ て い る 可能性が潜ん

で い る た め で ある．MT 法で も，初期状態中 の ビ ッ ト に 0が あ まりに も多 い 場合 に は ， 数万回

の 生成 の 間乱数性が損な われ る こ とが確認 され て い る．（mt19937ar ．c に よ る初期化 で は こ の よ

うな初期状態 はまず生 成 され な い ．）速度を若干犠牲に して ， こ の 点を改良 しさ らに高次元均

等分布性を最適に した 擬似乱数発生 法 WELL が，　 Panneton−L’Ecuyer一筆者に よ っ て 得 られ て い

る ［30］．

　5．2　さまざまな分布に 従 う乱数生成

　統計な ど で の 応用 で は ，
し ば し ば 正規分布な ど の 非

一
様分布 に 従 う擬似乱数 が 必要 と な る．

通 常， （生成 の しや す さか ら）
一
様分布乱数を まず生成 し，それ を所望 の 分布 に変換す る の が

普通で ある．分布 関数 の 逆関数が 高速に 計算で きる場合 に は ，

一
様分布乱数を逆関数で 変換 す

れ ばよ い ．例え ば， ［0，1） 上 の一様分布 に 従 う確率変数 X に 対 し，− log（1− X ）を計算す れ

ば指数分布 が得 られ る．（余談 だ が，「線形合同法を MT 法に変え た らプ ロ グ ラ ム が動か な く

な っ た」 とい う質 問メ ール の ほ とん どが これに まっ わる もの で あ る．上 の 式 と同 じ分布 を持 つ

一logX で 指数分布を得て い る場合，　 X ＝0 とな る と エ ラ
ー

が 生 じる．あ る種の 線形合同法 で

は 0 が決 して 出力 され な い の で こ の 問題 が生 じな い が ， 擬似乱数を MT 法に 取 り替え る と 0

は正 しい 確率 で あ る 2
−

：2
≒ 43 億分 の 1程度の 確率で 出力 さ れ エ ラ ーが生 じる ．）

　非
一

様分布へ の 変換方法に つ い て 筆者 は詳 し くな い の で，包括的 な文献 と して ［2］， 日本語

の 文献 と して ［6コを挙 げる に 留め る． こ こ で も注意 して お きた い の は ， 非
一

様分布乱数を
一

っ

作る た め に 多数 の
一

様乱数が 使わ れ る場合が 多 い こ と で あ る．典型 的な の は，（あま り効率的

で は な い が ）標準正 規分布乱数を発生 させ る の に
一
様乱数を N 個生成 し Xl ，．．．，　XN と して ，
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（・ ，・・…　x ，．
− N … 雁

を求め て （近似値と して ）使用す る と い うもの で ある． こ の よ うな場合，前述 の 通 り元の擬似

乱数 は 1＞次元以上 の 均等分布 を して い る こ とが望 ま しい ．N ＝12が しば しば用い られて い る

が ， 尖度が小さ くな るな ど近似誤差 が大 き い ．
一

方 ， 正 規分布 の 精度 を良 くしよ う と思 っ て N

を大き くす る と，舌L数 に よ っ て は 逆 に 分布 に偏 りが 現れ る こ とが ある．実際，BSD −C 言語 の

現標準乱数 random で N ＝34 と して 上 の 和 の 正規分布か らの 偏 りを調 べ ると ， 830万個程度 の

サ ン プ ル 数を超 え る と有意水ee　1％未満で 棄却され る ［23］．

　統計分野の 研究者 か ら 「非一様分布擬似乱数を生成す る場合，非一様分布の 近似精度を良 く

す る と乱数性が 悪 くな る． こ の 両者 は両立 しえ な い 」 と い う発言を 聞い た こ とが あ るが ， 上の

よ うな経験か らで あ ろ う と思 わ れ る．MT 法 の よ う な 高い次元で の 均等分布性 を持っ 擬似乱数

に関 して は ，
こ の よ うな説は当た らな い と思わ れ る．

　5．3　並列計算機で の 利用

　近年，計算機 を多数並列 に 走 らせ て の 大規模 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン が盛ん で ある．並列化に よ る

高速化の た め に は，そ れ ぞれ の 計算機 に擬似乱数発生法を実装す る の が普通 で あ る．（並列計

算機 の ア ーキ テ ク チ ャ に 依存 しな い シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を行 う た め，プ ロ セ ス ごとや素粒子 ごと

に 擬似乱数発生法を実装す る こ ともあ る．） こ の 際 ， そ れ らの 間の 相関が 問題 に な る．通常 ，

同
一

の 漸化式を用 い て 初期 シ ー ドの み を変え て 用 い る こ とが多い が ，系統的に 初期 シ ー ドを与

え る と （例 え ば計算機に 順番に 振 られ た ID 番号を シ
ー ド に 用 い た りす る と）擬似乱数に よ っ

て は §5．1で 触れ た相関が生 じる こ とが あ る．ま た，線形 合1司法な ど の 状態空間が 小さ い 擬似

乱数発生法を 多数 の 計算機で 用 い た場合，初期 シ ー ドが異な っ て い て も，birthday　paradox に

よ り状態 の 衝突が （時間差っ き で ）生 じ， あ る計算機 の 使 っ て い る擬似乱数列が 別 の 計算機の

擬似乱数列をず ら した もの に な る可能性 がある．こ れ らを避 けるため に は，状態空間が十分大

きな擬似乱数発生法 を用い
， 初期化関数に非線形関数を用 い るな ど の 工夫 が必要で あ る．MT

法 は こ の 意味で 並列計算に も適 して い る．（難点は，占有す る メ モ リ空間が 32 ビ ッ ト長 624ワー

ド と他 の 方法よ り大 きい程度で ある．）

　よ り抜本的な解決法と して ， 計算機 ごと に 割 り振 られ る擬似乱数発生法の 漸化式 の 型を全部

異 な る も の に して しま えば よ い が ，並 列度が 高い と そ れ は難 し い．そ の た め，「同
一

の 型の 漸

化式を用 い るが ，ID ごとに パ ラ メ ー
タ は変え る」 パ ラ メ ト リゼ ー

シ ョ ン とい う手法 が用い ら

れ る （SPRNG ［13コな ど）．筆者一西村 は ，
　 ID 番号 を与え る と ， それ を漸化式 の 中に 組 み込ん だ

小規模 モ デ ル の MT 法 の （高次 元均 等分布性 の 優 れた ） パ ラ メ ー
タを発生 さ せ る Dynamic

Creatorと い うプ ロ グ ラ ム を開発 し配布 して い る ［21］．　 ID番号 が異な る と漸化式の 特性多項式

が互 い に素 で ある こ とが証明 されて い る点で SPRNG よ り良 い独立性 の保 障を持 っ て おり，近

年利用が広が りつ つ あ る．

6． ホ ーム ペ ージと文献

　MT 法 に 関す る
一

次情報は ，
め っ た に更新 され な い が ［14］で 見る こ とが で きる，ボ ラ ン テ ィ

ア に よ るさ まざ ま な言語 へ の 翻訳，非
一

様分布 を生成す るパ
ッ ケ ージな どへ の リ ン ク もあ る．

ま た ，イ ン タ ー
ネ ッ トで 検索 して も い ろ い ろ見 っ か る．（英語 の ペ ージ が 多い の で 英語で 検索

す る と良 い ．）

　既存 の 擬似乱数の 問題点に 関 して は和 田維作氏の ホ ーム ペ ージ匚31］に紹介がある．

　擬似乱数 の 文献 と して は ， 日本語で は［6］， 英語で は［7］， ［27］を挙げて お く，よ り新 しい 生
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成法を 含んだ解説は ， L ’Ecuyer氏の ホ ーム ペ ージ ［8］か らダウ ン ロ ー
ドで きる．

　本稿が想定す る主 な読者は 「擬似乱数を統計な ど に 利用す る 人」 で あ る．今まで 筆者が ユ
ー

ザ ー
か ら （対話 や電 了 メ ール で ）受 け た 質問 ・議論 を元 に，ユ

ーザ ーが興味を持 ち そ うな話題

と陥 りや す い 罠を 中心 に 執筆 した．筆者に 質問や議論を交わ して くれ た方々 に感謝す る．MT

法そ の もの の 日本語 に よ る解説は ［15］［16］，重み 齟齬検定に つ い て は ［17］に あ る．最近，簡明

な MT の 紹介記事 ［28］が 二 宮祥
一
氏 に よ り執筆された．

Acknowledgment 筆者 は， マ ル コ フ 過程 モ ン テ カ ル ロ 法を 「マ ル コ フ 過程 の シ ミ ュ レ
ーシ ョ

ン を行 う もの 」 と全 く誤解 して 執筆 して い た． こ の 間違 い の ほか ， 多 くの 有益な御指摘を い た

だい た査読者 に ，心 か ら謝意を述 べ た い ．
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