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ス ペ ク トル 正 準分解 と因果諸測度 の 構成
1

細 　谷 　雄 　三 ＊

Spectal　canonical 　factorization　and 　construction 　of　causal 　measuresi

Yuzo　Hosoya＊

　 こ の 論 文 は 多変 量有理 型 ス ペ ク トル 止 準分解 の 諸方法 を 展 望す る と と もに，Rozanovに よ る

MA ス ペ ク ト ル 密度行列 の 分解法 を 改良 し数値的 に 実行可能 と した方法を 提 案 す る，正準分解

の 応用 と L て ，第 3 系列 との 従属関係 を有 す る 2 時系列間の 偏因 果 性を 定量 的に 測 定す る た め

に有用 な 譜測 度 と，関 連す る統計的推定 ・検定法を概説す る．

　 This　paper 　overviews 　canonical 　factorization　methods 　of　the　rational珊 ultiv 舶 ate　spcctra 】density
matrix ，　proposing　a 　numehcally 　feasible　factorization　pr  edure 　improving　the　Rozanov　algorithm ．
As 　its　application ，　the　paper　expounds 　on 　the　construction 　of 　partial　causal 　measules 　be〔ween 　two
time 　series 　in　the　presence　of 　a　third　series 　and 　allied 　statistical 　inference　methods ．
K 砂 Words　and 　f「hrases：　canonical 　factorization，　causal 　measures ，　cointegration ，　Granger　causality ，
　 　 　 　　 　 　 　 　 partial　causality ，　prediction，　 spectral 　density，　stationary　process，　statisti−

　 　 　 　 　 　 　 　 　 cal　inference．

1． 序 論

　 ス ペ ク トル 正準分解 （canonical 　factorization） は 時系列解析 に お い て 多 くの 応 用 を もっ が，

そ の 代表 的 な もの が 予測量 の 構成 と r・測誤差 の 導 出で あ る．
一

方，因果性 に っ い て Granger

（1963，
1969）概念枠組み を採用 す る と ， そ こ で は因果性は 予測 と密接に 関連 す るか ら ， ス ペ

ク トル 分解 ア ル ゴ リ ズ ム は 囚果 諸測度 の 構成 の た め の 基礎 的要素 で もあ る．

　有限観測値に も とつ く有理 型 ス ペ ク トラ ム 椎定は時系列解析に お い て 広 い 応 用を もち，通常

は デ
ー

タ生成過 程の 時間領域 ARMA 表現 に もとつ い て 実行され る ；代表 的な接近法 と して は

Hannan −Rissanen （1982）や Hannan −Kavalieris（1984）が あ る．時間領域で の ARMA モ デ ル あ

て はめ は ，問題 とな る生成過程 の 有理型 ス ペ ク ト ル に対応す る伝達関数 （正準因子）を自動的

に推 定す る こ と に なる が ，問題 と なる ス ペ ク ト ル 密度関数 が観測過程 そ の もの に 対応 しな い場

合 ， あ る い は観測過程か ら誘導され た密 度関数で あ る場合 に は ， 有理 型 ス ベ ク トル 密度関数 の

直接 的な 分解 （factorization） の 必要 が 生ず る．特 に ，　 Hosoya （1991，1997a）が 提案 した 因果

測度 の 構成 に お い て は ，観測 過 程 に は 直接 に 対応 し な い ス ペ ク ト ル あ る い は そ こ か ら誘 導 され

た ス ペ ク トル の 分解 が必要 とな る ．と くに 以下 で 導入す る因果測度 の 構成 に お い て は観測過 程

が AR 過程 で あ っ て も，誘導有 理 型 ス ペ ク トル 密度関数 の 分解が必 要 と な る．時系列 の 統計的

推測 に お い て
， 有理 型 ス ペ ク ト ル 分解が 有用 で あ る も う　っ の 場合 は ， 因 チ分解 ア ル ゴ リ ズ ム
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が 利用可能で あれ ば，ARMA 係数 の 数値的導 出に お い て
，
　 MA ス ペ ク ト ル を 不変 に保存 し た し

た まま （したが っ て 尤度 を不変 に した ま ま で ），可逆 （invertibility） 条件を 満たす よ うに MA

係数 の 推定値 を修正す る た め に 分解 ア ル ゴ リズ ム が用い られる．

　 ス ペ ク ト ル 分解 とは何か を簡単 に 見 るた め に は ，Hannan （1960） に よ る 次 の 例 が役立 っ ，

ε （t）と η（t），t
− O，二 1，± 2，＿，が平均 0 で 分散が そ れぞ れ σr’　＝・　Var （ε （t））

．−4，　aS 　
’＝　Vαr （η（t））

；1 と して 与え られ る実数値 ホ ワ イ ト ノ イ ズ過程で あ り， 〔藪 ’）｝と ｛gCt）｝は そ れ ぞれ

x （・）一・ （の一÷・ （t− 1）・÷・（t− ・）

y （t）＝η（t）
− 3η（t

−
　】）

− 2η（t− 2）．

（1．1）

（1．2）

に よ っ て 生成 され る MA 過程で あ る とす る．こ の と き過程 ｛x （t）｝と ｛y（t）｝の ス ペ ク トル

密度 関数 は い ずれ も

　 　 　 　 　 1
9（e

− iA
）　・・　　　　　　（2e

−i2A − 9e　
iA
十 14− 9e

一iλ一一「2e
− i2λ

）
　 　 　 　 2π

（1．3）

と して 与え られ るが ，
こ の 二 っ の 過程の 一

期先最適予測誤差の 分散 は

・xp ｛盞∬1・9 ・（e1
，A
）dλ｝一・一・乳

と な り， ノ イ ズ 分散が 予測誤 差 分散に 対応 す る MA 表現 は （L1 ） で あ り，（L2 ） で 与え られ

る MA で は そ うな っ て い ない．問題 は ，
　 g （e

−
eiA

）の 知識 の み に もとつ い て ，い か に して MA 表

現 （1．1） に 到達 す る か で あ る．単純 な ケ ース で は こ の 問題 は そ れ ほ ど困難 で はな い が，多変

量 ス ペ ク ト ル 密度関数 の 広 い 類に た い して 適用で き る
一

般性を も っ た ア ル ゴ リ ズ ム が利用可能

で あ る こ とが望 ま しい ． ス ペ ク ト ル 分解 は定常過程 の 予測理論 に お い て 用い られる古 典的問題

で あ る反面 ，
ス カ ラ

ー
値 ス ペ ク トル の 場合に は因子 を得 るた め の

．
般 式 （3，2） （第 3節参 照）

が あ る が，多変量 ス ペ ク トル に た い して は そ の よ う な統 的 な公式は 存在 しな い ．有理関数型

行列 に た い して は ， Rozanov （1967，
　pp．43

−50）を は じめ多 く の 分解法が提案され て い る．第

2節 は ス ペ ク トル 分解ア ル ゴ リズ ム の 諸方法 を展望す る． さ らに ， 第 3節か ら第 6節にお い て

Rozanov の 方法を 数値計算 に 適 した もの と して 改良す る こ と に よ り， ス ペ ク ト ル 密度行列 の 分

解 と して 数 値的 に確 定 した 解が得 られ る ア ル ゴ リズ ム を提案す る．

　 有理関数 ス ペ ク ト ル 密度行列 の 数値的分解 は複素数値計算 を伴 い ，共役変換 ・鏡像変換 と い っ

た演算や共通 要素の 簡約 と い っ た作用 を繰 り返 し使用す る．純粋に 代数的な ア ル ゴ リズ ム で は ，

そ の 各計算 段階 に お い て 先 行す る計算 は数値 的に 正確 に 実行 され て い る こ とが前提 とされ る ．

例え ばあ る計算段階 で は，前段 階 で 実数 か複素数解 が生 み出 され た か に よ っ て ，計算法が 異な

る か も し れ な い ． しか し実際に は 複素数 半面に お い て
， 結果 x ．一

苅 十 鶴 が 実数で あ る の か ，

複素数で あ っ て lx，，が 非常 に 小さ い の か を識別す る こ と は 困難 で あ る， こ の よ うな 場合結果

が実数 ・複素数 の 正 確 な
tt
分法 に 依存 しな い 計算過 程が 望 ま し い ．或 い は ， あ る演算が分 母分

子 に 共通 因子を生成 しそ れ らが通分 で きる こ とが代数 的に 分か っ て い て も，数値的 に は正 確 に

等 し い共 通因 子が 生成 さ れ る こ と は一般 に 期待 で き な い ，g （z ）が z の m 次 の 多項式 で あ り，

因子 z 一
α ，1α 1≠ 1 を持 っ て い る こ と が 分か っ て い る とす る．g（の〆（z

．
α ）

一
Σ1廴olわノ

ガ を得 る た

め に ， 本論文で は最小二 乗法 を適 用 して ，g （z ）／（z
一

α ）を 1，z ，＿，♂
− 1

の 上 に 回帰 して 係数

翻を 推定 す る こ とを提 案す る． こ こ で 残差平方和 は単位 円 Eの フ ー リ エ 周波数 を z
一
格子 点 の

デ ザ イ ン ・ デ ータ集 合 と して 設定 して 計算 す る． ス ペ ク トル 密度 関数 の 分解法 と して は，代数
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的構造を無視 した計算集約的な方法 も，計算誤差の 発生を無視 した純粋に 代数的な方法 も適切

で は な い ．数値的な計算過程に ， 代数的構造を組み込ん だ ア ル ゴ リズ ム が 望ま しい ．第 3節は

ス カ ラ
ー値 MA ス ペ ク ト ル の 数値的分解 を扱 う．第 4 節 は， 3節 の 結果 を用 い て MA ス ペ ク

トル 密度 2 × 2行 列 の 分解法を提案 す る．第 5節 は こ の 方法を
一

般 の p × p（p ＞ 3）MA ス ペ ク

ト ル へ 拡 張す る．第 6節で は Rozanovに よ る 有理型 ス ペ ク トル 解析 を解説す る．　 ARMA モ デ

ル に も とつ く偏因果測度 の 数値計算を実行す る に は ，
こ の

一
般的公式 よ りは ， 第 8節で 導入 す

る余因子行列法 が測度の 数 値計算 を MA ス ペ ク トル 密度 の 分 解に 帰着 で き る ため 便利で あ る ，

　二 つ の 時系列 の 間で の
，

フ ィ
ー ドバ

ッ ク関係 の 存在 ・非存在 ， 因果の 矢印の 方向と そ の 強度

な ど因果関係 を検出す る こ とは，Granger（1963，　1969）が予測精度 の 改善 と い うプ ラ グマ テ ィ ッ

クな観点か ら因果性 （あ る い は そ の 非存在）を 定義 して 以来，時系列 デ ータ の 卞要 な分 析視角

の
一

つ とな っ て い る．Granger因果性 の 検定は定常時系列の 枠組み で 行う の が基 本で あ るが ，

非定常 自己回帰 モ デ ル に 対 して も，時 聞領域 表現を 用 い た検定 と して ，Mosconi　and 　Giannini

（1992），
LUtkepohl　and 　Reimers （1992），　Toda　and 　Phillips（1993，1994），　Toda　 and 　YamamotD

（1995） な どの 研究 があ り， さ らに Yamamoto　and 　Kurozumi （2006） が Granger長期因果性 を

扱 っ て い る ． 周波数 領域で の 因果測 度 や 検定法に っ い て は ， Gel’fand　and 　Yaglom （1959），

Granger（1969），　Geweke （1982） など の 研究 があ る．また，　 Hosoya （1991） は非確定的多変 量

定常時系列 間で の 因果性の 測度 と周波数領域で の 分解を提案 した．Granger　and 　Lin （1995） は

因果測度 を 2変 量非定常共和分過程 に 拡張 した．一
つ の 系列 g か ら他 の 系列 x へ の

一
方向効

果 は，y（t）の 過去の
“一

方向効果
”

を予測 に 追 加 す る こ と に よ る予測誤差 の 改 善 と して 定量

的に評 価す る もの が著者 の 提案 した測度で あ る の にた い して ， Geweke は U か ら．T へ の 線形フ ィ
ー

ドバ
ッ ク 測度 は ，過去 の y の 値全体 の 追加 に よ る 予測 の 改善 と し て 定 義 され る 、著者の 提案

する測度で は， y か ら τ へ の 因果測度 は対応 す る周波数因 R測度の 積分に 等 し い が ，　 Geweke

測度 で は不等式関係 しか得 られない ． さらに ，周波数領域で の 接近 法 は ， Granger因果性を検

定す る の み で な く， 周波数 ご と の 因果性 の 強度 を検定 し，また そ の 信頼集合 を形成 す る こ とが

で きる と言 う意 味 で ，時間領域 に お け る因果性 の 不在 の 検定 よ りも優 れ て い る．周波数領域で

の 因果測 度の Wald 検定に つ い て は Yao　and 　Hosoya （2000），
Hosoya

，
　Yao　and 　Takimoto （2005）

を参照．

　 本論文 の 第 7， 8， 9節は第 3系列効果除去法と偏因果測度を解 説す る とと もに ，こ の 測度

に適 した統計的推測法を議論す る こ とを日的と して い る．第 7節 は偏因果測度に 関連す る諸概

念 を概説す る ．因果測度 は
一
方 向測度 と相互測度か ら構成 され，そ れ ら はまず二 っ の 多変量定

常過程 の 間で 定義され るが ， 共和分単位根過程に た い して も拡張され る． と くに こ の 拡張 の た

め，同節 で は 「再現 可能性 」 と い う概念 を導入す る．第 8節 は偏因果性 の 推定 問題を 扱い
， 特

に 多変量 ARMA 過程に た い す る偏
．．・

方向因果測度 の 推定 法 を議 論す る，そ して ，一般 的な

ARMA モ デ ル に お け る偏因果測 度構成 の た め の 正準分解 は MA ス ペ ク トル の 正 準分解に 帰着

す る こ とを示す．第 9節は共和分 ARMA 過程に お ける偏因果測度の
．一

っ の 検定法 を提案す る，

　 本論 文 で は 以下 の 記 号法 を使用 す る．整数全体 ， 非負整数 ， 止 整 数の 集合を そ れ ぞ れ 鴛，

Z °←

，Z ’

で 表 す ．非 TE整 数 の 集 合 は Z°
一

で 表 す．有 限 2次 モ
ー

メ ン ト を も っ 確 率変数 の 集合

｛Zi，狂 A｝に た い して ，　 ff｛Zi，
泥 A ｝は有 限 2次 モ

ー
メ ン トを もっ 確率変数 か らな る ヒ ル ベ ル

ト空 間 に お け る ｛Zi，匠 馴 の 線 形包 の 平均 2乗 に 関す る 閉包 を意 味 す る ．　 p 一ベ ク ト ル 確 率過

程 x （t）が 有 限 の 共 分散行 列 を も ち ，豊 を
一

定 の 整 数 集 合 とす る と き， H ｛x （t），配 釧 は

∬ 餌 （t），t∈：ξ1，i＝1，．、一，　P｝を意味 す る もの とす る．簡潔 の た め，　 H ［x （t一 力，μαゾ の，z （ら
一

の ；ゴ∈ zu＋

｝を ff｛x （ti），y （t2），z （t3）｝，　 ff｛x （ゴ）；ブ∈ Z｝を H ｛x （・ 。 ）｝と書 く こ と に す る ．次数

p の 単位行 列 は ちで あ らわす．A が複素数値行列 で あ る と き ， ぜ は共 役転置行列 を表 し ， 実
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数値行 列で ある場合 は，転 置行列 を表す．確率 ベ ク トル x ， ある い は確率 ベ ク トル の 対 x と y

に た い して ，Cov （x ）と Cov（x ，y）は そ れ ぞ れ x と vec （x ，y）の 共分散行列を表す ．正方行列 C

の ト レ ース は trC と記 し，行列式 は detc と記 す こ とに す る．行列 A と B の ク ロ ネ ッ カ ー積

は AOPB と表す．定義 は記号 ≡ に よ っ て 示 す ．実数 列 c ［丿］，ゴ
＝−

a ，．．．，　a ，が ， 条件 c ［刀
＝

c ［
一
刀，c ［0］＞ 0 を満 た し，ま た c （a ）＝

胃一
aC ［ゴ］ど は z ＝・e 紋一

π ≦ λ＜ π ）に た い して 非負で

あ る と仮定す る． こ の と き ， 実数列 δ1ゴKゴ＝O，＿，a ）が 存在 して b（z ）；Σヲーob ［ブ］zi は 単位 円

内 に 零点 を もたず，c （g）＝（1／2π ）b（x）b（zl ）が 成立 す る，本論文で は そ の よ うな分解を正準

分解 とよ び ，b（z ）を c （2 ）の 正 準因子 と よぶ こ と に す る．　 b
。
＞ O と仮定す る と， こ の 分解は 一

意 的で あ る．行列値係数多項式 C （z ）一Σ尹一一。C ［グ］z
）
が 与 え ら れ た と き， 同伴行列 C（z ）を

δ〔x ）≡ Σf：一 。
ぴ ［列z

ノ
と定義す る こ と に す る． こ こ で ぴ ［冗 は C ［刀 の 共役転置行列を意味す

る，複素数 g の 共役を 2 と表わす こ と もあ る．

2． ス ペ ク トル 分 解 ：展 望

　 ス ペ ク トル 因子分解は 定常過程予測理論に お け る古典的な問題 で あ る だ けで は な く ， 最適制

御 ， フ ァ イ ル タ
ー

理 論，ネ ッ ト ワ
ー

ク理論 な ど多様な応 用分野 を もっ ． ス カ ラ
ー

ス ペ ク トル の

分解に つ い て は 因子を求め るた あ の ．
般 定式が あるが，多変量 ス ペ ク トル にっ い て は，ス ペ ク

トル 密度行 列要素が す べ て 2乗可積分 で あ る場合 （Masani （1960）） や 密度行列 が 一様 に 有 界

で あ る場合 （Rozanov （1967））を除 い て ，統
一

的な分解方法は存在 しな い ．有理 型行列 ス ペ ク

トル 密度 に 関 して は，連続 時間 ス ペ ク ト ル に っ い て は Youla（1961）が ，離散時 間 ス ペ ク トル

に っ い て は Rozanov （1967，　pp．43
−50） が

一
般的 な分解方法 を与 え て い る （また そ の 解説 に っ

い て は Hannan （1970） を参 照）， こ れ らが ス ペ ク トル 分解法 の 出発点 とな る論文 で ある と い え

る．

　 Rozanovの 方法に っ い て は ， 第 3 節以 下で 詳細 に 検副
’
す る こ と に な る の で ，

こ こ で は まず

YoUla （1961） 論文 に お け る分解 法を 紹介す る．連続時 間定常過程 ス ペ ク ト ル 密度行列 の 正則

分解へ の 応用 を 目的 と して ， 複素平面上 の 有理 型行列 の 因子分解に っ い て ，
こ の 論文は 3 つ の

定理 を与え て い る．有理型 行列 （複素変 数の 有理 関数 を要 素 とす る行列 ） の Smith−Mcmillan

補助定理 に よ る と，G （z ）を m × n の ラ ン ク r の 有理 型 行列とす る と き，

G （z ）＝一 　C （x ）D （z ）F （z ）

と分 解 さ れ る ，
こ こ で C （z ）と F （z ）は それ ぞれ m × r，　rXn の 基本多項式行列 で ，　 D （z ）は特

定 の 性質 を もっ 有理関数 を対角要素 とす る対 角行列で あ る （Gantmacher（1959）参照）．　 Youla

（1961，
　p．176，Theorem2）は こ の 分解定理 を 出発点と して ，　 G 〔1 ）が G （z ）＝G

−
← 2 ）を 満た す

n × n 有理型行列で 階数が r で あ り，z ＝ 知 （ω は 実数）に た い して 非負定符号で あ る とす ると，

rXn 有理 型行列 ff（z ）が 存在 し て

（1）c （9 ）u
’
（
− 2）u （z ），

（2）H （z ）と そ の 右逆行列 私 （z ）は両方 と も ReC2 ）＞ 0 に お い て 解析的 で あ る，

（3） ff（z ）は r × r ユ ニ タ リー定 数 行列 の 左 積 を 除 い て
一

意 的 で あ る． す な わ ち r × n 行 列

璃 （z ）が （1 ），（2 ） を 満 足 す る な ら ば ， U2（の ＝7Z （z ）と な る r × r 行列 T が 存 在 し，

TT ＝みが成立す る，

（4） G （z ）が有限 の z ＝ia） の Lで 解析的で あ るな らば，∬ （z ）は あ る集 合 Re （z ）〉 τ（τ＞ 0）の

ヒで 解析 的で あ る，

（5） 有限 の g 一如 の 上 で G （z ）が 解析的で あ り， か っ rank （G ）が不変 で あ る な らば，　 Hl （g ）

は あ る Re （z ）〉 τ 1（τ 1＞ 0）の 上 で 解析的で あ る．
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（6） G （z ）が実で あ れ ば，U （x ）は 実で あ り，　 T は実直交行列で あ る．

Youla（1961）で は異な る代替的な 分解定理 を与え る と と もに 因子 分解の 実際的ス テ ッ プ を例

示 して い る． しか しそ の 分解 過程 は純粋 に 代数 的な過程で あ り ， Rozanov法と共通 して ， そ の

まま で 数値計算ア ル ゴ T丿ズ ム に 翻訳す る こ とが 困難で あ る ．

　多変量 離散時間移 動平均過程 ス ペ ク トル 密度関数 の 分解 に っ い て は ，Hannan （1970，　p．66）

が 次の 一
般的な結果を与え て い る ： A ［刀 を p × p の 行列 とす る と き ，

ア（・）一鍵 刈 ル
ー
・
凶 ・ ・），

　 　 　 　 」
一一a

が 非負定符号行列で あ り，そ の 行列式が 恒等的に 0 と な ら な い な らば，ノ
1
（λ）を

以亀・［ル 呪塩・［ル
ー

’」1

｝

と い う形式で 表現 す る こ とが で きる ， こ こ で r ［0］は正値定符 号 エ ル ミー
ト行列で あ り ， 行列

det｛ΣP ［丿］a
・i
｝の 零点 は単位円 の 上か 外に あ る とす る． こ の とき表現 は一意で あ り，も しf（A）

が ス ペ ク ト ル 密度 行列 で あ る な ら ば ，すな わ ち f（λ）＝ f（一λ）が 成立 す る な らば ， r ［ゴ］は実

行列で あ る． A が exp （
− iλ）の 多項式を 要素 とす る行列で あ る とす る と き，　 f（λ）の 他 の す べ

て の 分解表現 A ん は

士｛2r［ゴ］・

一

噛 い ）ぴ （・

−i・
）｛童r ［ゴ］・

一
韻

γ
　 　 o　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 o

と い う形式で 表さ れ る ， た だ し σ は殆 ど すべ て の λ に た い して ユ ニ タ リ
ー
行列 で あ り ， U （z ）

は単位円の 内側で 正 則で ある，

　Li （2005）は ，
　 p一ベ ク トル 移動平均過程

〃（t）　・一　z　1
”
［κ］・ （t

一
κ）

　 　 　 ic＝一〔1

』
の ス ペ ク トル 密度 関数 f（z ）の 正 準分解 f（z ）＝B （の 1）B

「

（z
−1
）を考察 して い る ， こ こ で B （z ）

＝ Z2．．oB ［lg］♂，　D は p ×p 正 値定符号行列 で あ る． ま た f（e
’iA

）＝ Zk’一一aR 「k］e
−i／［A

は殆 ど い た

る と こ ろ正値定符 号で あ る とす る．移動 平均 モ デ ル を状態空間 モ デ ル

　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　 y（t）＝Cx （t）十 ε（t）

　　　　　　　　　　　　　　　 X （t）− 4 妖 オ
ー1）＋ B，（t．一一1）

と表現す る と ， B （z ）は っ ぎの 関係式か ら求め る こ とが で き る ：

　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　 D ＝R （0）− CΨC 「

　　　　　　　　　　　　　 β ＝（M −．AU 「ct）（R （0）− CΨ C ！

）
ユ

，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a 個の プ ロツク

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

こ こ で M ＝（R ［1］ZR ［2］
tt

＿，　R ［a ］
！
）

IT

　B ；（B ［1］
i

，　B ［21
「

，．．．，　B ［a ］
ノ

）
t

，　C 二（lp．0 ρ，＿，　Op ）で あ

る ．さ ら に Ψ は っ ぎ の リカ ッ チ 方程式 の 正 値解 で あ る

　　　　　　　　 Ψ＝
∠4ΨA ！

丁 （M 一且 Ψ ぴ ）（R （0）− CΨ C ！

）
．1

（躍
一．4Ψ C ！

）
〆

．

こ う して 正準分解 ア ル ゴ リズ ム は Ψ を数値的に求 め る に は い か な る 逐次法 が よ い か と い う問
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題 に 帰着す る．Li （2005） は ，移動平 均の 積 み 重ね に よ っ て 1 次 の 移動平均 モ デ ル に簡約化 し

て ，対応す る リカ ッ チ方程式 を Lancaster−R。dman （1995）が提案 した ニ ュ
ー

ト ン 反復法で 数値

的 に 解 く こ とを提 案 して い る ． こ の 方法 の 特 徴 は Rozanov 法の よ うに 代数方程 式の 解 に っ い

て の 正確 な知識 を必要 としな い こ とで あ る．関連論文をあげる と，Tue1 （1968） も有理 型 ス ペ

ク トル 行列 の 分 解問題 を リカ ッ チ 型非 線形方 程式 の 解 法 に 帰 着 して い る． Wilson（1972） と

Jeiek−Ku6era（1985）は分解問題 に対 して ニ
ュ
ー

ト ン 法に も と つ い た反復解を提案 して い る．

　 ス カ ラ ー過程に つ い て
， 単位円上で 正値で あ る ロ

ー
ラ ン 多項式の 分解 と い う視点か らサ ーベ

イ を 行 っ た論 文 に Goodman　et　al，（1997） と Sayed−Kailath （2001） が あ る． さ ら に Kailath

（2000， 第 7 ， 8章） も関連す る問題を議論 して い る．Sayed−Kailath論文は ， も っ ぱ ら ス カ ラ
ー

値有理 型 ス ペ ク ト ル の 分解 を対象 と して ，Bauer 法，　 Shur 法，　 LeVinson−Durbin 法， リカ ッ チ

反復法 ， CKMS 法 な どを 展望 して い る．　 Bauer法で は，移動平均 ス ペ ク トル 多項式係数か ら形

成 され る 増加 次数 を増加 させ るテ プ リ ッ ツ 行列の 入 れ了型系列 の コ レ ス キ ー分解 に お ける因子

行列 の 最終行 か ら必要 と され る 正準因子 が漸近 的 に 構成 さ れ る． Shur法で は，初期関数 か ら

出発 して 逐次的 に 構成 され る シ ュ
ー

ア 関数列 の 漸近 的関数 と して 正準因子が形成 さ れ，有理型

ス ペ ク トル に 適用 され る （関連論文 と して ，さ らに Oarti　and 　Varga（2000）が あ る）、

　MA ス ペ ク ト ル 密度行列 分解 を 扱 っ た論文 と し て は ， さ ら に Reinsel （1987，　pp．56
−57） と

Poskitt　and 　Salau（1993） が あ る が ，後者 の 計算 法 は 多項式 を要素 とす る行列 を， ユ ーク 1」ッ

ド整 除 ア ル ゴ リ ズ ム を 用 い て エ ル ミ
ー

ト正 規形 に 帰着 して い るが ，整 除 g （z ）／（x
一

α ）が rF．　ie

に遂 行され る こ とを仮定 して い る．

　 こ れ ら文献に 見 られ る 接近法 と は対照 的 に ， 本論文で は ，反 復法 に 依存せ ず に ，外関数

（outer 　function），　 Rozanovア ル ゴ リズ ム
， 直接最小 二 乗法 を組 み 合わ せ て有 限 ス テ ッ プ で確定

的 な解 を導 出す る方法 を提案す る．本論文で 提案 する 計算過程 は多段階法で あるが ，ニ ュー ト

ン 法や リカ ッ チ 方程式法と い っ た反復収束法は使用 して い な い ．Rozanov法で は ， 各計算 ス テ ッ

プ は先行 ス テ ッ プ で 正確な数値 計算結果が生み 出される こ とを前提 と して い る た め，先行 ス テ ッ

プ に お け る計算誤 差に た い して 後続 ス テ ッ プが い か に 対処す るか と い っ た実際的問題 に は答え

な い ． こ れ は Youla（1961） に っ い て も言え る こ と で あ る．む し ろ数値計算 の 各 ス テ ッ プ に お

い て ，代数的 に予想 さ れ る構造 を数値結 果に 盛 り込め るよ うな ア ル ゴ リズ ム が望 ま し い ．そ の

よ うな ア ル ゴ リズ ム を 提案す る こ とが以下 の 3節か ら 5節 の 日的で あ る．

3． ス カ ラ ー値移動平均ス ペ ク トル の分解

本節で は ス ペ ク トル 密度 g が

2・9（e
一
吟 一

Σ9 ［κ］・xp （
− ik・A ）（9 ［・］≠ 0）

　 　 　 　 　 k＝−
a．

（3．1）

と い う形で 与 え られ る と き （た だ し， g ［k］− g ［− k］），1／2π　r（e　
iA
）γ（e　

iA
）
’

＝ g（eiZ）を成立 さ

せ る正準 因子 γ（z ）；Σ蜀 β〆 を求 め る 問題 を考 え る．数値的に代数方程 式 掬 （z ）＝0 を直接

的に 解 き，絶対値が 1 に 等 し い か 大 きい 解 を取 り出す こ と は，α が大 き い とき ， 次数 が非常 に

高 い 代数方程式 を解 く必要 があ るが，そ の 場合 しば しば高 い 精度 は期待で きな くな る．多変量

モ デ ル を 扱 う場合 ， MA 次数 が 低 くて も，問題 と な る 方程式 次数 が高 くな る こ と が しば し ば あ

る ．代数方 程式 を数 値的 に 解 く代 わ りの 方法 は，V2πg　 e
一
吟 の 外関数 （outer 　f  ction ）を 三

角関数 の 上 に 最小 2乗回帰す る こ とで あ り， こ の 方法に よ り比 較的少な い 計算景 で 方 程式次数

が 高 くて も数値 的 に 正確 な正準 因子 の 推 定値 を え る こ とが で き る．∬
1
関数 の 分解定理 よ り，

正準因子 γ（z ）に つ い て ，
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　　　　　　　　　　・ω
一驫 p［纛∫群 茸1・99 ・・

− iX
）・・］　 　 ・3・・）

が …zl ＜ 1 に 対 して 成立す る．（3。2）式 を証 明す るた め に γ（z）が 正 準因 子で あ る とす る と ， そ

れ は 丑
2一関数 で あ るか ら，

　　　　　　　　　　　・・・ … xp ｛士∫ 1；；楚ll・g匝 り圃 　 　 ・3…

と お く と，F （z ）は単位 円内部に お い て 非 ゼ ロ で あ り解析的で あ る外関数 とな る ［Hoffrnan

（1962） を参照］． こ こ で IE準因 子と い う性質か ら （2π ）
− 11

γ（θ
蛾

）12＝ g（eTiA ）が 成立 す る か ら，

　　　　　　　　　・・ p｛が ll；奎ll・ gl…
一

・
・1dA｝

　　　　　　　　　一
・xp ［が 1；；楚ll・9毒…

一
・

一
り 伽 ・9岡

　　　　　　　　　刊 騙 ・xp ｛趨 ；；芒11・99 ・ゼ りd・｝　 　 ・鋤

が成立 す る．（3．4）に お い て

　　　　　　　　　　　　　　　　　髪二；1；廷シ・− 1

と い う関係を用 い て い る． したが っ て （3．3）か ら IF（e ∫

り1＝1γ（e
− iλ

）1が成立す る． こ う して

F （e
’
　
iA
）が g（e

．
吟 の 求め る因子 γ（e

− iA
）とな り，（3．2） の 右辺 を用 い て γ（z ）を求め る こ とが

で き る ［同様な議論に つ い て Grenander　and 　Rosenblatt（1957）， p．　57を 参照］．　 g（e
一
吟 の 1E準

因子を数値 的に も とめ るた め に
， 関係 〔3．2）を用 い る こ とにす る．十分に大 き い ［E整数 嬲 と

正奇tw　n を 選ぶ ．1η1＜ 1 とな る よ う に 異 な る 正数値列 rh1 ん 訂 1
，
＿

，
　m を選 び，λ

∫
＝ 2πガη ，　i＝

O，＿，n
− 1，と g ，广 η〆ノ を設定す る． デ ザ イ ン集合 妬

の 上で （3．2）を 環一
。β［k］zk で 近似す

る．す なわ ち平方和

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゆ

　　　　　　s （β）一Σ1γ（Zhi）一Σβ［κ］魂12一Σ1γ（砺 ）一Σβ［κ］ザ2
」λ

・ 
　 　 　 　 　 　 　 　 　 h．i　　　　　　　 I：・＝O　　　　　　　　　 h，／i　　　　　　　 k

−
D

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　　　　　；Σ［γR （鞠 ）一Σβκ癆cos （λ，ik ）］
2
＋Σ1γi（9hj）

一
Σβ［k］夷sin （λjk ）12　　　　　（3．5）

　 　 　 　 　 　 h．」
’
　　　　　　　　 rt＝o　　　　　　　　　　　　　　彪ゴ　　　　　　　　k

−
o

を考 え る． こ こ で

　　　　　　　　？…（・…
一飯 晦 p｛説 ÷舞1・99 ・・　

・z
）d・｝］

で あ り，r、（Zh ）

』）は同伴虚数部をあ らわ す． （3．5）の 平方和最小化の 1次条件 ∂S （β）／∂β，
・− O，t＝

0，1，＿，a か ら
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凶卵 急癩侶幡 （λゴ
1）COS （λ

コ
ん）・ 罫血 （μ ）曲 （ろ・）］

とい う関係 が導 か れる．

　 mn − 1

一 ΣΣ｛… （λ，砺 、（砺 ）＋ ・in（λ，

・1）r、（・、、

・）尻
　 h．＝1）

’＝・o

こ こ で フ
ー

リ エ 周波数に お ける よ く知 られ た 関係

Σク1♂cos （λノ）cos （Z
，

・k）　　＝ n ，　　‘＝ん ＝ 0

　 　　 　　 　　 　　 　　＝n ／2，　1＝k≠ 0

　　　　　　　　　　　＝ 0，　 そ の 他 ；

Σ先’sin （λ
，

・1）sin （A／k）　　＝n ／2，　♂詈 κ笋 0

　　　　　　　　　　　＝O，　　そ の 他，

を用い て
， 推定値

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m 　 　　 　 　 　 　　 　 mn − 1

　　　　　　β［‘］．・ ｛η Σ¢ ）
2

｝
− 1

［ΣΣ｛COS （λ、のγR （Zh」）＋sin （λ、1）γ1（ζ、，）｝4］r

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Pt− 1　　　　　　　 舟
諞1ゴ

＝u

　　　　　　　　　　　　　　　　　 l− 0，】，．．．， α　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

が得 られ る ，

注 1 ： （3．6） の 計算量 は α が大 き くて も過大 とは な らな い か ら，こ の 最小 乗 推定法 は ス カ ラ ー

MA ス ペ ク ト ル の 分解 に 適 して い る ばか りで な く，伝達関数 の 正準 形を非母数推定 する 目的 に

も用 い る こ とが 出来 る．時系列 x ］，＿，XN が与 え られた と きに ， （3．2） の g（e 簡 を ピ リオ ド

グラ ム 1／2π1Σ匙1 ∬〆 1の 平滑化関数 に ， ま た a を 17z．v に等 し い と置い て ，　 MN → D。 で あ りか っ

mN ／N → 0 と な る よ うに 選 ぶ ．そ の と き Σ劉o β［刀評 は非母数 ス ペ ク ト ル 密度正準 因子 の 推定

値で あ り， 1／2π1Σ聳 β［ゴ］〆
λ

12は平滑 化 され た ピ リオ ドグ ラ ム と な る，

　 4． 2 × 2MA ス ペ ク トル 行列

　ス ペ ク ト ル 密度行列 g （eiA ）＝｛9hj（e り，K ん，ゴ≦ 2｝が実数値係数 伽 ［k］に よ っ て

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a

　　　　　　　　　　　　 2π σ栂 （e
−’λ

）一 Σ％ 圃 ・xp （
− ikλ）　 　 　 　 （4．1）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝− a

と表わ さ れ ， ま た 行列 g （e
−

°fA
）は ほ とん ど全 て の A に た い して 非退化 で あ る と仮定す る．そ

の と き関twgi，f（g ）≡   一．一
。 g♂κ］zk は

　　　　　　　　　　　　　　　　 9（z ）＝P （z ）i（z ）　　　　　　　　　　　　　　　　（4．2）

と 分解 さ れ る ． こ こ で 標 準 因 子 行 列 P （z ）は 単 位 円内 で 解 析 的 で あ り ， 非退 化 で あ る

（Rozanov（1967），p．72を参照）．

　 以 下で は ， 2× 2 ス ペ ク ト ル 密度行列 の 数値的分解過程 を示す，g（z ）の 要素 を

　　　　　　　　　　　　　　　・ω 綴霧1釧
と書 く． こ こ で g （e 吻 は エ ル ミ ー ト行列 で ある か ら g 、2（z ）＝9Ll（g ）が 成立す る．前節 の ス

カ ラ
ー
値密度関数の 分解方法 を用 い て
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911（9 ）＝ h1（Z ）h1（Z ），911（Z ）92Z（9 ）
−
921（Z ）91Z（Z ）＝ h2（Z ）hL，（Z ） （4．3）

を得 る． こ こ で hl（z ）と h2（z ）はそ れ ぞ れ α
一
次，2α

一
次の z の 多項式で あ る．　 h1（z ）は正準で

あ り，そ の 零点 はす べ て 単位円の ヒか 外部 にあ るた め
，

　　　　　　　　　　　　　　　 zah 、（z ）一α 。
a ヲ．，（z

一
α

」）

と囚子分解す る と，1αゴ匡 1，丿＝1，＿，a が 成立 す る ．（4．3） よ り因子分解

・ω
一［

9u 　 9 ：1

921　 922］
　　七：傷1 誤』に

い

謙1
　　 ヨ 1

’co）
（z ）rCo）（z ） （4．4）

が 成立す る．行列 po ）
（z ）の 各要素 は解析的 で ある が，　 zah

ユ（α
ゴ）

＝0，ゴ＝1，＿，　a，で あ るた め，

行列 と して は単位円の 内部で 全階数 （full　rank ）で はな い ．　 P ゆ
（z ）の 行列式の 零点 は次 の よ

う に して 除去で きる．rq ）
（g ）を

　　　　　　　　　　　　　　　　… ω 一［
z

”h1 　0

zagm 　 hz］
と定義す る と ，

・％ ）− Lll・％ ）

が成 立す る．f『（・）と 督
1〕
（・）を そ れ ぞ れ 行列 r“ ）

（・）の 第 2列 と第 2行か らな る 2× 1， 1

× 2 ベ ク トル とす る．2× 2 ユ ニ タ リ
ー
行列

　　　　　　　　　　　　　　　　・
・ L 隣：駕：］

を以 下 の ス テ ッ プ で 構成す る ：

　 ・r （D
（α 1）を評価 して ，i（「丿

（dll）を P （1）
（αPtに等 しい と置 く．

　・β響 を B ！lLf ．〜
1）
〔δti　

1
）／11i．留（

　　　 1
α 1 ）11と置 く．

　 ・2× 1一ベ ク ト ル BFID を 1」BSPII＝1 で あ り β5P（α 1）BS】

1）＝0 とな る よ うに 選 ぶ ．そ の よ うな

　　ベ ク トル を得 る に は，（1，0）
「

と （0，1）
’
を B 掌 の 上 に 回帰 して ，BIP を二 っ の 回帰の うち

　　平方和が大 きい 方の 残 差 に等 しい と置け ばよ い ．そ こ で B ω
を B ω ＝（BIP ，召！め と置 く．

こ の 構成法か ら 君
ω B 〔1）・．−iB （］）B … li

＝ んが成立 し， した が っ て g（z）は

　　　　　　　　　・ （・ ）一  1… （・ ）…
＞B ・・）’i ・1）

（9 ）一［1剥
と分解 さ れる ． こ こ で

・
・

ω ・
・

隙淵憐 駕：1− ［諷 ：調劉
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が 成立 す る．h，（α 1）
＝0 とな るた め ，　 F （1）

（z
’
）B の

の （1，
1） と （1，

2）要素 は 因子 （z 一α 1）を共

有 す る ．一
方， P卿（α 1）8 望 ＝ 0 で ある か ら，（2，1）要素 も因 了 （z − cr　1）を持 っ ．他 方，　 B 伊

の 構成法 か ら，琢
D
（di1

］

）B 穿＝0 とな り，（2，
2）要素は因子 （alz− 1）を持 っ ． こ こ で

A ・’・
（g ・一ド読1

と置 くと，積 ノ1（1）（z ）オ
〔D

（ど ）の （1
，
1） 要素 は

雌
一1 α 1zL1 α 1ξ

一1 （α r9 ）／z

a
一

α lZ
−．L

α 1 　 Z 一α ， （1一画 乙 ）f
’
za19

− 1　 α 1
− 1

　 　 　 　 　 　 ＝ 1
z 一

α 11
一

傷 乙

と な る た め，

A ・
（x ）A（i）

（z ・一［雪訓 撃… 譎

が 成立す る． した が っ て ，β
ω

君
（L）

（z ）Ac”
（z ）BO1

・”＝ノ2 を得 る ．要素 悶 の 通分を 考慮 して ，行列

隠 1悩 一
一

礎孝嘉礎鍋1聞

の 各要 素 に最小 策 法 を適用す る．こ こ で 左辺 の 最初 の 行列 は因 了 diag｛L　h　
1（z ）

− 1
｝で ある．

眞体的に は ， こ れ は次 の よ う に 実行さ れ る ：

　 ・（4．5）式 の 右辺 の 行列 の （1，1） 要素 は 2f，− odi ，ziCとい う形 に な り， ま た分母 （z 一
α 1）は

　　lzl＞ 1 とな る零点 が な い こ とを考慮 して ，鞠
＝rhei

」・s，　lrhl＞ 1 を デ ザ イ ン 集 合 と して ，（1，
1）

　　要 素を 1，＿，♂ の 上 に 回帰 して 礁 を推定す る．

　 ・（1，2） 要素 を Pq ）
（却 β

（D
の （1，2）要素 に等 しい と置 く．

　 ・（2，
1） と （2，

2）要素 は Σ汽
1
臨♂ と い う形 に簡約され る ， 何故 な らば分母の 因子 z ．一

α1 と

　　Ctlz− 1 は そ れ ぞ れ分子 の 対応す る 因 了 と通 分で き る か ら で あ る （証明 に つ い て は 次節の

　　（5．3） と （5．4）を参照）．各々 を 1，z ，＿，許
一

⊥

に回帰す るが ， （2，1）の 分母 は因子 （z 一α 1）

　　を含み ， （2，2） の 分母 は［大1子 （alz− 1）を含 むた め，前者 に つ い て は 1　rt、　1＞ 1，後者 に っ い て

　　は 「酬 く 1 と設定 す る．

こ こ で

Tcn （Z ）∋ diag（1，（禹 君
一1） 1

）FCI）
（9 ）B 〔1）ACI〕

（X ）

と置 く．8ul の 構成 と同様 に ，
ユ ニ タ リ

ー
行列 β

の
を，　 P （2）

（g ）と根 α 2 を用 い て ，構成 す る

こ とが で き る ． こ の 計算過 程を繰 り返す こ と で P 〔k）
（．．．）と B  

，k ＝3，．．．，α が順 次決定 す る．

g（z ）の ［E凖閃了 は次 の 積

・ω 一闇 ・
・

馳
1〕
ω ・蜘 一・B ・

嚥 ・

と して 求 ま る ．以 E の 構成法 か ら ， r （z ）は ， す べ て の 根 α ［，＿，α ． が 除去 され た こ と に よ り，
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単位円内に お い て 全階数行列で あ る． こ う して 正準分解 g（z ）；r 〔a ）r （a ）が最 終的 に得 られ

る．

　5． 一般的な MA ス ペ ク トル

　（4．1） に お ける g（g ）が p × p 行列 ゆ ≧ 3）で あ る場 合を扱 うた め に は，以下 の 前進後退法 が

有効で あ る．各 k，− a ≦ lc≦ a に た い して ｛90 ［k］，1≦ 昭 ≦p｝は pxp 実対称行列で あ る と仮定

し，g （z ）｛職 一一a9 （i［κ］♂，　i，− L ＿，　p｝と置 く．行列 g（z ）が

　　　　　　　　　　　　　　　9（・）一［畿鴇1：：1：1］
と分割され て い る もの とす る， した が っ て g22（x ）は g（z ）の （p − 1）X （p − 1）の

．
ド部対角 ブ ロ ッ

ク で あ る ．こ こ で 単位円内に お い て 解析的，全階数で あ る ゆ
一1）× （p

− 1）行列 島 （z ）が あ り，

　　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　 　　　　　　　 　　（5．1）　　　　　　　　　　　911ω θ22ω
一〇21（Z ）012（Z ）− ff2（Z ）磁 9 ）

が 成立す る もの と仮定す る．（4．3） に お け る よ う に
，

　　　　　　　　　　・ω 一 レ讒1
・ 誤1惴

い

謙
’

］
　　　　　　　　　　　　　≡ Fcn）（z ）ica）（z ）

と分解 さ れる．（4．2） と同様 に 91］（z ）の 正準 因子 を ht（z ）と表す と．　 r ω
（z ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　・
・1）

ω 憐副
と置く こ とに よ り ， （4．3）と同様に

　　　　　　　　　　　　　　r
（D・

（9 ）一 ［6　ん「亀，
一

、］・rO （z ）

（5．2）

が 成立 す る．

p ×p ユ ニ タ リ
ー行列 B （1）

を次 の よ うに して 構成す る．r鈩（
・
）を rω

（・）か らそ の 第 1列

を 除去 して 得 られ る p × （p− 1）行列 で あ り， P押（・）を r ω
（・）か らそ の 第 1 行 を除去 して 得

られ る （p − 1）× p 行列 で あ る とす る． さ らに β穿 を r鈩（・）（dl　
1
）の 直交正規化列 ベ ク ト ル

か らな る， した が っ て

　　　　　　　　　　　　　　　　　BFS）’Bll）
＝

ち一1

が成立す る，p × （p − 1）複素数値行列とな るよ うに構成す る．（5．1） と gll（留
1
）＝0 よ り

　　　　　　　 F茅
D
（研

1
）壇

〕
（CtJi）rG21 （研

1
）Gr2（Ct「

1
）＋ H2（所

1
）畠（Ct「

i
）

　　　　　　　　　　　　　　　　 ＝911（al
．．1
）G ：L，（研

1
）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝0

が 成立 し， ま た B 伊 の列 ベ ク トル は f．！i）
（研

1
）の 列 ベ ク トル の 線形結合 で あ る か ら，

　　　　　　　　　　　　　　　　　P2（．1）（dii
−1
）B 亀

｝
＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．3）

が 成立す る． 11Bf’1）11＝1 で あ り，
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　　　　　　　　　　　　　　　　 Pll1）（α 1）βIP− o

が 成 立す るよ う に p
一ベ ク トル β   を選 ぶ ，（5．4） は共役転置 した形で は ，

　　　　　　　　　　　　　　BIID↑．
’（i）

（di「
1
）＝BFP

・
BI・Si＝0

を意味す る．8 ω ＝IBIP，　Bl扣 と置 くと ， β
ω B （D 』 B （

墜B ω ＝lpが 成 り立 っ ． さ て

　　　　　　　　　　　・
・ ’

（・）・ 匂 … ）一［鋤：謝讖釧

（5．4）

を対応す る分割 とす る， こ こ で △〜敷g ）は （p
−−1）× （p

−．．1）行列 で あ る．そ の とき，（5．3） と

（5．4） よ り，ベ ク ト ル ム｛2）（z ）は共通 因子 （g −一
α 1）を持ち ， △密（x ）は因子 （1− Ct［z ）を持 っ ．

こ こ で

　　　　　　　　　　　　・％ 一 が 障∵1
と置 く と き ， rC2）（z ）i（2）

’
（z ）＝r 〔1）

（g ）r （D
（z ）と い う関 係が 成立す る．行列 F劉（x ）と Fio．

2）
（z ）

は共通因子 を （Cti9− 1）を もっ ．同様 に ，行列 の 系列 T （・’n ）
（g），呪 ＝3，．．．，α

一1，を

　　　　　　　　　r ・・ ＋ 1）
（z ）一・呼 ［

（1−’Ct． 9 ）／（a
一

α m

　　　　　o

）

剥
m ；2，＿，a，と い う 逐 次 公 式 に し た が っ て 構成 す る こ とが で き る ． こ こ で Pl轡

ll ）
（z ）と

Pジ
ー1）

（z ）の 共通因子 （α菌
一D は後続 の 行列 rダ（z ）と r潔（z ），ゴ≡m ＋ 2，＿，a ＋ 1，に おい て

保持され るか ら ， 最終行列 1噛
α ＋ 1〕

（z ）と 環
σ Il）

（a ）が共通因子

　　　　　　　　　　　　 h1（g ）＝（dlg − 1）（碗 g
− 1）…（δtaZ− 1）

を もっ こ とに注意 す る． したが っ て

　　　　　　　　　　　　　・ ω 一Ll馬1］r
・・＋ ・1

（・）

と置：く こ と に よ り ， （5．2）か ら

　　　　　　　　　　　　　　　　 9 （z ）・＝
−P （z ）F （z ）

が 成立 す る ， こ こ で 行列 r （a ）の ．各要 素 は z の α
一
次．多 項式 で あ り ， det　r （z ）は単位 円 内に 零

点 をもた ない ． これ まで 述 べ て きた分 解 ア ル ゴ リズ ム は （p − 1）X （p．．− 1）行列

　　　　　　　　　　　 θ赫
一1）

（Z ）≡ 9 ” （Z ）G22（a ）− G21（Z ）σ12（9 ）．

の 正 則 分解 が 得 られ る こ とを前提 と し て い る．行列 の 系列 θ
ω

（z ），ブ＝ p
−− 1，p

− 2，．．．，2，が 逐

次 的に

　　　　　　　　　 G （D （z ）≡ 疏1
†D

（z ）σ聶
↓1）

（z ）
− G∫f＋ 1）

（z ）o齧
よ1＞

〔z ）

　　　　　　　　　　　　　　［畿鴇霧：割
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と し て 定義 さ れ る も の とす る， 等式の 最右
’
辺 の 分割 は （1，ブー−1）対 （1，ブー1）で あ る．行列

G 〔
灰 g ）の 止凖分解 は Gq

− 1）
（z ）の 正準 分解 に もとつ い て 行われ る． こ う して 問題 は G （2）

（z ）

の 分解に 帰着す るが， こ れ は す で に 第
．
3 節で 扱 っ た ．結論と して ，g（z ）の み の 知識か ら出発

し て 系列 GCP
．1〕

（z ），G
（lj− 1｝

（z ），＿，ぴ
2）
（z ），が 構成 され ， 逆 に G （2）

（z ）の 分解か ら 出発 して

GO ）
（z ），f＝3， ＿， p ，

の 正 準分 解が すで に 分解 され た び ア
ー1）

（z ）に もと つ い て 順 次実行 され る ．

g（z ）＝F （z ）r （z ）の 分解 は こ れ ら の ス テ ッ プ の 最終結果 と して 得 られ る．

　 第 3節 の 回帰推定及 び本節で 示 した計算法 の 実際 の 数値例を用 い た精度の 検討に っ い て は ，

Hosoya 　and 　Takimoto （2006）を参照．

6． 多変量 ARMA ス ペ ク トル

　 こ れ ま で 説 明 した分解 ア ル ゴ リズ ム は ス ペ ク トル 密 度行列 の 各要素 が e
− iA

の 有理 関数 で 与

え られ る ARMA ス ベ ク トル の 場合に拡張で き る． 2× 2全階数 ス ペ ク トル 密度行列 g（e
一
吟 を

考え る こ こ で ， g （g ）は そ の 鉱 の 要素 が実数値係数 を用い て

　 　 　 　 b　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 a

σ〆9 ）一 Σ9ゲ
’
［k］♂／（Σ9、i・d）［k］z ’‘

）
　 　 　 k − − b　　　　　　　　　　　　 k −一一tl

（6．1）

と して 与え られ る行列で あ り， あ る （i，」）に対 して σ♂
〕
［b］≠ 0，σ騨［α ］≠ O とな る もの とす る．

以 ドで は ， g の 分母分子 は共通 の 零点を もた な い こ とを仮定す る．有理 関数 ス ペ ク トル 行列の

場 合， （4．3）に 対応 す る分解 は

911（z ）＝
hin）（z ）乃ln）（z ）

hid〕
（z ）居

4〕
（9 ）

・11ω 伽 ω
一9 ・・（・ ）・・2（z ）一嶺鏡i；8）

・

と い う形 と なる． また，（4．4） に 対応す る分解 は

［111：1綴 ：1」一［。變，c。 ）綴1聯1臨陶 、
　

hl。 ，
（。 ）、i、，c。．）／？、；、i’

（ff）hi
’i’
（a ））1

　　　　　　　　　・1脈 ）

轡
）

瓢鋸訟：：ll：綴雛：llii］
　　　　　　　 ＝F （の

（z ）r（o）
（z ）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．2）

とい う形 を とる， こ こ で g把 とg紹 は g2亅
の 分了と分母を示す．んid），　g狸 の 単位円内の零点を

そ れ ぞ れ Rl＝｛γtl
）
，＿．γ41）｝と R2＝｛γ1Q

）・
，＿．γ2｝と表わ す． こ こ で ，重 複点を そ の とお り含

む もの と す る． そ こ で R ；｛γ1，．＿ γ。｝
＝｛γID，，．．．γ増｝U ＝｛γiz），＿．γ毒

2）
｝と置 く． また R ｛と

R ≦に よ っ て Rl と 凡 の R に お ける補集合を表す も の とす る． こ こ で

・
・

ω
一

・呵
賑 （7z

− 1）

告
鯰 一

γ）］
− i

2］・ （6．3）

と置 く．基本 的な考え 方は ， 分母 に お ける 因子 で 単位円内に 零点 を もつ も の を分 了 へ 移動 し，

分 子 に お け る こ れ らの 零点 は第 3節 で 説明 した方法で 除去す る と い う こ と で ある． こ の 変換は

砕
：1
か ら零点 R1 を σ鉾 か らは零点 瑪 を除去 し，　 P （1）

（z ）の 分 母をす べ て lz1＜ 1 に お い て 解析

的 に す る． こ こ で 次 の よ うに 定義 す る ；κ留（z ）≡ ん1咲 g ）H7rR｛（z
一

γ），κ留（z ）≡ ん｛の （x ）H ， ∈ R

（アz
− 1）／fi， ・ RL （・

一
γ） と 麓r’ω ≡ σ無 獣 翻

，
． 。≦（・

一
γ），ん鍬 ・ ）≡ gid

）
（・ ）hlt” c・ ）II

，
． 。、

（」？・
− 1）／n

γ
．．　R2（z

一
γ）．そ の とき，　 F ω

（z ）の 要素は
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…
！
・・ ）一 際瓢 ll：幽 陶 1駒 職 ））］

とな る．（6．2）か ら

隠1綴非蘭 ・陶 （6．4）

が 成立 す る．α 1，＿，α
，
を 単位円内に存在す る ん留（z ）の 零 点で ある とす る と，

こ れ らは第 4節

の ア ル ゴ リズ ム に よ っ て 除去 で きる．

　（6。4） に お け る 単位 円内零点 の 除去 は，次数が 3以 E の 有理型行列 へ 容 易に拡張す る こ とが

で きる，ま た分子 に お け る こ れ らの 零点 は第 5節 の 方法 と同様 に して 除去 さ れる ．

7． 偏因果測度

　7．1． 定常過程 の場合

　第 7 節で は 第 3系列効果 の 除去法，偏因果測度 と 関連 す る定理 ，再現 可能過 程 へ の 拡張 ， 周

波数帯囚果測度 な どを取 り上 げ る．｛．x （t），　y （t），z （t）；t∈ 創 は 平均 0 の ベ ク トル 値 2次定常過

稈で あ る とす る．有限分散確率変数 の 空間 に お ける和集合 綱 （t）；　t∈ 劉 ゴ＝1， ＿， Pl｝　U　｛y ，，（t）；

‘∈ 戮，k＝1，＿，　p，，｝　U ｛9t （t）lt∈ 星，∬
− 1，＿，p3｝の 線形包 の 平均 2乗に 関す る 閉包 で あ る ヒ ル ベ

ル ト空 間 を ffで 表 わす． こ こ で τ
ア
（t）の 添 え字 は ベ ク ト ル x （t）の 第 ゴ要素を表す．確率 ベ ク

トル ffの あ る閉部分空間 U （・）へ w ＝｛鰐 ブ
＝1，＿，　s ｝を射影す る と は ，要素 ご と の 直交射影，

す な わ ち 鶴 を ω
、

へ の 直交射影 H （・）とす る と き， そ の 第プ
ー
要素が 勘 で あ る ベ ク トル toを意

味す る こ と とす る． 3系列 シ ス テ ム ｛x （t），y （t），z （t）｝に おい て ，　 z （t）o）
一．一

方 向効果 （one −

way 　effect ） 要素 と は ，
ベ ク トル 集合 ｛x （s ），y （∫），z （S

− 1），一。c ＜ s ≦ ’｝の 要素に よ っ て 張 ら

れ る 閉線形部分空間 丑 他（t）， y（t），
zCt − 1）｝へ の z （t）の 射影残 差 z （t）− i （t）と定 義 し， こ

の ．一
方向効果を z 。．。，− 1（t）と表す こ とにす る．

　 2 系列 間で は明確 に 定 義さ れ る Granger因果性概 念 も，第 3 の 系列が存在す る場合 に は， こ

の 第 3 系列 と の フ ィ
ー ドバ

ッ ク あ る い は ，
こ の 系列 を経 由した フ ィ

ー ドバ
ッ ク 関係 の た め に ，

そ の 意味内容 が不明確 とな る，第 3系列 と の 相互作用 は問題 と して い る 2 系列 の 問 に 「見 か け

上 の 」 因果性 や 「間接 」 因果性 と い っ た変則 的 な 関係 を生 む こ とが 知 られ て い る LGranger

（1980）， Hsiao （1982）を参照］．

　第 3系列 を ｛z （t）｝とす る と き，定常過程 に お い て そ の 系列 の 効果を 除去す る標準的 な方法

が あ る，す な わ ち関心 の あ る 2系列 の 関係を 偏系列相関 や偏 ス ペ ク トル も と つ い て 特徴づ け る

こ とで あ り， こ れ らの 特 性 は導出 され た系列 ｛コc．、、．。。（t）｝と ｛y．∴ 誕 の｝に た い して 定義 され る．

こ こ で x ．、．訊 の は 妖 め の ｛x （t）tt ∈ 劉 に よ っ て 生成 さ れ る の 閉線形空間 H ｛z （・C ）｝の 上 へ の

射影 残 差で あ り， ま た y ．
． ，・．（の も同様に 定義 され る． こ こ で は 多変量統計解析に お け る偏概

念 を 直接時系列解 析 へ 拡張 して 用 い て い て ，時系列 に特有 の 生起 の 時間的順 序関係 は無視 され

て い る ．z 一効 果 を除去 した後で の 2系列 の 因果関係 を導 出す るた め に ，　 Granger（1969） は偏

ク ロ ス ス ペ ク ト ル の 使用 を提 案 し た ．す な わ ち因果測度 を構成す る た め に ， 残差過 程 ｛x ∵．。。（t，）｝

と ｛y ．．．．．x （t）｝と を用 い る ．　 ZZ｛z （D 。 ）｝へ の 射影 は ｛z （t）｝の 効果を 除去 す る
一

方法で は あ るが，

全 z
一
効果 の 除去 は ｛誤 ‘）｝と ｛y （t）｝の 問 の 時間順序 を考 慮 した フ ィ

ー ドバ
ッ ク 関係 を歪 め る

可能 性 が あ る． こ の 困難を回避 す る た め の 方法 と して ， 第 3系列 ｛z （t）｝の 全効果 で は な く一

方向効果要素 の み を ｛x （t）｝と ｛y （t）｝か ら除去す る 方法 が あ る ［Hosoya （2001）参照］．具体

的 に は，u （t）と v （t）に よ って x （t）と g（t）の H ｛z 。．o，一ユ（D 。 ）｝へ の 射影残差 とす る と き，｛z （t）｝
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が 現前す る場 合の ｛x （t）｝と ｛y（t）｝の 間の 偏因果 関係を ， ｛u （1
−
）｝と ｛v （t）｝の 問の 対応 す る

2 系列 間単純因 果関係 と同定す る． 例え ば， ｛x （t）｝か ら ｛gCt）｝へ の 偏一方 向因 果性 は ，

｛u （t）｝か ら ［v （t）｝へ の 単純
一方 向因果性 と定義 す る こ と に す る．

　x （t），y（t），z （t）が そ れぞ れ p1，p2，p3一ベ ク トル で あ る とす る と き ， 2次定常過 ｛x （t），　y（t），

z （t），提 劉 の 結合 ス ペ ク トル 密度関数 f（λ）は以下 の よ う に 分解 さ れ る もの とす る ：

　　　　　　　　　　　　　　　　・… 一 鵬 細］・
こ こ で f−（λ）は， 過 程 ｛x （t）．Y（t）｝の （p，

＋ p2）× （p「 p2） ス ペ ク ト ル 密 度 行 列 で あ り，

魚 （λ）は ｛z （t）｝の p3× p3 ス ペ ク トル 密度 行列 で あ る ．さ ら に f（λ）は条件

　　　　　　　　　　　　　　　 fl．1・9・d ・tf （2）dλ〉
一

・ ・ 　 　 　 　 　 （7．1）

を満 た す も の とす る． した が っ て A （a ）を （PI＋Pz＋ p3）× ゆ 1 ＋p2＋p3）行列 で，単 位 1il内で

解析的 で あ り， 全階数行列 で あ る と し
，

A （θ

一
り は A （g ）の 境界値で あ る と仮定す る とき，

　　　　　　　　　　　　　　　ブ（・）協 ・い ）・（の

と い う正準分解が で き る ．Zo ，e．一玉（t）を z （t）の H ｛x （t＋ 1一の，　y （t＋ 1一の，z （t− i）；ブ∈ 留 ｝の

上 へ の 射影 と し， ｛X （t），g（t），Z
［）、。．− 1（t）｝の 同時 ス ペ ク トル 密度行列 を

　　　　　　　　　　　　　　　　ノ… 一隣：蹶 1；］
と
．
表す こ と にす る と ， そ れ ぞれ の ブ ロ

ッ ク行列は

i （A）− f’・（・），・f・1・（・壕 （・1・一・1・・tJ’Σt，，），

　f3．（λ）＝ん（λ）
’＝Ψ A （0）A （e り

一1F
（λ）． （7．2）

と表 される （Hosoya （1991）参照），た だ し こ こ で は

　　　　　　　　　　　　　　Σ
†

… A （0）A （0）
’

t Ψ 巨 ｛一Σ1．Z‡Ji，　lp3｝

　　　　　　　　　　　　・ ・… ［凋
と い う記号 法を使用 し て い る． x （t）と y（t）を ff｛z 。、o，−1（

・。 ）｝の 上 へ 射影 した と き の 残差 を

u （t）と v （t）で 表わ し，h（A ）を ｛u （t），v （t）｝の 同時 ス ペ ク トル 密度 とす る． こ の と き

　　　　　　　　　　　　　h （A）＝f，，（λ）一ノ：3（λ）丿亀3（λ）
−1

丿罨．（λ）　　　　　　　　　　　　　　　　（7．3）

が成立 し，
h （Z ）が 条件 （7．1） を満 た せ ば ， さ らに 止 準分解

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r （e

− iλ
）r （e

．．ia
）
’

　　　　　　　　　　　　　　　 f（λ）＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2π

が 可能 で あ り ， 1
’
（0）r （O）

”
＝ Σ は ｛u （t），

v （t）｝の
一

期先予 測誤差
．
の 共 分散行列 で あ り ， し た

が っ て
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　　　　　　　　　　　　　　Σ＝Cov｛u − 1、＿i（t），　v ＿1、＿1（t）｝

が成立 す る．偏 因果 測度 の 概念 を導 入す るた め に
， hCλ）と Σ の （p ，，p2）分割を そ れ ぞれ

　　　　　　　　　　　・… 慓 ：劉 ・一隠 1
と表す こ と に す る ．

　偏一
方向効 果全 測度 （OMO ） と そ の 周波数 ご と の 分割 で あ る偏

一
方 向周波 数測度 （FMO ）

と を以下 の よ うに 定義す る． こ こ で M は Hosoya （1991）が導入 した単因果測度を表わ す．

1． ｛y （1）｝か ら ｛x （t）｝へ の 偏
皿．一方向効 果全測度 ；

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　det　Cov ｛u　l．．（t）｝

　　　　　　　　　　　
P ’lfv−：・・z ≡ M

・− u
＝1°9

　d。、6cllll”1／1”
一

，1　．．　，　c　
’
t）ゲ

こ こ で u − 1、，（t）と uL
］，− 1（の は そ れ ぞ れ u （t）の ff｛u （i− 1）｝と ff｛u （t．− D ，VO．1（t

−．1）｝へ の 射

影残差で あ る．

2． 周波数 λ に お け る偏 一
方向効果測度：

一
π ＜λ≦π に た い して ，

　　　　　　　 Pll4y−．x ，z （λ）≡ Mv ．．u （λ）

　　　　　　　　　　　　− 1・・［孀 、、、翻 i脇 、、，司， 　 ・7…

と定義 す る， こ こ で

　　　　　　　　　　砺 … 一 ・一£ 21・・∴侮・・・・・…
一

・

・
一

・

［1：：：1：1・
　　　　　　　　　　　　　　h，，1　

＝＝　hl2，　Σ221
＝＝ΣZ2

一
Σ21Σ五

上

Σ12．

偏
一

方向周波数測度 の 周波数領域上で の 積分が全偏
一

方向測度 に等 しい こ と，

　　　　　　　　　　　　　　蹴 ＿ 。 「影 蹴 ＿ ， （λ）dλ

が成立す る こ とを Hosoya （1991，　p．433） と同様 に 導 くこ とが で き る ，

　偏結合測度 と偏相互測度を定義す る た め に
， ｛臥。。（t），砺 、．Cl

−
）｝の 同時 ス ペ ク ト ル 密度関数を

　　　　　　　　　　　　　　　・… 惚醜：111］
と 置 く こ と にす る， こ こ で 鼠試 の と 砺 ．（t）は そ れ ぞ れ u （t）と v （t）の ff｛Vo ．1（・ 。 ）｝と

H ｛u 。
．．1（・・ ）｝の 上 へ の 射影残差 で あ る，一

方 向効果過 程 ｛Vo−− 1（。G ）｝に よ っ て 説 明 さ れ る部

分 の 除去 は，純粋 に相 互 依存的 （同時 フ ｛
一

ドバ
ッ ク）要素 ti．一（t）の み を残す ．そ し て 相互

性 の 強度 は ，各系列 を個別 に 予測す る よ り，結合 して 予測す る こ と に よ り い か に 期 先 予測 誤

差 が減少す る か に よ り測定さ れ る ．
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3． 周波数 λ にお け る x （t）と y（t）の 間の 偏結合測 度 と偏結合全測度 ：

脚 ・・ 汰 … 一・・［
麟

器黔
（λ）

］・

　　　　戰 r   ∫ 肌 卿 λ・

4． 周波数 λ に お ける x （t）と y （t）の 間の 偏相互 測度 と偏相互 全測度

岬 ・・ M
・，v …

− 1・・［
det　A且1 （λ）det　h2z（λ
　　　　det　n（λ）

）l
　　　　PM

。，y：z
一髪潰 P 晦 （）y）dλ・

Hosoya （1991） と同様に ，

は 次の 関係が 成立 す る ：

一
方向効果測度 T 相互測度 ， 結合測度 の 全測度 と周波数 測度 の 閙に

PM
。．y。

一（λ）＝P 砿 ．y 、、（λ）＋ PM
。．u 、9 （λ）＋ PM 舜 、、 （λ），

　 P砥 ．yx
＝P砿 一．

u ：。
十P助 ．u ／a 十PMu ＿。、。．

ス ペ ク トル 密度 乃（λ）の 具体的な表現 に っ い て は Hosoya （2001 ，
　pp．546547） を参照．さ らに，

次 の 二 っ の 命題 は第 3系列 が 存在す る場合 の Granger 因果性 の 不在 を特徴付 け る も の で あ る

（証明は Hosoya （2001）参照）：

　 ・第 3 系列 ｛z （t）｝が 存在す る と き， ｛g（‘）｝が ｛x （t）｝の 偏原因で な い た め の 必 要十分条件

　　は ， 〃（の が

Y（t）　＝，　y
（L）

ω ＝ガ
2）
（t），

　　と 表現 され る こ と で あ る． こ こ で yq
）
（t）は y（t）の ∬ ｛x （t），　Zos ・− i（t）｝の 上 へ の 射影 で あ

　　り，y
〔2）

（t）は ff｛x （。。 ），　Ze ，o，一］（・。 ）｝と直交す る． さ ら に ， ｛y （t）｝が ｛x （t）｝の 偏原因 と

　　な らな い 必要十分条件 は PMy −．。 、。

＝0 とな る こ とで ある．

　 ・一対の 確率過程 の み に焦点を あ て た Granger因果性 と偏因果性 を区別 するた め に ，前者 を

　　単因果 性 とよ ぶ こ とに す る． こ の とき， ｛y（t）｝が ｛x （t）｝の 単原 因で な い な らば， い か

　　な る ｛z （t）｝の 現前 に お い て も ｛y（の｝は ｛x （t）｝の 偏原因 とな らない ．

　 7．2． 非定常過 程 へ の拡 張

　定常過程 の 予測理論 が 自然 に 拡張 で き る非定常過程 を含 む確率過程 の 類 が存在 し，それを再

現 可能過 程 とよ ぶ こ と に す る．｛w （t），　t∈ 劉 を p一ベ ク ト ル 2次定常 過程 と し，｛罪 ω 護 ∈ 露
一
｝

を も う一
っ の 有 限 2次 モ ーメ ン トを もっ p ベ ク トル 過 程で あ る とす る ．以下 の 議論で は

W （t）が も と も と t∈ Zt に た い して の み 定義 され て い て 拡張 が必要 と さ れ る と き は い っ で も，

W （t）　・・O，拒 劉 ，と定義 す る こ と に す る．w − 1（t）を過程 w （t）の H ｛w 〔t− 1）｝に も と つ く
一

期 先予 測 誤 差 と す る と き， も し W （t）の H ｛罪 （t− 1），　w （O）｝の 上 へ の 射 影残差 が あ ら ゆ る

匠 謬 ｛W （t）｝に た い して w − 1（の に等 しい と き ， ｛W （t）｝は ｛w （の｝に 関 して 再現可能で あ る

と呼ぶ こ と に す る．す なわ ち ， w （t）と W （t）の
一

期先予測 誤差 は情 91RU｛zv （0）｝カ∫補完 さ れ

る と き 等 し い ． ｛W （t）｝が ｛w （t）｝に 関 し て 再 現 可 能 で あ る な ら ば ， t∈ 諺 に た い し て

H ｛W （t），w （0）｝− H ｛W （t）｝が成 り立 っ こ と は 直 ちに 導 くこ とが で き る．　 d（L ）＝Σ夛一ed ［ブ］召

を ス カ ラ ー値係数 ラ グ演算子で ，観 0］＝ 1 で あ り，Σ些od ［刀♂ の 零点 は単位 円上 か そ の 外 に あ

る もの とす る，そ して D （L ）は対角要素が す べ て d（L ）で あ る （ヵ 1 ＋ ヵ2 ＋ Plt）× ゆ L＋ p2＋ Ps）
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対角行 列で あ る とす る． こ こ で

鬮一鬮 （7．5）

と表現 さ れ る過程を考 え る． ｛X （t）｝，｛y （t）｝，｛Z（t）｝は個別 に そ れ ぞ れ ｛エ （t）｝7 ｛y（t）｝，｛z （t）｝

に 関 して 再現可能 で あ る こ と に注 意す る． モ デ ル （7．5） に もとつ い て 因果 概念 と測度 は以下

の よ うに拡張され る．

　Z （‘）の 一一方 向効 果要 素を Z（t）の H ｛X （t），y （t），Z（卜 1），x （O），　y（O），z （0）｝の 上 へ の 射

影残差 す な わ ち z
〔〕，［］，− 1（t）と定義す る ．X （t）の ff｛X （t

− 1），
x （0），

Ze ，。．− 1（。 。 ）｝と ff｛X （t
− 1），

Y （t− 1），x （0），　y （0），．Zo ．o、1（。。 ）｝の 上 へ の 射影 残差 は そ れ ぞ れ x （t）の H ｛x （t
− 1），．Zo ．o，1

（D。 ）｝と U ｛x （t− 1），y（t
− 1），衝 軌

一1（D ・ ）｝の 上 へ の 射 影 残 差 に 等 しい ．　 x （t） と 叭 の の

酬 z
。．。．一、（D 。 ）｝の 上へ の 射影残差 を u （t）と v （t）と表す な らば ， ｛Y （t）｝か ら ｛X （t）｝へ の 偏

一
方 向効果測度 は ｛v （t）｝か ら ｛u （t）｝へ の

一一
方 向測度 に よ っ て 決定 さ れ る． し た が っ て ，第

3 系列 ｛Z （t）｝が 存在 す る と き の ｛Y （の｝か ら ｛X （t）｝へ の 偏
一

方向効果 測度 を （7．3） と

（7．4） で 与 え た 測度 P 嶋 欄
と P・嶋＿xz （A）と して 定義す る こ とが 自然な 拡張で あ ろ う，す な

わ ち PMY 魂 z
＝PM ，J．．， 2 お よ び PMv ＿x 、z （λ）

− PM
ひ
→r 、。．と し て 定義す る．P！｝dx　．y、z と PMx ＿v、z （A）

も同様 に 定義 され る．

　 い ま （Pi＋ p2＋ p3）
一ベ ク ト ル 過 程 W （t）が 共 和 分 ARMA 過 程 で あ る と す る ． す な わ ち

｛X （t）｝，｛y
『
（t）1，｛Z （t）｝が そ れ ぞ れ p1，　p2，p3一ベ ク ト ル 過 程で あ る と して ，　 W （t）＝ （X （t）

”
，

Y （t）
’
，Z （t）

’
）
’
と置 く．さ らに A ［刀 と B 「ブ］は ，A ［0」＝B ［0］＝ち1 窺 塊

とな る ， （p⊥＋ p2＋ p3）×

（p1＋ p2⊥

p3）行列 で あ る と して

　 　 　 　 a 　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 め

五 ¢ ）一Σ！1「1］ム乙　B （ム）一ΣB ［κ］が
　 　 　 ノ＝．0　　　　　　　　　　　　　　 ん一．D

と置 く．行 列 pk 　del　A 　（g ）と det　B （z ）の 零点 は単位円 トか 外部 に あ り，共通 の 零点 は な い も

の と仮定す る．ホ ワ イ トノ イ ズ 過程 ｛ε （の｝が E （ε（t）＝0，Cov（ε （t））；Σ
†
（こ こ で rαnk （Σ

†
）＝

PJ＋ p2− p3） として 与え られ る とき，｛W （t）｝は

A （L）尻厂（の＝B （L ）ε （の （7．6）

と して 生成 さ れ る もの とす る．A （L ）の 転置余因子行列 を A ＃
（L ）と表す こ と に す る， したが っ

て ，
1）（L ）に よ っ て 対角要素が共通 の det　A （L ）と して 与 え られ る対角行列 を表す と き，

鋤 ¢ ・−1∵・
・訓皿 ・

が 成立す る．演算子 謹 （L ）を方程式 （7．6） の 両辺 に 適用す る こ とで ，

1
（

∴訓 じ翻一 血 一 ・・
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（7，7）

が得 られ る が ，以 上 の 構成 か ら， ｛tV （t）｝は定常 MA 過程 で ある． さ ら に det｛Ae（z ）B （z ）｝の

零点 は単位円内 に は な い の で ， ｛w （t）｝の 結合 ス ペ ク トル 密度行列f（λ）は

　　　　　　　　　　　　　　fω 一か （θ

一
ぼ7・
）A （e

− tA

）
＋
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7．8）

と分解 さ れ る． こ こ で Σ
†

≡ Σ
tli，，

（Σ
†
1”2

）
’
と定義 す る と，　 A （e

一
吟 ＝A ＃

（e
一
りβ（e　

iλ
）Σ

tl”Lt

が成立

す る ， 拡張 さ れ た 定義 に も と つ い て ， 共和分過 程 （7．6） に お ける 偏 囚果 構 造 は ｛x （t）｝，

｛y （t）｝，｛z （t）｝の 対応す る構 造 と同定 す る こ とが で き，非定常再 現可能過 程 ｛X （t）｝，｛yCt）｝，

｛Z （t）｝の 偏因果諸測度 は定常過程 ｛．T （t）｝，｛y （t）｝，｛z （t）｝の 対応す る諸測度に よ っ て 決定され

る．

　第 3系列 ｛Z （t）｝の 存在を考慮 した ｛X （t）｝，｛γ（1）｝間 の
一

方向効果全測度お よ び一
方向効

果周波数測度 に も とつ い て ， 長期 ・短期の 因果 関係を特徴づ ける，多様 な因果測度 を導 出す る

こ とが で きる．例え ば PMy − x ，z ≠ 0 で あ る場合に は ，

一
方向全効果に 占め る長期的効果 の 貢献

度は ，

一
定の 周波数帯 「

一
ε，ε］に た い して ，

　　　　　　　　　　　PD ，
一

。 z （・）渉∫ 肱 x 掫 ・〆躍 一 ・

と して 与え られ る．あ る い は
一一

定 の 周期帯 ［tl，　tz］（2≦ tl〈 t2）の 相対的貢献度は

　　　　　　　　　PD ・　−x ，z （tl，・・）
一寺蔚 刪 一 （z ）dλ／PMy 　−x ／z

と表現 で きる， ただ し こ こ で 周期 t と周 波数 λ（λ ＞ 0）の 間 に 成立す る関係 t＝2π1λ を用 い て

い る ．

　8． 偏因果測度 の統計 的推定

　定常過程 ｛x （t）｝，｛y（t）｝，｛z （t）｝は多変量 ARMA 過程で あ り，

　　　　　　　　　　　　　　　A ・L ・隣；］一 一

と して 生成され る もの とす る （前節 の 議論を 用 い て ， 以下 の 方法 は非定常再現可能過程 へ 容易

に 拡張 さ れ る ）． こ こ で x （t），y（t），z （t）は そ れぞ れ Pi，　p2，　PB一ベ ク トル で あ り ，
　 A （L ）と

B （L ）は ラ グ演算 f：　L の a 一次，b一次 の 多項式 で あ る．た だ し A ［0］＝B ［0］＝ち1 ＋ p2一ρ3
とす る．

さ ら に det　A （z ）の 零点 は す べ て 単位円 の 外 に あ り ，
　 det　B （z ）の 零点 は単位円上 ま た は外 に あ

り det・A （z ）と共 通 の 零点 は な い も の と仮定す る． イ ノ ベ ー シ ョ ン 過 程 ｛ε（t）｝は平 均 0 ，共

分散行列 Σ†
の ホ ワ イ ト ノ イ ズ で あ る と仮 定 す る、 こ の と き ARMA （a ，b）過程 ｛x （1），　y （t），

z （t）｝の 結合 ス ペ ク トル 密度行列 は
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　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　 A （

　　『蹴

e ）
−IB

（e
−iA

）Σ†B （e
−ift

）
’A （e　

iA
）
’1

　　　　　　　　　 f（λ）二

　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 2π

　　　　　　　　　　　　一鷹 矧 　　　　　　 （8・1）

と して 与え られ る， こ こ で f，．（／）は   （t）1y （t）｝の （A ＋ p2）x （p 且＋Pz）ス ペ ク トル 密度行列

で あ り， 魚 （λ）は ｛z （t）｝の p2× p3行列 で ある．　 f（λ）に つ い て の 仮定

　　　　　　　　　　　　　　　∫乳1・9・d・tf （λ）dZ＞ 一。 ・

が成立 す るか ら ， 正 準分解

　　　　　　　　　　　　　　　ブ（・）・＝−1　一・（・

− 11A
）・（・

− fλ
）
’

が 成立 し ， オ 鯰）と B （a ）が根条件 の 仮定よ り，正 準因子 A （g ）は

　　　　　　　　 A （z ）＝A （z ）
− IB

（z ）Σ
†1！2＝（det　A （x ））

− 1A ＃
（z ）B （x ）Σ

†1！2

と して 与え られ る． こ こ で Σ
tlxz

は Σ
†

の コ レ ス キ
ー
分解で ， Σ

†＝Σ
†1”2

（Σ
tl，i2

）
，

を満 tこす もの で

あ り，A ＃
〔z ）は A （z ）は 転 置余 因子 行列 を表わす．多項式 行列 c （z ）を C （z ）− A ＃

（g ）B （z ）Σ
†1”2

と定義す る と ，

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 di

　　　　　　　　　　　C （x ）一ΣC ［ゴ］zi ，　ot｛　di　g （ρ，
＋ P，

＋ P、

− 1）・ ＋ b，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

− O

　　　　　　　　　　　　　　　 A （z ）＝…（det　A （9 ））
− ic

（9 ）

が成立 し，A （z ）とB （z ）の 根条件 の 仮定 に よ り，　 det　C （z ）の 零点 は すべ て 単位 円の 上か外 に

あ る．（8．1） の 分割 に 対応 して

　　　　　　　　　　　　　　　・ω 一［s、112：凪：1：i］
と 置 き ，

さ ら に C ．（z ）二 （C ．．（z ），
C ．3 （z ））と置 く，す な わ ち C ．（z ）は （p ］

− p2）× （幽 ＋Pz−−Pu）

行列 で あ る． こ こ で ，第 7．1節 の 議論 に した が っ て ， ｛x （t），y （t），Zo．〔1、＿1（t）｝の ス ペ ク ト ル 密

度行列 を

　　　　　　　　　　　　　　　ノ… 一 臣：蹄 1：i
と書 く こ と に す る． こ こ で 五 （λ）晶 3（A ）は そ れぞ れ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ＿− 1
　 C，（。

i・
）C．（。 兮　　　　　　　　　 f．（λ）＝ノ1．（λ）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　 2π ldetA（e
− iA

）12

　　　　　　　　　f・・（・）一毒・・9・一・T… t・’

Σt3）・ ↓Σ；・・

で あ る．一
方 fs．（λ）に つ い て は，　 F （？．）が

（8．2）
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F ω 一⊥ （d、tn （θ
一iA

））
− 1A

（、
一
り c．（，

一・
）
・

　 　 　 2π

と与 え られ る か ら，（7．2） よ り

鳬．（λ）一一Ψ（Σ
†
）
1’
・
2A

（e
−

’A
）
− 1
（2π）

一
’

（det　A （e
− fλ

γ）
− 1A

（e
−

’）’
）C．（e　

1λ
）
’

　　　− 2π （det・A （e　
i）’
）つ

一
’
ΨΣ

ti〆2C ．（e
−

‘λ
）
’

と表わ せ る，こ こ で Ψ ≡ ｛
一

Σ1．EtJ1，　Jp：1｝で あ る．

　X （t）とy （t）の H ｛ZO ．0、− 1〔。 。 ）｝へ の 射影残差 をそ れ ぞ れ U （t），　 V （t）と表 し， ｛U （t），　V （1）｝

の 結合 ス ペ ク トル 密度行列 を h （λ）で 表す と ， （7．3） に 対応す る h（λ）は （8．2）， （8．3） よ り

h（λ）一ノ：，（λ）一∫，（λ）鳬，（λ）
一

’f，
．（λ）

　　一

、。1漏 ，，
一・

、、
・
α の ・ヘ ー

一・Σ
悦

・螺 ・Σ
怛

・α ・

一
訊

・ （8，3）

と して 与え られ る． こ う して h（λ）は分母が ス カ ラ
ー
係数 ， 分子が 行列係数の ロ

ー
ラ ン 多項式

と して表現 で きる． さ ら に （8．4）式右辺 の ｛｝内を

艶≡ IPI
＋P2　P3

− （Σ
†1”z

）
“
Ψ
巾
Σi，1，Ψ Σ

tii2

と置 き，£ ＝Σ
F2

（Xl”2 ），を対称行歹1虚 の コ レ ス キ ー分解 とす る ，ま た 幺は全階数行列で あ る と

仮 定 す る ． こ こ で Φ（e り ≡ C．（e
一
り Σ

L’2
と 定 義 す る と， （8．4） 右 辺 の 分 子 は Φ（e り

Φ （e り
’
と して 分解 され るが ，Φ が正 方行 列で な い た め 正準分解 で はな い ．さ らに 合理型 ス

ペ ク トル 密度が （8，4） の よ う に 共通 ス カ ラ
ー

分母 2πldet　A （e
’

‘A
）12を もっ と き は ， （7．4）の

公 式 に お い て 分母分 子で こ の 共通 分母 が通 分 さ れ る か ら偏
一
方向効 果測 度 は Φ （e

．
殉 の み に

よ り決定され ， del．A 　（e
一
吟 は関与 しな い ［

一
般 的な結果 に っ い て は下記 の 注 2を参照］．

　有限標 本 ｛x （t）， yO ），x （t）；t・’・・− 1，．．．，　T ｝に もと つ い て 偏因 果測度 を推定す る に は，　 A （L ），

A（L ）逸
†

を A （L ），B（L ），Σ
†

の 推定値 で あ る とす る と き ， 因果諸測度 の 推定値 は A （L ），

B （L ），Σ
t
を代入 して 求 め る こ とが で きる．推定過程 に っ い て は，Hannan　and 　Rissanen（1982），

Hannan　and 　Kavalieris（1984），
Takimoto 　and 　Hosoya （2004）等 を参照．無制約 で の 母数推定 に

お い て は det　A （z ）＝ O お よ び det　B （g ）
．．・0 の 解が根条件が満たす とは限 らな い ．　 Takimoto 　and

Hosoya （2006） は定常性 と反転可能性 を正 確に 満足す る根修 正過程 を与 え て い る．

注 2 ： 複素平面上で 定義され た ス カ ラ
ー
値関数 c （g ）は c （0）；1 で ， 単位 円内で 非 ゼ ロ ，解 析

的で あ る とす る ．定常過程 ｛x （t），y（t）｝の ス ペ ク ト ル 密度行列 f（λ）が

f（λ）＝−
　 　 　 2π

1
　c （e

→ λ

）A （¢
一λ

）｛c （¢
−iA

）A （e
−

〜λ
）｝
一

（8、4）

と正 準 分解 さ れ る も の とす る ． こ の と き Hosoya （1991，　p．433） に よ る　
・
方 向効果 測 度

Mu ．．r （A ）の 定義 を，　f（λ）と そ の 分解 （8．5） に も と つ い て 構成す るか わ り に ス ペ ク ト ル 密度 行

列 g（λ）と そ の 正準因子 A （e
一
つ

　 　 　 1
　　　　 △ （e

一
り A （e

訊
）

t

9 （λ）＝
　 　 　 2π

に も と つ い て 構 成 し て も，1司一 の 測度 に 帰着 す る．な ぜ な らば仮定 に よ り ， ｛x （t），y （t）｝の

共分散が 2zf（0）＝ ［c （0）［
2A

（0）A （O）
’
　
一

・　2reg（0）と して 与 え られ ，　 g （λ）を プ（λ）と対応 的 に 分
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割す る と，f，2 （λ）S　iifi　i（λ）＝1c（λ）…2012 （λ）翫
1
ず2エ（λ）が 成 立す る か ら，　 Hosoya （1991） の （2．3）

式に お い て

My ，〆λ）＝109［de　tfl　i（λ）／det｛プi　1（2 ）− 2qノ「12（λ）二曼
1
．ん1（λ）｝］

　　　　＝109［det｛Ic（λ）12911（A）｝／det｛lc（A ）129上1（λ）− 2π σ12（λ）S愛
192

ユ（λ））｝］

　　　　＝lo9［detgll（λ）．／del｛（911（λ）
− 2π912（λ）亀愛

1921
（λ）｝一

が 成立す る，

9． 偏因果 測度の検定

　 こ れ ま で 概説 して きた偏因果諸測度に つ い て は ， 実 際の デ ー
タ生成状況 に た い す る さまざま

な定常 ・非定常 時系列 モ デ ル Izで ，有限観測値 に もとつ く統計 的推測を実行す る こ とが で きる．

モ デ ル は 通常未知母数 ψを含ん で い て ， 偏因果測度 も こ の母 数 の 関数 に な っ て い る と考 え ら

れ る ．G （ψ）は m 一ベ ク トル で あ り ，
そ の 要素 は第 7．1節 で 与え た 諸測度で あ る．た とえ ば 要

素 が Gl（ψ）＝1／2ε／r，R弘 ＿
u（λ1gb）dλ と G2（ψ）＝ 1／2εf三

。
PMv −一，r 、。 （λ

．
ψ）dλ か ら構成 され る 2 ベ

ク ト ル G （ψ）は ある小 さい 〒F．数　E にた い して 長期的 （低周波 の ）
一

方向効果を 測定す る，定常

モ デ ル の 広 い 類 に た い して ，サ イ ズ T の 観測値に もとつ く最尤推定値あ る い は Whittle最尤推
　 　 　

A
　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r

−
＝
　
　 　

A
定 値を ψとす る とき， NiT （ψ

一
ψ）は漸近 的に N （0，Ω（ψ））に した が う，た だ し こ こ で ψの 真

の 値 で あ り， G （ψ）は Ω（ψ）の ・．一致 推定値 で あ る ［人標本理 論に っ い て は H 。soya （1997b）を

参照 ］．要素を ｛∂G ，（ψ）∂ψ，｝とす る ヤ コ ビ 行列 を D ，pG で 表 す と，∀T （G （ψ）
一一G （ψ））は 浙近

分布 N （0，ff（ψ））を もっ ，こ こ で

正τ（ψ）＝D
ψ
G （ψアΩ（ψ）・D ψ

o （ψ）

で あ る ． こ の と き G （の に つ い て の 推測 は Wald統計量

　　　　　　　　　　　 T ｛G （ip）− c （ψ）｝
’
ff（ψ）

− 1
｛G （ψ）

− G （ψ）｝

に もとつ い て 行う こ とが で きる． こ の 統 計量 は，H （ψ）が止値定符号で あ りか ぎ り，漸近 的に

自由度 m の X2 分 布 に した が う． こ の 統計量 に もとつ い て Granger非 因果 性を検定 で きる の み

で はな く， G （ψ）の 信頼性命題を作成す る こ とが で きる．第 7．2節 で 述 べ た よ うに 非定常過程

｛X （t），Y （t），
Z （t）｝の 偏因果諸 測度 が 定常過 程 ｛x （t），　y（t），z （t）｝の 対応 す る諸測 度 に 帰着

さ れ る場合に は， こ の 接近法は ｛X （の，Y （t），Z （t）｝へ 拡張 で き る 体 節で 提案 して い る方法

と は異 な る検定法 に つ い て は Breitung　and 　Candelon（2006）が 提案 して い る．す なわ ち帰無仮

説 R 鳩 ．
。 ，z （A ）＝0 を検定す る た め に ，係数 ベ ク ト ル の 線形制約 を F一統計量 に も とつ い て 検定

す る こ とをか れ らは提案 して い るが，検定は Granger因果性不在 の 検定 に 限定 さ れて い る］，

　本 節で は ， 経済 時系列分析で 広 い 応用 を も っ 共和 分 VAR モ デ ル に 焦 点を あ て て ， （9．1）で

与 え ら れ る 誤差 修正 モ デ ル に も と つ く偏
一

方 向効 果測度 の Wald 検定を考察す る． ｛W （のト

｛X （t）
’
，y （t）

t
，　Z （t）

†
ドが共和分 p「

LA 一
ρ3 （＝p）次 元 VAR モ デ ル に よ っ て 生成 され ， そ の 誤

差 修 1 ．形が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a − 1　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 b

△Z （の＝
αβ

’Z （t− 1）＋ ΣA ［ゴ］△Z （t一ゴ）＋ μ ＋ ΦP （の ＋ Σ8 こk］ε   　ん）　　〔9ユ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ブ

ー
1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 k−＝o

と し て 表現 され る もの と仮定す る ， ただ し B ［0］＝lp，こ こ で α とβ は PXr 行列 （r ≦ p）で あ り，

μ は 定数 ρ
．一ベ ク トル ，P （t）は 中心 化 ダ ミー変数か ら構成 さ れ る列 （s厂 1）一ベ ク トル で あ り，

s、t は季節周 期が あ る場 合 に は Sd
− 4 と な る．さ らに ｛ε （t）｝は平均 0，共分散行列 が Σ で あ る
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正規 ホ ワ イ ト ノ イ ズ で あ る とす る ；正規性 の 仮定 は叙述 の 簡易 さの ため で あ り，よ り
一

般 的な

仮定 の ドで 類似 の 漸近理論 が展 開で きる （Hosoya （2005） 参照 ）．β は （r ・（p − 1））x1 ベ ク ト

ル で あ りθ＝vecB
’
と して βの 要 素か ら構成 され る．ψを α ，．4 レ］，B ［k］，Σ の 下三角行列 要素

か ら 構成 さ れ る （p （p ＋ 1）／2）× 1 ベ ク ト ル v 〔Σ）を 要 素 と す る も の で あ り ，ψ刊 θc ＠θc

（α ，　A ，　B ）
’
，v （Σ））で あ り，ψ の ベ ク ト ル 次元 を ne で 表わ す ．た だ し ．47 ｛A ［］］，＿，　A ［a − 1］1，

B ＝｛B ［1］，＿，B ［b］｝で あ る，

　（9．1）で 与え られ る 過程 ｛Z （t）｝の ス ペ ク ト ル 密度行タ1げ とそ の 正 準因了 A はそ れ ぞ れ

　 　 　 　 　 1
　　　　　　 A （e

−i’，1θ，ψ）A （e
−inl

θ，ψ）
’

f（A1θ，ψ）＝
　 　 　 　 　 2π

およ び

A （e
．−iA

　Iθ， ψ）＝ C （e
−iλ il

θ
， ψ）B （e

− o−1ip）Σ112

と して 与え られ る． こ こ で C （zl θ，ψ）は行列係数多項式行列

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a 　 ユ

　　　　　　　　　　　　Il，− z （lp＋αβつ
一
ΣA ［」］（zi

−
z
／t1

）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゴ＝1

の 転 置余囚子 行列で あ る．f と A に もとつ い て ， （7．2） で 定 義 され る h （λ1θ，ψ）ス ペ ク トル 密

度行列 とそ の 正 準因子 F（e
−ml

θ，ψ）を得 る こ とが で き る．　 Grunger一
方向因果性は ， 確定的要

因の 間 に は
一

方向効果 は存在せ ず相互性 測度 の み定義 され る た め ， モ デ ル （9．1） に 含 まれ る

ダ ミ
ー
変数や 乗数項に は適用 され な い ［Hosoya （1977）を参照］．

　 こ の よ うに 定義 された h と P を用 い て ， ｛γ（t）｝か ら ｛X （t）｝へ の 周 波数偏一
方向測度 と し

て PMy ＿x ，z （λ1θ，ψ）お よびそ の 全測度を定義す る．まず m ＝1で あ る 場合に お け る

　　　　　　　　　　　　蜘 ）
「誹 肱 ・ ・（・1・ ψ）d・

を 考え る． （θ，ψ）が 真値で あ り， （θ，ψ）が最尤推定量 （あ る い は擬 似最尤推定量） で ある と

す る と ， T → 。 。 の と き ，
　 T（b一θ）は多変量混合正規分布に 収束 し ， ＞T （φ一

ψ）は多変量正規

分布へ 収 束す る 匚共和分 AR 過 程 に っ い て は Johansen（1988，
1991）， 共和分 ARMA 過 程 の 場

合に つ い て は Takimoto　and 　Hosoya （2004，2006） を参照］． したが っ て ，　 G （b，φ）は G （e，ψ）

の v
「
ア ー

致推定量で あ る ．恥 G を G （0． ψ）の η
ψ 次元勾配 ベ ク トル とする と き ， 確率展開に よ っ

て

　　　　　　　　 4ア ｛G （θ，ψ）
− G （o．ψ）｝＝（1）ψの

’n （gi
一

ψ）＋ o♪（1）

が 成立す る か ら，s［ii
’
｛G （e， ψ）

− G （θ，ψ）｝は 漸近 的に 平均 0 ， 分散

　　　　　　　　　　　 H
「
（θ， ψ）＝・De，G （θ，　ip）

’
Ω（θ，ψ）1）ψ0 （θ，ψ）　　　　　　　　　　　 （9．2）

の 正 規分布 に した が う， こ こ で Ω（θ，ψ）は 4ア （φ一
ψ）の 漸近的共分散行列 で あ る．注意す べ

き点 は ，G （b，φ）の 一次漸近分布 は完全 に φに よ っ て 決定 され，∂の 標本誤差 は φの そ れ と比

較 して 無視 で き る 量 で あ る た め
，

θ の 非標準極限分布 は関 与 しな い こ と で あ る ．こ う して ，た

とえ ば， ス カ ラ
ー値 G （θ，ψ）の 検定 と信頼集合構成 は Wald 統計．量

　　　　　　　　　　　　 W … T ｛G （O，ψ）− G （e，ψ）｝
21H

（θ，φ）　　　　　　　　　　 （9．3）
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に も と つ い て 実行す る こ とが で き る． こ の Wald統計量 は ，（0，ψ）を真値 とす る と き， 自由度

1 の x2 分布に した が う．

　（θ，ψ）に お け る勾配 DeG を評価す るに は ， 厳 密な解析的表現 の 複雑さ を考慮す ると ， 数値

微分が実 際的で あ る，具体的に は G （θ，ψ）の 勾配

D
・・
G 一儲 …・鋤

は，h を十分小 さ く選 び ，　 hi は i一次 要素 が h で 他 の 要素が 0 で あ る ηψ
× 1 ベ ク トル ，す な わ

ち hi・’！ （O，＿，　h，　O，＿，0）
’
，　i＝1，2，＿，　ne とす る とき ，

　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 ∂G　　　　． ．　　　　　 − A
　　　　　　　　　　　　　　窓 ｛（ジ（θ，ψ十 hi）− G （θ，ψ

一hi）｝／（2h）
　　　　　　　　　　　　∂ψ上

と し て 数値評価で き る．他方 （9，2）に お け る Ψ （θ， ψ）の 数値評価 は以下 の よ うに 行 う こ とが

で きる ．ψ
q ）

≡ 麗 c ｛α ，A ，B ｝，ψ
（2＞

≡ vec 　｛／t，　¢ ｝，ψ
（3〕

≡ v （Σ），αnd 　¢
Ci・2）

≡ vec （ψ
ω

，ψ
Ci．2り と置 く

と ， 観察値 Z（1），．．．，Z （T ）に もとつ く母数 ψ
q2 ＞

とψ
C3）

の 正規対 数尤度関数は

　　　　　　　　　1・ （ψ
・L21

，ψ
（3’1・）一 号（P　1・9・・ ＋ 1・gd ・t・）− ll．」

・・Σ
一IVT

と し て 与 え ら れ る． こ こ で

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a 　 　　　　　　　　　 　　　 b　 1

　　　　V （t）； △Z （t）
一

αβ
“
Z （t

− 1）− 2］　A ［ゴ］△Z （’
一
ゴ）ΣB ［k］ε （t

一ん）一一一μ
一一Φ p （t）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ
ーl　　　　　　　　　　　　 k−1

で あ り ，

　 　 ア

巧 ＝Σy ω レ（’ア
　 　 ど一1

で あ る 匚ε （t− k）は観測で きな い か ら各推定段 階に 応 じて 先行段 階で 得 られ る残差 s（t− k）を

推定量 と し て 用 い る］．D と D ト

をそ れ ぞ れ 〆× p （p ＋ 1）／2複写行列 （duplication　matrix ）お

よ び ム ー
ア
ー

ペ ン ロ ーズ行列 とす る ，そ して

D トー（D
’
D ）

JD “

と置 く 匚Magnus 　and 　Neudecker （1988），
　p49 を参照］．ψ

（1・2）
，ψ

（3）
の 最 尤推定量 を φ

〔1・2）
，φ

（3）
で

表す と ， ぜア 1φ（1・2〕一
ψ

〔12）
｝と v『厂（φ

〔3）一
ψ

（3）
）の 同時漸近共分散 は

　　　　　　　　　　　　　　（
Σ 8

−
’

2D ．

、，島，、。⇒　 　 ・9…

に 等 し い ， こ こ で Q ＝ limア ．，．（1／T ）Σ；L，
S （t）S （t）

’
で あ り，ま た

　　 8 （t）；vec （β
’
Z （t− 1），△Z （t− 1），．．．，△Z（t− a − 1），E（t− 1），．．．，6（t− b），　lp．　P （t））

で あ る ［Magnus 　and 　Neudecker （1988），
　p321 を参 照 ］． こ の と き，ぜア （φ

（D −．
ψ

（1）
）の 漸近 的

共分散 行列 を Ψ
ψ

ω
φ

（p と表す と，そ れ は ΣXQ
− 1

か ら O （φ（2）一
ψ

（2）
）に対応 す る行 と列 を除

去し て 得 ら れ る ．（p ・（r ＋ p・（a ＋ b − 2））＋ p・Sd ）次元対称行列 Σ  Q
− i

は p × p 分割行列
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　　　　　　　　　　　　　（
σ

。 Q
一

ユ

σ1，Q
”1 …

σ、pQrm
］

σ、、Q ’

σ，、9
−

］ …
σ，pQ

−
’

σPIQ

”L
・
、，Q

−1 …
q 。Q　

1）
を 意味す る． こ こ で 小行列 σ謁

1
（昭 ＝1，＿，p）はす べ て （r ＋ か （a ＋ b −．．2）＋ Sd ）次元正 方行

列で あ る．共 分散行列 Ψ
ψ

〔11
ψ

（D は小行列 砺 Q
− 1
，i，ゴ＝1，＿，p か ら最後 の Sd 列 と最後 の Sd 列を

除去す る こ とか ら構成 で きる．（9．4）に お け る Σ と Q の 推定量 は そ れ ぞ れ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 T

　　　　　　　　　　　　　　　s− （1／T ）Σ　i7（t）fi（tア，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
t−

l
　　　　　　　　　　　　　　　Q −

（1／T ）Σs（t）　．9（t）
←

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 广 1

とす る，ただ し

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a − 1　　 　 　 　 　　 　 　 　　 　 　 b

　 17（t）一△z （t）
− diR

’
z （t

− 1）一ΣA ［ゴ］△z（t一ブ）ΣA［κ］s（t 一
κ）

− a − ・bp（t），
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 广 I　 　 　 　 　 　 　 　 　 t：一〔〕

　 9（t）＝−vec （β
‘
Z （t− 1），△Z （t− 1），＿，△Z （’一α

一1），．．．，醗 一1），＿，館
一

α ），1、
．　P ω ）

で あ る， た だ し 6 は例 え ば Hannan −Rissanen の 第 3 段階 の 残差 が 用 い られ る． Ωψ
（％ 〔1｝ は

（0，φ）で 評価 し た s『 （φ
ω 一

ψ
CO

）の 共分散行列を表 す とす る と，φと bの 一致性 よ り，

　　　　　　　　　　・・e，・・一（ヤ
1

  1
（，＆，，Di

，）… （1） 　 （9…

が成立す る． したが っ て （9．5） の 右辺 の 第 1項 を Ω（θ，ψ）の
一致推定量 と して 用 い る こ とが

で きる ．

　（92） と （9．5） とか ら ， 共分散行列推定量 H ・一　ff（θ，ψ）が 得 られ る．　 G， を 所与 の ス カ ラ
ー

値 とす る と き，帰無仮 説 G （θ，ψ）＝ G1 を検定 す る に は ，（9．3） で 定義 さ れる 検定統計量 W を

評価 す れ ば よ い ，Grangerの 非因果性を検定す る に は，帰無仮説を G ，
＝0 と設定 し，検定統計

量 は

　　　　　　　　　　　　　　　LV＝ T ｛G （θ，ψ）｝
z
／H （θ，ψ）

と して 与え られ る． 自由度 1 の x2 分布上側 α 分位 点を x農（1）と表す と き ，
　 W ≧xl（1）が 成立

す る な らば， y
「
か ら X へ の 非 因果性 は棄却 され る．他方，（9．5） よ り，囚果測度 G （θ，ψ）の 漸

近 的 （1…α ）信頼区間は

　　　　　　　　　　　　　　（G （0， ψ）
一
私 ，

C （0，ψ）十 Ua ）

と して 与え られ， こ こ で 罵
一譲17デ）万ζ1豕「φ）纛（ly で あ る．

　（9．2） に も と つ い て 多様 な そ の 他 の 測度 を構成 す る こ と が で き る．た とえ ば ， ρ≧ 4 で あ る

場 合，Z （t）を 4 つ の ベ ク トル Zl （t），Z2 （t），Z3 （t），Z4 （t）に 分割 して

　　　　　　　　　　　　z （t）； （z1 ω   z2 ω   z3 ω 〜z4 ω ツ

と置い て ，

．
組 の ベ ク トル 値全効果測 度
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　　　　　　　　　　　　　卿 ・一慨：：：：ご：llll：li）
を 計算す る こ と に 関心 が あ る か も知 れ な い ， こ こ で ψ≡ （ψ

（1＞
，ψ

（2）
）とす る．あ る い は長 期 ・

短期 の 平均効果 の 組

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫ AI てJ．

。
　P・14v＿x，z （λ．e，ψ）dλ

　　　　　　 　　　　　　 　　　　 2／0

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
一 の 一 （2（。

一λ
。）

∫1勘 蹴 一・ ・ （Ale・　gb）dλ）
（0＜ Zo＜ π ）に 関心が あ るか も しれ な い ． こ の よ うな ケ

ー
ス を扱 うた め に，　 Gi（θ，ψ）r1 ，

＿
，
　m

が 異な る種類 の 測 度で あ る と し， G （θ，ψ）は

　　　　　　　　　　　　　θ（θ，ψ）＝（G1（θ，ψ），．＿，　G （θ，ψ）ア

と な る m
一ベ ク ト ル で あ る とす る． こ の と きこ の ベ ク トル 値 C （θ，ψ）へ の 拡張 は次の よ うに行

う こ とが で きる．（9．2） に お け る ［）
ψ
G は こ こ で は ヤ コ ビ行列

　　　　　　　　　 D
ψ
G ＝｛∂G （θ，ψ）／∂ψ1｝　（i＝1，．．．，況 ，ブ

＝1，＿，η
ψ）

を表 す、 したが っ て U （θ，ψ）は m × 襯 共分散行列 で あ る．G を rankU （θ，ψ）＝m とな る よ う

に 選ぶ と，Wald 統計
一
量

　　　　　　　群パ 枷
≡ T ｛G （a φ）− G （θ，ψ）｝

’
H （e，φ）

1
｛G （δ，φ）− G （θ，ψ）｝

は ， （θ，ψ）が 真 の 値で あ るな らば ， 漸近 的に 自由度 m の x2
一
分布 に した が う．　 Gm を所．与の m

ベ ク ト ル とす る と，帰無仮説 G （θ，ψ）＝Gm は W （nt ）
に よ っ て 検定 で きる．　 Granger因果性検定

の 拡張 は 砺
＝0 と置 くこ と で 実行 され る ．す な わ ち検定統計量

　　　　　　　　　　　 wOn ），
≡ T ｛Gco，φ）ド∫∫（δ，φ）

− 1
｛G （e，φ）｝

に もとつ い て ， 自由度 m の x2 分布の 上側 α 分位点 に 対 して ，　 W （m ）
≧ x差（m ）が 成立す る な ら

ば，有 意水準 α で G
．

＝O は 棄却 され ，また G の 信頼 水準 （1一α ）の 信頼集合は楕円体 の 内部

と表面で 与え られ る ， すな わ ち

　　　　　　　　 ［G ： T ｛G （∂，φ）
− G ｝

“
H （6，φ）

−1
｛G 〔∂，φ）

− G ｝≦鱸（m ）］

こ の 集 合は 有意 水準 α で ，Wald 統計 量 に よ っ て 棄却 され な い G 値 か ら構成され て い る．た と

え ば，m − 2 で あ る場 合，　 G （e，φ）＝（G ］

一δ2），　G − （OrG2 ），　H （∂，φ）
−1− ｛耘o：i）｝（砺 广 ん（釦 ）

と置 くと ， さま ざ ま な α に た い す る漸近 的信頼係数 （1一α ）の 信頼集合 は ，

　　　　　　 FL？ （G ）二（Gl一δ1）
ZA

〔1D 十 （G2一δ2 ）
2A

（zz ノ
十 2（（］1

− C］）（〔？2
一δ2）危〔12）

と置 くと き，入 れ子型集合

　　　　　　　　　　　　　 ｛G ：F2（G ）く
κ譯（2）／T ｝，　0〈 α 〈 1　　　　　　　　　　　　　（9．6）

与え られ る 匚Hosoya ，
　Yao　and 　Takimot 。 （2005）を参照 ］，
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一Eleotronio 　Library 　



The Japan Statistical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Statistioal 　Sooiety

ス ペ ク トル 正 準分解 と因果諸測度 の 構成 277

10． 結論

　本論文の 前 半 で は ， ス ペ ク トル 密度関数 の 正準分解の 先 行研究 を展望 す る と と も に ，

Rozanov の 有理 型 ス ペ ク トル 分解法を数値解法に 適す る か たち に 改良 した方法を提案 した ． と

くに ス ペ ク ト ル 密度 関数の 代数的分解構造 の 知識 に数 値計 算法を補強 した ス ペ ク トル 正準分解

数値計算過程 を提案 した．

　正準 分解 の 応 用 の
一

っ に 定常時系列 の 最適予測問題が あ り ， 因果性は基本的に 予測問題 に 帰

着され る．本 論文の 後半 は第 3時系列 が現前 す る場合 の偏 因果諸測度 の 推定 ・検定方法 を議論

した．偏因果測度に た い して は ， デ
ー

タ生成過程が た とえ AR 過程で あ っ て も ， ス ペ ク ト ル を

直接分解 す る ア ル ゴ リ ズ ム が 必要 と な る ．Hosoya （1991，
1997a） が導入 した 2系列間の 単純

因果測度 と異 な り ， それ ら の 構成 に は観測 ARMA モ デ ル に対応 しな い ス ペ ク トル 密度行列 の

正準 因子 の 知識 が 必要 で あ る．本論 文の 前 半で 示 した MA ス ペ ク ト ル 分解法 を適用す る こ と

で こ の 構成が 可能とな る こ とを示 した．

　未解決 の 問題 と して は ，検 定 と して は Wald検定統計量 の 標準的 な漸近理 論 と ， 漸近共分散

行列 の 数値評価 に もと つ く検定 と信頼域構成を 用い て い るが ，有 限標本で の そ れ らの 精度 は議

論 して い な い ．統計的推測法が小標本に も適合す る よ う改善す るた め に は ， 時系列 ブ ー トス ト

ラ ッ プ法 の 利用な どが考え られ る，また基礎 的時系列 モ デ ル として 多変量共和分 ARMA 過程

の み 対象 と し て い る が ， こ の 方 1司で の
一

般化 も可 能 な 拡 張 で あ る ［例 え ば Terasaka　and

Hosoya （2007） を参 照］．
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