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1 は じめ に

　こ れは、 1990年の 物性 若手 夏の 学校の サ ブ ゼ ミで 、 2 日間話を した ときの 講義録 で す。

量 子 力学の 基礎 は し っ か り身に付 けた マ ス ター
くら い の 人 達 に 、 量子 ス ピ ン系 の 最近 の

トピ ッ クス を 紹介 し て 、 も し面 白が っ て い た だ けれ ば幸 い と思 っ て 話 し ま し た 。

　 そ の と きの 話 を 、 世話人の 筑波大の 渡辺 浩志 さん が 、 丁寧 に ノ ー トに とっ た上 に 、 講

義 を録音 した テ ー プ を もとに して加筆 を行 ない
、 立 派 な講義 ノ ー トに して くだ さ い ま し

た 。 そ れ を妻が ワ
ー プ ロ に打ち込 ん だ もの に 、 私が 手 を入 れ て で きた の が こ の 講義録 で

す。 最後の ス テ ッ プ に や た ら時 間が か か っ て しま っ て 、 もう 1992年で す 1す っ か り遅

くな っ て しま っ た こ と を、 渡辺 さん をは じめ 、
こ の 講義に 関心 を持 っ て くだ さ っ た皆 さ

ん に お佗び い た します。 また学習院大学 の 島田宗嗣 さ ん は 、 卒業研究の 過程 で 、
こ の 講

義 ノ ー トに様 々 な ア イ デ ィ ア を提供 して くれ た 上 に 、 最終的 な原稿 の critical　reading を

行 な っ て くれ ま した 。
こ の ノ ー トを ま とめ るの に お 世話 に な っ た全 て の 皆 さ ん に感謝 し

ます 。

　Fractals
，
　chaos

，
　confarrna1 　field　theory

，
　anyon と い っ た ポ ッ プ な用 語の 飛び 交う今 日の 統計

物理 、 物性物理 の 世界で 、 　「量子ス ピン系」、 ある い は 「量 子反強磁性体」の 問題 な ど

と い うと
、

ど うも地味そ うな雰囲気が して しまい ます。 しか し （少 な くと も今 は ） こ れ

は とて も面 白 くて 、 生 き生 きとした研 究分 野で す。 私 は ア メ リカ に 出稼 ぎに行 っ て い る

ときに この 分 野 に手 を出 しは じめ た の で すが 、 その 後は純粋 に面 白い の で 続 けて い ます。

そ ろ そ ろや め に して他 の こ とをや ろ うと時 々 思 うの で すが （そ して ち ょ っ とは他 の こ と

もや りましたが） 、 どうも量子ス ピン系 で 面 白い こ とが 次々 で て きて やめ られずに い ま

す。

　 こ の 講義の 内容 は 、 基本 的に は私 が最近 興味を持 っ て い る Haldane　gap とい う現象 が

中心 にな っ て い ます 。 聞き手 と しては マ ス ターの 学生 の 人達 を念頭 にお い て い ますの で 、

な るべ く予備知識 や周辺 の 関連する話題 に も時間 を割 くよ うに努 め ま した 。 とい っ て も

教科書で は な く、 講義の ス タ イ ル を そ の ま ま文章 に した も の で すの で 、 self−contained で

ない とこ ろ もある か もしれ ませ ん 。 実際 に講義 を して い る の で あれば 、 中断 して 質問 し

て い た だけれ ば よ い の で すが 、 こ の よ うに 印刷 メ デ ィ ア に乗 っ て しま うとそ うもい き ま

せ ん 。 何 か お か しな と こ ろ が あ りま した ら、 何 らか の形 で ご 一
報下 さい

。

　当然なが ら、 夏 の 学校 が終わ っ て か ら今 日まで に 、 こ の 講義 に関連 した 内容 につ い て

も少 なか らぬ 進 歩が あ りま した 。 そ れ らの 新 しい 話題 を次々 と こ の 講義 ノ ー トに盛 り込

ん で い くと、 当分 の 間は こ れ を完成 する こ とは で きそ うに あ りませ ん 。 残念で すが 、 最

近の 進歩 につ い て は 、 ご く軽 く触れ るだけに と どめ ま した 。

　 ま た名古屋 大学に 集 中講義に行 っ た際 に 、 高野健 一 さん （現在 は豊 田工 大） と量子 ス

ピ ン系 や電 子系 に つ い て色 々 と議論 して い た だ きま した 。 その と きに 、 無限 自由度系 の

取 り扱い の微妙 さが 話題 に な っ た の で 、 こ こで は Appendixで そ の テ
ー

マ につ い て 少 し

詳 し くま とめ て み ま した 。
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2 ス ピ ン の 定義 など

　今更 ス ピン とは何 か な ど とい うお 話 し を す る こ と もな い で し ょ う。
ス ピン とは 、 量 子

力学に おける偉大 な 、 偉大 な 、 偉大 な発見 の 1 つ で す。 昔の 人が 、 電子 とい う大 きさ を

持 た ない 点状 の粒子 が 、 磁 石 の 様に振 る舞 うこ と をみ つ け た わ けで す 。 電荷 を持 っ た 大

きさ の ある球が 、 地球 の よ うに 自転 して い れ ば 、 そ こ に 電流 が流 れ て 磁石 の よ うに振 る

舞 うの は 当然 で は ない か とも思 うの で すが 、 そ うい う説明で は色 々 と困る こ とが あ りま

す。

　そ の 1 つ が 、 ご存 じの よ うに 角運動量 の 大 きさの 問題 で す。 古典力学で もお馴染み の

軌道 角運動量 と い うの を 、 真面 目 に 量子 力学で 取 り扱 うと 、 量子力学 の 角運動量の 表現

論 が で きます 。 こ こ で は 、角運 動量 の 大 き さは h の 整数倍 と い う限 られ た値 しか 取 る こ

とが で きませ ん 。 と こ ろ が 驚 い た こ とに 電子 の ス ピ ン 角 運動量 とい うの は 刧 2 だ っ た わ

けで す。 電子 の ス ピン とい うの は 、 普通の 意味で の 回転運動 とは考 える こ との で きな い

回転運動だ っ た とい うこ とに な ります。 （角運動量の 大き さが 方の 整数倍 に 限 られ る か 、

カ！2 の 整数倍 かとい うこ とは 、 数学的に は SO （3）と SU （2）の 違い とい うこ とに な ります 。

我々 の 住 ん で る の は 3次元 の 空 間の よ うで すか ら、 そ こ で の 回転 を表す群 SO（3）が物 理

にで て くる の は当然の こ と とい っ て よ い で しょ う。 SU （2）とい うの は SO （3）よ りち ょ っ

と （2倍 ほ ど）大 きい こ と を 除け ば 、 とて も SO（3）と よ く似 た性質 を持 っ た群 で す 。 だ

か ら SO （3）を考える の な ら 、
　 SU （2）も考 える と い うの は数学的に は極 め て 自然 な こ と で

す。 しか し現 実の 物理 で もや は り SU （2）が顔 を出 して くる とい うの は とて も面 白く不 思

議 な こ とで す 。 ）

　 い ずれ にせ よス ピ ン とい うの は 、 基本的 に は 角運動量 の
一種 で す。

一般 に物 が グ ル グ

ル と回 っ て い る様子 を定量 的に表 そ うとす る と 、 回転軸 の 方向 と 、 回転の 速 さ を指定 す

るこ とにな ります 。 す る と方向 と大 きさが ある の で 、
ベ ク トルが で きる こ とに な ります 。

こ うい う精神 で 、 ス ピ ン は S と い う3次元 の ベ ク トル で 書 きます 。

S ＝ （sx，
　sy

，
　sz）

各成 分 は量子力学 的な演算子 に な っ て い て 、 次 の よ うな 交換関係 を満 た して い ます。

［3モ∫ン］ ； isz， ［∫ン
， 3z］諞 ∫5モ ［sz， ∫犀

】 哥 iSン

簡単の た め に h が 1 に な る単位 を使 っ て い ます。
こ れ か らず っ とこ れ で行 きます。

ス ピ

ン の 大きさ と呼ば れ て い る の は 、 次の 式に で て くる S とい う量で す。

S2 ＝ S （S＋1）

こ こ で 左辺 は operator で すが 、 右辺 は た だ の 数で す。
こ れ が 素直 に S2　． 　S　2 と な らな い
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こ と も昔の 人 に は 驚 きだ っ た わ けで す 。

　こ うい っ た性質 を持 つ 演算子 は全 て 、 具体 的 に行列 で表現で きます 。 先 ず基本的な S

＝ 112の 場合 は 、 ご存 じの よ うに

ー
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ー
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2

＝
Z

〜｝
→

00‘ー
−一
2

＝ン5｝
1001

く
ー一
2

＝5

とで きます 。 こ の よ うに Si を対角化す る よ うな表現 を とる の が業界 の 習 わ しで す 。 け

れ ど別 に z 軸 を特 別扱 い して い る わ けで は あ りませ ん 。
こ の よ うな表示 を取 る こ と を

「量子化軸 を z 軸 に取 っ た 」 とい うこ とが あ ります。 これ は 明 らか に悪 い 用語で す 。 軸

を決 め なければ 「量子化」で きな い わ けで は な い し、　「量子化軸」 を変 えた か ら とい っ

て物理 が変 わ る わけで もない の で す 。　（悪 い 用 語 とい えば 、 そ もそ も 「量子力学」 と い

うの は よ くない で すね 。 「量子」 謬 「とび とび」 とい うの が 、
こ の 理論 の 本 質 と い うわ

けで はない で すか ら。 ）

　あとス ピ ン の 上 げ下 げ演算子 とい うの を次 の よ うに 定義 して お くと、 な に か と便利 で

す。

s±
＝ sx± isy

こ れ らの 演算子が 作用 する の は 、 2 次元の （複素）ベ ク トル 空間で す。 普通 は基底ベ ク

トル （basis　vector で す 。 日本語 は basis　state も ground　state もどち らも 「基底状態」に な

っ て しま うの で 、 とて も不便で す。 ） と して 、 次の up 　s｛鵬 と down・stateを取 ります。

一 ら ・ （1｝・・一 一 賂 ・ 〔1
こ の 2 つ の 状態の 任意の 線形結合 が 、 S ＝ 12 の ス ピ ン 1 つ の 系の 状 態 と い うこ とに な

ります。

　S ＝ 12 の ス ピン が 1個 だけ の 場合 な どは 、 なか なか試験問題 に もな りませ ん が 、
こ れ

で も直感的 に は わか らない こ とだ らけで す。 た と えば上 の 2 つ の basis　vect （rrs の 線形 結

合 で 、

1↑〉 ＋ 1↓〉 ， 1↑〉
− 1↓〉，1↑〉 ＋ il↓〉，1↑〉 ＿il↓〉

な ど な ど の 状態 を作 る こ とが で きますが 、
こ れ らが どうい うス ピン の 状態 を表現 して い

る か わ か りますか 。 答 え は少 し計算すれ ば わ か る はずで すが 、 その 答 えを直感 的に納 得

する こ とが で きますか ？ （私 は なか なか納得 で きな い
。 ）

　電子 の 問題 を考 える と、 あ くま で もS ＝ ln が基本 で すが 、 電子が 2個 あれ ば 、 結 果

的に もっ と大 きな S の 表現が で て くる こ と が あ ります 。 （次 の 節で議論 し ます 。 ）今 回
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の 話で は Haldane　gap とい うの が で る ため に S ＝ 1が 大事に な っ て きますの で 、 特 に こ の

場合の 表現 を書 い て お きま しょ う。

s ・
・ t〔；llレ・

右儲｝s
・

・

〔iil）
baisi　v  torsは 3 つ あ ります。

一 r・〉 ・ ト ー 〔1｝− su＞ ・ （i）
一般 にス ピ ン の 大 き さ S を大 き くする極 限 を取 れ ば

、 量子 効果が 消 えて 、 い わ ゆ る

「古典ス ピ ン系」 に な る とい わ れ て い ます 。 しか しこ れ はかな り微妙 な話で 、 私 に は よ

くわ か りませ ん 。
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3 ス ピン 2 つ の 系 ：ウ ォ
ー ミン グア ッ プお よ び何故量子反

強磁性体 が 面 白い か とい うデ モ ン ス トレ ー シ ョ ン

3．1 どうい う問題 を考 える か

　まず とて も簡単 な練 習問題 を考 え ます。 電子が 2 つ あ っ て 、 何 らか の 理 由で そ れ らの

軌道運動の 自由度 は 固定 され て しま っ て い る と し ます 。 す る と 2 つ の ス ピ ン （大 き さは

1！2）の 自由度 だ け が 残 る こ とに な ります。 　（もち ろ ん ス ピン 系 の
一

般 的 な の りで 、

「ス ピン が 2 つ あ っ て 相互作用 して い る」 と言 っ て しま っ て い い わ けで すが 。 〉こ れ ら

の ス ピ ン の 演 算子 をSb　S2 と書 くこ と に し ます。 （こ の 場合 の 状 態 は 、 4 つ の basis

vectors

1↑＞ 11↑＞2，
1↑＞ 11↓＞2，

1↓＞ 11↑＞2，
1↓＞ ll↓＞2

の 任意の 線形結合 で す。 ケ ッ トの 1 とか 2 とか い うの は 、
ス ピ ン 1 、 2 の状 態とい う意

味 で す。

一般 に ス ピ ン が N 個 あ っ て も同 じよ うにス ピン 1個ず つ の 状態 をず ら りと並べ

て
、 全系の 状態 を作 ります 。

だ か ら表現空 間の 次元 は 2N で す 。 ）

　 2 つ の ス ピン の 相互作用 の 形 と して
、 最 も基 本的なの は次の よ うな 回転対称な もの で

す 。

Hferro菖 一S1・Sx 　　H 副 血 τo
＝ S1・S2

こ こ で 内積 の 前 に マ イ ナス が つ い て い る と 、 1 と2 の ス ピ ン が そ ろ っ た と きエ ネル ギ
ー

を得 します。
こ う い うの を強磁性 的 （ferromagnetic） な相互作用 とい い ます。 逆 にマ イ

ナ ス が ない と 1 と 2 が 反対向 きの と きエ ネル ギ ー を得 し ますが 、
こ れ が 反強磁性的

（antife】rromagnetic ）な相互作用で す。

　以 下 こ れ らの ハ ミ ル トニ ア ン に つ い て 基底状態 （ground　state、

一
番 エ ネル ギ ー

の 低 い

状態 で す） を求め て い きます。 基底状態 と い うの は要する に絶対零度で 実現 され る状態

の こ とで す。 なぜ有 限温度 をや らない か と い うと、 絶対零度だけ見て も難 し くかつ 面 白

い 問題 が あ る か らで す 。

3．2 古典的ス ピン 2 つ の 系

　まず ス ピ ン を　ls　il； ls」＝ 1 を満 た す （古典的な ）ベ ク トル だ と思 うこ と に し ま し

ょ う。 す る と上 の ハ ミル トニ ァ ン の 基底状態 を求め る の は全 くの 朝飯前 で す 。

　強磁性の 場合 1 と 2 の ス ピン が そ ろ っ て い さえすれ ば 、 後 は ど うで も よ い 。 2 つ が そ

ろ っ た ま ま 、 どち らを向い て も構 わ ない の で 、 基底状態 は無限 に あ ります 。 反強磁性 の

場合 は 、 S2 → ＿S2 とで も変換 して や る と 、 強 磁性 の ときと ま っ た く同 じに な っ て し ま

い ます 。 特 に面 白 くあ りませ ん 。 　（図を見 よ）
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輝鍵
antiferromagnet

3．3 量子 的 ス ピ ン 2 つ の系

　 とこ ろが 、 量子系 で は基底状 態 に お い て 強磁性 と反 強磁性 の 間 に違 い が あ ります 。 特

に 最 も基 礎 的 な S ＝ 112の 場 合 を考 えて み ま しょ う。 まず ハ ミル トニ ァ ン をち ょ っ とい

じる と、

H ・ ± S ・ S・
・

号｛… ＋ S・12−9｝
と書 けます 。 （（SD2 ＝ S （S＋1）を使 い ま した 。 〉する とハ ミ ル トニ ア ン の 固有状 態 を求

め る の は 、 合成角運動量 の 固有状態 を求め る の と全 く同 じだ とい うこ とに な ります。 そ

こ で各 々 の場合 に つ い て 基底状態 を 求め る と 、 次の よ うに な ります。

钁

　基底状 態 は無 限個 あ ります 。 次の 3 つ の 状 態 （triplet）の 任 意 の 線形結合 が基 底状態 で

す 。 基底 エ ネ ル ギ ーは 一114で す。

1↑＞II↑・・ 1↓＞11↓・・ 毒（1↑＞11↓・・ ＋ 1↓＞11↑・2）

3 つ め の 状態 は 1 と2 の ス ピ ン が反対 向 きに な っ て い るみ た い に見 えますが 、 実 は全 体

と して 横 向 きに な っ て い る の で す。
こ の 辺 りも量子力学の ワ ナで すね。

　あ と、 上 の 3 つ の 状態 に演算子 S ＝ S1 ＋ S2 を作用 させ て み る と、 ま さに S ＝ 1 の 場

合 の ス ピ ン の 表現が で きた こ とが分か ります。
こ れが合成角運動量 とい うこ との意味 で

すね 。

　 とに か くこ れ らの 基底状態で は 、 2 つ の ス ピン は そ ろ っ て い て 、 ある特定 の 方向 を 向

い て い る こ とが 分か ります。
こ れ だ けで す と 、 な ん だ 量子 ス ピ ン系 と特 に 断 っ て み て も

古典 とほ とん ど変 わ らな い じゃ な い か と思 わ れ る か もしれ ませ ん 。 しか し 、 反強磁性 に

なる と話 は全 然違 い ます。

反強磁 性

　古典 の と きの よ うにS2 → ＿S2 とい う変換 をする と、 ス ピン 演算子 の 交換 関係が 目茶

苦茶に な っ て しまい ます 。 あ くまで真 面 目に基底状態 を探 さな くて は な りませ ん 。
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　角運動量の 合成 を考えれ ば 、 基底状 態 は次 の よ うない わゆ る singlet で 、 基底エ ネル ギ

ー は 一3！4 で す。

古（1↑＞ 11↓・2 − 1↓・ ・1↑・D

こ こ で こ れ まで と 、 決定 的 に違 うこ とが 1 つ あ ります 。 それ は 、

底状態 は唯 ひ とつ しか な い

と い うこ とで す 。 2 つ の ス ピン が 逆 を向 い て い れ ば よい とい う古 い 考 えで は、基 底状 態

は無数に あ る は ずで す。 そ れで は 、 こ の ひ とつ 以外 の 反対 向 きの 連 中は どこ へ い っ た の

か とい う問題 に な ります 。 実 は もう少 し よ く調べ て み る とわ か る こ とな の で すが 、 こ の

基底状態は ど こ に　 ロ い て い な い の で 　 。 実際

（Sl ＋ sD （1↑＞ li↓・ 、
− i↓・ 、1↑・、）・ 0

とな っ て い ます 。
ス ピ ン を α 軸 （α ＝ κ ， y ，

　Grz ）の まわ りに 角度 θだ け 回転する演算子

は
、

　　　　　　　　　　　　　　 exp （iθ（Sl
α
＋3f））

で すか ら、 上 の 状態が任意の （ス ピ ン 空 間 で）回転 につ い て不変で ある こ とが わ か りま

す。
こ の よ うに 回転対称 な状態 を俗 に 「まる い 」 と言 うよ うで す。

以上 の こ とを表に ま とめ ます と次の よ うにな ります。 2 つ の ス ピン の系の基 底状態は 、

量 子糸 古典糸
’
　　　　　　　　 よ い

、 ，＿ よ い
、 　…

反強磁性 　 　 ま るい 、 ただ一つ まる くな い
、 無 限個

で す 。 こ うして 見 て い くと、 反強磁 性 一量 子系 とい うの だけ が、他 と際だ っ て 違 っ て い

る こ とが分 か ります 。

　反強磁性 一量 子系 だけが なぜ 他 と違 うの か と言 うと 、 実 は そ れ が 、 　 「量 子ゆ ら ぎ」 に

よる の だ とい うこ とに な っ て い ます 。 他 の 3 つ は 、 量子 ゆ らぎが 小 さい の で 、
ハ ミル ト

ニ ア ン の命令 した とお りの 方向に向 くわ け で す 。 で もこ れ だ けは
、 量 子ゆ ら ぎが 大き い

た め 、 色 々 な方向 を 向 い た状態が グチ ャ グ チ ャ に混 ざ っ て 、 結局 「まる く」なる の だ と

思 うこ とが で きます。

　もち ろ ん 「グ チ ャ グ チ ャ 混 ざ っ て ま る くなる」など とい っ て も何 の こ とや ら全 く分 か

りませ ん 。 しか し回転対称な基底状態が で て くる とい うの は 、 数学的な事実で す。 だ い
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たい 量 子力学 とい うの は 、 こ うい う直感 を 越 えた こ とが い っ ぱ い で て き ます。 電子 の 2

重 ス リ ッ トに よ る 干渉実 験 な ん か で も、 電 子 が 1 つ の ス リ ッ トを通 っ て くる様子 は容 易

に想像 で きる け れ ど も、 同時 に 2 つ の ス リ ッ トを通 っ て くる様子 な ん て 想 像 で きる わ け

が ない 。 し か し、 ち ゃ ん と干渉 じまは で きて しま うの で す 。

　ス ピン が た っ た 2 つ だけで も量子 ゆ ら ぎの 大 きい とこ ろ で は 、 人 類の 直感にそ ぐわ な

い 現象が起 こ る の だか ら、
こ れ が ス ピ ン が も っ と多 くな っ た ら、 も っ と とて つ もな く面

白い 事が見 られ る ん じゃ ない だろ うか ？と い うわ けで 、 これ か ら量子反強磁性体 の 問 題

を真剣 に考 えて い くこ と にな ります 。
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41 次元 の 反 強磁性 ス ピ ン 系 ： Beth　e　ansatz と Hal　dan　e

予想

4．1 強磁性の 系

　今度 は 1次元の格子 を考 えて 、 格子点の 上に 大 き さ S の ス ピ ン が の っ て い る とします。

（もちろ ん現実 の 物質 は 3次元 な の で すが 、

“

quasi−one 　dimensiona1”

と呼 ばれ る
一

連 の

物質は 、 ある方向の 相互 作用 だ けが 特 に強 い の で か な り 1次元 的に振 る舞い ます。　 （日

本 で は、低次元系の研究 は実験 、 計算機 、 理論 と もども非常 に盛 んで す 。 ）もちろ ん 理

論 は 面 白い か らや る の で 、 実験が あ るか ど うか を気 に する必 要は ない の で すが 。 ）各 々

の ス ピン を表現 する 空 間 の 次元が 2S ＋ 1 で すか ら、 格 子点が 乙 個 あれ ば 、 全 体 の 表現

空間の次元 は （2S ＋ 1）
L

に な ります。 格子点 を 』 1
，
2

，
＿

，
L とい う整数で 指定 し 、 格 子点

iの 上 の ス ピン 演算子 を Si と書 きます。

　 こ れ か らは 、 隣 り合 う格子点 に ある ス ピ ン ど うしが 相互作用 し合 っ て い る よ うな系 を

考えます。

先 ずは前座 の 強磁性 の 問題 を考 え ます。 簡単の た め 、 S　＝ 　1／2 と します。
ハ ミ ル トニ ア

ン は
、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　　　　　 H ＝ 一Σ　s 、
・　Si，i

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ‘＝1

で す 。 （こ れ は強磁性 ハ イ ゼ ン ベ ル グ モ デ ル と呼ばれ て い ま す。 ）こ こで は周期的境 界

条件 を取 り、 L ＋ 1 は 1 に等 しい こ と に します。 強 磁性 の 場合 、 励起 状態は とて も面 白

い の で すが 、 こ の 講義の 主題 で あ る基底状 態で は非常 に簡単 に な っ て しまい ます 。

　 と に か くそ ろ っ て い れ ば い い の で 、

1曲 p＞ 胃 1↑〉 ll↑＞21↑＞3… 1↑〉乙

と い うよ うに
、 全 部上 を向けて や れ ば基底状態 に な りそ うな もの で す。

こ こ で ハ ミ ル ト

ニ ア ン を

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L

　　　　　　　　　　
H ・ 一

黒｛麦（5濡 1 ＋ SiSi
＋i）・ ・芦急・｝

と書 き直 して お きます 。 こ の 形 で H を lall　up ＞ に 作用 させ て や る と 、 明 らか に 上 げ下 げ

演算子の 方 は 0 に な ります 。 そ れ で lau　up ＞ は ハ ミル トニ ァ ン の 固 有状態 に な っ て い る

こ と は わ か りま した 。 こ れ が実際 に基底状 態で ある こ とを示すの は後一
歩で すの で 、 気

に な る人 は証明 を考 え て み て くだ さ い
。

ヒ ン トは
、

さ っ きや っ た 2 つ の ス ピン の 問題 の

結果 を使 うと楽 だ とい うこ とで す。

　今考えて い る ハ ミル トニ ァ ン は 回転対称 で 、 今作 っ た基底状態 は上 を向い て い ます か
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ら 、 当然他 の 方 向を向 い た基底状態 もある は ずで す 。
こ れ を探 すた め に は 、 基本的 に は

ス ピ ン 空 間で の 回転 を lall　up ＞ に施 して や れ ばい い わ けで す 。 また S
−

＝ Σ仁15厂と い う

演算子が H と交換 する こ とを利 用 す る と 、 もう少 し楽 に全 て の 基底状 態 を求 める こ と

が で きます。

　 と い うわ け で 、 相変 らず強磁性の 基底状態 と い うの は ス ピン が 同 じ方向 に そ ろ っ て 、

どち らか特定の 方向を 向い て い る の で す 。 あ ま り 厂量子 的」で は な い と い うこ とで し ょ

う。

4．2 ∫ ＝ 112 の 反 強磁性の 系

　い よ い よ反強磁性 の 問題 を考え ま しょ う。
ハ ミ ル トニ ア ン は い うまで もな く

　

　

　

3
什

　

5
　

十D
　

ナ
什

　

〜

　

十

　

羸

　

却 
　

−一
2

ム

Σ
司

＝

刊翫

　

S
ム

Σ
司

＝

で す。　（こ れ は反強磁性 ハ イゼ ン ベ ル グモ デ ル で す 。 ）

　対応 する古典系 （ス ピン をた だ の ベ ク トル と思 う）の 基底状態 は 、 隣 り合 うス ピン が

互 い 違い に逆 の 方向 を向い た状態で す 。 基 底状態 は無 限個 あ っ て 、 い わ ゆ る 長距離 秩序

（long　range 　order ） を 持 っ て い ます 。 そ の 意味 は 、 も し仮 に原 点 で の ス ピ ン が ど ち ら を

向い て い る か を知 っ て い た とす る と 、 どん な遠 くに あ る ス ピ ン に つ い て も、 そ の 向きが

（正確 に）予 言 で きる とい うこ とで す。

　念 の た め に 、 量子系 で は 当た り前 の 状 態が 基底状態 に な らな い こ と を確認 して お きま

し ょ う。 反強磁性で は 、 隣 り合 うス ピン が 逆 を 向きた が っ て い る こ と を考慮 して
、 次 の

よ うな基底状 態 の 候補 を考えます。

INbeL＞ ＝ 1↑＞ 11↓＞21↑＞31↓＞4 … 1↑〉レ 11↓〉乙

こ こ で N6el とい うの は 、 昔 こ の 手 の 事 を 考えた人 の 名前で す。 先程 と同 じ よ うに 、
　H

を こ の 状態に か けて み ます。 する と今度 は 上 げ下 げ演算子が ち ょ うど うまい と こ ろ に か

か る と

siSPi… i↑＞i．1・1↓＞il↑〉；，．1・1↓〉阡2… ＝ … 1↑〉 − 1↑＞il↓＞ i．1　1↓＞ i．2 …

の よ うに 、 欲 し くもな い 状態が で て きます 。 つ ま り INeel＞ はハ ミル トニ ァ ン の 固有状 態

で は な い の で す。 こ の 辺 が量 子系で強磁性 と反強磁性が圧倒 的に違 うとこ ろ で す。

　 とい うわけで 、 反強磁性 の 場合基底状態 を求 め る の は そ う簡単で は な さそ うで す。 こ

の 問題 を最初 に きち ん とや っ た の は 、 あ の Betheで す 。 多分 Bethe・ansatZ （ベ
ー

テ仮 設 ）

とい う言葉 は 皆さん 聞い た こ とが あ るの で は な い で し ょ うか 。
こ れ は 、 Betheが こ の 問

題 を解 い た と きに 「ハ ミル トニ ア ン の 固有状態は こ の よ うな形 を して い る に違 い な い 」

とい っ て持 ち込 ん だ作 業仮 設の こ とで す 。

一 133一

N 工工
一Eleotronlo 　Llbrary 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussel 　 Kenkyu

田 崎 　晴明

　作業仮設 とい うの は 、 単 なる 仮定や仮説 とは 違い ます。 は じめ は作業仮 設 を仮定しそ

理論計算 を進め る の で すが 、 答 え （こ の 場合 は固有状態の 候補）が 出た段 階で 、 そ れ が

本 当に正 しい 答 え （真 の 固有状態） に な っ て い る か ど うか を 、　 （は じめ の 仮定 に は 拠 ら

ず に）厳密 にチ ェ ッ ク する の で す。
こ の チ ェ ッ ク が うま く行 け ば 、 得 られ た答 え は厳 密

に正 しい こ とに な ります。 チ ェ ッ ク に合格 しな い 場合 は 、 仮設 を建 て 直す と こ ろ か ら再

出発 で す 。 「仮設 」 とい うの は 、 建物 を建 て る と きの 足場 の 様 な もの で す 。 建築 中 に は

足 場 に頼 っ て い ますが 、工 事が終われ ば足 場 を取 り払 っ て も建物は しっ か りと立 っ て い

ます。 逆に 「仮 説」に依存 し た理論 とい うの は 、 足場の骨組み の上 に作 っ て し ま っ た 建

物の よ うな もの で し ょ う。 建物が で きて
、 人 が住 ん で い て も、 足場の 骨組 み を外す と ガ

ラ ガ ラ と崩 れ て い き ます 。

　最近 は Bethe　ansatZ の 専 門家 も 「ベ ー
テ 仮 説」 と い う訳 語 を用 い て い る の で 、 ち ょ っ

とひ っ か か ります 。 た し か に最近で は asymptotic 　Bethe　ansatZ とい うの も使 わ れ て い て 、

こ れ は どうも 「漸近 ベ ー テ仮 説」 と呼ぷ べ き もの の よ うで すが 。

　 Bethe・ansatZ は
、 量 子 ス ピ ン系 の問題 に限 らず 、 場の 量 子論 や統計力学の 問題 に も （う

ま くい く場 合 に は ）頻繁 に 応 用 され て い ま す 。 今 で も Bethe・ansatZ で 飯 を食 っ て い る 人

は か な りい ます 。 や っ ぱ り偉 い 人は偉 い の で すね 。

　Betheは 、
　 S ＝ 1／2 の 場合 に上 の ハ ミル トニ ァ ン の 固有状態を （おそ ら く）全 て 求め て

しまい ま した 。 こ れ は実 に 1930 年代の 仕事で す。 そ こ で Bethe （及び 後の 人 々 ）の や

っ た こ と か ら、 1 次元 の S ＝ 12 反強磁性 ハ イゼ ン ベ ル グモ デ ル に つ い て は 、 以下 の こ

とが （全 て が完全 に厳密 とい うわ けで は ない けれ ど）わ か っ て い ます。

1．基底状態 は 、 　 （無 限体積極 限で ）唯ひ と つ で あ る

2．基底エ ネル ギ ー
の 上 に エ ネル ギ ーギ ャ ッ プ は な い （つ ま りい くらで も小 さな励起 エ ネ

ル ギ ーを持 っ た励起状態が あ る 。 ）

3．基底状態で の 相 関 関数 は 、 ゆ っ く りべ き的に減衰する

（具体的に は 〈S，
．Sノ＞

s＝　li＿1−1 とい う具合 に （遠方 で ）減衰 して い くとさ れ て い ます 。

た だ しこ の 一1乗 の 前に対数 の 補正が つ くの で は ない か とい う説 もあ ります。 ）

　 1は 、 こ の 1次元 系 の場合 に もや は り量子 ゆ ら ぎが とて も強 い こ と を示 して い ます 。

古典系の 場合 に は基 底状態 は長距離秩序 を 持 っ て 特定 の 方 向を向い て い た わ け で すが 、

こ こ で は基底状態は また 「ま る く」な っ て しま っ た の で す 。 2
，
3 の性質は 、 場 の 理論 に

通 じた 人 な ら
“

massless
”

と 、 相転移 の話 を知 っ て い れ ば
“

critical
”

（臨界点 っ ぽ い 〉 と

い い た くな る よ うな もの で す。　（た とえば 2 次元以上 で の 強磁性 イジ ン グモ デ ル で は
、

臨界点 Tc 直上 に 限 り相関関数がべ き的に減衰する こ とが知 られ て い ます。 ）量子 ゆ ら

ぎは
、　（古典的な）長距離秩序 を破壊 して しま っ た わけで すが 、 まだス ピ ン達の 間に は

秩序 へ の 未練が残 っ て い るの で しょ う。　 （な に しろ こ こ は絶対零度で すか ら。 ）ち ょ う

ど秩序 と無秩序 の 境 目と もい える massless ・＝ ・criticalな振 る 舞い を示 して い る の で す。
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4．3　universality 信仰 の 話

　突如話 は 変わ る よ うで すが 、 統計力 学 の 世界 に は
“

universality
”

（普 遍
’

性〉 とい う信

仰 が あ ります 。 信仰 なの で 、明確な定義はあ りませ ん が 、 こ こ で は

ある種 の 　 物理現　の 本質は 、
モ デ ル の 詳細 に は しな い

とで も表現 して お きまし ょ う。 こ
’

うい う考 え方が 最 も華々 し く成功 した の は 、 お そ ら く

臨界現象 の 理論で し ょ う。 た とえば 強磁性体 の （有限温度 で の ）相転移 の 問題 とい うの

を考える と 、 先ず面 白そ うな量 と して相転移温度 Tc とい うの が あ ります。 とこ ろ が こ

の Tc とい う量 は 、 全 く普遍 的で は ない
。 交換相互 作用 や ら飽和磁化 や ら様 々 なバ ラ メ

タ ーの 影響 を微 妙 に受けて値が決 ま っ て くる 。
こ うい うもの を扱 うた め に は物質 の パ ラ

メ タ
ー を色 々 持 ち込 ん で 、何 か ち まち ま した計算 を しな けれ ば な らな くな る 。 とこ ろ が 、

Tc よ りも も っ と面 白そ うな量 と して 、 相転移点近傍 で の 特異性 を表す臨界指 数 とい う
一

連 の もの が あ っ た わ け で す 。 こ ち らは、 じつ に普遍 的 な量 に な っ て い て 、 モ デ ル の パ

ラ メ タ
ー をち ょ っ とや そ っ と変えて や っ て も値 は変 わ らない ら しい 。 こ れ は 大事 な こ と

で 、 イ ジ ン グモ デ ル な ど とい う数学の お も ち ゃ み た い な もの を研究 して い て も、 鉄 の 相

転移で で て くる の と同 じ指数が現わ れ て くる とい うの で す 。

　ラ ン ダム さの ない 強磁 性 の 相転移 の 問題 で は 、 ス ピ ン の対称性 と 、 系の 次元 だ けを決

め て や れば 、 臨界 指数 は
一

意的 に決 ま っ て し ま うの で は ない か とい うこ とが 主張 され 、

今 で もだい た い に お い て信 じ られ て い ま す 。 　 （とい っ て もた い した根拠 は まだ あ りませ

んが 。 ）他 に も相転移 の ある な しなど定性的な問題 に は 、 普遍性 が成 り立 つ と （漠然 と）

信 じられ て きま した 。

4．4Hatdane の 予想

　 こ こで 、 や っ と量 手 反強磁 性体 の 問題 に戻 ります。 Betheが解 い た の は S ＝ 1／2 の 場 合

で 、 そ の 他の S に つ い て は何 もい っ て は い ませ ん 。 で も universality の 敬虔な信者なら、

他 の ∫で 物事が 変 わ る な ど とは想像 も しない で し ょ う。　（別 に universality が嫌 い で も 、

何 かが 変わ る な ん て 思 う理 由は ない で す ね。 ） とこ ろ が 、 1983 年 に Haldane は とて も面

白い こ とを言 い だ しま した。 （RD ．M ．　Haldane
，
　Phys．　Lett．93A （1983）464 ，

　Phys，　Rev ．　Lett．　50

（1983）1153）

　 まず、 S ＝ 1！2， 3／2， 5！2． ．と い う半奇数ス ピン の 場 合 に つ い て は 、
　 Bethe の 話 とほ ぼ 一 致

して い ます。 基底状態 は 、 上 の 1
， 2， 3 を満 た す と言 い ます 。 とこ ろ が S ・＝ 1， 2 ， 3” ．とい う

整数ス ピ ン の ときは全 く話が違 っ て 、 次の よ うに な っ て い る とい うの で す。

1．基底状態は唯 ひ とつ

2．基底状態 の エ ネ ル ギー の上 に エ ネル ギ ー ギ ャ ッ プが ある （Haldane　gap）

（つ ま り基底状態か ら励起 して や る た め に は、 あ る有 限の エ ネル ギー を加 え て や らな け
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れ ばな らな い
。 ）

3．基底状態で の 相関関数 は指数関数的に すば や く減衰す る

（つ まり特徴 的 な長 さ ξが あ っ て 、 〈Si・Sノ〉
・ ・ exp （−ij

’
−Jl1ξ）とい う具合 に相関 が減衰 す

る とい うこ と。 ）

　3 の 性質は 、 まる で 強 い 熱 的ゆ ら ぎで 秩序 を壊 され た高温領域 に あ る イ ジ ン グモ デ ル

の よ うで す。 とこ ろ が今考 えて い る の は基底状態で す ！ゆ らぎの 原因は温度 で はな く、

量 子効果なの で す 。

　2
，
　3 の よ うな振 る 舞い を場 の 理論 的 に解釈 する と、

“

massive
”

で あ る とい うこ とが で

きます。 統計物理的 に は 、 乱れ て い る （
“ disordered”

）とで もい える で し ょ うか 。

　以上 の よ うな Haldane の 主張 を Haldane　conjecture と呼び ます 。 物理 の 理 論 は 、 ほ とん

ど全 てが 数 学の 目か ら見れ ば
“

conjecture
”

で す。 そ れ なの に わ ざわ ざ Haldane の 話 だ け

conjecture よ ば わ りされ る の は 、 こ れ を信 じな い 人 が多か っ たか らで す。　 Haldane の 論文

が極 めて 難 解 で あ る とい うだけで はな く、 その結果が従来 の 常 識 とは大 き くか け離 れ て

い た こ とが そ の 理 由 だ と思 い ます。 Haldane の 話の どこ が そ ん な に 驚 きだ っ た か を考 え

て み る と 、 次の よ うな こ とが挙 げ られ ます 。

驚 き 1　 整 数ス ピ ン と半奇数ス ピ ン の 系 の 性質が 、 定性的 に違 う 。 こ れ は universality に

反する。 な に か critica1な S の値 を境 目に して 性質が変 わ る とい うの な らまだ馴染 み が あ

る が 、 S ； 1／2，1， 3！2，2，5／2，3，．．．とス ピ ン を大 き さ の順 に に並 べ た とき 、 ひ とつ お きに 性

質が行 っ た り戻 っ た りして変 わ る な ど とい うの は きちが い じみ て い る 。

驚 き 2　整数 ス ピン の 方は 、 これ だ けで も不 思議 。 無 限系 で あっ て ハ ミル トニ ア ン が 回

転対称で あ る に もか か わ らず、 ギ ャ ッ プが ある 。 （回転対称 な ら、 基底状態 を （ス ピ ン

空 間 で ）ゆ る や か に 厂ね じ っ て 」 や れ ば 、 非常 に 波 長 の 長 い 励起 状 態 ← spin 　wave

excitation）が 作れ そ うに 思 うか らで す。 5．2 節 を参照 。 ）

驚 き 3　Spin　Wave 　Theory で は整数 ス ピ ン と半奇数ス ピ ン の ちが い はみ えない
。

　Haldane が ど うや っ て こ の 予想 を導い たか を まだ話 して い ませ ん で した 。 量子 ス ピ ン

系で の S → 。 。 の極 限 が ω pological撤 m 付 きの nonlinear 　sigrna　mOdel に な る と い う議論 な

の で すが 、
こ れ に深入 りす る気は あ りませ ん 。 Ian　Afn   k の書 い た reView の 中の 説明 が

比較 的分か りや すい の で 、 興味 の あ る人 は そ っ ち を覗い て み て くださ い
。 （lan・Affleck，

Quantum　Spin　Chains　and　the　Haldane　Gap，
　J．Phys．　Condensed．Matter．1， 3047（1989）．）

　そ の 後 Haldane　conjecture は どうな っ たか とい うと、
　S ＝ 1の 系 に つ い て の 膨 大な数値

計算や 、 CsNiC13、　NENP とい っ た 擬 1次 元系 の 実験 が 、 彼 の 結論 と一
致 する こ とが 分

か っ て 、 今で は多 くの 人 に信 じられ て い ます 。　（計算機 の 方 は や れ ば で きる とい うと こ
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う があ りますが （失礼 ！） 、 実験の人 た ちが S ＝ 1 の擬 1次元系 を素早 くみ つ けて くる

とい うの は驚 異的 で すね 。 ） しか し理 論 的に は ま だ まだ で す。 最 も面 白そ うな S ＝ ユ の

反強磁性 ハ イ ゼ ン ベ ル グ モ デ ル の 場合 に Haldane の 言 っ た こ とが本当 だ とい う証 明 は ま

だ あ りませ ん 。 私 も 、 と に か くこ れ を証 明 して や ろ うと思 い 続 け て い る の で すが 、 ど う

もうま くい きませ ん 。 か とい っ て 、 何 もで きて い な い とい うわけで は な くて 、 理 論 的 に

も面 白い こ とが ど ん どん 分 か っ て きま した 。 そ うい う話 をこ れ か ら し ます。
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5Haldane ⊂onje （ture の 理論的 な理 解 に 向 けて

5．0 個 人的 な意見

　寺田寅彦の 文章の 中に 、 ある生物 の 会議 か何 か に で て い た ら、 「こ の 結果 は未だ に 定

量 的な もの に 過 ぎず 、 定性 的な理解 は こ れ か ら」 とい うよ うな こ とを言 っ て い る 人が い

て 、 寅彦は大変感心 した とい う話が あ ります。 （どうもこ ん な風 に書 くと格調が な くな

る の で 、 皆さん原 文に接 して ください
。 全 集の 第 3巻で す。 ）物理屋 は 、 先ず 「定性 」

的な研究が あ っ て 、 そ れ が 厂定量」化 され て い くとい うパ タ
ー

ン を盲信 して い る とこ ろ

が あ る けれ ど 、 こ れ が 逆転する こ ともか な りある 。 中身が ろ くに わ か らな い の に 、 数値

だ け出 して 悦 に 入 っ て い る とい うケ ー
ス も多い しな あ とい うわ けで す。

　現在 の 「理論 」物 理 と い うの は 、 圧 倒 的 な 「定量」先行型 にな っ て い ます。 とに か く

「理論」 と称 して い て も 、
コ ン ピ ュ

ー タ ー をが ん が ん 回 して 作 り上 げた 美 しい グ ラ フ と

膨 大 な数値 の い っ ぱ い の っ て い る論文が や た ら出回 っ て い ます 。 こ うい うの を見 て も 、

何 が 起 きて い る か外面 的に分 か る だけ で 、 物理 現象 の ス トー
リ

ー （定性 的理解）は ち っ

と もわ か りませ ん 。

　 もちろ ん 「実験」が なけれ ば 、 事実その もの も分 か らな い 場合 が多々 あ りますか ら 、

私 も計算機 「実験」 そ の もの は極 めて 重 要 な もの だ と思 っ て い ます。 特 に カ オ ス の 発 見

み た い な こ とは （あ る 意味で は ） コ ン ピ ュ
ー タ ー上 で の 実験 が なけ れ ば不 可 能 だ っ た わ

け で 、 現代 と耒来 の 科 学 に と っ て コ ン ピ ュ
ー タ ー で 見 える 世界 とい うの が 重要 な研 究 対

象 に な っ て くる と も思 い ます 。 しか し実験は あ くまで 「見 る」こ とが 最終 目標 で あ っ て 、

科学する 人 間 は見 え た もの を 「理 解」 した い
、 背後に あ る ス トー リー を自分の もの に し

たい と思 わ な けれ ば い けな い は ずで す 。　 （別 に 実験家 と理 論家 を分業 し よ うとい っ て い

る の で は あ りませ ん 。 自分 で 「見 た 」 こ と を 自分 で 「わ か る」 の が 最高な わ けで す 。 ）

　最近分野 を問 わ ず コ ン ピ ュ
ー ター に依存 して 仕事 を して い る 「理論」物理 学者が 実 に

た くさん い ます 。 そ うい う中で 、本 当 に優 れ た理論家 はち ゃ ん と自分 の頭 を使 っ て理 論

もや っ て い ます。 た とえば人類の 理論の 能力で で きる ぎ りぎ りの と こ ろ まで を全 て厳 密

に や っ て お い て 、 最後 ど うし よ うもな い と こ ろ を コ ン ピ ュ
ー タ ー

に 渡す と い うや り方 。

（これ を数学で や る場合 に は
、

い わ ゆ る computer 　aided 　proofに もっ て い くの が 最終 目標

に な ります 。 ）あ る い は
、 現実世界 の 理解 され て い ない 物理 現象 の 本 質 を じっ と見据 え

て 、 新 しい コ ン ピ ュ
ー タ ー上 の モ デ ル を構築する とい うや り方 、 な どな どが あ ります 、

　 こ うい う一
流 の 人々 は よ い の で すが

、 そ うで ない 人 もい ます。 本人は 自分 は理 論物 理

を や っ て る と主張 して ますが 、 要する に頭 を使 うの はア ル ゴ リ ズム の 最適化 とか メ モ リ
ー
領域の なん た ら とかばか り。 自分 で 物理 を考える よ りは 、 先生 に 言わ れ た （ある い は

世間で流行 っ て い る〉モ デル の シ ミ ュ レ ー シ ョ ン を した ほ うが （楽だ し）なに せ論文 も

い っ ぱい 書ける 。 うま くあて れ ば有名 に なれ る 。

　計算機 実験家 も必要 だ と認 め た 以上 、 だ か らど うした何 が 悪 い と反論 される か も し れ

ませ ん 。 確か に何 も悪 い こ とはな い
。

こ うい うの は趣味 の 問題 で す よね 。 また ダイ ア グ

ラ ム 計算なん か は コ ン ピ ュ
ー ター とは 違 うけ ど 、 特 に頭 を使 わ ない で も闇雲 に で きて し
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ま う点 は似 た よ うな もの で しょ う。 で も敢 えて 年寄 に徹 して 言 わ せ て もらえ ば 、 若 い こ

ろ に 頭 を使 わ な い と 、 歳 を取 っ て か ら も使 える よ うに は な らな い と い うこ とは ある ん じ

ゃ ない で し ょ うか 。 大学院で 研究 した こ と を一 生研 究 し続 ける な ど とい うの は 、 全 く愚

か な考 えで すが 、 大学院で 本当の 研究 を しな か っ た ら 、 そ の 後 （就職 して か ら）本当 の

研究 を突然始め る な ん て い うの は か な り困難だ と思 うの で すが 。

　計算機で 論文を書 きため て 、 学位 を取 る と い うの は 「理 論」の 院生 に と っ て か な り安

全性の高い 選 択で す 。 下 手 に ハ ー ドな理 論 に突 っ 走 っ て論文が 1 つ も書 けな い くらい な

ら．．． とい う発想が 頭 に浮かぶ 気持 ちは分 か ります 。 で もね． ． ．

　 とい うあた りで 、 歳 よ りの 愚痴は 終わ りに して お き ま し ょ う。　 （夏の 学校 の コ ン パ の

と きに は 、 も っ と過激 な こ と を言 っ た か もしれ な い け ど。 ）

　 な ど と 、 本来 の 話 か ら大 き く逸 れ て し まい ま した が 、 これ か らや っ と Haldane 予想 の

話 に戻 ります。 前 に もい っ た と り、 Haldane の 話が み ん な に受け入 れ られ る よ うに な っ

た の は 、 彼 の 結論 を裏付 ける よ うな コ ン ピ ュ
ー

ター シ ミ ュ レー シ ョ ン が い っ ぱ い で て き

た か らで す。 人 に よ っ て は 、
コ ン ピ ュ

ー タ ー
シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン で 出 れ ば 、 そ れ で い い じ

ゃ な い か と も思 うで し ょ うが 、 しつ こ く言 っ て い る よ うに 「出 る」の と 「わ か る」 と い

うの は や は り違 い ます 。 お ま けに （こ れ は 好み の 問題 で は な く）計算機で 取 り扱 うこ と

が で きる の は 、 有 限の大 きさ の系 だ けで す 。 我 々 が 今興 味 を持 っ て い る の は無 限系 の 問

題で すか ら 、 計算機 だけ で は 決 して 本当の 答 えは 出 ませ ん 。 や っ ぱ り理論 と して も うす

こ し深 く探 っ て い きた い わ け で す 。

　こ の 節で は手始 め に 、従来 の 理論 で なん とか な りそ うな とこ ろ か らつ つ き初め る こ と

に しまし ょ う。 　（Haldane　gapの 話だ けが 知 りた い 人 は 、 5．1
，
5．2 を軽 く眺 め て か ら 5．3

に 進ん で もい い と思 い ます。 ）

5．1 反強磁性ハ イゼ ン ベ ル グ模型の 基底状態の 一般的 な性質

　 一　 Perron・Frobenius の 定理 と Marshall−Lieb・Mattisの 定理

　先ずは 、 Marshall−Lieb−Matiisの定理 の 話 を しま し ょ う。　（昔 Marsha11が 、 1次元 の 場

合 を まだ る っ こ し く証 明 し た の を 、 そ の 後 （と い っ て もや っ ぱ り昔だ け ど）Lieb と

Mattisが 、 ず っ と一 般 的 に ず っ と簡単 に 証 明 した もの で す。 ）こ れ は 、
　 Haldaneの 話 と

は 直接の つ な が りは な い 結果 で す 。 た だ し反強磁性 の 場合 の 基底状態 の 基本 的な性 質 を

教 え て くれ る の で 、 知 っ て い る とそ れ な りに 重宝 します 。 ただ し後で 言い ますけれ ど
、

こ の 定理の 意味 を誤解 して 不 必要 な こ とで 悩 ん で しま っ て い る人 も少なか らずい る よ う

で すの で 、 そ の 辺 は気 を付け ま しょ う。

　 さて こ の 定理 を話 す前 に 、 数学で Perron−Frobeniusの 定理 と呼 ばれ て い る もの （の 最

も簡単な場合） を紹介 してお き ます。 これ を知 っ て い れ ば 、 目指 す Marsha11−Lieb−Matiis

の 定理 も簡単 に証 明 で きます し 、 他 に も役 に立つ こ とが ある か も知 れ ませ ん 。
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Perron・Frobeniusの 定理 （対称行列 の場 合）

　次の よ うな性質 を持 っ た NxN 行列 H ＝ ｛hi｝を考 えます。 　（当然物理 へ の 応用 で は

こ れ はハ ミ ル トニ ァ ン に な ります 。 ）

i）hij＝ hj’で 、 全 て の 成分 は実数

li）i≠jな らば hg ≦ 0

鋤 任意の ∫≠ノは 、 砺 の 0 で な い 成分 で つ な が っ て い る 。 もう少 し正確 に い う と
、

il
，
　il…

，　iM が あ っ て 、
　 il＝ i・i2 ＝ ノお よ び 海娠 、

≠ 0 が k 冒 12
．
一．，M −1 に つ い て 成立 す

る。

　する と行列 H の 最低固有値 に 属する 固有ベ ク トル （つ ま り基 底状態 1）は （定数倍

を 除 い て ）唯
一

つ で 、 その 成分 は全 て 正 に とる こ とが で きる 。

証明 ：

1）まず次の よ うな事実を証 明 します。

　ベ ク ト）V　u ＝ ｛Ui ｝が H の 固有状態 で 、　 Ui ≧ 0 （fbr　a皿i）を満た す な らば 、　 Ui ＞ 0 （for　all　i）

が成立する 。

　逆 を仮定 します 。
つ ま り Ui ＝ O （for　some 　1）と し ます 。 こ れ を固有値方程 式

　　　　　　　　　　　　　　　ε・Ui ＝ Σh
凶

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　ノ

に代入すれ ば、 性質 li）か ら、 馬≠ 0 とな る ノにつ い て Uj ＝ O で な け れ ば な ら ない こ と が

わか ります 。 こ の論法 を繰 り返 し、 か つ 性質 崩）に注 意すれば u ＝ O とな り、 矛盾 で す 。

2）続 い て 、 H の 最低固有値 に属す る固有 ベ ク トル u 　＝ 　｛Ui｝は、
　 Ui ＞ 0 （fer　al1　i） （あ る い

はUi ＜ 0 （for　all　t）） を満た す こ とを証明 します。

　また逆 を仮定 します。
つ ま りH の 最低固有値 に属する 固有 ベ ク トル v ・ 〔Vi｝が 、 適 当

な i， ノに つ い て Vi＞ O
，　Vj く 0 を満 たす と します 。 こ こ で u ＝ ｛Ui｝＝ ｛lv，1｝と置 くと 、 性質 li）

か ら 、

吟
”
り

ぬ続Σ
り

≧
め

…
ワ

乃めΣ
り

＝

0

が成 立 します 。 Eo は H の 最低固 有値 で すの で 、 不等式 の 右辺 も Eo に 等 し くなけれ ば な

らな い こ とに な ります 。
つ ま り u も H の 最低 固有値 に 属す る 固有 ベ ク トル で す 。 1）の

結果 か ら 、 Ui ＞ 0 （fbr衄 ’）で ある こ と 、 お よび性質 li），　hi）か ら 、 上 の 不 等式 は 、

り
　闘
り
h恥Σ

U
〉

め
　呷
り

h馬Σ
り

＝

OE

の よ うに 等号 を含 まな い 形 に 強 め る こ とが で きます。 しか し 、
こ れ は Eoが H の 最 低 固

有値 で あ る こ と と矛盾 し ます 。

3》最後 に 、 最低 固有値 に属す る 固有ベ ク トルが 1 つ しか な い こ とをい い ます。

　 2 つ 以上 あ っ た とすれば 、 直交す る 2 つ の 固有ベ ク トル u
，
v を取 る こ とが で きます 。
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とこ ろが 2）か ら直ち に （u ，
v ）≠ 0 と な り矛盾 で す 。

証 明終 わ り

　応用 に入 る前 に少 し注意すべ き事 を言 っ て お き ます 。 上 の定理 で で て きた行 列 やベ ク

トル に つ い て の 条件 は 、 どれ も線型空間の 基 底の 取 り方 に依存 した性 質 で す 。 だ か ら具

体的な問題 に応用する と きに 、 演算子 の行 列表示 を ひ とつ 作 っ て上 の 性質が 満 た され て

い な い とい っ て もあ き らめ て は い けな い の で す 。 別の 表示 を取 れ ば うま くい くか も しれ

ませ ん 。

　 こ の 定理 は使 え ない 状況 で は 当然何 の御利役 もあ りませ ん が
、

た ま た まこれ が 威力 を

発揮する状況 とい うの もあ りま して 、 そ うい うときには こ れ を知 っ て い る か い ない か は

大 きな違 い に な っ て きます 。 何 か 量子 力学の 問題 を考 え始 め る と き に は 、 先 ず

Perron−Frobeniusが使え る か ど うか を試 して み るべ きで し ょ う。 基底状態 に つ い て か な

り強力な情報が得 られる こ とに な ります 。

　少 し前に Hubbard　mOdel の 「長岡の 定理 」 と い うの を 一般化す る論文 （H ．　Tasaki，　Phys．

Rev．　B40，
　9192（1989））を書 き ま した 。 こ れ は た い した こ との な い 話 な の で すが 、 長岡先

生 が結構長い 論文で 延々 と計算 して 証明 し て い る 内容 を （か な り
一

般 化 して ）雑 誌の ペ

ージ裏表 1枚 で証 明 した とい うの が取柄 で す。
こ の論文の 唯

一
の ポイ ン トは 、 長岡先 生

の 証明 の 本質は Perron−Frobeniusに尽 きて い る と気 づ い た こ とで す 。 　（と い っ て も最 初

か ら Perron−Frobeniusだ と狙 い を つ けて い た わ けで はあ りませ ん 。 ご ち ゃ ごち ゃ や っ て

い る うちに 、 自分 の や っ て い る の は Perron−Frobeniusだ と気 づ くわ けで す。 ）

　で は よ うや く本題 の Marshall−Lieb−Mattisの 定理 に入 ります。 本当 は もっ と一般 の 場合

が で きて い る の で すが 、 必要以上 に
一

般化 して もや や こ しい の で こ こ で は ほ どほ どに
一

般化 した もの を紹介 し ます。 （E．H ．Lieb
，
　D ．Mattis

，
　J．　Math．　Phys．3

，
749 （1962）．）

Marshall・Lieb・Mattisの 定理

　 こ こ で は 、 1次元 格子 に 限 らず
一

般 の 有 限 の 大き さの 格子 を考え ます 。 格子 点全 体 を

A
，B とい う2 つ の 部分格子 に分 けて お きます 。 2 つ の部分格子 の格子点の 数は等 しい と

して お きます 。　 （1次元格子 の 場合 は 、 偶 数番 目の 格子点 と奇数番 目の 格子点 に 分 け ま

す。 〉各格子点 の 上 に大 きさ S の ス ピ ン を置 きます。
ハ ミル トニ ァ ン と して は 、 か な り

一
般 的な ハ イ ゼ ン ベ ル グ型 の もの を取 りま す。

H 暮 Σ々S 广Sノ， 　 」b
’
≧O

　 　 tj

こ こで 相互 作用 の Jiは 、　i，ノが 同 じ部分格子 に属する と き に は 0 で あ る と仮 定 します 。

ま た 0 で な い 々 だけ を辿 っ て 格 子全 体 を歩 き回 る こ とが で きる と します 。

定理の 主張 は 、
こ の系の基 底状態 は唯

一
つ で 、 合成 ス ピン 0 を持つ
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（ΣSi）
2G

．S．〉＝ O
　 i

とい うこ とで す 。 さ らに基底状態 を展 開 した と きの 係数 の 符号 まで わ か っ て しまい ます 。

（証明を参照 。 ）

　以前の 言葉 で い えば 、 上 の よ うな ハ ミ ル トニ ァ ン の 基底状態 は い つ で も 「丸 くて 、 1

つ しか ない 」 と い うこ とで す。

　ただ し、
こ の 主張か ら直ち に反強 磁性ハ イゼ ン ベ ル グ模型 で は次元 に よ らず対称性 の

破れが な く唯 1 つ の 基底状態がで て くる と結論する の は性急 で す。 上 の 定理が扱 っ て い

る の は あ くまで 有限 の 大きさの 格子 で の 基底状態の 性質で しか あ りませ ん 。 こ こ で 無 限

体積 の 極限を取 る とど うな る か とい うの は 、 また全然別 の 話で す 。 2次元以上 で は 、 無

限体積の 格子 で の 基底状態 は対称性 を破 る の が 普通 だ と思 わ れ て い ます。　（か な りの 場

合 に厳密 な証明 が あ ります。 ） こ の あた りの 事情 を も う少 し理解 したい 人は 8．1節 と

Appendix を見 て くだ さ い
。

Marshall・Lieb−Mattis の 定理の 証明

　St ＝ ΣiSf は ハ ミル トニ ア ン と交換する の で 、
　 H と チ の 同時固有状態を考えます 。

Slの 固有値 を M と書 き ます 。
エ ネル ギ ー の 固有値 E 、 ∫

z
の 固有値 M ＞0 を持 つ 固有状

態 1伽 があ っ た と します。 H と S
−

＝ ΣiSi が交換す る こ とを使 うと、

〃 ｛（s
−
）
MIq

＞　｝　＝ 　（s
■
）
MH

φ ； E ｛（sつ
” 1砂 ｝

と な る の で 、
エ ネル ギ ー

の 固有値 E 、 szの 固有値 M ＝ O を持 つ 固有状態が あ る こ とが わ

か ります。 そ こ で 以 下 M ＝ O の 状 態 に の み注 目する こ とに します 。
こ の 空間で の 基底 を

次の よ うに取 ります 。

lm
、，
M

、，

’・・〉・ （− 1）
Σ ・・ ＾ （m ・’S）lm

、＞i　lm，〉、
…

こ こ で （− 1）の 肩 の和 は部分格 子 A の 格子点 につ い て で す。 また mi
−＿ 一 S，

「 ∫＋ 1，＿，
　S で 、

各ス ピ ン につ い て の 固有ベ ク トル は 、

si　lm＞‘
＝ 〃3 励 ，，　 i〈ml （3ノ）

刑 一吊

1溜
’

〉‘ ＞ 0

を満 た す よ うに取 る こ とに します 。 　（こ れ は 、 普通 の や り方で す。 ）

　こ の 基底 は次の よ うな性質を満た します。 （証明は少 し計算すれ ば で きます。 ）

i）任意の 2 つ の 異な っ た基底ベ ク トル につ い て 〈M
’

1，
M
’
2，

’
　
’・1HIml

，
M2 “

・．〉≦ o となる 。

li）任意の 2 つ の 基底ベ ク トル は 、
ハ ミル トニ ア ン の 0 で ない 行列要素で つ なが っ て い る 。
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　つ ま りPerron−Frobeniusの 定理 が使 える わ け で す。 そ の 結果 、
　 M ＝ O の 空 間で は基底

状態 は唯
一

つ で
、

lG．S．〉 冨 Σ q． ，晦 ．．．　im　1，Mk … 〉
，
　 qm ，。、、＿ ＞ 0

　 　 　 　 η11，晦 …

と書 け る とい うこ とに な ります。

　こ の 状態が 合成 ス ピ ン 0 を持 つ こ と を示せ ば証 明 は 終わ ります。 そ の た め に

H ・
・

（Σ
Si

i∈ A 〕
・

（毳
S・）

とい うお もち ゃ の よ うな ハ ミル トニ ア ン を考え ます 。 こ の ハ ミ ル トニ ア ン の 基 底状 態

IG．Sノ〉 はか な り簡単 に求 め る こ とが で きて 、

（ΣS
，）
2
　IG．S：〉＝ O

i

を満 た す事が わ か ります 。

　 と こ ろ で ハ ミ ル トニ ア ン H
。 も Marshal1−Lieb−Mattisの 条件 を満 た すの で 、 基 底 状 態

IG．S＞ も IMI　ln2，．．♪ に 正 の 係 数 を つ け た 線 型 結 合 で 書 く こ と が で き ま す 。 よ っ て

くG．S」G ．S．’〉 ≠ 0 が わ か ります 。　IG。S．〉 は（ΣiSi）
2
の 固有状態で すか ら （理 由は考 えて み て

くだ さい ）、 結局そ の 固有値 は iG．S．
’
〉 と同様 に 0 で な けれ ば な りませ ん 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終わ り

5．2　Lieb・Seh山 z・Mattisの 結果

　
一
　 1次元 の 半奇数 ス ピ ン の 系 で は、ギ ャ ッ プが ない の が 自然 で ある とい う定 理

　い よ い よ Haldane　gap と密接 に 関係 の あ る 話に移 ります。 前の 節 の 最後で 、 回転対 称

な系 で は エ ネ ル ギ ー ギ ャ ッ プが ない と考 え るの が 普通 だ と言 い ま したが 、
こ れ か らそ の

常 識 を もう少 し真剣 に 数 学 に して み ます。 常識 の 背後 に あ る 思想 は 、 回転対称 な系で あ

れ ば 、 基底状 態 をゆ る や か に 「ね じっ て 」 や れ ば非常 に エ ネ ル ギ ーの 低い 長波長 の 励 起

モ
ー

ド （ス ピ ン波 ）が作 られ る だろ うとい うこ とで した 。

　 しつ こ い で すが 、 念の ため に思 い 出 して お くと 、 Haldaneは整数ス ピ ン の 1次元 ハ イ

ゼ ン ベ ル グ模 型は エ ネル ギ ー ギ ャ ッ プ を持 つ と主張 して
、 波紋を巻 き起こ した の で す 。

Haldaen が 正 しけれ ば
、 上 の 考 え方 は （少 な くと も整数ス ピ ン につ い て は）ど こ か が お

か しい と い うこ とに な ります。

　こ れか らの 話は 、 昔 Lieb，　Shultz，　Mattis（Ann ．Phys．16， 407 （1961））が S ＝ 12 に つ い て や

っ た もの を 、 Haldane の 話 との絡 み で Affleck
，
　Lieb（Lett　Math．　Phys．12，57 （1986））が 一 般

の S に拡張 した もの で す 。 た だ し同 じよ うな事に気 づ い て い た人 は結構 い た よ うで す 。
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た とえば Kolb （Phys．　Rev．　B31
，
　7494 （1985））に も同 じ事が 書 いて ある よ うで す。

　 こ こ で は ス ピン S の 1次元反強磁性 ハ イゼ ン ベ ル グモ デ ル を考えます 。 格子点 の 数 L

は 有限で偶数 、 後の 都合上格 子点に は ‘ ＝
一 乙！2，

＿
，U2 と番 号 を付 け、 周期的境界条件で

両端 を同一視 し て お きます。 Marshan −Lieb−Ma 虻isの 定理 に よ り 、
こ の 系の 基底状態 IO＞

は唯一
つ に決 まっ て 、 回転対称で ある事が わか っ て い ます。

　次 に r （く 乙！2 ）と い う数 を と っ て きて 、 イ か ら r の 範囲で 基底 状態 を ゆ る や か に ね じ

っ て や るこ とを考え ます 。 もと もとの 基底状態が 回転対称 なの で 、 ゆ るやかな 「ね じ り」

に よ っ て 非常 に低 い エ ネル ギー の 励起状態が作 られ る の で は なか ろ うか とい うの が ね ら

い で す。 ね じる ため に 次の よ うな unitary 　operatOr を作 ります 。

　 　 　 　 　 r

σ
．

塞 exp （Σ i・e
、
・
・s1），

　 　 　 　 丿冨 イ

砺 （t＋ 1r）・

こ の operator は 、 ノ番 目の 格 子点 の ス ピ ン を e
．
だ け z 軸 の 回 りに 回転 します 。　 erは 一r か

ら r の と こ ろ で 丁度 1回転 す る よ うに つ くっ て あ ります 。 とな り同士 は の ほ んの わず か

の 回転 （11rの オ
ー

ダ
ー
）に す ぎ ませ ん 。 こ う して

lTwist
，
〉 ＝ Ur　K＞

は 、 r 程度 の波長を もっ た 励起状態の 候補 とな る わ けで す 。　（こ の候補 と言 うと こ ろ が

ミ ソ で す 。 ）r を充分 に大き く取れ ば 、 望む だ け低 い エ ネ ル ギ ー
の 励起 状態が で て きそ

うに思われ ます。
こ の 「ね じれ 」に よ っ て どれ くらい エ ネル ギ ーが上 が るか を評価 し て

み ま しょ う。
エ ネル ギ

ー
の 期待値の 差は、

＜ Twist　 lHlTXvist ＞ 一 くOlHn ＞
　 　 　 r 　 　　 　 　 　　 　 　 r

＝ ＜Ol（丐
1
　H び

厂
H ）【レ

で す 。
こ こ で ハ ミル トニ ア ン の ユ ニ タ リ

ー
変換 を真面 目 に 計算する と （こ れ はそ れ な り

に や りが い の ある 計算で す）こ れ は更に 、

　 　 ア

・ 壱Σ ・Ol｛（・助 ・1）∫襌 1 杭 α ｝ib
　 　 1冒 イ

　 　 　 　 　 　 　 ア

・

麦（・。・5− 1）Σ ・・1∫ノ∫弄1　・・h・… K）＞
　 　 　 　 　 　 J ＝ 9

冨 0 （r2 ）0  ＝ 0（厂 1）

と （厳密 に）評価す る こ とが で き ます。
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　こ こ で r を大き くして い けば 、
エ ネル ギーの 差は い くらで も小 さ くな ります。 格子 の

長 さ L を無限 に とば した極限 で は 、 r の 方 もい くらで も大 き くで きますか ら、 任意 の ス

ピ ン S に対 して ギ ャ ッ プが な くな っ て い る よ うに み え ま す 。 実 際 に こ れ だ けか ら

Haldane　conjecture は死 ん だ と思 っ た人 もい ま した 。

　 しか し 、
こ こ に は まだ落 と し穴 が あ ります 。 上 の よ うに して 作 っ た状 ）．R　ITwist＞ は

、

必ず し も励起状態に な っ て い る とは限 らな い
、 もっ と正確 に言 えば基底状態 と直交 して

い る か ど うか はわか らな い とい うこ とで す。 古典的直感で は 、 ぐる りと 「ね じれ ば」新

しい 状態に なる の は 自明 な よ うな気が しますが 、 こ れ は量子力学の 問題で すか ら直感 を

盲信 す るの は危険で す。
こ の 直交性 の 問題 を真面 目に考 えて み ま し ょ う。

　 そ の た め に 、 次 の よ うなユ ニ タ リ ー変換 を考 え ます 。

R （5ノ， ∫！， SD　R
−1

・ （
− s3，　s5 − ∫与）

こ れ は 、 格子全体 の 空 間的な 反転 とス ピン 空 間で の ン軸の まわ りの π の 回転 の 組 み 合 わ

せ で す 。 基 底状 態は 唯 1 つ で すか ら、

RK レ 冨 R ＞

とな りま す。　（R・10＞ ＝ − IO＞ の 可能性 もあ りますが 、 そ の と きに は R の 定義 に マ イ ナ

ス の 符 号 を付け て やれ ば 、 上 の よ うに で きます。 ）
一

方

R 　rrwist
，
〉 ＝ R 　u ，R

−I
　R 【レ

　　　　 ー exp （一Σ ∫句∫与）【〉

　　　　　　　　
ノ冩イ

厂

　　　　 ＝ exp （− 2毎 Σ ∫ノ）rrwi・t，
〉

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ＝ぜ

　　　　・ 傑穩識撚 曲 ，，g，，

とい う風 に ね じ っ た状態の 方 は ス ピ ン に よ っ て 、
パ リテ ィ が変 わ っ て き ます 。 そ こ で こ

の 話 の 結論 は ス ピン S が 半奇 数 か 整 数 か に よ っ て 違 っ て き ます 。

　 ∫が 半奇 数 の 場合 に は 、 Io＞ と ITwist＞ は 、 異 なる パ リテ ィ に属 し て い る の で必然 的 に

直交 します。
つ ま りITWist＞ は （ハ ミ ル トニ ァ ン の 固有状態 で ある は ずは あ りませ ん が ）

励起 状態の み の 重ね合 わ せ で で きて い る の で す。
よ っ て長 さ L の 系の エ ネル ギー ギ ャ ッ

プに つ い て
、

・tSEL ≦・。・ ・t．・r
”1
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とい う上限 が証 明 さ れ た こ と に な りま す。 こ こ で r ＝ L！2 とで もし て L を大 き くして い

けば 、 右辺 は い くらで も小 さ くな ります 。

　こ うして 、
こ の 系 は エ ネル ギ ー ギ ャ ッ プ を持 ち えな い 事が結論で きそ うに 思え ます 。

こ れ は ほ ぼ 正 し い の で すが 、 よ く考 えて み る とも う1 つ 可能性が残 っ て い ます。 無 限系

で起 こ り得 る の は

A ）基底状態は唯 1 つ で エ ネル ギ ーギ ャ ッ プは な し

B ）対称性が 破 れ て 、 基底 状態は 2 つ 以上 ある

の 2種類で す。 今 の 場合 に は A が 起 きる と信 じ られ て い る わけで すが 、 どち らが 実際 に

起 きる か を 、
こ の よ うな soft 　argument だけ か ら決め る こ とは で きませ ん 。

・
（B が起 き る

よ うな例 もあ ります 。 6．3節 や Appendix を見て くだ さい
。 ） た だ し次の こ とが 起とらな

い こ とだ けは厳密 に 断 言 で き ます 。

C）基底状 態は 唯 1 つ で エ ネ ル ギ
ー

ギ ャ ッ プあ り

こ れ は S が 半奇 数 の 場合 の 話 で すか ら 、 Haldaneの 言 っ た こ と と完全 に つ じつ まが あ っ

て い ます。
つ ま り Haldane　conjecture の 半分 は厳密 に証明 され たの で す 。

　問題 の S が 整数 の 場合 に は ど うな る か とい う と 、 残 念 なが ら 、 な に も言 え ませ ん 。

lo＞ と ITWisレ は 同 じパ リテ ィ を持 っ て い る の で 、
こ れ らが 直交 し て い る か ど うか は わ か

りませ ん 。 ITwist＞ が 10＞ に励起 状態 をほ ん の少 し足 した だ けの もの なの か も知 れ ない わ

けで す。 もしそ うで あれ ば 、 ITwist＞ と 10＞ の エ ネル ギ ー
の 差 を見 て もギ ャ ッ プに つ い て

は何 の 情報 も得 られ な い わ けで す 。

　こ うして 、 決戦 は S が 整数 の 場合 に持ち込 まれ た の で す 。

S．3　Atheck ・Kennedy ・Lieb・Tasaki の 結果

　
一
　Haldnae　gap に 関連 した定理

　い よ い よ整数ス ピ ン に つ い て何 か言 うこ とに します 。 全 く残念な こ とに
、 本来の ハ イ

ゼ ン ベ ル グ模型 に つ い て は Haldane の 主張 を裏付 け る よ うな厳密 な こ とは まだ何 も言 え

て い ませ ん
。

こ れ は完全 な open 　problem で す。 私 は
一

時量子 ス ピン系の 話は
一
先ずや め

に しよ うと思 っ て い た の で すが 、
こ れ が 解 けな い の が し ゃ くで 、

つ い つ い 舞い 戻 っ て し

ま っ た りして い ま す。 未 だに こ の 最 大の 課 題 は解 け て い ない の で すが 、 幸 い な こ と に

Haldane　gap の 陰 に 潜 ん で い た面 白い ス トー リー ＝ 構造 が色 々 とわか っ て きま した 。

　それ で も整 数 の ス ピ ン に つ い て言 え て い る こ とは あ ります 。 ∫＝ 1 の 次 の よ うな ハ ミ

ル トニ ァ ン を持つ 1次元 ス ピ ン系 を考 え ます。
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20
烏S6上

3
十ユ鼻SSΣ

ー

＝

第 1項が支配 的な の で 、 こ の ハ ミ ル トニ ァ ン は反強磁性 的性格 を持 っ て お り、 さ らに 回

転対称性 もあ ります 。 我 々 （1．Affleck，
「LKe 皿 edy ，

　E．HJLieb，　H ．Tasaki，　Phys．　Rev．　Lett．59， 799

（1987）， C。mmun ．　Math．　Phys．115，477（1988）．）は、 次の よ うな結果 を厳密 に得 ま した 。

1．基 底状態は唯ひ とっ

2．基底状態の エ ネル ギ
ー

の 上 に エ ネル ギ ー ギャ ッ プが あ る （Haldane　gap）

3，基 底状態で の相 関関数 は指数関数 的に すばや く減衰する

実際相 関関数 は正確 に計算で きて 、 〈Si・Sノ〉
冨 ← 1）

Vdn　4　3
−Wj

　こ うして Haidaneが 言い だ した 整数ス ピ ン系の 変わ っ たふ る ま い が 実際に現わ れ得 る

こ とが は じめ て厳密 に示 され た の で す 。 　（我々 の 扱 っ た ハ ミ ル トニ ァ ン も回転対称性 を

持 っ て い ますか ら、 前節で 述べ た 「驚き」 はこ こ で も通用 します 。 ）

　上 の モ デル は
、 基底状態をあ らわ に書 き下すこ とがで きる とい う意味 で 正確 に解 け る

モ デル で す 。 7節 で は こ の 厳密解 （VBS 状 態）に つ い て 説明 します 。
　 VBS 状態 は た だ

単に特殊な解 ける モ デ ル の 基底状態 で ある ばか りで は な く、 Haldane　gap が 出現する よ う

な状況の 本質的な特徴 を調べ る重 要な鍵 に もな ります。　（9 章参照 。 ）
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6Valen （e −Bond 　States

6．1Valence・Bond とは何 か

　Affleck−1（emedy −Lieb−Tasakiの定 理 に 深入 りする 前 に 、
　 valence −bondを使 っ て 量 子反 強

磁性体の基底状態 を作 る とい う話 を して お こ う と思 い ます。 これ は 、 もち ろ ん 我 々 の 定

理 の 背景に は こ うい うアイ デ ィ アが ある か らなの で すが 、
こ の ア プ ロ

ー
チ は量 子ス ピ ン

系の 問題に パ ター ン の 統計力学的な視点 を与 えて くれ る とい う意味で とて も面 白い もの

で す。 valence −bond とい う用語 は一頃高温超伝 導で 騒 が れ た （そ して そ の 後すた れ た ）

Resonating。Valence−Bond （RVB ）などで 耳に は さん だ こ との ある 人 も多 い の で は な い で し

ょ うか 。
こ こ で は （つ い で と い っ て は何 で すが ）RVB と は何 か とい う事 も教 養の た め

に話 して お きま しょ う。

　Valen  一Bond とい うの は元来化学用語 で 、 価電 子結合 とかそ うい う意味 だそ うで す 。

量子ス ピン系で こ の 用 語 を用 い る ときに は 、 2 つ の 電子 の ス ピ ン の 状態が こ の 結合の よ

うに な っ て い る と きに 、 valence −bOndが で きて い る と い い ます 。 こ れ は前に で て きた 言

葉で 言 えば 、 単に 2 つ の S ＝ 1！2 の ス ピン が singl。t　pairを作 っ て い る と い う事で す 。 　（だ

か ら RVB じゃ な くて Resonating　Singlet−Pairsなん か で もよ い わ けで すが 、 ど うい うわ け

か valence −bond とい うの が か っ こ い い ζい うこ とに な っ た よ うで す。 ）

　 3節 と同 じよ うに 2 つ の S ＝ 1！2 の ス ピ ン を考 え 、 そ れ らを ‘
，ノと呼ぶ こ とに します 。

valen 〔；e−bOnd　x 　singlet ｝ま、

ie
− → →

ノ

”

　ll・’　
”

　th（1↑＞il↓〉
・
’1↓〉 ，IT’・）

と定義 します。
こ れ は 2 つ の ス ピン が合成 ス ピ ン を最低 に する よ うに結合 した 「丸 い 」

状態で す。

　左側の ダ イァ グ ラ ム は 、 ス ピン iス ピ ン ノが pa辻 に な っ て い る雰囲気を何 とな く線 で

結 ん で 表した もの で す。
こ うい う図は こ れ か らい っ ぱい 用 い ま す。 また 線 に矢印を付 け

たの は 、 上 の valence −bond・state の 定義 で i と ノを ひ っ く り返 す と符号が 変 わ る の で 、 そ

の 非対称性 を表現す る た め で す。
つ ま り

1 1 1 ノ

とい うこ とで す。 但 し こ の 矢印が不 必 要で わ ず らわ しい 場合 に は
、 省略する こ と に し ま

す。

6．2RVB

　valen   一bond　staO2s を使 っ て 、 あ る ハ ミ ル トニ ァ ン の 基底状態 を正確 に書 き下 す こ とが
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で きる で しょ うか 。 3節 で 既 に そ うい うこ とが 可能 な例 をひ とつ 見て い ます。 2 つ の S

＝ 1！2 の ス ビ ン の 反 強磁 性 ハ イ ゼ ン ベ ル グ モ デ ル の 基底状 態 は 、 そ の もの ず ば り

valence −bOndで す 。

　もう少 し当 た り前 で な い 例 と し て 4 つ の S ＝ ln の ス ピン が 正方形状 に並 ん で い る系

を考 え ます 。

　　　　　　　　　　　　　　 1　　　　　 2

　　　　　　　　　　　　　　4　　　 　　 3

ハ ミル トニ ア ン は 、 隣 り合 うス ピン が 反強 磁性 的に相互 作用 する ハ イ ゼ ン ベ ル グ型 の も

の を取 ります 。

　　　　　　　　　　　　　　　H 一 Σ Si・　S」

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 G ノ〉

固有状態で は ない の はわ か っ て い る けれ ど も、 まず Neel　state に つ い て エ ネル ギーの 期

待値 を調べ て み まし ょ う。

　　　　　　　　　　　　 IN6el＞ ＝ 1↑＞ 1　i↓＞ 21↑＞31↓＞4

とする と 、

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＜ Nbel　l　H 　1　Nbe1＞ ＝ − 1

で す。
− 1 とい値 は だい たい 低い で すが 、 も っ と低 い 固有値 もあ ります 。 実際 に valen 。e

− bond　sta1e を用 い る と

　　　　　　　　　　
‘
　　　　＜リ121＜ v341　H 　レ12＞　h／34二》　＝ 　− 1．5

と更に期待値 は 下 が りま す 。 しか しこ の valence −・bOnd・state もま だ基底状態 で は あ りま せ

ん 。

　
一般 に valence −bOnd・state に ハ イ ゼ ン ベ ル グ型 の opera ω r が作用 する と ど うな るか を見

て み ま し ょ う。 先ず既 に知 っ て い る よ うに valen   一bondに もろ に か か る ときは 、

　　　　　　　　s’
・s・ ・

← 〉→
厂

一
影 ひ → →

ノ

とい う風 に 固有状態 に な ります。 とこ ろ が valence −bondsが な い と こ ろ に か か る と 、
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壬
　

　

よ
4

冨玉
り

ー
Y
占

SS 12　【玉
i●

一
→

一
つ

ノ

申

とい う具合 に新 し く valence −bondが作 られ て しまい ます 。 　（こ の 式は 、
　 valence −bondの 定

義 に戻 っ て ひ た す ら計算すれ ば で ます。 RVB の 心 を肌 で 理解 したい 人 は是 非 や っ て み

て くだ さい
。 実 は こ の 式の 右辺 に現 われ る 2 つ の valence −bOnd・states は 互 い に 直交 して い

ませ ん 。 そ の 辺 も実 は色々 注意が 必要で す 。 ）

　こ の 結果 を見 れ ば 、 ど うや っ て H の 固有状態 を作れ ば よい か が す ぐに わ か ります 。

一 1 十玉
1●一→ト ● 2

4●一 ← → 3

と置 い て や れ ば 、 上 の 式か ら

HRVB ＞ ＝ ＿2　RVB ＞

と な り、
エ ネル ギ ー は か な り下が りま した 。 実 は IRVB＞ は単に 固有状 態 で あ る だ け で

は な く、 基底状 態に な っ て い ま す 。 こ の事 を厳 密 に示 す に は H を必死 で 対角化 しな け

れ ばい けない よ うな気が し ますが 、 実 は も っ と賢 い 方法が あ ります。 前 の 節 で 証明 し た

Marshal1−Lieb−Manis の 定理 を用 い れ ば よい の で す 。 ど うや るか は考えて み て くだ さい
。

　 こ の よ うな基底状態 の 構成 の 仕方には、 2 つ の 大切な考 え方が こ め られ て い ます 。 1
つ め は 、 valence −bondsを基本要素 と して 状 態 を書 こ うとい う思想で す。

　 valence −bond に

は既 に反強磁性 的な相互作用 と量子ゆ らぎが 取 り入 れ られ て い る の で 、
こ れ は 量子 ゆ ら

ぎの 強い 反強磁性 の 問題 を扱 うに は か な り有望な や り方だ と言 えそ うで す 。

　 も う1 つ の ポ イ ン トは 、 2 つ の valence −bond　staoes をち ょ うど良い 係数で 足 し合わ せ て

い る とい うとこ ろ で す 。 上 の定 義で ＋ の 代 わ りに 一を用 い て もハ ミル トニ ァ ン の 固有状

態 に は な ります が 、 固有 値 は も っ と高 くな っ て し まい ます 。 つ ま り 2 つ の valence −bond

states が 巧 み に resonanc 。 し合 っ て 、
エ ネル ギ ー を下 げて い る とい うわ け で す。

　とい うわけで 、 上 の よ うな タイ プの 状態を Resonating−Valence−Bond （RVB ）Stateと呼 ぶ

わ けで す。 と きど き RVB と い うの は Anderson が 導入 した概念だ と書 か れ て い る こ と が

あ りますが 、 こ れ は ど うも違 うよ うで す。
valence −bondsを用 い て 電子 の 状 態を記述 し よ

うとい うア プ ロ
ー

チ は
、 1930 年代 に有名 な Paulingをは じめ とした化 学の 人達 に よ っ て

発展 させ られ て い ま した 。 昨今用 い られ て い る テ ク ニ ッ クの 多 くも当時発見 され た もの

で す。 RVB とい う用語もこ の こ ろ か ら用 い られ て い た よ うで す 。
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　今 の 話は RVB で 厳 密 に基 底状態が 書 け る特 殊 な問題で した が 、
い わ ゆ る Anderson’s

Short−Range　RVB と い うの は もうち ょ っ とい い 加減 な話で す 。

　 （有限 の 大 き さの ） 2 次元 の 正 方格子 を考 え ます 。 格子上 の dmer 　covering と い うの

は 、 各々 の 格子点 が ち ょ うど ひ と つ の dimer （＝ 挌子 間隔 と同 じ長 さ の 線分）に 属す る

よ うに格子上 に dimersを ば らま くこ と で す。 た とえば

と い う具合 。 よ く考 え て み る と
、

こ れ は 日本 間を畳 で敷 きつ め る や り方 に対 応 して い ま

す 。

　各々 の dimerに valence −bond を対応 さ せ れば
、 ひ と つ の dimer　covering か ら量子 ス ピ ン

系の 状態 （dimer・state） を作 る こ とがで き ます。　（valence −bondの 矢印を ど うとるか とい

う不定性 が あ りま す 。 こ れ は 、 常 に部分格 子 A か ら部分格子 B に矢 印 を向け る こ とに

して お きます。 ＞Anderson ’

s　Short−Range　RVB と は 、

IRVB＞ ＝ Σ ldi・ner＞

　 　 　 　 d  αw σ h8s

の よ うに あ りと あ らゆ る dimer　covering を考 え 、 そ れ らに 対応 する dimer・state を resonate

させ た もの で す。 上 で 考えた 4 つ の ス ピン の 系の 基底状態は
、 ち ょ うどこ の 形の 特殊な

場合 に な っ て い ます。　（こ の場合は 2畳 の 部屋 の 畳 の 並べ 方に対応 して い ます。 寂 しい

こ とで すが 、 2 畳 間の 畳 の 並べ 方 は 2通 りしか あ りませ ん 。 ）

　Andersonは こ の IRVB ＞ が 正 方格子 上 の ハ イ ゼ ン ベ ル グ 反強磁 性体 の 基底状 態 の 良 い

近似 にな っ て い る と主 張 し た の で す 。　 （元来 Anderson が RVB を言 い だ した の は 、 3 角

格子上 の ハ イ ゼ ン ベ ル グ反強磁性体 の 問題 に つ い て で した 。 ）こ の 主張そ の もの は 、 結

局そ れ ほ ど的 を 得 た予 想 で は なか っ た わ け で すが 、 RVB の思想 はそ の 後様々 な方向 に

発展 （？） して い き ま した 。　（随分多 くの人 が 、

一 般化 され た RVB だ の色 々 な事 を言

っ て 、 色々 な論文が で ま した 。 しか し、 は っ きり言 うと 、 量子 ス ピ ン系関連 の こ の 手 の

仕事 の レベ ル は 余 り高 い もの で は な か っ た よ うで す 。 特 に 困 っ た の は 、 1930年代 以 来

の蓄積で周知 の 事実 を再発見 して論文 に して し ま うとい うの が 、 結構 あ っ た こ とで す 。 ）

　RVB の 話 に な る とつ い つ い 言 っ て しま うの で すが 、 （酸化物超伝導体み た い に）電
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子が ぴた りと half−filledで は な く holesが い る場合 に は 、
　 resonance が お こ る原 因 に 、 上 で

解説 した ス ピ ン 系 の 交換相互作 用 と 、 holesの 運動 との 2 種類 が ある こ とを正 確 に認 識

する 必要が あ ります 。 以 前 こ れ らの 2 つ の メ カ ニ ズ ム の 作 り出す RVB は 、 実 は本質 的

に 異 な っ た性 質 を 持つ とい うこ とを 指摘 し た こ とが あ りま す 。 （H ．・Tasaki，　M ．　Ko   otQ ，

Phys．　Rev．・B42，2547 （1990））こ れ は 、
　 holesの 入 っ た系 へ の RVB 的な ア ブ u 一チ を行 な う

上 で は 、 か な り重要な指摘 だ と思 うの で すが 、 あま り評判 は よ くな く、 お まけに ほ とん

ど誰 も RVB を本気 で 考えない の で い よ い よ出番 が な い ま まに忘 れ られ て し まい ま した 。

こ うい っ た 話で は K ．Takano，　K ．・Sano，　Phys。　Rev．　B39 ，7367 （1989）な どが 着実で好 きで す 。

6．3Majumdhar ・Ghosh 　model

　次 の よ うな ハ ミル トニ ア ン を持つ 1 次元 の S ＝ 　i／2 の 系 を考 えます 。

2静SS−一
2

十　鼻SSΣ
i

＝

こ の よ うに通常の ハ イゼ ン ベ ル グ モ デル に次近接相互作用 を付け加 える と 、 Bethe　ansatz

な ど使 わ ずに簡単に解け て しま うの で す。
ハ ミル トニ ア ン を少 し変形 する と

、

H 一 吉琴｛（… S
・ 1 ＋ S

・・）
2

書｝

・ 吉Σ｛3　pi　i　，3，
t2

，ヅ 垂｝
　 　 　 s

こ こ で ぺ雷億＋2 は 、 3 つ の 格 子 点 上 の ス ピ ン の 合 成 が 最大 の 3！2 に な る 空 間 へ の

projection　operator で す 。 　（つ ま りPl詳鷺2 ロ 5312 ＞ ＝ S ＝ 312＞，

p  艦26
＝ 1！2＞ ＝ 0 とい うこ とで す。 ） エ ネル ギ ー に定数 を足 して も定数 を掛けて も

物理 は全 く変わ りませ ん か ら 、
こ れ か らは

H ＝ ΣPぎ諄艦2
　 　 i

が こ の モ デ ル の ハ ミ ル トニ ァ ン だ と思 う事に します 。

　こ の 系 の 基底状態 は valence −bondsを使 っ て次 の よ うに きれ い に書 くこ とが で きます。

一 一 ｛
n 　1・）．

　bU1 ＞

m

n 　1・． ．92。？
’

m
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私の 趣味 に従 っ て 図で 表す と、

●一 一 一 ●　　← 一 ●　 　●一 一● 　　●一 ● 　　●一

’− 2　　’− 1　　i　　　’＋ l　i＋ 2

とい うの と、

一 ●　　 ●一 一 ● 　　H 　　← ●　 　●一 咽 ●

’− 2 　　i− 1　　’　　　i＋ 1　 i＋ 2

とい うの で す。 ち ょ うど格子 間隔 1 つ 分 だけずれ た 2 つ の 状 態が ある わ けで す 。

なぜ こ れ が 基底状態 に な る か は 、 す ぐに わ か ります。 先 ず projection　operator の性 質 か

ら Pぎ諾減
≧ o・

こ れ を足 した の が ハ ミ丿レ トニ ア ン だか ら

H ≧ 0

つ ま りH の 固有 値 は全 て 0 以上 で す 。 そ こ で も し固有値 0 を持つ 固有状態が あ れ ば

（必ず しもある必要 は な い けれ ど）、 そ れ は基底状態で す。

　さて 上 の 2 つ の 状態で 、 格子点 i
，
i＋ 1

，
i＋2 に注 目 して み る と、

い ずれ の 状 態で も3 つ

の 格子点の 内 の 2 つ は valen   一bOnd を構成 して い ます。 とい うこ と とは 、
こ れ らの 2 つ

の 格子点の 合計 ス ピ ン は 0 で す。 今注 目 して い る 3 つ の 格子点の 合計 ス ピ ン は とい う と、

既 に 2 つ が 0 に な っ て し ま っ て い る の で 残 り1個が 頑張 っ て S
，． M 　＝ 　1／2 とい う事 に な り

ます 。 よ っ て projection　operator 　P髯艦2 （そ して ハ ミル トニ ア ン H ）が こ れ らの 状態 に

か か れ ば
、 0 が で る とい うわ けで す 。

　こ れ らの基底状態は 、 明らかに並進対称性を破 っ て お り、 しか も 2 つ 存在 して い ます 。

前述の Lieb　一　Shultz　一　Mattis　 the。rem の 2 番 目 の 選択肢 が 実現 され て い る こ とが わ か り ま

す 。 さ らに Afieck−Kennedy −Lieb−Tasakiの 論文 の 中で 次の よ うな定理 も証明 し ま した 。

基底状態は 2 つ だけ

こ の 系 は有限の energy 　gap を もつ
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7　Valen（e −Bond −Solid（VBS）状態

7．1VBS 状態の 構成

　さ て そ ろ そ ろ 、 Affieck，
　Kennedy，　Lieb，　Tasakiの 定理 の 証明 に つ い て 、 出発点 だ けで も

お 話 し して お きま し ょ う。 証明の 出発点は 、
ハ ミ ル トニ ァ ン

　　　　　　　　　　　
HVB

・
・

多
S
・
S

・1 ＋去・S・
’
・S・1）

2

の 正確 な基底 状態 を書 き下 すこ とで した 。
こ の 基底 状態は VBS （Valence−Bond −Solid）状

態 と呼ばれ て い ます。

　先ずS ・ 1 の ス ピ ン を表現 する た め に 、 S ＝ 　1／2 の ス ピ ン を 2 つ 用意 し ま し ょ う。　（現

実 の 物質で も 、 2 つ の 電子 の ス ピ ン が Hund ’

s　rule とか い う もの で 合成 され て S ； 1 に な

っ て い ます。 ）まず 、 便宜的 に こ れ ら2 つ の ス ピ ン を区別 する こ とに して 、 格子点 iに

は （i，L），
　（i，R）と い うラ ベ ル の つ い た S ＝ 1！2 の ス ピ ン が の っ て い る と し ます 。 　（L ，

　R は

lefg　rightの 頭文字 。 ）VBS 状態の
一

歩手前 と して

　　　　　
1・pre・VBS ＞・

恥 ・・）…“−1，　L）〉
・

黠 （1↑＞1・
1↓〉・1・ ・

− 1↓＞1・
1↑〉・ 1・ ・）

とい う状態を定義 しま し ょ う。 こ れ は、 隣iり含 う格 子点 ど う しを valence −bondで 結 ん だ

状 態で 、 こ れ まで と同 じよ うに 図で 表す と
、

R

←一旨一一
L

→

3十
〇
星2十

．
‘1十

．
i

■
31一

．
二

と描 け ます 。

pre−VBS 状態 で は 、 同 じ格子点上 にある 2 つ の 5 ＝ 112の ス ピ ン の 間 に全 く相関が な く、

こ の ままで は S ＝ 1 の 系の 状 態に は な っ て い ませ ん 。 そ こ で 格子点 iの 上 の 2 つ の ス ピ

ン を対称化 する演算子

Sym
・（
la＞i　L　lb〉、・）号（1・〉、・

1う〉、　R ＋ 1わ〉、・
1の、・）・ qb ＝ ＋

、

一

を用 い て
、

lVBS＞≡ （nSymi）lpre−VBS ＞
　 　 　 　 　 i
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と い う状態を作 りま す 。 こ れ が VBS 状態 で す 。 図で 表す と 、

一（（1｝H ｛）一 一 （EH ｛［］i）一一 一（｛｝〉一

　 　 ゴー 1　　　　　　　　　　　　　’＋ 1　　　　　 ご＋ 2 　　　　　 i＋ 3

一 《）一
・ 去〔一→ ひ 一 ・＋ ／兔 ／

｝

とな ります 。 新 しい 記号 で すが 、 2 つ の 点 を囲む丸 は 、 2 つ の ス ピ ン の 対称化の 操作 を

表 して い ます。 こ の 図の よ うに 、 valence −bOndsが 格子 を完全 に 覆 い 尽 くして い る こ とか

ら
、

こ の 状態を Valen 
一Bond −Solid（VBS ）と呼ん だわ けで す。

　実は
、 対称化の 演算子 Sym は 、 2 つ の ス ピ ン の 合成 が 1 に な る空 間 へ の 射影演算子

に な っ て い ま す 。 SU （2）の 表現論 に 明る い 人 に と っ て は
、

こ れ は 当た り前 の こ とで し ょ

うが 、 そ うで な い 人 は ち ょ っ と計算 して チ ェ ッ ク して み て 下 さい
。 こ の 事実は 、 VBS の

構成 の 際 に最 も本質 的な点 の 1 つ で す。 そ うい うわ けで 、 VBS 状態 とい うの は 、 各格子

点 に S ＝ 1 の ス ピ ン が の っ た 状 態 に な っ て い る の で す 。 pre−VBS 状態 は 、 独 立 な

valence ・bOndSの 積 だ っ た の で すが 、 対称化 を施 し て 作 られ る VBS 状 態は 、 もは や 独立

な状 態の積 に はな っ て い ませ ん 。 こ の 事は じっ くり納得 して お い て くだ さ い
。

　そ れ で は
、 なぜ VBS 状態が 問題 の ハ ミル トニ ァ ン の 基 底状態に な るの か を見 て み ま

しょ う。 すで に MajumdharGhoshmode1 の 話 を した の で 、 ネタ は 割れて い る と思い ます。

我々 の ハ ミ ル トニ ァ ン も、

2昌
3

　一21冨
畠

3
．
ら

P2Σ
ー

＝

S鴨

とい うよ うに射影演算子 で書 くこ とが で きる の で す。
こ こ で ぜ謡は 、 格子点 i

，
i＋ 1 の

上 の ス ピン の合計が 2 に なる 空 間へ の 射影演算子 で す 。

　VBS 状 態は 、

Pぎ謡IVBS＞・ 0

とい う関係 を全 て の iに つ い て満 た します 。 する と前 と同 じ様 に饗謡≧ 0 で ある こ と

か ら 、 VBS 状態が 我々 の ハ ミ ル トニ ァ ン の 基底状態 （の 1 つ ）で ある こ とが結論で きま

す。

　上 の 関係 を示す の は簡単で す。 格子 点 i，i＋ 1の 上 に あ る 4 つ の S ＝ i12の ス ピン の 内

の 2 つ は 、 既 に合計 ス ピ ン 0 の singlet を組 ん で い ます 。 だ か ら全体 の 合計 ス ピ ン は高 々
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1 に しかな れ ない とい うわ け で す 。 こ こ で Sym が 単 に ス ピ ン を入 れ 替 える とい う演算子

で あ る こ と は 、 本 質的 で す 。

’
も しこ こ に も っ とや や こ しい 射影演算子 がか か っ てい れ ば 、

こ の 話 はだ め に な っ て しま い ます。

　VBS 状態 で は 、 比 較的簡単 に相関 関数 を計算す る こ とが で きます 。　（実は こ れ に も色

々 や り方が あ ります 。 AKLT の 論文 を書 い た時点で 、 2 つ の 計算法 が あ っ た の で すが 、

こ の うち の 1 つ は あ ま りに も面 倒 だ っ た の で 、 簡単な 方が 書 い て あ ります 。 そ の 後

Arovas，
　Auerbach，　Haldane（Phys．　Rev．　L礁 60，531 （1988））が賢 い こ とに気づ い て 、 計 算が ぐ

ん と楽 に な りま した 。 きわ め つ けの 4 つ 目の 計算方法 は最 新 の もの で す 。 Kennedy，

Tasaki（Phys．　Rev 　B　in　press）が 作 っ た nonlocal 　unitary 　transformtaion を使 うと、 び っ くりす

る ほ ど簡単 に計算で きます 。 ）VBS 状態で は 、 任意の 相関関数が指数的に減衰する こ と

がで て きます 。 こ れ は VBS 状 態が 、
　 valence −bOnd の 担 っ て い た強 い 量 子的 ゆ らぎ を受 け

継い で い る ためだ と解釈 する こ とが で きる で し ょ う。

　 さ ら に Affleck，　Kennedy ，　Lieb，
　Tasakiで は 、

　 VBS 状 態が こ の ハ ミル トニ ア ン の 唯
一

の

基底状態で ある こ と 、
こ の 系が エ ネ ル ギ ー ギ ャ ッ プ を持つ こ とを証明 して い ます。 た だ

しこ こ に書 い て あ る証明 は 、 今か ら思 うと悲惨 な もの で 、 褫 み た い と思 え る よ うな もの

で は あ りませ ん 。 幸い そ の 後 、 も っ ときれ い な 証明が 得 られ て い ます 。 有限系の 基底 状

態は 、 VBS 状態 に限 られ る とい う こ と を示す部分 は 、　Kennedy ，
　Lieb

，
　Tasa】d （J．　Stat．　Phys。

53 （1988）383）で ず っ と一 般 的に しか も簡単に 証明 し直 しま した 。 ギ ャ ッ プの 方 は 、 S，

Knabo （J．　Stat．　Phys．　52 （1988）627）が 面 白い 証 明 を作 りま し た 。 こ れ は 一 種 の computer

aided　proofに な っ て い て 、 有 限系 の ギ ャ ッ プに つ い て の あ る情報が 得 ら れ れ ば 、 無 限系

の ギ ャ ッ プ につ い て厳密 な定理 が証明 され る とい う仕掛 けで す。 なか なか よ くで きて い

る し、 あ くまで 初等的な数学 しか使 っ て い な い の で 、

一度覗い て み て くだ さい
。

　最近 か な り数学 っ ぽ い 人 た ちが VBS を ネタに して仕事 を して い る よ うで す。 相 関 関

数の しつ こ い 計算、 ギ ャ ブの 存在の別証明 、
モ デ ル の

一
般化な どをや っ て い る ようで す。

7．2 一般の VBS 状態

　同 じよ うな思想 で
、

一般 の 整数の ス ピ ン の 系 に つ い て VBS 状態 と、 対応 する ハ ミ ル

トニ ァ ン を作 る こ とが で き ます。 前 と 同 じ様 に 大 き さ 5 の ス ピ ン を 、 es 個 の S ＝ 112 の

ス ピ ン の 対称化に よ っ て 表現 します。

一般化 され た VBS 状態 は 、

lV・・〉・ （  Symi）rl．｛葱嘸 ＿ 〉｝
と書 くこ とが で きます 。 こ こで 格子点 iの 上 に の っ て い る as個 の S ＝ 1！2 の ス ピン に 、

（in），
　n ＝ 12

，
＿

，
S と名前 を付 け ま した 。 今度 は隣 り合 う格 子点 を S 本 の valence −bondsが 結

ん で い る わ けで す 。 た とえば S ＝ 2 の ときの VBS 状態 を図示 する と、
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1｛lt｛｝1＝ le e U l［）
とな ります 。 ち なみ に こ の

一般化 さ れ た VBS 状態は 、

0＞

　

P

　

°
汁

8
°
ら

　

P
　

　

刊

姻

Σ
譌

　

　

♂

Σ
f

　

＝

　

5

　

昭

と い うハ ミ ル トニ ァ ン の基底状態に な っ て い ます。
こ こ に 出て きた の は 、 2 つ の格子 点

の 合成ス ピン が S
’

に なる 空間へ の 射影演算子で す。
こ の 状態 で も、 相 関関数 は 指数 的

に減衰 します。

　 とこ ろが S が 半奇数 の と きに は 、 事情が 全 く変わ っ て きます。 今まで の よ うに長さ が

1 の valence −bonds を組み 合 わ せ て 、 並進不 変な状態 を作 る こ と は で きませ ん 。 た と え ば

S ＝ 1！2 の 系 で 、 長 さ 1 の valence −bondsか ら作 られ る の は 前 節 で 見 た 2 つ の dimerized

states で す。
　 S　 ・ 32 な ら

一

くD ＝ （）
一

〈｛iptlil｝〉
一

く｛｝：

み た い な状態に な っ て 、 や は り並進不変 に はで きませ ん 。

　こ の よ うな 違い を考 えて み る と 、 何 故整 数ス ピン の 系 と半奇数ス ピン の系の ふ る ま い

が 本質的に異 な っ て い る の か とい うミ ス テ リー に も 、 あ る程度直観 的に答 える こ とが で

きます。

　S が整数の とき に は
、 と に か く VBS 状態 とい う並 進不 変 で 、 し か もゆ ら ぎの 強 い 乱

れ た 状態が あ ります 。 ハ イ ゼ ン ベ ル グハ ミル トニ ァ ン の 正 確 な 基底 状 態 は 、 決 し て

VBS 状態で はあ りませ ん 。 しか し真 の 基底状態が 、　VBS 状態 に な ん らか の short 　range

の摂動 を加 えた もの に な っ て い る 可 能性 は あ るわけで す 。

他方 S が 半奇数の と きには 、 その よ うな乱れ た状態はあ りませ ん 。 残 され た 可能性 は 、

並 進不変性 を破 っ て 乱 れた基底状 態 を とる か 、 長い valence −bonds を次々 とつ け加 え て い

っ て 並進不変 性 を達成す る か の 2 つ で しょ う。 後者 の 選択 をすれ ば 、 長い valence −bond

が 比較的長距離 に わ たる相 関を生 み 、 系は もは や 「乱れ 」て は い な い こ と にな る で し ょ

う。 こ れ は Lieb−Schultz−Mattis−thcorem の 許す選択肢 と完全 に
一

致 して い る こ とに注意 し

て くだ さ い
。
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8 高次元の 問題

8．1 長距離 秩序

　こ の 節で は 、 高次元 の 量子 反強 磁性体 の 基底状態の 問題 に簡単 に触 れ る こ と に し ます。

今回の講義 は 、 Haldane　gap 関連 の 話が主 に な っ て しま っ た の で 、 こ の 辺 の 話 は ち ょ と し

た寄 り道 と行 っ た 取 り扱 い に な ります 。 もち ろ ん 重 要 で 、 面 白い 問題 で す 。

　何 と言 っ て も、 中心 に な る 問題 は 、 d 次元 の 正方格 子上 に定義 され たス ピ ン S の 反 強

磁性 ハ イゼ ン ベ ル グ模 型

．
’
SSΣ

 

＝

の 基底状 態の 性質 で す 。 特 に注 目す る の は 、 N6el・order と呼 ば れ る 長距 離秩序 が あ る か

な い か で す。 N6el・order の 有無 は 、 次の よ うな N6e1　order 　paiameter〃m をは か る こ と に よ っ

て 、 判定 で きます 。

　　　　　　　　　　（− 1）
’”1

〈Sボ
S
．i＞

→ m2 ，
・・ 1酬 → ・・

　 もちろ ん d 次元 の 反強磁性ハ イ ゼ ン ベ ル グ模型 な どは 、 誰 に も解 け ませ んか ら、 m の

正確 な計算な どで き ませ ん 。 昔の 人 はス ピ ン波近似 とい うの で一 生懸命計算 し ました し 、

最近 の 人 は計算機 を回 した りします。

　 しか し、 正確 に 解 け な くて も厳 密 に何 か を言 うこ とは で きない わ けで は あ りませ ん 。

た とえ m の 正 確 な値 は知 らな くて も、 m が あ る有 限の 値 よ り大 きい と言えれ ば 、
　 Ndel

order の存在は 証明 で きる わ け で す。 こ うい う事は 、 言 うは易 く、 行な うの は とて も大

変な の で すが 、
こ の 問題 の 場合は幸い に もある程度の 結果が得 られ て い ます。

　昔、 古典ス ピ ン 系 の 相転移 に関する数理物理学 と、 構成的場の 量子論 とが 、 緊密 に相

互作用 し合い なが ら、 驚異 的な発展 を遂げた 時期が あ りまし た 。 （こ れ は 、 70 年代 か

ら、 80年代 中半 まで で し ょ う。 こ れか ら述べ る infrared・boundsな どは 、 比較 的初期の 素

晴 ら し い 成 果 の 1 つ で す 。 80年代 の 成 果 は 、 AiZenman，　FrO　hlichの φ
‘
　UiVialitYや

Gawedzki，　Kupiainenらの 厳 密 な く りこ み 群 な ど で し ょ うか 。 ） その 中で 、 古典 的な XY

模型 や ハ イ ゼ ン ベ ル グ模型な ど 、 回転対称 性 を も っ た ス ピ ン 系 の 相転移 の 存在 を如何 に

示すか と い う大問 題が 、 Fr6　1ich
，
　Simon，

　Spencer　C： よ っ て 解 か れ ました 。 彼 らは reflection

pOsitiVityとい う場の 量 子論 に 端 を発する概念 ＝ 道具 を巧み に用 い て 、
　infrared・bOundsと

い うス ピ ン波の ア イ デ ィ ア をある 意味 で厳密化する よ うな不等式を導 きま した 。 inftared

boundsは 、 単独 の 不等式 と して は 、 極 め て多彩で 重要 な応用 を持 っ て い ま した 。 そ の 1
つ が 、 3次元 以上 の 殆 ど 一般 の 古 典強磁性ス ピン 系 に つ い て の 、 有限温度 で の 相転移 の

存在証明だ っ た の で す。

　こ の仕事 を量 子ス ピ ン系 に拡張 した のが 、 Dyson
，
　Lieb

，
　Simonで す 。

こ れ は 、 随分昔 の

話で す。 Dyson
，
　Lieb

，
　Simon の 論文 は、 あ ま りに もご ち ゃ ご ち ゃ して い て 読み に くい せ い

もあ っ て （古典 ス ピ ン系 の方 の 論文は 、 とて も美 し い ） 、 そ れ ほ ど読 まれ る こ ともな く、
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歳月が流 れ て い きま した。

　 と こ ろ が 最 近 に な っ て 、 急 に こ れ が 復活 し ます。 突如襲 っ て きた酸化物高温超伝導騒

ぎの 中 で 、 2 次元 の S ＝ 1！2 の 反強磁性 ハ イゼ ン ベ ル グ模型 の 基底状態が Nee1　order を持

つ か否 かが 、 重 大な関 心 事 にな っ た か らで す。 少 し前 の Jordao　Neves，
　Fernando　Perez

（こ れ で 2 人で す。 た とえば Jordaoの 方が父親の名字で 、
こ っ ちが子 供 に受け継が れ ま

す。 Neves は母親 の 名字で す。 決 し て J．　Neves とや っ て は い け ませ ん 。 ）に よ る 2次 元

の 基底 状態 へ の 拡張 に 続い て 、 Kennedy ，　Lieb，　Shastryが 新 しい ア イ デ ィ ァ を用 い て 、

Dyson らの 結果 を拡張 し ま した 。 日本で も 、　Kubo ，
　Kishiや Ozeki，　Nishimoriらが Dyson ，

Lieb
，
　Sim 。n の 結果の 拡 張 に取 り組 み ま した 。 その 結果 d 次元 の 反 強磁性ハ イ ゼ ン ベ ル グ

模型 の基底状 態 につ い て は 、 次 の こ とが 厳 密 に わ か っ て い ます 。

d ≧鉱S は任 意 で 、 m ＞ 0　 （こ の 結果 は有限温度 に も拡張 され る 。 ）

d ＝ ZS ≧ 1で 、　 m ＞0

酸化物超伝導で 最 も騒が れ た d ＝ 2
，
S ； 112の場合は 、 未だ に証明が あ りませ ん。

こ れが 、

確 か に （2次元 以上 で は ）最 も量 子 ゆ ら ぎの 強 い 系で すか ら、 も しか した ら秩序が 破壊

され て い る可 能性 が あ っ た わ け で す 。 今 の とこ ろ 、 計算器 実験 な ど の 結果 か ら 、 こ の 系

に も反強磁性 的な長距離秩序 が あ る と考 え られ て い ます。 だ か ら酸化物の 話が 即座 に ど

うに かな る とい うわ けで は あ りませ ん 。 超伝導の で る系 は 、 holeが 入 っ て い た りして 、

全 く別の もの で す。

8．2 高次元 の VBS 状 態

　前節で 解説 した VBS 状態 の 話は 、 1 次元 に 限 らず、

一 般の 格子 に もある程度拡張す

る こ とが で き ます 。 た と えば 2 次元 の 正方格子上 に S ＝ 2 の ス ピ ン を置 き、 次の 図の よ

うな VBS 状態を構成 する こ とがで きます。

例 に よ っ て 4 つ の S ＝ 　1／2 の ス ピ ン の対称化 で 、 S ＝ 2 の ス ピン を作 っ て い ます。 線分 は
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vaience −bQndで す 。 もち ろ ん 、 こ れが 基底状態 に な る よ うなハ ミル トニ ァ ン を書 くこ と

は で きます 。

　この 状態 で も 、 2 点相 関関数が指数関数 的 に減衰する こ とは、 証明 し ま した 。 　（前 出

の Kennedy
，
　Lieb

，
　Tasaldの 論 文 。 ）た だ し 、 こ れ は 1 次元 の 場合 の 様 に 簡 単で は あ り ま

せ ん 。 この 2 次元 の VBS 状 態で は 、 相 関関数 を具体 的 に計算す る こ とは く今 の と こ ろ）

で きな い の で す 。

　 こ の よ うに 、 2 次元で 回転対称 な ハ ミル トニ ア ン を持つ 系で も 、 強い 量子 ゆ ら ぎの た

め に 、 基底状 態が 無秩序 状 態に な り得 る こ と は あ る の で す 。
こ れ は 、 あ る 意 味 で

Haldane　gap の 高次元版 とい うこ とが で きる で し ょ う。 さ らに 3 次元以 上 の 格子で も、

一

部の もの につ い て は 、 同様 の 無秩序 な基底状態 を持 つ モ デ ル を作 る こ と が で き ます 。

universality の 漠然た る 教 え に よれ ば 、 3 次元以 上 の 回転対 称 なス ピン 系 は 、 十分低 温 で

は長距離秩序 を持つ は ずで した 。 しか し 、 何 事 に も例 外 は ある の で す 。

　 2次元で 量子 ゆ らぎの ため に秩序 を破壊 され た 反強磁性体 の系が あるか とい う問題 は 、

酸化物話 との 関連 も あ っ て 、 注 目 を集 め て い ます 。 私 の 知る か ぎり 、
こ の 2 次元 VBS

model が 、 そ うい う事が お こ る と証明 さ れ て い る唯一
の no 面 vial な例 で す 。

　 2 次元 の VBS 　model で 、 我 々 が 最 も強 い 結果 を持 っ て い る の は 、 6角格 子上 に S ＝

3ρ を置い た系 の 場 合で す 。
ハ ミ ル トニ ア ン は、

HVBS ＝ Σ P213

　 　 　 （ゆ

で す。 和 は 隣 り合 う格子 点の 組 に つ い て取 ります。 もち ろ ん こ れ だ っ て ス ピ ン演算子 の

組み合 わ せ で 書 くこ とが で き ます 。 しか し唐 突 に

ー
3
）

　．
「

JS6羨汚3
〜

6髭助SーΣ
切

　

　
く

；

なん て い うハ ミ ル トニ ァ ンを書い て 、 「こ れを解 きます」 と言 うの も何か 悪趣味で すね 。

　さて こ の系 につ い て は 、

1．無 限体積極 限で の 基底状態 は、 ただ 1 つ で 、
こ れ はVBS 状 態で あ る 。

2，こ の 基底状態 で は 、 任 意の 相関関数が 指数関数的 に減少する 。

とい うこ とが 証明 きれ て い ま す。 残念なが らエ ネ ル ギ ー ギ ャ ッ プの 存在証明 は で きて い

ませ ん 。 証明 には
、 convergent 　cluster　expansion とい う厳 密統計力学の 恐怖の テ ク ニ ッ ク
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を使 い ます。 しか もこ の 場合 に は
、 展 開の 収束 を保証す る た め に

、 小 さ くで きる よ うな

パ ラ メ タ ーが 1 つ もあ りませ ん
。 収束 の 証明 に は 、 計算機 も少 し使 っ て い ます。

　 さて 、
こ の よ うに見 て くる と、 VBS 状態 とい うの は、

い つ で も 「乱 れ て 」 い て 指数関

数的 に減衰する 相 関関数 を持 っ て い る
、

と思 い 込み が ち で す。
と こ ろ が

、
とこ ろが 、 世

の 中そ う単純 で は あ りませ ん 。 次元 が高 くな る と、 た とえ VBS 状 態 とい え ど も、 無 限

体積極限で は 、 反強磁性的な長距離秩序を持 っ て しまうら しい の で す。
こ の あた りの 話

に つ い て は 、 元祖 AKLT の 論文を見て くだ さい
。

　要する に た とえ VBS 状態の よ うに コ ンパ ク トに状態の 表式が 書 き表 され て も、 そ の

状態の性質 （ギ ャ ッ プの 有無 、 相 関関数の ふ る まい
、 など）は単純 に は決 ま っ て こ な い

とい うこ とで す。 Ising　model の 定義式を知 っ て も、 与えられ た 温度で rnodel が どうい う

性質 を持 つ か を決定する の は とて も難 しい 一 とい うこ と と似 た よ うな状況 だ と言 うこ と

が で きるで し ょ う。

8．3 擬 1次元 系の 問 題

　 高次元 の 乱 れ た基底状態の 話 が で ま した の で 、
つ い で に 、 VBS と は無 関係 で すが 、 擬

1 次元系 の 問 題 と い うの に 触れ て お き ま し ょ う。 実験で Haldane　gap が観測 され た と い

う場合 に 、 本 当 に 1 次元 の 実験 を して い る わ け で は あ りませ ん 。 実際 に は 、 擬 1 次元 系

と い っ て 、 本当 は 3次元 なん だ けれ ど も、 あ る
一

方向の 相 互作用 が他 の方 向に比べ て 十

分 に 大 きい よ うな系 を扱 っ て い る わ けで す 。

　従来の 常識 で は 、 こ うい う擬 1 次元系 とい うの は 、 ある程度温度 が 高い と、 弱い ほ う

の 相互作用 が 無視 で きて まる で 1次元系 の よ うにふ る ま うけれ ど 、 温度が 下 が っ て くる

と、 次第 に弱 い ほ うの 相互作用 も効 い て きて 3次元系 と して ふ る まい は じめ る は ず で し

た 。 普 通 の 3 次 元系 は 十 分 低 温 で 長 距離 秩序 を持 つ こ と に な っ て い ます 。 実際 、

Haldano　gap 系 と して 最初 に注 目 を集 め た CsNiCl
，
とい う物質の 場合 に は 、 冷 や して い く

と長距離 秩 序 を持つ よ うに な ります。

　 とこ ろが 、 次 の 世代 の Haldane　gap 系 の NENP とい う物質は 、 非常 に根性 が あ っ て 、

1．2・K まで 冷や して も長距 離秩 序 を示 さない そ うで す 。 極 め て 1次 元 に近 い 擬 1次元系

だ とい うこ とが で きます 。 こ こ で 疑 問 に な っ て くる の は、 た とえ ば NENP を も っ と もっ

と低温 に した と き、 長距離秩序 が で る の か ど うか 、 とい うこ とで す 。 こ の モ デ ル は先程

の六 角格子 な ど とは違 い 実現可 能なモ デル な の で 、 特に意味が あ ります。

　 これ は 実 は か な り微妙な問題 で 、 普通 に 漠然 と考 えた り近似 した りして い て も、 説 得

力の ある 答えは で て き ませ ん
。 私 （H ．T ．　PRL ・64

，
　2066 （1990））は 、

こ の 問題 を非摂動論的

に扱 っ て
、 3 次元方向の 結合 が十分 に弱け れ ば 、 基底状態で も長距離秩序 は 出現 しな い

とい う結果 を得 ま した 。
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9　Haldane　gap 系の 隠 れ た構造

9．1 隠れた秩序と量 子 ス ピン 液体

　 さて 、
い よ い よ最後 の セ ク シ ョ ン に な りました 。

こ こ で は 、 もう皆 さん に お馴染み の

1次元の S ＝ 1 の VBS 状態 を もう少 し じっ くり調べ て み ます。 する と どうも尋常 で な い

性質 が （大 き く分 け て ） 2 つ で て きます 。 こ れ らの 性 質 に つ い て は 、 我 々 も最 初 の

AKLT の 論文 を書 い た こ ろ か ら気づ い て は い た （論文 に も書 い た ） の で すが 、 当時 は 、

こ れ は解ける モ デ ル 特有 の 変態なふ る まい なの か もしれ ない とい う気 もして い ま した 。

とこ ろ が 、 そ の 内 、 VBS 状 態で み つ か っ た変態 な性質 は 、　Haldane　gapが 出現 して い る

ときに はい つ で も現 わ れ る普遍的な構造 を反映 して い る こ とが わ か っ て きた の で す。

　 こ こ で は 、 VBS 状 態か ら出発 して 、 特異な性質を導 くと こ ろ だ けを話 します。 なぜ そ

うい っ た性質が普遍的なの だろ うか とい う辺 りの 話 は 、 参考文献 を見て くだ さい
。 私 自

身は 、 夏の 学校で VBS な どに つ い て講義 して い た頃、　Haldan。　gap系の 隠さ れ た構造 に

つ い て必死 で考 えて い ま し た 。 （そ して 夏 の 学校が 終わ っ た後の 夏休み に 、 これ か ら お

話 しする 「隠れ た 反強磁性秩序」が 、 Haldane　gap 系 の 本質 と見做 し得 る こ とに と うと う

気づ きま した 。 量子 ス ピン 系 を経路積分 で 2 次元系 に書 き直 し、 そ こ で パ ー コ レ ー シ ヨ

ン な どの 幾何 学的な ア イ ディ ァ と手法を目
一
杯 使 っ て

、
こ うい う結論 に到達 したの で す 。

こ の 話が 出来 上 が っ た と き は か な り興奮 して 騒 い で い た の で す が 、 実 は少 し前 に den

NijsとR。mmelse とい う人達が 、 結 晶 の 界面 の 問題 か らア プ ロ ーチ して 本 質的に 同 じ描

像 に 達して い た こ とが 、 後 で わ か りま した 。 ）

　 さて VBS 状態 は 、 7節 で や っ た の よ うに valence −bOnds を使 っ て表現 す る と 、 と て も

簡単 な状態に見 えます。 け れ ど 、 表示 を変 えて 、 通常 の よ うに各格子点 で 3∫を対角化 す

る 基底 で展 開 する と 、 その 様子 は か な り変 わ っ て しまい ます 。 Oi ・　O， ±1 を と る数 の 集 ま

り σ ＝ ｛a ， ｝に 対 し て 、 iσ 〉を ∫ハσ〉＝ 耐 σ〉を満 た す基 底 ベ ク トル とす る 。 す る と

VBS 状態 は 、

IVBS ＞； Σ←1）
砌

2
砌 舵

1σ〉
　 　 　 　 σ

の よ うに展開 する こ とが で き ます 。
こ こ で z（σ）は o

，
＝ o で あ る奇数 の格 子点の 総数 、

n（切 は q ＝ ±1 で ある 点の 総数で す。 さ らに上の 和 に 寄与する ス ピン 配位 σ か ら0 を取

り去 る と
、 残 りは ＋ と一が正 確に交互 に並 んで い な けれ ば な らない の で す。 た とえば

十 一 〇十 一 〇十 〇− 0 十 一 〇十 〇＿ 00 十 ＿ 十 〇〇＿ 十 〇一

十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一
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とい っ たス ピ ン 配位 が 許 され ますが 、

十 一 十 一 〇〇〇一 十 一

はだ め で す。 上 の VBS の展開に は 、
こ の よ うな条件 を満 た す σ が全て 寄与 する の で す。

　こ の よ うに 表現する と VBS 状態 は少 しも
“

solid
”

に は見 えませ ん 。 む しろ o とい う背

景の 中で ＋
，

一とい う粒子 が高密度で激 し くゆ らい で い る
“ liqロid” の様相 を呈 して い ます。

しか も こ の 液体に は、
＋ と一の 粒 子 が （0 を 間に は さみ つ つ ）交互 に 出現 する とい う

「隠れた反強磁性 的秩序」が 内在 して い る の で す ！

　こ の よ うな 「隠 れ た 反強磁性秩序 を持 っ た 量子 ス ピ ン液体」 とい うVBS 状態の側 面

は、 Hald 　ne 　gap を伴 っ た基底状態の普遍的な 性質で ある こ とが明 らか に な っ て きました 。

話は変 わる よ うで すが 、 S ； 1 の

H ＝ Σ5」3二、
＋ ∫〜∫轟、

＋ λ∫ノ5轟1 ＋ D （SiZ）
2

　 　 i

とい う一軸異方性 を持 っ た ハ ミル トニ ァ ン は、 Haldane　gap の 話に よ くで て きます。

　 基 底状 態の相 図は 、 数値計算 や 近似理論 か

らかな りよ くわ か っ て い て 、
こ の 図の よ う

に な る と思 わ れ て い ま す 。 こ こ で D と い

うの は 、 1arge−D 　phase と 呼ば れ る相 で 、 こ

こ で は基底状態 は た だ 1 つ しか な く、 基 底

状態で の 相関関数は 指数的に減衰 し 、
エ ネ

ル ギ ー ギ ャ ッ プ も有 限 で す。
こ う書 く と 、

Haldane　gap の ある状況 と変わ らな い よ うな

気が して しま うで し ょ う。 しか し、
こ れ か

ら述べ る よ うに 、 両 者の 間に は決定的 な 違

畧禦寵1、蠡課 鶴糲
系

鬻
1arge−1）phaseと Haldane　phase の 本質的 な違

い に つ い て 考えて い たか らで した 。 ）N と

書 か れ て い る領 域 は 、 N6el　phase で す 。 こ

こ で は 反強磁性 的な長距離秩序が あ ります 。

　当然 H とい うの は 、 Ha 工dane　phaseで す。

　今回の 話 に は 、 直 接 は で て きませ ん が 、 F とい うの は 強 磁性 の 長距 離 秩 序を持 っ た

Ferromagnetic　phase、　XY と v・・ うの は （私 に は）訳の わか らな い XY 　phaseで す 。　Haldane

phase と XY 　phaseの境 目で は 、 例の Kosterlits−Thouless転移 が 起 きて い る そ うで す。 そ の
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た め に 、
こ の 境界線 を計算器実験で 確定する の は極 め て 困難 だ とい うこ とで す。

　den　Nijs，　Rommelse （Phys．　Rev．　B40 （1989）4709）と Tasaki（Phys．　Rev。　Lett．　66 （1991）798）

は 、 こ の 相 図を 、 経路積分 を通 した幾何学 的な観点か ら議論 しました 。 その 話 の さわ り

だけ をお話 しする と 、 次の よ うに な ります。　 （こ うい う 「話」の 部分 だけを見 れ ば 、 私

が や っ たの は 、 den　N劾s−Rommelseの 再発見 に過 ぎませ ん 。 しか し私 の 仕事 に は 、 量子 ス

ピン系で こ の よ うな描像が成立する とい うか な りし っ か りした状況証拠が 挙げ られ て い

ます 。 ）

　まず
“
large−D 　phase

”
は

“
gas

”
で あ る と解釈 され ます。 基底状態 に寄与す る典型 的 な

状態 は 、

　　　 000 十 一 〇〇〇− 0 十 〇〇〇〇− 00 十 〇〇〇〇〇十 一 〇

とい うよ うに 、 0 の 海の 中に ＋ と一の粒子 が 、 低 濃度 で 2 つ ずつ 対 に な っ て 現わ れ る よ

うな もの だか らで す。

“ Nde1　phase
”

は
“

solid
”

で す 。 基底状態 で は 、

　　　　十 一 〇〇十 一 十 〇− O 十 一 十 十 一 一 十 〇〇一・十 一 十 一 十 一

の よ うに ＋ と 一が 交 互 に 並ぶ N6el状 態の 間 に 、 0 が 2 つ ず つ 対 に な っ て 現 わ れ ます 。

“ Haldane　phase
”

は 、 もち ろ ん
“ liquid” で す 。 基底状 態で は 、

　　　 十 一 〇 十 一 〇 十 〇 − 0 十 一 〇− 0 十 〇〇十 一 十 〇〇一 十 〇一

の よ うに ＋ と 一は激 し くゆ らぎな が ら も、 隠 れ た反強磁 性 的な 秩序 を保 っ て い ます 。

（た だ し局 所 的 に偶 数個 の ＋
，

一が反 転 する こ とは 許 され ます 。 ）こ れ らの 3 つ の 相 は 、

経路積分 の 時 空 間 で の バ ー コ レ ー シ ョ ン と い うア イ デ ィ ア を用 い て 、 明確 に 区別 す る こ

とが で き ます 。

　 「隠れ た反強磁性 的秩序」 の存在 は 、 Haldane　gap 系 の ふ る ま い を理 解す る 上 で の 重要

な鍵 に な ります。 た とえば 、 Haldane　gap 系の 磁化過程 の 実験をす る と、 磁化曲線に激 し

い 立 ち上 が りが現 わ れ ます 。 こ れ は 、 「隠 れ た 反強磁性 的秩序」が 破壊 され る相転移 で

ある こ とが わ か っ て い ま す。 （H ．T．」．　Phys．　C3 （1991）5875） den　Nijs，　Rommelse は 、 隠れ

た 反強磁性秩序は 、 string　order 　parameterと呼 ば れ る量 に よ っ て は か る こ とが で きる と 指

摘 しました 。 最 近 sUing 　order 　pararneterに関する精力的 な計算機 実験が行なわれ て い ます 。

（S．M ．　Girvin
，
D ．　Arovas

，
　Physica　Scripta，

　T27 （1989）156，
　Y．　Hatsugai，　M ．　Kohmoto

，
　Phys．　Rev 。　B

to　appear
，
　K ．　 Hid馬 prepdnt，　K．　 Kubo，

　 unpublished ，
　N ．　 Ichikawa，　M ．　 Kaburagi， 1．　 Harada，　T．

Tonegaw璃　unpublished ）

9．2 有限系 で の 擬似 4重 縮退

　VBS 状 態 に は 、 他 に も尋常で な い 性 質が あ ります 。 前 に 述べ た よ うに 、 無限系で の

VBS ハ ミル トニ ア ン の 基底状態は唯
一

つ しか あ りませ ん
。 また有限系で も、 周期的境界

条件を とれ ば
、 基底状態は 1 つ しかあ りません 。 とこ ろ が両端が切 れて い る有限系で は 、

（2）の 基底状態 は 4 重 に 縮退 して い るの で す ！と い うの も、 有限系で VBS 状態 を構成 す
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る と、

〈e ＞一一 一く｛i
とい うよ うに 両端の S ； 1！2 の ス ピ ン が 1 つ ずつ valence −bond を組 まずに余 っ て し まい ま

す。 　 （こ こ で 人間関係 に た とえた りする と 、 ば か に され る の で 、 止め て お きます。 ） こ

れ らの S ・・ 1／2 の ス ピ ン が up で も down で も、 最終的に 作 られ る状 態は ハ ミ ル トニ ァ ン

（2）の 基底状態 に な ります 。　（なぜ だ か わ か らない 場 合 は 、 もう 1度 7節 を見 て くだ さ

い 。 ）こ の 場合の VBS 状 態は両端に 自由に動 くこ との で きる S ＝＝ 1！2 の ス ピ ン の 自由度

を持 っ て い る とい うこ とが で き ます。

　 もち ろ ん これ らの 自由 な S ＝ 　112の ス ピン も、 同 じ格子 点上 の もう 1 つ の S ＝ 1／2 の ス

ピン と対称化 され な くて は い けませ ん
。

で すか ら、 余分 な 5 ＝ 1／2 の ス ピ ン の 自由度 は
、

図か ら受ける 印象 とは違 っ て 、 両蠕の 格子点に完全 に局在 して い る わけで は ない の で す。

実際 に ｛1，
　2

，
3

，
＿｝とい う半無 限の 格子 で 、 im’　（i ＝ 1）に S ＝ ln の ロp の ス ピ ン を置い た 場

合 の VBS 状態で 、
ス ピ ン の 期待値 を計算す る と 、

〈si＞一 〈31＞・ 0， 〈∫’〉・ − 2 （−3＞
ゼ

とな ります。 余分 な 叩 の ス ピン の 影響 は
、 格子 の 端か ら離れ る につ れ て小 さ くな っ て

い きますが
、 決 して i ” 1 に 局在 して い る わけで は あ りませ ん

。
こ こ で 上 の 期待値 を全

格子点に つ い て足せ ば

　　　　　　　　　　　　1− i

〈∫∫〉・ − 21
． ，

←3）  圭

と、 ち ょ うど 1／2 が で て きます。 余分 な S　＝ 　112の ス ピ ン は 、 こ うい う具合に 、 格子端 の

近傍 に しみだ して 存在 して い る の で す 。

　 こ の よ うな端の あ る有 限系 で の基 底状態 の 縮退 は 、 解 け る モ デ ル の 特殊性 で は あ り ま

せ ん。 Kennedy は 、　 S ＝ 1 ハ イ ゼ ン ベ ル グ モ デル な ど Haldane　phase に ある モ デ ル は 、 端

の ある有 限系 で は 、 「擬似 4 重縮 退」を示 すこ と を指摘 しま した 。
エ ネル ギ ー

の 最 も低

い 4 つ の レ ベ ル はほ とん ど縮 退 して い て 、 そ れ ら と残 りの レ ベ ル の 間 に大 きな Haldane

gap が 開い て い る と い うの で す。　 （前節で 述べ た 量子 ス ピ ン 液体 の 描像 か ら も、
こ の よ

うな現象 を説明する こ とが で きます。 ）格 子 を大 きくして い くと 、 4 つ の レベ ル の エ ネ

ル ギーの 差 は指数的に 0 に減衰 し 、 4 つ の （擬似）基底状態は 1 つ の く無 限系 の 意味 で

の ）基底状態 に 収束 し ます 。
こ の 場合 に も擬似 4 重縮退 の 原 因は 、 格子 の 端 に現 わ れ た

S ＝ 12 の ス ピ ン の 自由度 の た め で ある と考える こ とが で きます 。

　驚 くべ きこ と に 、 Hagiwara
，
　Katsumata

，
　Affleck

，
　Halperin

，
　Renard（Phys．　Rev．　Lett．　65，3181

（1990））は 、 こ の よ うな 擬似 4 重縮退 を実験 的 に観測 した と報告 しま した 。 擬似 4 重縮

退 は 、 Haldane　gap系以外 で は全 く見る こ との で きな い 極め て 特異な現象なの で
、

こ の 実
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験結 果 は重要な 意味 を持 っ て い ます 。 い っ た い ど うや っ て 実験で は測 れ る有 限系 を作 る

の だ ろ うと疑問 に思 わ れ る か も しれ ませ ん が 、
こ れ は意外 に簡単 で す 。 Haldane　gap物質

の NENP の 中に 不純物 を混ぜ て い っ た の で す 。 する と NENP の 磁性 を担 っ て い た Ni の

代 わ りに不 純物 の原 子 （こ の 場合は Cu＞が入 り、 そ の あ た りだけス ピ ン 系 の 結合の 様

子が 変わ っ て きま す 。 こ の 場合 に は
、 Cu の た め に ス ピ ン の 間の 相 互作用が 極端 に 弱 く

な っ て 、 有限 で 端 の あ る 1次元格子 に近 い もの に な ります 。
こ の よ うな系 で の ESR の

測定結果 （エ ネル ギ ー レベ ル が見 える と思 っ て よい ）が 、 まさに擬似 4 重縮退の 存在 を

反映 した もの に な っ て い た の で す。

　既 に強調 した よ うに 、 擬似 4 重縮退 は VBS 状態の み の特性 で は な く、 Haldane　gap を

示す系で 普遍的 に出現 します。 Hagiwara らの 論文 に は 「VBS 状態 の 存在 を確認 した 」 と

い う書 き方が して あ りますが 、 こ れは少 し言 い 過 ぎで す。 とい うよ り、 彼 らが 観測 した

と い っ て い る の は 、 狭 義の VBS 状 態で は な く、 VBS 状態 と本質的 に類似 した 「量 子 ス

ピ ン液体状態」の こ とだ と解 釈すべ きな の で し ょ う。

　 上 の 実験 で 不 純物 と して 用 い られ た Cu は それ 自身 S ＝ 　1／2 の ス ピ ン を持 っ て い る の で

すが 、 端の あ る 1次元格子 を作 り出すた め に は 、 こ の ス ピン は どち らか とい うと邪魔 に

な ります。 最 近 は 、 ス ピ ン を もた ない （業界用 語で 言 えば 、 nonmagnetic な）不 純物 を

用 い た同様の 実験が行 な われ て い ます 。 （S．H ，　Glarum　et　a1．　Phys．　Rev．　Lett．　67， 1614（1991））
こ の よ うなサ ン プル が ある と 、 ESR だ けで は な く、 弱い 磁場で の磁化過程 を見て や る と

面 白い は ずで す。 不純物 の な い NENP は Haldane　gap物質なの で 、　（Haldane　gap よ り）

弱 い 磁場 を加 えて も磁化 は 0 で す 。 こ こ に磁性 を持 た な い 不純物 （Zn な ど） を加 えて

い くと、 　 （端に 現 わ れ る S ； 　112の 自由度 の た め に〉弱い 磁 場で も磁 化 が 現 わ れ る よ う

に な る は ずで す 。 な ん と磁性 を持た な い 物 質 に 、 磁性 を持 た な い 不純物 を混ぜ る と 、 磁

性が 現われ て くる とい う不思議 なこ とが お きる の で す 。

9．3 さい ごに

　Haldaneは 、 整数 ス ピ ン の 1次元ハ イ ゼ ン ベ ル グ模型 が 新 しい タ イ プの 乱 れ た基 底 状

態 を持つ こ とを予言 しま した 。 当初人々 が 思 い 描い た の は
、 「量子ゆ らぎ」に よ っ て こ

と ご と く秩序 を破壊 され た荒涼た る砂漠の よ うな世界だ っ たで し ょ う。 とこ ろ が様々 な

道 を辿 っ て砂漠 に分 け入 っ て い くと、 そ こ は 無味乾燥で ある どこ ろ か 、 複雑 で精妙 な構

造 を持 っ た豊か な世界だ っ た の で す。

　最近 Kennedy
，
　Tasaki（Phys．　Rev．　B45 ， 3〔M （1992）and 　Co皿 mun ．　Math ，　Phys．　to　apPear ）は S

＝ 1 の 系で の Haldane　gap をめ ぐる 不可 思議 な現象が 、 全 て 「隠れ た対称性の 破 れ 」の 帰

結 と して 極 く自然 に理解で きる こ と を見い だ しま した 。 我 々 の 導入 した非局所 的なユ ニ

タ リー変換 を用 い る と、 標 準的なハ ミル トニ ァ ン は 、 Z2×Z2 とい う離散 的 な対称性 を持

っ たハ ミル トニ ア ン に変換 され ます。 そ して変換 を施 した系で 、 Z2xZ2の 対称性が 自発

的に破 られ る と 、 変換前の 系 に 、
エ ネル ギ

ー
ギ ャ ッ プ、 隠れた反強磁性 的秩序 、 擬似 4

重縮 退が 必然的 に 現 われ る の で す。　（こ の 仕事 は 、 前 に私が や っ た経路 積分 の 話 （H ．T．

PRL 　66（1991）798）よ りは 、 文句 な く 1 ラ ン ク上 の で きだ と私 は思 っ て い ます。 しか し

同 じ雑誌 に 出 した とこ ろ 、 強烈 な referee が登 場 して 、 と うと う引 き下 が ら ざる を得 ませ
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ん で した。
こ れが 、 世 間で PRL はPhysica1　ReView　Lotteriesだ と い わ れる所以で しょ う。 ）

　 「隠 れ た 対称性 の 破 れ」 の 発見 に よ っ て 、 Haldaneの 見 い だ した 「砂漠」 の 様相 は 、

か な り見通 しの 良い もの に な っ て き た と私 は 考 えて い ま す 。 しか し 、 決 して こ れ で

Haldane　gapの 問題 に終止符 が 打 た れ た訳 で は あ りませ ん 。 1 よ り大 きい 整数の S を持 つ

系 や 、 高次元 の 量子 ス ピ ン 液体 に つ い て は 、 「隠れ た秩序」 や 「隠れ た対称性」の 特 定

は完全 に は成功 し て い ま せ ん 。 S ＝ 1 の 系 に つ い て で さ え、 さ らな る 隠 され た構造 が あ

る こ と を示唆す る結果が 得 られ つ つ あ りま す。 また 励起 状態の 構造 につ い て は 、 計算 機

実験 と現象論 が あ るの み で 、 微 視 的な理論 は全 く展 開 され て い ませ ん 。 よ り根 本的な 問

題 は 、
い くら隠 され た構 造が 明 らか に な っ て きた と こ ろ で 、 我 々 はそ の よ うな構 造が 出

現 す る 理 由 を本当 に は 理 解 して い な い とい うこ と で す 。
ハ イ ゼ ン ベ ル グ 模型 に お け る

Haldan。　gap の 存在が未 だ に厳密 に証 明 され て い な い の は 、 単 に数学的な テ クニ ッ クが 不

足 して い る とい うこ とで は な く、 こ の 現象 につ い て の 物 理 的 な理解 が未 だ不完 全 だ と い

うこ とを意味 して い るの で す 。

　 これ まで の Haldane　gap の 研 究 は 、 実験 、 計算機 実験 、　（数理 物理 さえ含ん だ ）理 論

の 3種類 の ア プ ロ ーチ が 、 積極 的 に相 互作 用 し合 うとい うほ ぼ 理想 的な状況 の 中で 進 ん

で きま した 。 こ れ まで の 研 究 の 成果は 、 単 に杜 会学的な成 功 に 留 ま らず 、
い くつ か の 新

しい 視点 や ア イデ ィ ァ を物 理 学 に付 け加 え 得る レ ベ ル に達 して い る と言 っ て い い と思 い

ます 。 しか し将来 こ の 問題 が 、 単 に面 白い が特殊 な例 と して扱 われ るこ とにな る の か 、

そ れ とも、 よ り普遍 的 な物理 的 、 数理 的構 造の 理 解 へ 到 る 出発点 に な り得 るの か は 、 現

時点 で は全 くわか りませ ん 。 近年 Haldane　gap系 と分 数量子 ホ ー ル効 果や界面 の 問題 と

の 数学的な類似性 が 指摘 され て い るの は心強 い こ とで す。

　天然の ある い は人工 の 「世界」の 中か ら、 様々 な 「面 白い 」ス ト
ー

リ
ー を見い だ し て

い くの が物理 の とて も大事 な側面だ と思 い ます 。 特 に 物理 全体 を支配す る使命感 み た い

な もの の 希薄に な っ た現代 で は 、 なるべ く広 い 分 野の 人 々 の 間で 面 白さを分 かち合 え る

よ うな 「普遍的な面 白さ」 を持 っ た ス トー
リ

ー
たち をで きる だけた くさん 集め て お くべ

きなの で は な い か 、 そ れが次の 世代の 物理 （とい う名前 じゃ な くな るか も しれな い け ど）

が 生 まれ る為 の と て もよ い 土壌 に な る の で は な い か と私 は思 っ て い ます 。 ど うや れ ば

「普遍的な面 白さ」に 到 る こ とが で きる の か は、 私 ご と きに は まだ まだ わか りませ ん 。

さ しあた っ て は
、 自分 に と っ て 最 も面 白い 個々 の ス ト　・一リー を追及する こ とに よ っ て こ

そ 厂普遍的な面白さ」 に到 る道が 拓け る と い う楽観的だ けれ ど健全 な夢を信 じ続け て い

た い と思い ます。

こ の （か な りま とま りを欠 く）講義録 を最後 まで 読ん で くだ さ っ て どうもあ りが と う。
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Appendix 無限 自由度系の取 り扱い につ い て

A ．1 無限系の 状態

　通常 、 物理 の コ
ー

ス で 習 う量子 力学や 統 計力学は 、 基本 的に は有 限 自由度 の 問題 を扱

っ た もの で す 。 とこ ろが 、 相転移 、 Haldane　gap な ど な ど の 現代 的な 「面 白い 」問題 は 、

ほ とん どが 無 限 自由度 の 系で 起 きる と さ れ て い ます。 （もちろ ん現 実 の 物理系で ス ピ ン

の 数が無限個 な ど とい うこ とは あ り得 ませ ん 。 「無限」とい うの は 、 「非常 に大 きな数」

の理想 化で す 。 ）有限 自由度で 培 っ た直観 と方法論 で
、 無限 自由度 の 問題 に立 ち 向か う

と、 た まに思わ ぬ 落 とし穴 に 落ちて しま う こ とが あ ります。 実際、 量子 ス ピ ン系 の専 門

家で も、 ど こか で 足 を取 られ て 、 自己矛盾 に 陥 っ て い た り、 意味 の な い 問題で悩 ん で い

た りする こ とが あ ります。 小口 先生 の 有 名 な ス ピン系 の 教科書 の 中に も、 無限系 と有 限

系 の 違 い に 気づ か ずに 、 Marshal1−Lieb−Mattisの 定理 の 物理 的 な意 味 を誤解 して い る 部分

が あ ります 。

　 そ こ で 、
こ こ で は無限 自由度系 の 取 り扱 い の 要点 を簡単 に お 話 し して お きます 。 基 本

的な アイ デ ィ ァ だけ をま とめ ますの で 、 詳 し く知 りた い 方 は 、 何 らか の 文献 に 当た っ て

下 さい 。 手 頃な とこ ろ で は 、 岩波講座 の 「量子力学 ll」 〈古 い の を持 っ て い れ ば 、 皿 で

す）に江沢先生 が 明快 な解説を書 かれ て い ます。　（しか し 、
こ の 講座 ももは や絶版 だ と

い うの で すか ら 、 世 も末 で す。 み ん な で 、 岩波 に抗議 の 署名 で も出すべ きか もしれ ませ

ん ね 。 ） こ うい うこ とを扱 う C ＊ algebra とい う数学 を知 りたけ れ ば 、
　O ．　Bratteli

，
　D ．　W ．

Robinson
，

‘‘Operator　algebras 　and 　quantum　statistica1　mechanics 　1 ＆ II” （Springer，
1981）と い う

本が 出てい ますが 、 こ れは どうしよ うもな い ほ ど 「数学」で すか ら 、 お勧め は しませ ん
。

（また Domb −Greenの Phase　Transtions　and 　Critica1　Phenomena の シ リ
ーズ の 1巻 に Emch と

い う人が C ＊ algebra の 解説 を書い て い ます。 こ れ は ち ょ っ と古 い で す ね 。 但 し同 じ巻 の

Griffithsの 厳密統計力学 に つ い て の 解説 は 、 古 くな っ て も色褪せ な い 名作で す。 ）

　なお 以下 の 説明で a‡、 、数学的な詳細 に は こ だ わ らな い こ とに しますか ら 、 　（数学者 の

意味で は）完全 に厳密で な い と こ ろ もあ ります 。

　い うまで もな く、 有限系の 量子 力学的状 態は 、 Mbert　space の 1 つ の ベ ク トル で表現 さ

れ ます。 しか し無限 自由度で は 、 状 態をベ ク トル に対応 させ よ うとす る と様々 な問題 が

で て きます 。 こ こで は Hilbert空間を用 い な い 定式化 を解説 し ます。

先ず 10cal　operator とい うの は 、 有限個 の ス ピ ン演算子 をか け た り 、 線形結合 を取 っ た

りして作 られ る operator で ある と定 義 します 。 元 に な る ス ピン 演算子 は 、 有限個 で あ り

さえすれ ば 、 何個 で もい い し、
ど れ ほ ど離 れ た格子点か ら取 っ て きて もか まい ませ ん 。

こ ん な演 算子 は少 しも localに見 えな い か も しれ ませ ん が 、 無 限個 の ス ピ ン が係 わる よ

うな量 に比べ れ ば 10calだ とい うこ とで す 。

無限 系の状 態 ω とは 、 任 意 の loca1　operator 　A に対 し て 、 そ の 期待値 ao（A）を対 応 させ

る汎関数 で 、 次 の よ うな性質を満 たす もの の こ とで す 。
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線形性　　ω〔λA ＋ vB ） ＝ λ．ω（A ）＋ v ω（B ）

正値性　　ω（A＊・A ）≧ 0

規格化　　ω（1 ）＝ 1

こ こ で A
，
B は任意の 10cal　operators、 λ，

　v は任意 の 複素数で す。 有 限系で あれ ば、 規格化

され た状 態 ベ ク トル lq＞を用 い て 、 ω（A ） ＝ 〈ψlA ゆ〉の よ うに 汎関 数 ω を作 る こ とが で

きます 。

　い うまで もな く、 2 つ の 状 態 砥 と 砺 が等 しい と い うの は 、

ω 1（A ） ＝ aら（A ）

が 全て の 10cal　operator 　A につ い て 成 立する こ と で す。 こ の 定 義 は とて も 「物理的」だ と

い うこ と を強調 して お きま し ょ う。 2 つ の 状態が 同 じか 、 異な っ て い る か を判断する た

め に は 、 可 能な あ りとあ ら ゆ る観 測 を行 な い
、 そ の 結果が 完全 に 一致 す る か 、 不

一致 の

点が ある か を調 べ よ うとい うの で す。

A ．2 基底状 態 、 エ ネル ギ ー ギ ャ ッ プ

　Hilbert空間 を持 ち だ さず 、 期待値 の汎 関数 ω だ け を用 い て 、 基底状態 や エ ネル ギ ーギ

ャ ッ プ とい っ た概 念 を定式化 する こ とが で きます。 ある無 限自由度 の ス ピン系 のハ ミ ル

トニ ア ン を H とし ます。 普通考 え られ る ハ ミル トニ ア ン は 、 無 限個の 項 の 和 ですか ら 、

H は 当然 1  al　operator で は あ りませ ん 。 で す か ら基底状態 を定義す る の に 、 安直に

「（D（H ）を最低 にす る よ うな ω 」な ど とい うわ け に は い き ませ ん 。 そ も そ も無限系で の

エ ネル ギ ー
の 期待値 ω  は ほ とん ど の 場合無限大で 、 考 えて も意味 はあ りませ ん 。

　 と こ ろ が 、 H が 1  a1 で な くて も 1  al　operator 　A との commutatOr 　［H ，
A］は 10calに な りま

す 。　（具体的 に 考え れ ば わ か ります 。 ）こ の こ と を利用 して 、 基底状態 を次の よ うに 定

義 します 。

定 義　期待値汎関数 ω が ハ ミル トニ ァ ン H の 基底状態で あ る と は 、 任意の 10ca1　operator

A に つ い て
、

　　　　　　　　　　　　　　　ω（A ＊IH，
A ］）≧ 0

が 成立 する こ とで あ る 。

こ の 定義の 意味 は 、 仮 に有限系 を考 えて 、 期待値汎関数 を具体的 に状態ベ ク トル で書 い

て み れ ば わ か ります。
つ ま り状態ベ ク トル lo＞が 基底状態 な の は 、 任意 の operaor 　A に つ

い て

　　　　　　　　　　　 〈9）IA＊HAlq ＞一く（ρレ聖
＊AH ゆ〉≧ 0
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と な る こ と 。 仮 に 1q）が 固有 状 態 で そ の エ ネ ル ギ
ー

が E
。
で あ る と し、

と書 けば、
こ れ は 、

さ ら に IV＞＝

〈PtHlv＞
　　　　 ≧ Eo

〈Ψ1　v＞

とい うこ とで す 。 つ ま り状態 ゆ〉に任意の 10calな変 形 を加 えて や っ て も、
エ ネル ギ ー は

上 が りこ そすれ下 が らな い とい うこ とで す 。
つ まり有限系で は 、 上 の 定義 は 通常 の基 底

状 態の 定義 と一
致する わ けで す 。

　同 じよ うな思想 で 、
エ ネル ギー ギ ャ ッ プ を定義する と次の よ うに な ります。

定義　 ハ ミル トニ ァ ン H の 基底 状態 ω が エ ネ ル ギ ーギ ャ ッ プ m を持 つ とい うの は 、

ω（A）＝ O を満 た す任意の 10ca1　operatOr 　A に つ い て

ω（A ＊
【H ，

A ］）≧ 加 ω（A ＊A ）

が成立する こ とで あ る 。

こ の 定義を 、 有 限系 の 場合 に 吟味 して
、 通 常 の 定義に

一
致する こ とを確認 す る の は 、 読

者に お まか せ します。

　 さて 、
こ こ で 当然 で て くる 疑問 は 、

こ の よ うな まだる っ こ しい 定式化が本当に必要 な

の だ ろ うか とい うこ とで す。 有限系で
、 基底状態や エ ネル ギ

ー
ギ ャ ッ プを求め てお い て 、

適 当に 系の サ イ ズ を大 き くしたの で は 、
い けな い の で しょ うか ？私 の 理解する か ぎりで

は 、 やは り新 しい 定式化は必要で す。 も う少 し言 えば 、 無限系で は期待値汎関数を元 に

した 定義 の 方が 、 よ り物理 的な の で す 。 こ れは
、 以下 A．3 と A ．4 で 挙 げる 例 を見て い

ただけれ ば納得で きる と思 い ます 。

A ．3 簡単な例

　や や人工 的な簡単 な例 を用 い て 、 上 の よ うな定義が ど うい う意味 を持つ か を考えて み

ま し ょ う。 次の よ うなハ ミ ル トニ ァ ン を持つ 1次元の S ＝ 　1／2 の ス ピ ン系 を考え ます 。

H ＝ Σ51∫二「 Σ∫ノ
　 　 i　　　　 　　 i

反強磁 性 の イ ジ ン グ模型 に 、 上 向 きの
一
様 な磁場が か か っ て い て 、 た また ま交換相互 作

用 の 大 きさ と 、 磁場の 大 きさが 等 し くな っ て い ます 。 31 を対角化する表示で 、 こ の ハ

ミル F ニ ア ン は対角化 され ます 。 　（こ れ は ど ちらか とい うと古典 ス ピ ン の 問題で す。 ）

　基底状態を求め る の は 、 とて も簡単 で す 。 各々 の ス ピ ン は 、 2 つ の 交換相互作用 と 、

1 つ の 磁場の 相互作用 を感 じる わ けで すか ら、 結局交換相互作用の 方が優勢 に な ります。

無限系で の （偶数格子点分の 並進 に つ い て 不変な）基底状態は 、
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。．．十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一
一 一．

とい う N6el状態 と 、
ス ピ ン を全て 反転 した状態の 2 つ だ けで す。

こ れ らが 、 無限系 の

意味で の 基底状態 に な っ て い る こ とを確 か め る の は簡単で す 。 （実は 、 並進不変で な い

状態の 中に も基底状態 に なる もの が で て きて しまい ますが
、 今 は そ れ に つ い て は考え ま

せ ん 。 ）

　無限系の 問題 は で きたわけで すが 、
こ こ で敢て 有限 の 系を考えて み ま し ょ う。 偶数個

の 格子点 を持 っ た両端の ある鎖 ｛「 乙＋ 1
，

r 乙＋2
，
＿

，
　bl ，L ｝の 上で 、 先程の ハ ミル トニ ァ ン

を取 り、 基底状態 を探 します。 当然 、

十 一 十 一 十 一 。．．十 一 十 一 十 一

と

　　 　 　　 　　 　 　　 　 一 十 一 十 一 十 … 一 十 一 十 一 十

の 2 つ が 基底状態だ と言 い た くな ります。 しか しよ く考 えて み る と、 鎖 の 端に ある ス ピ

ン は、 交換相互作用 を 1 つ 分 しか感 じて い ない の で 、 これ に作用 する磁場 と交換相互 作

用 の大 きさが 等 し くな ります。 そ こ まで 考 えれ ば 、
こ の 有限系 の 基底状 態は 、

4Pi 十 一 十 一 十 一 ．．．十 一 十 一 十 一

十 一 十 一 十 一 ．。．十 一 十 一 十 十

一 十 一 十 一 十 。．．一 十 一 十 一 十

軌 十 十 一 十 一 十 ，．．一 十 一 十 一 十

の 4 つ で あ る こ とが わ か ります。

　こ の よ うに 、 端 の あ る鎖 の 上 の 系 で は 、 基底状態 は 4 重 縮退 して い ます 。 しか もこ の

事情は、L を い くら大 き くして や っ て も変わ りませ ん 。 そ こで

（無限系の 基底状態の 個数） ＝ 　 hm
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L → 。。

（有限系の 基底状態の 縮 重度）

とい う （多 くの 量子 ス ピン系の 専門家 に愛用 され て い る ） 「公 式」を使 えば 、 無 限系 に

は 4 つ の 基底状態が ある とい う誤 っ た 答えが で ます。 先 ほ ど得た基底状 態 は 2 つ とい う

結果 と全 く矛 盾 し て い ます ！

　こ の例 は か な り trivia1な もの で すが 、
こ こ で 何 がお こ っ て い る の か を じ っ く り理 解 す

る の は 、 無限 系に 慣れ る ため に は大切 な こ とで す 。 上 の ePiとA の 基底状 態は 、 右端 の

ス ピン が up か down か とい う点で 異 な っ て い ます 。 どん な に 乙 が大 き くて も、
こ の 2

つ の 状態 は （Mlbert 空 間の ベ ク トル とい う意味 で ）直交 して い ます 。

　これ ら2 つ の 状態を元 に して 、 無限系 で の 状態 を次の よ うに定義 し ます。
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ω 1（A ） ＝   〈qlza　lep1＞
　 　 　 L → ・ 。

for　any 　10cal　operator 　A
ω 2（A ）＝ Hm 〈ip21A　1　q2＞
　 　 　 ム → 。。

q，
とA が 任 意 の L に つ い て 直交 して い た こ と を考 えれ ば 、   と 〔ら も 「直交」 して い

る の で はな い か と思 い た くな るで し ょ う。 しか し alL と砺 は もは や Hilbert空 間 の ベ ク ト

ル で は ない の で す 。 真面 目に定義 を眺 め て 、 傷 と帖 に どの よ うな違 い が で て くる か を

吟味 しな くて は い け ませ ん 。 上 の 極 限操 作で は 、 10cal　operator を 1 つ 固定 して 、 乙 を 無

限大 に とば して い る こ と に注意 して くだ さい
。 。peartor　A が 、 如何 に多数の ス ピ ン演 算

子の 組み合 わ せ で 書 か れ て い て も、 乙 が どん どん大 き くな っ て行 けば 、
い ずれ問題 の 右

端 の 格子点 は 、 A の 及 ぶ 範 囲 よ りもず っ と外側 に で て しまい ます。
つ ま り上 の極 限で 定

義 され る COL（A）と｛娠 A）の 値 は 、 どの よ うな 10ca1　operatOr 　A につ い て も、 全 く等 しい の で

す 。
つ まり 傷 とα』は 、 同 じ 1 つ の 状態 を表 して い る の で す ！結局 、 4 つ の有限系 の 基

底状態の 内 、 2 つ ず つ が 同 じ無限系 の 状態 に収束 し、 無限系 の 状態 は 2 つ しか ない と い

うこ とに な ります。

　こ うして パ ラ ドッ ク ス は回避 され たわ け で すが 、 ど うも居 心 地 の 悪 い よ うな感 じが 残

っ て い る とい う人 は 多い と思 い ます 。 実際 、
こ こ まで丁 寧 に説明 して 、 納得 して もら っ

て も、 再 び 「で も 2 つ の状 態 は直交 して る わ けで し ょ う＿」 とや り始 め る量 子 ス ピ ン 系

の 専 門家 はた くさん い ます 。 我 々 は 、 有 限系 の量 子力学の線型代数 的な定式化 に
、 あ ま

りに も深 く馴染 み 過 ぎて い る の だ と思い ます。
こ こ で 再び 2 つ の 定義 の 違い を考 え直 し

て くだ さ い
。 そ して （も っ と大切な こ とで すが ） この 問題 の 無 限系 で の 基底状態 を 2 つ

で ある と定義する の と
、

4 つ で ある と定義するの と どち らが 厂物理 的」か を 、 自分 な り

に考 えて み て くだ さ い
。 　（私 は と きど き 、 q，

とA をそ れ ぞれ 4．000＿0000 と 3．999＿999

と い う長さ L ケ タの 有理 数 に 喩えて 説明 します。 L を無限大に すれば 、
どち らの 数 も 4

を表 して い て 、
こ れ らを区別する理 由はあ りませ ん 。 ）

　同 じハ ミ ル トニ ア ン を使 っ て 、 少 し別の デ モ ン ス トレ ー シ ョ ン もで きます 。 有限系 を

考 える ときに 、 奇数個 の格 子点 を持 っ た 端の ある鎖 ｛− L ，

−L＋1， ＿，L− 1， L ｝を取 ります 。

す る と今度 は基底状 態は

十 一 十 一 十 一
． ．．一 十 一 十 一 十

とい うの 1 つ しか あ りませ ん 。 お まけ に こ の 基底状態 はエ ネル ギ ー ギ ャ ッ プ （大 きさ は

2 ） を持 っ て い て 、 そ の 大き さは L に よ りませ ん 。 「基底状態は た だ 1 つ で 、
エ ネル ギ

ー ギ ャ ッ プ を持つ 」 とい う何 か聞き慣れ た 状況 に な っ て し まい ま し た 。
い っ た い 何 が ど

うお か し くな っ て い るの か を検討するの は 、 読者 に お まかせ します 。
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　既 に 強調 して きた よ うに 、 こ こ で 取 り上 げた例 は あ くまで も triVia1な もの で す 。 あ る

程 度物理 の 見 えて い る 人 な らば 、 こ の 問題 で は偶数個 の 格子点 を持つ 閉 じた （周期的境

界条件の 〉鎖を考える は ずで す。 そ うすれ ば
、 目新 しい 無限系 の 取 り扱 い な ど知 らな く

て も 、 「基底状 態 は 2 つ あ る 」 とい う正 しい 答 え に す ぐに 到達 で きます 。

　だか らと い っ て 、 我々 が上 で見 て きた困 難が うわ べ だけ の 技術 的 な もの だ と考えて は

い け ませ ん 。 全 て の 問題 で a 麺 面 に 「物理 が見 え て い る」 と い うこ とは あ り得 な い の

で す 。 表面的に は ま っ とうに見 える手続 き か ら 「基 底状態は 4 つ ある」 、 「基底状 態 は

1 つ で 、 そ の 上 に は エ ネル ギ ー ギ ャ ッ プが ある」 とい っ た 全 く矛盾す る答 えが で て し ま

うとい うの は 、 お そ るべ き事実で す 。

　 さ らに （こ れ ぞ重要 な こ とで すが 〉、 次 の 節 で見 る よ うに
、 量子 ゆ らぎが効い て くる

問題 に なる と、 境界条件 の 取 り方 を変 え た程度 で は 、 問題は解決 さ れ な くな ります。
こ

うな る と無 限系 の 期待値汎 関数に よる定式化 は避 けて通れ な い もの に な ります 。

A ．4 対称性の 破 れの ある場合 　一　例

　い よ い よ専 門家で も間違 い をおかす微妙 な状 況 を考 える こ とに し ま し ょ う。

一
般論 を

展 開す る か わ りに 、 1 つ 比較 的 わか りや す い 例 を中心 に話 を進め ます。 次 の よ うなハ ミ

ル トニ ア ン を持 っ た S ＝ 1！2 の 1次元 ス ピ ン系 を考 え ます 。 （こ の例 は 、 5．2 節 で挙 げ た

AfflecK　Liebの 論文 か ら取 りま した 。 ）

H ＝ Σ3ノε言、
＋ δ（∫芦詳1

＋ 31∫訂1 ）
　 　 i

こ こで
、 δは 1 よ りも充分 に小 さな正の 定 数で ある とします。

つ ま りこ れ は反強磁性 の

イジ ン グ模型に 非常 に 弱 い （量子的な）摂動が 加 わ っ た もの で す。

　 まずこ の 問題 を有限鎖の 上 で考えます。 偶数個 （L 個）の 格子点 を持 っ た鎖 を取 り、

境界条件 は周期的で も 、 自由端で もよい こ と に します 。 する と Marshall−Lieb−Mattisの 定

理 と Lieb−Schultz−Mattisの 定理 の 拡張 に よ り 、 次 の 事実が 証明 で きます 。 （具 体的 な 証

明は 、 Afflock
，
　Lieb の 論 文 を見 て くだ さい 。 ）

定理 　偶数個 の 格子点 を持 っ た有 限鎖上 で は 、 　 （任意 の δ＞ 0 に つ い て） ハ ミル トニ ア

ン H の 基 底状態 は 、 た だ 1 つ で 、

Σ∫ノゆ〉− o

i

を満 た す。 さ らに 基底状 態の 上 の エ ネル ギ ー ギ ャ ッ プ は 、 11L以 下 の オ ー ダ ー で ある 。

とこ ろ が 、 無限系 で は 、 次 の よ うな事実を証明 する こ とが で きます 。
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定理 　無限系 で は 、 δが 充分 に小 さけれ ば 、
ハ ミル トニ ァ ン H の （偶数格子点分 の 並 進

に つ い て不変 な）基底状態 はち ょ うど2 つ ある 。
こ れ らの 状態 を 叫 興 とする

。
P を全

て の ス ピ ン を x 軸 の 周 りに π だ け 回転す る 演 算 子 （ス ピ ン 反 転 〉 と す る と 、

ω 1（A ） ＝

曝 PAP ）が 成立 する 。 さ ら に こ れ らの 状態は 次の よ うな 意味で 長距離 秩序 を

持 つ
。

〈長距離相関） 0＞ラ
z
・
〜

〜
z
°
‘

〜送ωD←
°°譜

（自発 的対称性 の 破 れ ）
　 ま　 　　 z

（− 1）ω1（∫ρ ＞ o

　 こ の よ うな定理 は 、 厳 密な摂動論を用 い て証明する こ とが で きます。 数理 物理 の 方 で

は 、 そ うい うテ ク ニ ッ ク は か な り発達 し て い ま す。 例 えば 、 Kemedy
，
　Tasaki （Commun ．

Math ．　Phys．　to　appear ）に は 、 量子 ス ピ ン 系 の 厳密 な摂動論が 、 か な り
一

般的 に展開 され

て い ます。 こ の 論文は 、 証 明 の 中身を知 らな くて も、 厳 密な摂動論の 結果だ けは使 え る

よ うに と、 　 「実用 的に」書 い て あ りますの で 、 必要 に な っ た 人は 覗い てみ て くだ さい 。

　 再び 、 有限 系 と無 限系 との 結果に食 い 違 い が で ま した 。 しか も今 回 は 、 反強 磁性 の 問

題 に 最 も適 して い る はずの 偶数個 の 格子点 を持つ 周期 的境界条件の 鎖を使 っ て い る に も

かか わ らず 、 変 な こ とに な っ た の で す。 （奇数個 の 格子点 を持つ 系を考え て も、 や や こ

し くなるだけで 、 不一致 は 解消 しませ ん 。 ）

　こ こ で 、 有限系で で て くる 唯一
の 基底状 態 とい うの が 、 ど うい うもの か を調べ て み ま

し ょ う。 （technicalな理 由で
、 格子点の 個数L は 4 の 倍数で ある と します。 ）δ＝ O の と

きの 基底状態で ある 2 つ の Nde1　states を

ep1＝ 1＋ 一＋ 一… ＋ 一＋一〉，　q2 ＝ 1− ＋ 一＋… 一＋一＋ 〉

と書 きます 。 δが （1 に 比べ て ）充分小 さな正の 数 で あ る と きに は 、

状態 は これ らの 線型 結合 で 、

（有限系 の ）基 底

lG… dSt… 〉・

右＠1咽 ・ （sma 皿 com ∋C口on ）

と書 けます。 11L の オ ー
ダ

ー
の ギ ャ ッ プ を持 つ と い う第 1励起状態 は 、

11・・… ’・・d ・tate＞・

言・・1
−

・・）… m ・” ・・me ・t’・・）

に な ります 。
つ ま り δの 付い た 項が 「量子 ゆ ら ぎ」 を産み 出 し、

2 つ の N6el　states が

resonate して しま っ た わけで す。

　無 限系 で 現 わ れ る 2 つ の 基底状態 と い うの は、 言 うまで もな く上 の 2 つ の N6el・states
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に わずか な摂動 を加 えた もの で す 。
つ ま りム が 無限大 に な る極限で は 、 有限系の 基底状

態 と第 1励起 状態 が再 編成 され て 、 IGround・state ＞ ± 11st・exctied 　state ＞ の 2 つ （の極 限）が

基底状 態に な る の で す 。 しか し L が有 限で ある か ぎりは 、
こ の よ うな再編成は決 して お

こ らず 、 基底状態 は唯一 つ しか あ りませ ん 。

　3．2 節 で Lieb−SchultZ−Mattisの 定理 の 応用 を話 した と きに 、 有限系 の エ ネル ギ ー ギ ャ ッ

プが 11Lの オ ー ダーで あ る場合 、 無限系 で は 「基底状態 は唯一つ で 、
エ ネル ギ ー ギ ャ ッ

プは な し」 とい う素直な可能性 の ほか に 、 「対称性が破 れ て 、 基底状態は 2 つ 以上 あ る」

とい うケ
ー

ス が あ り得 る と言い ま した 。 今 の 例が 、 こ の 2 つ 目の 可 能性が 実現 して い る

典型 的な状 況で す 。

A5 　Pure　Statesへ の 分解

　た とえば計算機実験 か ら、 有 限系 は唯
一

つ の基 底状態 を持 ち、 エ ネ ル ギ
ー

ギ ャ ッ プ が

11Lの オ ー ダ ーで あ る こ とが わ か っ た と し ます 。 しか し、
こ れ だ けで は 、無 限系で 許 さ

れ る 2 つ の 可 能性 の 内 の どち らが実現する か は わ か りませ ん 。 計 算機 実験 か ら得 ら れ た

基底状態に つ い て の 知識か ら 、 どち らが実現す るか を判定する こ とは で きない の で し ょ

うか。

　 こ の 問題 を考 え る た め に 、 前節 の 例 を もう少 し い じ っ て み ます。 仮 に 我々 が有 限系 の

基底状態 しか知 らず に 、 無 限系 の 問題 に ア ブ n 一チ した と し ます 。 する と有 限系の 基 底

状態 を用 い て 、

todiA ）＝ 　Hm　〈Ground　State　1　A　IGround　State＞
　 　 　 L → oe

の よ うに し て 無限系 の 状態 を構成 する こ と に なる で し ょ う。 状態 妬 が （無 限系 の 意 味

で も）基底状態で あ る こ とは、 す ぐに確 か め られ ます 。 しか し状態 ωb は全 く対称性 を

破 っ て い ません か ら 、 こ の ハ ミ ル トニ ァ ンの 基 底状態 と して は unphysica1 な もの に思 え

ます 。 叫 の 何 らか の 性質 を 調べ て 、 これ が unphysical で ある とい う兆候 をみ つ ける こ

とが で きない もの で し ょ うか ？

状態 偏 が 次の よ うな性質を持 つ こ と はす ぐに証明で き ます 。

（長距離相関） 0＞）
z
・
ノ

〜
2
．
‘

〜D←
帶譜

（対称性 を破 らない こ と）
　 t　　　　　 z
（− 1）ωぴ5P ＝ o

こ の 2 つ は
、 物理 屋 の 常識か らして 、 な ん とな くア ンバ ラ ン ス で す。 特に こ れ らを組み

合わせ る と
、 次の よ うに 、 truncated・correlation・function（ゆ らぎの 相関）が 、 2 つ の ス ピ

ン が離れ て も0 に減衰 しな い こ とが わ か ります 。
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0≠

・

Pσφ鰍レ
，

舅
23

ー鯨
　

o◎譜

短距離 の 相 互 作 用 を持 つ 物 理系 で は 、 ゆ ら ぎの 相 関 は 減衰す る の が 普通 で す。 どうも

砺 は こ の辺 りか ら責め始め れ ば 、
ぼ ろ を出 しそ うに思 わ れ ます。

　こ こで突如 として
一

般論 に移 ります。 無限系 の状態は 、 pure漁 胎 と呼ば れ る もの と 、

そ うで ない もの に分 け られ ます 。 詳 しい 話 は しませ ん が 、 物理的 に意味が ある の は pure
state で ある と され て い ます 。　（御存知 の よ うに 、 有限 自由度 の 統計力学 に も pure　state

，

mixed ・state とい うの が で て き ます。 しか し、 今導入 した pure と い う概念 は 、 通常 の もの

とは 区別 して 、 無限系で の み意味 を持 つ もの と思 っ て くだ さい 。 　（もち ろ ん 両 者 に関 係

は あ ります 。 ））あ る状 態が pure　state で あ る こ とは 、 任意の Ioca1　operators 　A ，　B に つ い

て 、

ω（A β∂− CD（A ）ω（B ＞→ 0
， 　 as ビ1→ 。 。

とい うclustering 　propertyカ
s成立 す る こ とと同値 で す 。　（実は こ の 辺 も超厳密 に い う とや

や こ しい の で すが ．． ） こ こ で Bi は 、　 operator 　B を格子点 iの とこ ろ ま で平行 移動 し た

もの で す。

忙 しい で すが 、 再 び例 題 に戻 っ て 、 検討 して み ま し ょ う。 上 で 見た ゆ ら ぎの 相関の ふ

る まい は 、 状態 媽 が pure　state で は な い こ とを表 して い ます 。 こ こで 、

IG… ndS ・・t・〉・

右・・1　＋・…）… m ・”・・r・ecti・n・

とい う表式 を用 い て 、 状態 偏 の 定義 を具体的に

・O（［・） ・

麦。胤
（〈911＋ 〈q21）A （1ψ1＞＋ 1eρ2〉）・ （・・  ・… ）

　　
・

麦、翫 〈ψ11Alq1 ＞＋〈921A1ψ2〉・ ・R ・（  ゆ・〉）・（・・禰 ・・ ）

と書 き直すこ とが で きま す。 注 目し た い の は最 後の 行 の 第 3 項 で す。 g とA が 2 つ の

N6el　states で あ っ た こ とを思い だせ ば 、 行列要素 〈qllA　lq2＞が 0 で ない た め に は 、　A は

L 個 の ス ピ ン を全 て 反転 させ る 演算子 に な っ て い な くて は な りませ ん 。 とこ ろ が 、 上 の

極限 で は 10ca1　operator 　A を固 定 して 、　 L を大 きくする わ け で すか ら、
この 行列要素は 必

ず消 えて し まい ます 。　（こ の よ うな状 況 を標語的に 「L が無 限大の系 で は 、 状態 ψ、
と

帖 は異な っ た super 　selecdon 　sectors に属する 」 と表現 する こ とが あ ります 。 有限 系の 選

択則 （selection　rule）は 、
ハ ミル トニ ァ ン の 持 つ 何 らか の対称性 か らで て くる わけで すが 、
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超選 択 則 （super 　selection　rule）は無 限 自由度 の た め に 生 じる もの で す。 異 な っ た super

selection　sectors の 間 を結ぶ 10ca1　operat （rrは全 く存在 しな い とい う極め て 強 い 選択 則 に な

っ て い ます。 ）結局

ω 1（A ）＝   〈ψ11A ゆ1＞＋ （C。rTecti・n），　 ap（A ）＝ Hm 〈ip21Aゆ2＞＋ （。・π ecd ・n）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L → ・ 。　 　 　 乙 → o。

と い う状態 を用 い て 、 状態 偏 は

　　　　　　　　　　　　　tDe（・）・

圭｛ω 1⇔ ・ 啄 ）｝

の よ うに分解で きる こ と に な ります。 こ こ に現わ れ た a）i とa｝， は 、 前節 で 議論 した無 限

系 の 2 つ の 基底状態 に他 な りませ ん 。 もちろ ん 傷 とtk｝z は pure　states で す 。

一般 に pureで な い 状態 ω は 、

ω（．） ＝ Σρ‘ωK．）， 　ρi＞ o
　 　 　 ‘

の よ うに pure　states の 線型結合 に分解 で きる こ とが 知 られ て い ます。　（こ こ で の 和 は 、

無限和 、 ある い は積分 に な る こ ともある 。 ）

以上 の こ とを標語 的に まとめ て お くと

1　 物理 的 に 意味 の あ る無 限系の 状態 は pure　state で ある 。
　 pure　st蹴 で は 、 ゆ ら ぎの 相

関が距離 とと もに減衰する 。

2　 pureで な い 状態 は 、　pure　states の 和に分 解 で きる 。

とい うこ とで す 。

　有 限系 の 計算機実験の 結果か ら如何 に無 限系で の 情報 を 引 き出すか と い う始 め の 設 問

へ の 答 えは 、 「基底状 態で の 相 関関数 の 挙動 を 調べ る こ とで
、 そ の 無 限体積極限 が

pureに な る か 否か を調べ よ」 とい うこ とに な ります 。 多 くの 計算機実験家 は
、 言わ れ な

くて も、 こ うい うこ とを実行 して い ます。

　連続的な対称性が破 られ る場合 に も、 事情は （よ り複雑で 難 し くな りますが）同様 で

す。 た とえば 2次 元 の 正方格子 上 の 標準的 な反強磁性 の ハ イ ゼ ン ベ ル グ模型で は 、 S ≧

1 の 場合 に 長 距 離 秩 序 の 存 在 が 厳 密 に 示 さ れ て い ま す 。　 （8．1 節 参 照 。 ） し か し

Marshal1−Lieb−Mattisの 定理 に よれ ば 、 有 限の 大 きさの 正 方格 子 y の 上 に定 義 され た モ デ

ル の 基底状 態は 唯
一 つ で 、

一
切 の 対称性 を破 りませ ん 。 こ の 基底状態 を iOv＞ と書 く こ
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とに し まし ょ う。 長距 離秩序 の存在 の厳 密証明 に よ っ て わ か っ て い る の は 、 y に よ らな

い 定数 c ＞0 が あ っ て 、 任 意の V に つ い て

（− 1）1らll〈0γ1（Sず S∫）IOγ〉 ≧ c ，　　fbr　any 　i， ノ

が 成立する とい うこ と で うす 。

　こ こ で 無 限系の 状態 ω を

a）（A） ＝ 　Hm 　＜ OvlA　iOv＞
　 　 　 M → ・・

と定義する と ・ 上 の 関係 とω（Si）＝ （0，0，
　O）か ら ω が pure で な い こ とが わ か ります 。 で す

か ら ω は pure　states の 和 に分解 さ れ る こ とに な ります 。 　 mixed 　state で あ る ω は 、 回転対

称性 を破 りませ ん が 、 分解 に よ っ て得 られ た pure　state は 、 対称性 を破 る は ずで す 。

　こ の 場合 の 分解 は 、 立体角 をバ ラ メ ター に して 、

CD・… 右∫觀 ・

とな る と期待 され ます 。
こ こ で ％ は 、 ス ピン が Ω 方向 に 向い た様 な状態 で 、

‘

　 　 　 　 　 　 　 　 l

tDQi（S　i）
＝ const ・（− 1）Ω

を満た します。 残念 な が ら 、
こ の 事実の 証 明 は まだ な い よ うで す 。 さ らに 上 の 分解 に 登

場する pule　state ωb は 、

ΩSΣ
i

→鼠
丿

SΣ
 

＝妬

とい う磁 場の 入 っ た系 の （無限系で の ）基 底状態で
、　 （無 限体積極 限の 後 に ）磁場 h を

0 に する極限 を取 っ た もの と一
致する と予想 され ます 。

こ の よ うな極限 で 得 られ た状態

（お そ ら くは pure　state）が 、 対称性 を破 る こ とが 証明で きれ ば望 ま しい の で すが 、
こ れ

もまだで きて い ませ ん 。
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