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　水の 中を重力で 落ちる粒子 の 挙動 を 21 世 紀の 科学は完全に 予言で きる か 、 あるい は こ

ん な古典的な現象で も現代の 科学は 完全 に解明で きて い な い の か ？ こ の 現象を重力だけで

水を無視 して 考え ると 、 粒子は加速運動するこ とが 分か る。 しか し実際に は粒子は ある程

度の 速度で ほ とん ど一定に 落下する 。 速度に 比例する よ うな水の 抵抗力 を考 えれ ば こ の

振舞は定性的に記述で きる 。 しか し更に現実に は 、
こ の抵抗力が まわ りの 粒子全て の 影響

を持 つ ため 、多粒子系で はそ の挙動は複雑で ある 。 「流体を直接数値計算して し まえ」と

い う立場 もあるが 、こ こ で は 流体の 粘性が 支配的な状況で ある Stokes 近似に徹底 的に こ

だわ り、 それ 以上 の 人工 的な 、ある い は 仮想的な近似 を排 し出来 るだ け妥協せ ずにその

性質を実感したい 。 その 正確な数理的な情報を得 るた め に数値計算を使お う、とい うの が

本論文の 立場だ 。 物理 の カ リ キ ュ ラ ム の 中で 「流体力学」は大 きく取 り上 げ られ ない し、

microhydrodynamics と翼乎ば れ る粘性流体中の 多体問題 は 通常触れ られ ない 。 専 門の 異な る

研 究者に こ の microhydrodynamics の 面 白さと難 し さも併せ て 紹介した い
。 こ の 論文は 半

分 は （独断や偏見に満 ちた）レ ビ ュ
ー

で 、 半分は最近の 私の 仕事の 紹介で ある 。 こ こで 紹介

する計算手法は流体力学に 限らず
一

般の 多体問題 に応用可能で ある と期待 し、「多体問題

の 数値解析 」 とい う広 い frameworkを示唆す る 。　Stokes流れの 多粒子問題 に興味の 無い 方

もこ の 手法の 応用 を少 し考えて 、もし使えそ うなら是非チ ャ レ ン ジ して欲 しい 。 こ こ で は

もっ とも単純な 、
つ まり高級な技巧を使 っ て い ない 計算道具を議論して い るだ けで 、 Stokes

流れ の 多粒子問題 に対 してす ら面 白い 物理現象 へ の 応用は 示して い ない 。 本来私 自身が こ

の 道具を使 っ て物理 を取 り出 し尽 くした後に 「ど うだ 、 まい っ たか 」とい う論文を書 くべ

きな の だが 、逆 に 読者に チ ャ レ ン ジす る space が残 っ て い る 、と挑発 して お く。

d 本稿 は 、編集部の 方 か ら特 に お 願 い し て 執筆 し て い た だ い た 記事 で あ る
。
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こ とわ り

　これは 「物性研究者の ため の 計算手法入門」 とい うシ リーズ の一編 で あ る 。 シ リーズ 開始 に当た る 「物性

研究」74− 1（2000−4）p．1 「は じめ に」 とい う文章に、「モ デ ル を作る段階だけで な く、こ れ まで軽視され て

きた 実装時 の know−how を供す る こ とが （少 くとも）
一

つ の 目的で ある」（意訳）とあ る 。 この 論文 で は一
歩

踏み込ん で 、モ デ ル 作成 （物理的思考）とモ デ ル 実装
’3

（数値的試行）の 結合 に よ っ て 見え て 来 る 何 か を 、こ

こ で 議論す る Stokes流 れ の 多粒子系 の 流体力学 （microhydrodynamics ）に対 して 示 したい 。 そ の 意味か ら 、

「microhydrodynamics の物理 」と 「micrQhydrodynamics 計算手法」を同程度に まとめ ようと思う 。 つ まり 「計

算手法入門」 シ リ
ーズ で あ る が、問題の物理 的側面 を意識的 に 議論す る こ とを最初 に 断 っ て お く。 さ らに 最後

で は特定の 問題に よ ら な い 一
般的 な framework と して の 「計算手法」 を展望 した い 。

　そ れ か ら言 い 訳 に近 い 「こ とわ り」 を一一
言述 べ る 。 以 下 で 私は随分 と偉 そ うに書い て い る が、実 は それ らは

偉い 先生による正 しい 事柄の系統的な教育に よ っ て 獲得され た もの で は な く、私が勝手に自分の必要に応 じて

独学 で寄せ 集 め た 知識 で あ り、的 は ずれな点 や素人的な詰め の 甘 い 部分が多くあ る と思 う
’4。こ うい う視野 の

狭 い 認識や 間違っ て い る か もし れ ない 事柄 も、しか し敢えて あ か ら さ まに 書 こ う と思う。 識者の 方々 （に 限 ら

ず 、 読者の み な さ ま）の コ メ ン トを切 に期待 します。

　こ の論文 の 構成 は 以下 の 通 りで あ る 。 まず 1節で 背景と こ れ まで の 研究 を、主 に理論 に重点 をお い て 概観

す る 。 2 節 で は こ れ まで の数値計算の研究を概観す る 。 3 節 で 私 の 最近の 数値計算に関する研 究 を 紹介す る 。

4 節 で 未解決 の 問題 と今後の課題 を述 べ
、 5 節 で ま とめ る 。

1　 microhydrodynamics

　最 初に こ の 論文で 議論 する 「microhydrodynamics 」 とい う用語 を定義する。 こ こ で は多粒子系

を議論す る 。 その 粒 子 は分 散媒質を連続体 、つ ま り流体 と して扱 え る程に大 きく、そ の 粒子 を

取 り囲 む流体 の 影響が 効か な い ほ ど大 き くは な い 、つ ま り流体抵抗が 重要で ある程度 に 小 さ い

とす る 。 粘性 が 支配的な状況 で の 流体 に分散 した suspension と呼ば れ る 多粒子系の 流体力学を

microhydrodynamics と呼ぶ 。 こ れ は応用 数学や Chemical　Enginee  ng の 分野 で 活発に研究 され

て い る 。 こ の 分野の 研究 に は既 に 幾 つ か の 成書 も存在す る 。 私の 知 っ て い る範囲で は
“Cottoidal

l）ispersions”

［80］や 、 そ の もの ずば り
“ Microhydrodynamics”［50］が ある 。 前者は 理論 と実験 に詳

しく、後者は数値解析に詳 しい 。

　私の個人的な microhydrodynamics へ の 入口 は
、 流動層 （fluidized　beds）で あ っ た。 流動層は 、 粉

体とよばれ る砂粒 くらい の粒子 を容器に入 れ、容器の 底 か ら空気や 水な どの 流体 を上 向きに流 し

込むこ とで 流動化 した層 の こ とで ある。大学院に 上 が っ た時に
、

こ の 流動層 の 粒子 ス ケール で の振

舞 を研究す る こ とにな っ た 。 普通の 意味で 流動層 は suspension と言 うに は粒子の サイズが大 き く、

’3
「実 装 （implementation）」 とい う日本 語 は jargonで は ない か 、との 指摘 が あ っ た。　programming や algorithm の 日本

　語 の 書籍 に は 広く使わ れ て い る。本 論文で は、「概念 （algorithm ）を具 体的 な形 （program）に す る」 とい う程度の 意味

　 に用 い る。「机上 の 空論 」 とい う言葉 があ る が 、「実装 」は 大事 だ。
’4

物理屋 は 基本 的 に 素人 で あ る とい う言 い 訳 を、あ くまで 言 い 訳 とし て準備 して い る。こ うい うと大 変語 弊が あ る が、

　書 い た い の は 「何で もい い か ら分 か らない 問 題 を持っ て 来て 見 ろ 、解い て や る か ら」 とい う気分が 物 理屋 さ ん に は 少

　か らずあ る よ うな気が する。そ の 尻馬に 乗っ て し まえ、とい うこ と。

一 586 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

Microhydrodynamics　of　colloidal 　suspensions

流れ を特徴付 ける Reynolds 数 も一般的に小 さくない 。そこ で まず粘性が支配的 な状況で 理解出来

る と思 われる流動化 が始まる辺 りの 挙動を考えは じめ た 。 粒子は詰ま っ て い るが す き間は空 い て い

て 、 そ の 間を流体が 流れ る 。 流速がある値に達する と、詰まっ た粒子が 流体で 吹き上 げられ て流動

化する こ とは誰 で も分か る 。 定量的に こ の 振舞 を理解する には、詰まっ た粒子の 間を流れる流体の

動きと
、 そ れ が 粒子 に及ぼ す影響 を特定すれ ば終りだ と思 っ た 。 球の まわ りの 流体の 流れ と い う基

本的な 問題は流体力学の 教科書をみれ ば絶対載 っ て い る と当時は思 っ た 。 しか しこ の 考え方は当然

甘か っ た 。 お か げで 今に な っ て もまだ ドロ ドロ と研究 して い る訳 だ 。

　以下 で は
一
般の 物性物理 研究者には馴染み が薄 い で あろ う microhydrodynamics に つ い て 、その

位置付け と こ れ まで 行わ れ た研究 を概観する 。

i．1　位置付け

1．IA 　 流体 力学

　流体は圧縮性の 有無で 「圧 縮流体」と 「非圧縮流体」に分けられ る 。 非圧縮流体 は Navier−Stokes

方程式で 記述で きる
’5

。 Navier−Stokes方程式は非線形なため 、
一

般 に解析に は様々 な困難がある 。

しか しそれゆ え Navier−Stokes方程式は多 くの 面白い 現象をは らみ 、 数多 くの研究を生ん で い る 。

別 の 分類 と して 粘性 の 有無で 「粘性流体」と 「完全流体 （perfect　fluid）＝ 非粘性流体 （inviscid　fluid）＝

理 想流体 （ideal　fluid）」が 分けられる 。 完全流体は渦度が保存され るため、更 に 渦の 有無に よ り 「渦

運動」と 「渦無 し運動」に分け られ る。完全流体に 関 して は 「流体力学」と名の付 く教科書に は もれ

な く記述が ある。 しか し完全流体に はい わゆ る d’Alembertの パ ラ ドク ス が ある 。
つ まり、 完全 流

体の 中を等速運動す る物体には抵抗が働か ない の で ある 。 したが っ て 流体抵抗が重要な我 々 の 目的

には使い もの に な らな い
。 流 れ を特徴付ける 無次元量 Reynolds 数が無限大の 状況が こ の 完全流体

に対応 する 。 逆の 極限、つ ま り Reynolds 数が ゼ ロ の 状況が こ れ か ら議論する microhydrodynamics

の 舞台で あ る Stokes 近似である 。 そ こ で は粘性が支配的で あ り、 また Navier− Stokes方程式は 線

形化 され る
。 完全流体と は 対照的に 、 Stokes流れ の 教科書 レ ベ ル の 記述は非常 に限られ て い る 。

　以 下 で 議論す る の は Stokes近似 、
つ ま り microhydrodynamics で あるが 、 最後 の 4．2 節で は

一
般

的な文脈で 議論 を行 う。 そ こ で は具体的な系 と して vertex 　dynamicsと bubbly　liquidsを簡単に紹

介する 。 前者は 「完全流体の 渦運動」、 後者は 「完全流体の 渦無 し運動」 に近 い 領域で あ る 。

1．1．2　流体 力学と統計力学

　今か ら約 100 年前の 20 世紀初頭 Einsteinが行 っ た流体力学 と統計力学の境界領域で の研究 （と

い うよ り、 統計 力学誕生 前後の 流体力学か らの ア プ ロ ー
チ）は microhydrodynamics の先駆的な研

究 と言 える 。 ブラ ウ ン粒子 、つ まり媒質であ る水などの流体分子 よ りも大きな粒子の 運動に対 し

’s
こ の 言 説 は 私 が 流体力学の 非専門家だか ら 言 え る 。 細 心 の 注 意 を払 うな らば 「非圧 縮 Newton 流体 の 支配 方 程式は

　〔非圧 縮 ）Navier−Stokes方程式 で あ る 」 と すべ き との 助言 を頂 い た 。
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て、その 拡散係by　D と抵抗係数 γ に 関する い わ ゆる Einsteinの 関係 と呼ばれ る もの を示 した 。

　 　 kTD
＝ 一

　 　 γ
（1）

こ こで k は Boltzmann 定数、　T は流体の 温度で ある 。 こ の 式は揺動散逸定理の 最初に示され た
一

番簡単な表式で ある 。 つ ま り温 度 τ の 分散媒質で ある流体が Brown 粒子に及ぼす乱雑な寄与で あ

る熱揺 ぎと、同 じ流体の 系統的な寄与で ある抵抗力を結ぶ 関係である。後者 、
つ ま り流体の 抵抗力

が こ こ で 議論す る物理 量その もの で あ り、micrehydrodynamics は統計力学と流体力学の 間にあ る

学問 と言える。

　実 は Einsteinの microhydrodynamics へ の 寄与 は こ れだけに とどまらず、　suspension の rheology

に関する先駆的な仕事も同時に行 われ て い たこ とは注 目に値する 。 こ れ に関 して は 12．6 節で 議論

する。

1．1．3　流体 力学の中の microhydrodynamics

　先 に microhydrodynamics を統計力学 と の 関連 を見た 。 そ こ で は 媒質で あ る 流体 は媒体で ある粒

子に ラ ン ダ ム な力と系統的な力を及ぼす こ とをみ た 。 以下 で 我 々 が議論 して い くの は 、 こ の うち流

体 の 系統的な寄与で ある 抵抗で あ る 。

　現在 microhydrodynamics を勉強 し よ うと した時 、 そ の 主な 内容は残念な が ら教科書 の 類に は無

く、直接論文に あ た る必要が ある
“6

。 粘性流体 、 特に Stokes近似 に つ い て も伝統的 な教科書で は

Stokes抵抗 に簡単に触 れ て ある程度で ある 。 しか し世界的に見る と状況は一変す る 。
　Oseenの本

’7

は見 た事が ない が 、 Lamb の 辞典 の よ うな本 ［61］に は詳 しい 記述 があ り、 特に球面調和関数に よ

る Stokes流れ の
一

般解 は最近 まで広 く使われて い る 。　Ladyzhenskayaの 数学的な本 ［60］も Stokes

流れ に大部 を割 い て お り、 その 積分方程式の 定式化 は重要だ。 ある意味で microhydrodynamics の

生み の 親 とも言 える Batchelorの 本 ［4】は粘性流 を大きく取 り上 げて お り、 流体力学の 教科書 と し

て斬新で あ っ た 。 S亡okes 流れの 当時の 集大成 的な Happel＆ Brennerの 本 ［341 もある 。 最近で も

Ladyzhenskayaの Stokes 流れ の 部分の 現代版と言える Pozrikidisの 本 ［78］や 、　Happe1 ＆ Brenner

の 現代版 と い うべ き Kim ＆ Karrilaの本 ［50］も出て い る 。

　振 り返 っ て 日本で は近年 こ の 分野の 研究者が少い 事 もあっ て か 、 完全 に 取 り残 されて い る よ う

に感 じる 。 まる で 「Stokes流れ は古い 」と い う標語で もあるかの ような状況 だ。 しか し昔は 日本

の 研究者は こ の分野で頑張 っ て い た よ うで あ る 。 実際に以下 で紹介する Hasimoto（1959）［35］や

Jeffrey＆ Onishi（1984）［46｝は現在で も頻繁 に引用 されて い る重要な仕事で ある
’8

。 また Hasimoto

＆ Sano（1980）［36］の レビ ュ
ーには こ の 分野の 日本の 研究者の活躍 を読み とる こ とが 出来る 。 教科

書にお い て も今井功 「流体力学 （前編）」［102］は 、そ の は しが きに 「粘性流体力学の 基礎 的な部分」

而 こ の こ と は 非常 に大事だ。「教科書 」 と い う formatはその 記述 に 対 す る懐 疑を 薄め て し ま い 、そ こ に存在する本当の

　問題 を 認 識で きない と い う弊害 を持 つ 。本論文 は 出来る だ け読 者が 疑問 を は さむ余 地 を意 識的 に残 した つ も りだ 。

＊7C ．W ．Oseen （1927 ）、　Hydrodyuamik　Leipzig：Akad．　Veriag．
’S

「引用 さ れ る 仕事 が よ い 仕事で ある 」 と い う statement が真か どうかは 自明 で はない が。

一 588 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

Microhydrodynamics　of　colloidal 　suspensions

を書く事が 念願で あ っ た とある通 り、そ の 最後の 第 9 章 「おそ い 流れ」は ユ ニ
ー

クで ある 。 そ こで

は本論文で扱う Stokes 近似 に と どま らず Oseen近似 も含め た粘性流体 の 統
一

的な記述 （また完全

流体の 理論 と も統
一

的な記述）が展 開され、私の 視野の 狭 さを痛感 させ られ る 。 当初二 冊構成の 前

編で あ っ たため か 、かえ っ て こ の 第 9 章が際だ っ て見 える 。 日本物理学会 50周年を記念 して 書か

れた 「ある流体物理屋 の 軌跡」［103］に も、 非乱流 の 流体力学にお ける活発 な研究が読め る 。 現在

の 状況 を想像する と 、 今の 偉 い 人 はそ の 昔の 若い 人 で あっ て 、昔の 偉い 人 とは違う仕事を しようと

した 、 そ の 結果な の か もしれ な い
’9。な らば今手薄に な っ て い る Stokes流れ や そ の 周辺 に 、 今の 若

い 人 は踏み 出 して もよ い の で は な い か （い や 、踏み 出すべ きだ）。

1．2 　こ れ までの 研 究

　Stokesらが流体力学を作 っ た後 に、先に見たように Einsteinが 20世紀初頭に microhydrodynam −

iCSの 先駆的な仕事を行 っ た こ と を見た 。 当然その 後多 くの 研究が 行わ れ 、 結果は蓄積 され て い っ

た 。 例 えば Happel ＆ Brenner ［34］を見 る とその 蓄積 され た多くの 結果が伺 える 。 以 下の 概観で 分

か る よ うに 、70 年代に Batchelorが こ の 状況 を
一

旦 ま とめ あげ 、 現在の microhydrodynamics の 基

礎 を作 っ た と言 える
喰10

。 その 後 も更に知識は蓄積 され て い る 。 言 っ て み れば今は pest−Batchelorの

時代 と言える 。

　こ こで は microhydrodynamics の 理論的な研究を、 私の 知 っ て い る仕事に限 っ て簡単に概論 して

お く。 これ は全 く不十分だが無 い よ りは ま しだ ろ う。 た だ しこの論文は外国語で書か れた教科書の

翻訳で は な い の で人 の 論文に書 い て ある こ とを翻訳 した りせず 、 基本的に私な りの文献の紹介に と

どめ る 。 不用意 に孫引 きせ ず、興味あ る文献には是非直接あた っ て頂 きた い
＊ 11

。 私が 実際に copy

を持 っ て い て 少 くと も目を通 した文献は最後の 参考文献に 挙げ、持 っ て い ない ため直接内容 は確認

で きな い が重要か も知れ ない 文献は脚注に reference を記 した。 また出来る 限 り論文 の タ イ トル も

付 した 。

1．2．1　 問題 の特定

非圧縮流体 の 支配方程式 は Navier−Stokes方程式で あ る。

ρ｛∂μ ＋ （u ・▽）麗 ｝＝ 一▽P ＋ μ▽
2u

， ▽ ・u ＝0 （2）

こ こ で u は流体の 速度 、 ρ は密度 、 p は圧 力で あ る 。 無次元 化す る と以下 の ように なる 。

Re｛∂fa ＋ ＠ウ）a｝＝ − eρ＋ v2a （3）

‘9
こ の 点に 関 し て 識者の 方か ら 「日本の 研究者は 1980 年前後の computer に よる数値解析 の 波 に乗る こ とを潔 しと し

　 なか っ た （粘性 流 の 研 究 は解析計 算 に こだ わ っ た）とい う背景 もある」 と伺 っ た。
率 10

　G ．　K ．Batchelor 氏 は 2000年 春 に 亡 くな られた。彼 に 関 して は、例えば H ．　E．　Huppert［381を 参照。
川 私 自身もあ ま り人 に 言 えた 義理 で は ない 。特 に 流体の 研 究 は 過去 をた どる と切 りが 無い とい う側面 は あ る。
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ここで Re は Reynolds 数 と呼ばれ る 無次元量で 、特徴的長さ L 、特徴的速 さ U 、流体の 動粘性率

v ＝ μ1ρ を用 い て次 の よ うに定義 され る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 LU
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Re ＝ 一

　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 γ

Navier−Stokes方程式の 厄介だが 面白い 部分は左辺 の 慣性項に含まれる移流項の 非線形性で ある 。

乱流の 研究 は こ の 非線形項に よ る 複雑 さ の 研究 と言 っ て よい
。

　遅 く（U → 0）、小 さ く（ム → 0）、高＊占性 （v → 。。）の 極限で は Re → 0 となる 。　microhydrodynamics

の micro とは こ の 「小 さい 」こ とに由来す る 。
こ の 時 Navier−Stokes方程式 （2）は次の ように なる 。

　　　　　　　　　　　　　　　  ＝ 一▽ρ ＋ μ▽
2u

， 　　　▽ ・u ＝ 0 　　　　　　　　　　　　　（5）

　こ の極限が 満た され る近似 を Stokes近似 と呼ぶ
’ 12

。 こ の 近似で は Navier−Stokes 方程式の 面 白 さ

　が根 こ そ ぎ無 い の で 、乱流 に興味を持 つ 研究者は興味が な い だろ う。 見る と分か る よ うに 方程式

　は線形で あ り、ほ とん ど Laplace 問題 で ある 。こ こ で 再び先程の 問 い をあえて 繰 り返す；本当に

　Stokes流れは古 くて 面白 くな い の か ？ こ の 問 い へ の 答え、つ まり microhydrodynamics が 自明で は

　ない
一

つ の 例 として カ オ ス との 関連を紹介する 。 Stokes 流れ の 多粒子問題が カ オ ス を示すこ とは

　こ れ まで 暗黙 の うち に 認 識 され て は い た が 、最近 Jtinosi　et 　al ，（1997）［42］に よ り明確 に示 され て

　 い る 。

　　私が流体力学の 非専門家で ある 長所 を活か して
、 以下で は こ の Stokes近似 を出発点に して議論 を

　行うこ とにする 。
つ まり（5）式で 表され る 問題の 数理 を研究する とい う立場 に たち 、 Navi6r」 Stokes

　方程式の 近似 とし て の Stokes 流れ とい う立場は こ の 論文で は 棚上 げす る 。
こ の 私 の 手に負えない 棚

　上 げ した 問題 は 「議論 の 余地」と して こ こ に列挙す る に とどめ る 。 Reynolds数が小 さい と い う Stekes近似 の

　条件 は 見 て い る現象の 空間ス ケ ール L が相対的に小 さい こ とに対応す る。 しか しこ の 近似 で大きな 、 例えば

　以 下 で 議論す る よ うな無限 空 間の 流 れ を 議論 し て い い の か 、とい う疑問 は 存在す る 。 実際 2 次元 で は point

　forceの 寄与が 11rで は なくlogr とな り、広 い 空間にその まま適用 で きない （Stokesの パ ラ ドク ス）。　Reynolds

　数を small 　parameterと して Navier−Stokes方程式 を展開する試み は、比較的低次で破綻す る こ と が知 られ て

　い る
拿13

。 Navier」 Stokes方程式 の 慣性項 の うち時間微分項 を残す場合 は 、線形性か ら時 間 を Fourier変換 し

　て 形式上 は Laplace問題 か ら Helmholtz 問題 に 移 る ように 対応 で きる 。 残る 移 流項 を 遠方 の 流れで 線形化す

　る Oseen近似も昔か ら議論され て い る 。 こ の Stokes近似 の Navier−Stokes方程式と の 関係 の ill−pesedness が

、Stokes近似 の 解析 の 様々 な困難 に 関係 す る か も しれ ない とい う疑問 は 、 少く と も以下での 議論で は杞憂で あ

　る。 例えば沈 降速度 や Brownian　dynamicsの発散の 問題は 、この ill−posednessと は無関係 で あ っ た 。

　　線形の問題で は point　forceが作る解は Green 関数 とよばれ、解析上極めて重要で ある ［105，
106］。

　つ ま り線形性 か ら point　forceの 重 ね合 わせ で 任意の 解が構成で きる 。 今の 場合速度場の Green関

　数は Oseenテ ン ソ ル J 、 あ る い は Stokesletと呼 ばれる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・’・（・・
− 1（6i、 ＋ 等）　 　 　 　 ・・）

’ 12Stokes
近似 を、（5）式第一

式左辺 に p∂tU を残 し た もの に 、つ まり非 定常 に 対 して 使う慣習 もある （例 えば 今 井功 「流

　 体力学 （前編 ）」 ［102】の §68）。しか しこ こ で は本 文の 意味で 用い る 。

申t3
例 えば 佐 野 理 「連続体 の 力 学」 ［104］の p．151 を参 照 。
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こ こ で δり
は Kron  kerの deltaで ある 。 本論文で はス カ ラ

ーは roman 体 （p）、ベ ク トル は bold体

（の 、テ ン ソ ル は sans 　serif 体 （J）で、ベ ク トル やテ ン ソ ル の Cartesian表示の 要素は roman 体に下

付き添字で 指数を付けて （ノ，∫）表す
＊ 14

。 そ こで繰 り返 され た指数に対 して は Einsteinの 規約 を適用

する 。
つ ま り繰 り返 され た指数に対 して 和 を取 る 。 原点にあ る強 さ f の point　forceが場所 r に作

る速度場 は こ の Oseen テ ン ソ ル を使 っ て 以下の よ うに書ける 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　　　　　　　　　　　　　　
Ui（「）＝祕 ・（「）fj　 　 　 　 　 　 （7）

注 目 して 欲 しい の は 11rの 依存性を持つ こ と 、
つ ま りあ る場所の point　forceが作る速度 へ の 影

響は長距離に 及 ぶ
。

こ の 11r の 依存性は Laplace問題 との 類似性 に よ る 。 また重力多体系や 電子

系 との 類似性 を示唆 する 。 有名 な、そ して Stokes 近似の 非専 門家 に も知 られ て い る Stokes抵 抗

F 　＝ 　6πμaU は 、無 限 に広が っ た粘性率μ の 流体の 中に孤立 した半径 a の 剛体球形粒子が速度 U で

動 く時 に流体 に 及ぼ す抵抗力で ある。こ の 抵抗力は粒子表面 で の 力密度を積分 した もの に他な ら

ず 、 それ ら の 力 は それぞれ 11r の 強 さで 周 りの 流体 を乱 して い る 。 他の 粒子が周 りにある状況で

Stokes抵抗 を何 の 抵抗 も無 く使 っ て は い けない
’ 15

。

1．2．2　粒子間相互 作用

圏 1 体問題 　以上から流体の 中にある物体は 強 く相互 作用 して い る こ とが分か っ た 。 次 は こ の 相互

作用 を具 体 的 に 特 定 した くな る 。 こ ん な に 明確 な問題 設定 は な い
。 1体 問題 で あ る Stokes抵 抗が

分か っ た の はは る か昔で あ り、誰 もが前々 世紀 （とは 19世紀）に ど ん ど ん 解かれ た の で は ない か と

想像す るだろ う。 しか し状況は その よ うに甘 くはなか っ た 。

　 解の
一意性か ら 、

一旦見付かれ ばそ の 解の 出自は問われ な い
。 1体問題が厳密に解けたの は 、 実

は 問題が 高い 対称性 を持 っ て い たため極め て 簡単な表式で 解が書けたお かげで ある。 実際 1 つ の 粒

子が作る速度場は （6）式の Oseenテ ン ソ ル の 粒子中心 で の 多重極晨 開の 0 次と 2 次の トレー
ス の 線

、形結合で 尽 きて い る 。

　　　　　　　　　　　　　　　u ・・）一萼1（1 ． 虻▽
・

　　 6 ）・ の ・・ 　 　 　 …

こ こ で 表記 に 関 して 注意 して お く。 Green 関数は
一

般に （相対）空間に依存 し、多重極展開で は その

Green関数の 空間微分 の微分係数が瀕出する 。 微分する変数 （例 えば r）とそ の微分係数を見積もる

場所 （例えば s）の 間の 混同を避 けるため 、 本論文では以下 の よ うな表記を一
貫して用 い る 。

　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 　　 　 　 ∂
　　　　　　　　　　　　　　　　　［▽iJ］（∫）：＝ 　− J（r）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂ri　　 r≡s

（8）式は実際 に lrl＝ a で u ＝ U を与える 。 残念 なが ら 2体問題やそ れ以上 の 多体問題に は こ の よ う

な偶然は な く、多重極展開で 頑張 っ て も無限級数になる 。 こ れはそ の 相互作用が本来粒子 の 表面全

曠143 節 で はベ ク トル をモ
ー

メ ン トテ ン ソ ル に
一
般化する が、そ の 際モ

ー
メ ン トは 勿 の よ うな筆記 体、モ ーメ ン トとモ ー

　 メ ン ト を関係付け る行 列は M の ような筆 記体 を用 い る。
d5

第ゼ ロ 近似 と して 当た りをつ け る に は悪 くない 。しか しそ こ に 多体効果と し て 有効粘性み た い な fitting　parameterを

　 安易 に 導入 す る こ とは、正 当化が 議論で きな い 限 りは 行 うべ きで は ない 。
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体に対する境界値問題の 解で ある こ とに由来す る 。 したが っ て 支配方程式は線形で ある が 、 2体問

題は単純 な 1体問題の 重ね合わせで は な い
。

■ 2 体 問題　2 粒子 問題の 歴 史を簡単 に振 り返 る 。 2 粒子 の 問題を解析的 に解 く方法は 各粒子 の 中

心で の極座標 （bi−polar　coordinates 、双極座標）を使 う方法と、2 粒子が接触する極限で の 漸近形 を

議論する lubrication　theory （例 えば 、　 O ’Neil1（1969）［74］）が ある
’16

。 剛体粒子の 運動の 自由度に

は 、 並進運動 と回転運動がある。並進運動に 関 して 、2 粒子の 中心間ベ ク トル （以下 単に 厂軸」と

呼ぶ ）方向に 平行 な、2 粒子 の 同 じ方向の 運動は Stimson ＆ Jeffery（1926）［89］が双極座標 に よ り

解析 し、Cooley ＆ O ’Neill（1969）［26pl7 力嗾 触時 も含め対応する scalar 関数の 値を計算 した 。 2

粒子の 反対方向の 運動は Brenner （1961）
ホ 】8

が公式を示 し、
　Cooley＆ 0 ’Nei11（1969）［25］が対応す

る scalar 関数の 値を計算 した 。 軸 に垂直方向の 運動 に関 して は 、同方向の 運動に対 して Goldman ，

Cox ＆ Brenner （1966）
卓 19

が 、 反対方向も含め て 0 ’NeilI＆ Majumdar （1970）【75 ，
76］が計算 した 。

以上 の 結果は Batchelor（1976）［7］の表 1 と表 2 に まとめ られ て い る 。 この 結果は粒子の 並進速度

と力の 一
般的な関係 を与え る 。

こ の記述 の レ ベ ル を本論文で は 「F バ ー
ジ ョ ン」と呼ぶ 。 粒子の 回

転に つ い て は 、 軸対称 の 問題 を Jeffery（19工5）［43］が双極座標で 、　Majumdar （1967）［66］が接触 時

に つ い て 解 い た 。 O ’Neill＆ Majumdar （1970）［75，76】は軸 に反対称運動の 並進 と回転に関 して 、双

極座標で の 解析 と接触極限を示 した 。

　こ れ らの 結果 を統
一

的 な形に まとめ上げたのが Jeffrey＆ Onishi（1984）［46］で ある 。 そ こ で は粒

子の並進速度 と角速度 と、粒子が流体に及ぼす力 と トル ク の 問の 線形方程式 （以下 こ の記述 レベ ル

を 「FT バ ージ ョ ン」 と呼ぶ）として mobility 問題 と resistance 問題 を定義 し、 対称性か ら少数 の

scalar関数で それぞ れ を特徴づ け る mobility 行列 と resistance 行列を書 い た 。
こ の scalar 関数の 粒

子間距離 r に関する 巾展開を求め るため に 、 2 つ の 粒子 の 中心で Lamb の
一
般解 ［34 ，

61］を用 い 、

こ の 極座標 の間の変換を使 っ て 係数に対する漸化式を導出 した 。 例 えば resistance 問題の scalar 関

数　xfi と xf2に つ い て は以下の V
。 ，p，q と P 。 ，p，q に対する漸化式

v・ ，p，q
・P ・，… 9

−

（

　　　 2n

η ＋ 1）（2n ＋ 3）書（∵ ）P ・…
一・… P−・

−1） （10）

煽 ・ 薯e：
5

）
〃

熟鵠号諾子
）
P ・，・9−・s・，・P−・＋1）

　　　
一餐許ll

’
蝓 ・囲 厂 2、　lildiSt−

i
4n2

（isili）
V

・，・9− ・
一・・，・P−・＋ 1） （11）

＊16
そ もそ もlubrlcation　theory の は じま りは Reyneldsで ある、と の コ メ ン トを頂 い た。0 ．　Reynolds（1886），　On　the　theory

　 oflubrication 　and 　its　application 　to　Mr．　Beauchamp　Tower’s　experiments 　including　an 　experirnental 　determination　ofthe

　 viscosity 　of　olive 　oil
，
　PhiL　Trans，　R の t　Soc．　A177，157．（reference は Lealの 本 ［62】によ る。）

’17Fax6n
の 法則 で 有名 な Fax6n の 直接 の仕事を 私 は あ ま り知 ら ない が、こ の Cooley ＆ 0 ’Neill（1969）［26】には Fax6n

　が 同 じ大 き さの 2 粒子の 接触時の 場合を反射法 （1．2．3 節を参照 ）で 解い た、とあ る ：H ．Fax6n（1927），　Z．　Angelit．　Math，
　 Mech．「7，79．
串18H ．Brenner（1961 ），　Chem，　En8，　Sci．16，242，
’19　A ・」．G ・ldm・n，・RS ．C ・ xt ・nd 　H ．B ・enne ・（1966），伽 配 ．　E。g．・S。i．・21，1151．
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を 、 初期条件 P
．，。，o

＝ V
，、，o，o

＝ δln で 解 い た解を使 っ て 、

xfi（・）一ΣΣ｛1 ＋ （− 1）P
・9
｝P吶 （争）

q

（雫）
9

　 　 　 　 P＝09 ＝O
（12）

　　　　　　　　　xf2（r ）
「『≒ΣΣ｛1− （− 1）P

・q
｝P ・，，，e（甼）

q

（宰）
q

　　　　 （13）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 P＝eq ＝0

となる 。 こ こ で 2 ＝ a21al 、α α
は粒子 α の 半径で ある。

こ の 巾展開 と Iubrication　theory の 結果 を

結合 させ て、粒子間隔 r の接触極限か ら無限大 まで統
一

的に表 した 。

　流体に流 れ が ある問題 の 中で も特に shear 　flowは応 用上 重要で あ る 。 こ の shear と stressletを

含 め た記述 の レ ベ ル を以下 「FTS バ ー
ジ ョ ン」と呼ぶ 。　simple 　shear 　flowの もと で の 解 は、同

じ大 きさの 2 粒子に対 して Wakiya（1967，
1971）【92，93｝が 、一般の 線形流で の 解 は、任意 の 大 き

さ の 2 粒子 に対 して 双極座標 を用 い て Lin　et　al ，（1970）［63］が、接触 した場合は Nir ＆ Acrivos

（1973）［70］が計算 した。Stokesian　Dynamics 　i去［16］（2．6 節を参照）が 開発 され た当時、　Jeffrey＆

Onishi（1984）［46】の 厳密解に shear の 影響が入 っ て い な い 事が 問題 とな っ た 。 当時は Arp ＆ Mason

（1977）［2．
3］に 1！r の 展開 と接触極限に つ い て 限 られ た展開次数で 解が 与え られて い ただけで あっ

た 。 FTS バ ーシ ョ ン の 2 粒子 問題は Kim ＆ MiMin （1985）［48］に よ り boundary　Collocation 法 を

用 い て数値的 に求め られ た （た だ し 2 つ の 粒子が 同 じ大 きさの 場合）。 その 後厳密な FTS バ ージ ョ

ン の 表式は Jeffrey（1992）［44］に よ っ て 完結 した 。 ちなみ に Jeffrey，
　Monis ＆ Brady（1993）［45］に

は pressureモ ー メ ン トを含 む表式 （FTS 　P バ ージ ョ ン ）に拡張 さ れ定式化が ある 。 こ こ で Jeffreyと

Kim ＆ Mi田 inで は ．
　FTS バ ー

ジ ョ ン の mobility 問題の 定義が違 う点に注意 に必要 だ。 また Jeffrey

らの 無次元化 と Stokesian　Dynamics 法 で の 無次元化 の 違 い に も注意 してお く。 陽に こ の 無次元化

の 違 い が問題 になる部分は無 い と思 うが 、 本論文では Stokesian　Dynamics法の 習慣に従う。

■3 体問題　3 粒子以上 で は問題の対称性か ら 、 行列や scatar 関数の
一

般形、境界 を特定する粒子

配置 の 指定の方法 も複雑に な り、 気合 い の 問題 に な っ て くる 。 しか し当然研究は存在す る 。 私の

知 っ て い る研究を挙げて お くと 、 Kim （1987）［49］と Clercx＆ Schram （1992）［24］がある 。 こ の よ

うに 2 体問題 の よ うな一般的な状況に対 する厳密な扱 い は 3 体以上 で は事実上不可 能で ある 。 こ

れ ら多体問題 を含む数値的なア プ ロ
ー

チ は 、 2節で 改め て 概観する 。

1．2，3　反 射法

　今ほ ど計算機の 性能が 高 くなか o ．た 時代 、多体相互作用 の 計算 は人間が行 っ て い た 。 反射法

（method 　of 　refiections ）は、手間 をかければ必要な精度の 解を計算で きるこ とか ら広 く用 い られ て

い た （例えば Happel ＆ Brenner［34］を参照）。　Kynch （1959）［52］に よる と こ の 反射法は、は じめ

Smoluchowski（1911）
’2°

が用 い 、　 Burgers（1942）
掌21

が そ の 精度の 改良を行 っ た とある 。 また 同 じ大

曠20M ．A．Smo】uchowski （191D．　B翼舐 A α 賀f．3c武，α ロω 鴎 1A，28．
°21J 、MBurgars 〔1942），　P ハoc ，　K．　IVed．　Akad．　Wet．43，307，425，625，
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きさの 2 球 の 軸 に垂直方向の lubrication　theoryを示 した O ’Neill（1969）［74］に よ る と 、 反射法は

上記に加え Faxεh（1927）
’22

と Burgars（1941）　
a3

の仕事が挙げられ て い る 。

　反射法は逐次法の
一

種で ある 。 mobility 形式 、
つ ま り粒子 に働 く力が分か っ て い る 状況で 粒子の

速度 を求め る 問題 に 対する反射法の 収束性 は Luke （1989）［65］に よ っ て 証明 されて い る 。 しか し

resistance 形式 、
つ まり逆に速度か ら力 を求め る問題 につ い て はそ の 収束性が分か っ て い なか っ た 。

以下で は 、
こ の resistance 形式の 反射法の 収束性 の破綻に関す る我々 の仕事 【41］を紹介する 。

■ resistance 問題の 反射法再考　場所 x
α

にあ り力 F
α

を流体に及ぼす粒子 α が場所 x に作る速度

乱れは次の ように書ける 。 （厳密な議論は 3節で 行い 、こ こ で は天下 りに こ の 式から始め る。）

　 　 　 　 1
嘲

「死 （1 ・割 ・ （・
一ノ 隅 （14）

こ こ で J（r）は Oseenテ ン ソ ル （6）である。こ の 式は力から速度を与える。一方粒子の速度 U α か ら

力を与える関係 として Fax6nの法則が ある
’24。（明らかには書い て い ない が 、 これ も 3 節の議論で

導出は 尽きて い る の で 、
こ こ で は天 下 りに書 く。 ）

Fa … 岬 ｛吋（1 ・ k2v2）祠 ・ （15）

ここ で 〆（x ）は x で の 流体 の 速度で ある 。
こ こ で は粒子の 内部 も流体が 連続的に存在 して い て 、粒

子表面で 「現実」の 粒子の 境界条件を満たす ような、そ うい う問題 を解 い て い る と考え る 。 粒子 α

が存在する正 しい 境界条件 を満たす厳密 な速度場 u
’

が分か れ ば 、 （15）は厳密な力 を与 える 。 しか

し一般 には こ の 解は求 まらない 。 逆に今の 目的はその 解 を求め る こ とだ 。 反射法で は、こ の 解 を以

下 の よ うに逐次的 に構成 する ： 最初 に何か速度場 を仮定する （例 えば相互作用 を無視 して ut ≡ 0 と

お く）。次に （15）式 に よ っ て 力を修 正す る 。 その 力の作 る 修正 された速度場 を （14）式で計算す る 。

次に再 び （15）式に よ っ て 、と い うように繰 り返す 。

　簡単の た め まず 2 体問題 （粒子 α と β）を考える 。 最初す べ て の 相互作用 を無視する と、並進速

度 Ua を持つ 粒子 α は （15）式よ り Stokes抵抗その もの を得る 。

F：
o）

＝ 6πμaU
α （16）

2゚2H 、Fax6n （1927），　Z 　Angew ．　Math ．　M εc猷 7，79 ．
’23J ．M ．Burgars（1941），　Nederl．　Acad．　Wetensch．　Proc．‘Amsterdam）　44，1045，1051．
’24

こ れ は 「法則」 と名が 付い て い る こ とで 混乱を招 く。 数学的には、Stokes問題が positive−definiteな線形問題なの で

　 速度場が完全 に 分か っ て い れ ば それ を作 るべ き力 も分 か る、とい うだけの 関係で あ る。 「ut が粒子 の 無 い 時の 速度場

　 で 云 々 」 と い う物理的 な 言 説が 混乱 を増 して い る、とい うの が 論 文 ［41］を 書い た 時 の John　F　Brady の 意見 で あ り、

　 現在 の 私 自身の 気持 ちで あ る。つ ま り Batchelor（1972）［6】の 付録に あ る導出 は、式だけ見れ ば よ くて文章は読むな、

　 とい うこ と 。 混乱の 原 因の
一

つ は 相反定理を使っ た 導出 に ある 。 相反定理 は 支配方程式の 対称性 か ら別 々 の 二 つ の 問

　 題 を関係 付け る もの で、直観 的 に分 か りに くい （二 つ の 別 の 問題が 同時 に起 こ る 事は現実に は ない ）。 また結果の 精度

　 に つ い て も曖昧で あ る （実際 botdsymbotu’が 粒子 α が 無 い 時 の 速度 場 で も （15）式 が 厳密 な 場 合が い くつ か あ る 。 ）。

　 3 節 の 取 扱 は その 解 （例 えば 次 の （22）式 ）の 精 度 に対 す る 系統 的 な考 察 を与 える。Fax6n の 法 則 は相 反定 理 を用 い て

　 elegant に 証 明で きるが、相 反 定理 を用 い な くて も証 明で きる （第 3 節 を参照）。 更 に 言 えば 、その 証 明 に 相 反定理 は

　 本質的で は な い と私 は 思 う。
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添字の （0）は 0 次の反射 （つ まり反射無 い を意味する 。 こ の 粒子 α の 力は速度に乱れ を作る 。 そ

の 速度場は （14）式か ら次の よ うに書ける 。

　　　　　　　　　　　　鵡 議（1・f2　V2）・ ・硝 鯉・

　 　 （17・

こ の 粒子 α が作 っ た速度場 を （15）式に代 入する と、 粒子 α か ら粒子βへ の 1次 の 反射 （と便宜的

に呼ぶ が、最初の 補正）を含んだ力が 求まる 。

　　　　　　　　　　Fki
・

一 ・6・・a｛U…
一

、h［（1 ・ 誓・
・

）
2J1

・xil　
一・xa ・・F：

・）

｝　 （18・

こ の 操作を繰 り返 すと、i次の 反射を持 つ 力 を次の ように漸化式の 形で書け る 。

　　　　　　　　　房 ・ … a｛喘 （1・ 誓鯛・xP 　．　xev）　．　Fgi
−−i）

｝　 （19・

N 粒子以 上に 拡張する に は、各粒子が作る速度乱れ を重ね合わせ れ ば よ い
。 結果 と して resistance

問題の 反射法は 次の よ うな行列 の 関係式に まとめ られる 。

　　　　　　　　　　　　　　　F ω
＝ 1 ・［u − M ・F （i−D

］

　　　　　　　　　　　　　　　　… 〔
　 　 　

1＋ Σ卜M ・Tlk
　 　 k＝1 〕・u

ここで行列 f と M はそれぞれ 以下の ように定義する 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　 M髭
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　 Mf

、　 0
　　　　　　　　　　 ∫ ； 6πμol

，　　　　　ノ ｛； 　　　　．　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 MX
，
　 M £2

1は単位テ ン ソ ル 、M 島次の よ うに与えられ る 。

　　　　　　・：， ・ 詣（1 ・訶 ・ 爾 磁

i’i’：馴
［（i ・ s2v2）・ ・x

・
　一・…）

（20）

（21）

（22）

こ こ で ▽
2
▽
2J

＝ O に注意する
’25

。 また （20）式の ベ ク トル は以下の ように要素 に各粒子 の ベ ク トル

を含 む よ うに拡張 した 。

　　　　　　　　　　　　　　匹 凱 ・ 一に　　 123・

　
’25

多 くの 文 献で M島は 「Rotne−Pragerテ ン ソ ル 」と呼ばれて い るが、同時 期の Yamakawa の 仕事 は忘れ て は ならない 、

　　 との コ メ ン トを頂 い た 。 J．　Rotne　and　S，Prager（1969），　Variational　treatment　of　hydrodynamic　interaction　in　polymers，
　　 J．Chem ．　Phys ．50，4831 ；H ．　Yamakawa 　｛1970），　Transport　propenies　of 　pQlymer　chains　in　dilute　solution ：Hydrodynamic

　　 interaction，J．　Chem ．　Phys．53，436．
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こ の 再定式化 から、resistance 問題の 反射法が実は次 の 線形方程式

u ＝ （1
”L

＋ M ）
・F （24）

を F に つ い て 解 く Jacobiの 逐次法 （行列の 分離に よる逐次法、ある い は ク
ー

ラ ンーヒ ル ベ ル ト ［99］

の 1章の Neuman 級数）に 相当す る こ とが分か る 。 注意す るべ きは 、こ の 行列 （∫
一量

＋ ル｛）が （14）

式の 打ち切 りで の mobility 行列 ル｛
°°

その もの で ある こ とだ 。 こ れ は今 の 状況か らはそ うある べ き

もの で あるが
“26

、resistance 問題 の 反射法 の 帰結 と して その 極限が行列 MC °

の 反転で ある こ と を示

した意義は ある 。

　証 明 した 命 題 は そ の 時 点 で 自明 に な る。す る と 自明 な もの の 証 明 の 意義 が 分 か らなくなっ た りし て 混乱す

る 。 実際 この 論文 ［41］の そ もそ もの 動機 で ある 「行列 の 反転 と多体効果 の 関 係」 に つ い て も、色 々 な レ ベ ル

の 納得が あ る： a）逆行列 の 各要素 は もとの 行列 の 全 部 の 要素に 依存す る の で 、こ の 意味 で多体効 果 が 入 る の は

当 り前。b）逆行列 を求 め る こ と は 連立方程式 を解 い て い る事なの で、「連立 」 とい う意味で 多体効果 が 入 っ て

い る の は 当り前。 しか し こ こ で の 議論の 結果 は もう
一

歩踏み 込 ん で い て 、c）行列の 反転 に よ り考慮 され る 多

体効果 は多粒子間 の 相互作用 の反射を全部 （無限 に）取 り込 ん で い る もの だ、とい うこ と を示 して い る。しか

し再 び、「実 は a ）　＝　b）＝c）で は ない か ！」 と思 う訳 で、結局 自明な事を言 っ て い る だけな の か も知れ な い
。

■resistance 問題 の反射法の 破綻　resistance 問題の 反射法 の 極限が行列 M °°
の 反転の 逐次解法で

あっ たこ とが分か っ た。 その 逐次法は 以下 の 分離

ルて
°゚

＝ f
−1

＋ 承 （25）

に基づ い て構成 され、右辺第一
項の 逆 （1体問題の 解）を first　guessと して 、 右辺第二 項 （相互作用

部分）を逐次的に補正 して い くもの だ 。 容易に想像で きる ように、その 収束性 は first　guessの 良 さ、

ある い は同 じ事だ が補正 項の小 ささに よる 。 こ の逐次法の計算に は分離の 一方で ある f
−1

の 逆 （つ

ま りf）が 必要で ある。 first　guess の精度を最高にする こ とは補正項 をゼ ロ にする こ とで 、　M °°

自

身の 逆 （つ ま り解その もの ）を 且rst　guess に用 い る こ とに他ならない
。 （25）式の分離に よる逐次法

で ある反射法は
一

体効果の 逆 1 が 自明で ある こ と に よ り、 簡単な計算で構成で きて い る 。 こ の 反射

法の 収束性 は 「一体近似」が許 され る状況 、 例 えば希薄な場合に よ くな る 。 逆 にそ れが 悪 くなる状

況で は収束 しな い 。 論文 ［41］で は N ≧ 3 で 粒子 間隔が せ ま い 時に実際に反射法が発散する こ とを

示 した 。

　Kim ＆ Karrila【50ユは 8 章で 反射法を議論 して お り、p．197 の 図 8．3 に 3 粒子の resistance 問題

の結果が 示され て い る 。 こ れは Kim （1987）［49］の 図 1 に対応す る 。 興味深 い の は Kim ＆ Karrila

の 図 に 「numerical 　instability」と コ メ ン トされて い る 発散挙動 だ。 論文で は 「r ＝ 2．16 で 発散する」

とある。 我 々 の 解析か ら こ の発散は反射法の 破綻で ある こ とが分かる 。 実際 N ＝ 3で は r ＝ 2．1567

で 逐次行列 M ・f の spectrum 　radius が 1 を越える、つ ま り反射法自身が破綻する こ とを示した 。

　 こ こ で の 反射法 （20）は通常 の それ とは異な り、（14）式で 考慮す る モ
ー

メ ン トをは じめか ら固定

して い る 。
つ ま り高次の 反射は よ り高い 精度 を表すが 、 通常そ れ と同時に導入 され る同 じ精度の 高

’26
つ ま り、力 を 未知 数 と して 速度 を求め る問題 は 、あ る精度で の mobility 問題で ある べ き、と言う意味。
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次 のモ
ー

メ ン トは こ こで は考慮 して い ない 。 しか し高次 の モ
ー

メ ン トを導入 して もこ の破綻が救わ

れ ない ことは、3 節で 示す高次 の Stokesian　Dynamics法の 計算に よ り確認 した 【41］。

1．2．4　沈降速度 とその分散

　以上で は 1体か ら 2体、あ る い は 1 次、2 次と相互作用 を積み上げて い く話を見 た 。 こ こ で は 、

は じめ か ら粒子が 沢山存在す る 分散系の 物性に対 して 希薄極限で の 体積分率 φの 展開に よる解析

を見 て い く。 最初 に相互 作用の 長距離性が沈澱速度 に及ぼ した話 を概観する 。 沈澱速度は ある意

味 rheology よ りも基本的な suspension の 問題で ある が、未 だ完全 には解決されて い な い （例 えば

Davis＆ Acrivos（1985）の 沈澱 に関する レ ビ ュ
ー

［28］を参照）。　Batchelor（1972）［6］の イ ン トロ に

は
、 Smoluchowski（1912）

噛27
に は じまる沈澱速度の問題の 、 そ の当時の 混乱 した状況が読める。

■ Batche ［or の 繰 り込み 　混乱 の 1つ は 11rの 依存性 を もつ 相互作用 を一様系に素朴 に適用 する と

発散 して しまうこ とである 。 Batchelor［6］は数学的な性 質を巧妙に 用 い 、最初に現実的な挙動に
一

致 した （つ まり発散 しない ）結果を示 した ：

響 ・ 1− 6・55il・ ・＠
2
） （26）

そ こ で は 二 体相互 作用 を full　order で 取 り込 ん で い る 。 三 体効果は 0（φ
2
）以上 で 表れ る 。 こ の

Batchelorの 処 方は 、 後に Saffman （1973 ）［82］の ス マ
ー

トな議論か ら 、 数学的に は相互 作用 の波 数

空間で の 波数 0 の 寄与 を落す事が 分か っ た 。 こ の Saffmanの 議論で は、ラ ン ダ ム な配置 と規則的な

配置で の 沈降速度 の φに 関す る 巾の 違い も説明 され て い る 。 前者は φの
一

次に対 して、後者は φ
113

が leading　term と な る 。 ちなみ に規則格子の 沈降速度は Hasimoto（1959）［35】に よ り Ewald 和 を

使 っ て議論され て お り、 そ こ で は実際に k ＝0 の 寄与を除 い て 収束す る結果を得て い る 。 Batchelor

の処方が物理 的には考慮する領域で の 平均速度の フ レーム に の っ て見る 、
つ ま り速度の 基準 を領域

の 平均速度 に とる こ とに 相当す る こ とは 、0 ’Brien（1979）［73］に よ り遠方の境界条件を積分方程式

で陽に考慮する こ と で示 された 。

■分散の発散　沈澱速度 は 11rの依存性をもつ 相互作用 の平均 に関す る もの だ 。

一方速度の分散に

関 して も類似 の 発散挙動が 、 Batchelorの 処方を課 した後 も （つ ま り平均の発散 を繰 り込 んだ 後 も）

存在す る事が Caflisch＆ Luke　（1985）［20］に よ っ て 指摘 された 。 こ の 理論的な帰結 （発散）と実験事

実 （非発散〉の 間の 矛盾は多 くの 研究 を生 ん だ 。 こ こ で は 最近の 仕事 を実 1験と理論か ら 2 つ に限 っ

て挙げて お く。 Segr6　et　at．（1997）［87］は実験で沈澱す る粒子 の速度 を観測 した 。 その結果、速度

の 分散 に容器サ イズ に対す る線形の 依存性 はな く、 また速度場 には Batchelorが仮定 した よ うな
一

様性 はな く空間的な相関があ り、 そ の 相 関長が φ
一1／3 で ス ケール される こ とを示 した 。 発散が 生 じ

ない 起源を空間構造 に求め る理論は K   h ＆ Schaqfeh （1991）［51】にあ っ たが 、 そこで は φ
一1

と予

測 した 。 Brenner（1999）［191は系を実際に 束縛 して い る容器の 影響を考慮 し、 壁 に よる相互作用 の

’27MSm
・luch・w ・ki（1912），

0 ・ th・ p・actical ・PPIicability・fSt・k・・
’
・1・w ．　Pr・・．5耐 ・燃 伽 8 撫 ゐ．・・1．2，・192．
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反射な どに よ り 11r の相互作用が有効 的に問題を生 じな い 形にな っ て い る こ とを、数値計算 と理 論

解析か ら指摘 した 。

口沈降速度再考　沈降速度に つ い て は 、 小さ い が 本質的か も知れな い 疑問が ある 。 こ の 疑問と は
、

Batchelorが 示 した φの
一

次の 係数 一655 は、実験で観測され る値や 、経験則で ある Richardson−Zaki

相 関
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 u

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z75　
＝ （1一

φ）
α

　 　 　 　 　 　 （27）

の 指数 α が 5 前後で 実験 と よ く一致す る とい う事実と有意に違 う点で ある 。 こ の 問題 に つ い て は

色 々 議論 され て い る 。 例 えば Brady ＆ Durlofsky（1988）［17］は 二 体相互作用の 1次以上 の 高次の

カ モ ーメ ン トは効 かな い として φの
一時の係数を一5 と主張 して い る 。 こ の 仕事の 当時の ポ イ ン ト

は 、 む しろ 二 体分布関数に hard　core 系の Percus− Yevick 分布関数を使 っ た点にある 。 （Bathelorは
一様分布、つ まり step 関数を用 い て い る 。 ）更に hard　core の 場合 Percus−Yevick分布関数の 厳密

解が分か っ て い る の で 、 これ を用 い て 沈降速度 の φに関する解析的な関数形

　　　　　　　　　　　　　　　　　　u 　 （1 一
φ）

3

　　　　　　　　　　　　　　　　　 Z75　
＝

（1． 2φ）　 　 　 　 　 　 （28）

を書 き下 した 。 Brenner （1999）【19】は 分散に よる寄与は Batchelorの 寄与 一6．55 とは逆とな り、 定

性的に 実験事実 に近 くな る と述べ て い る 。 理由は簡単で、濃度が平均値か ら均等に分散 して い れば

高濃度の 寄与の 方 が （粒子数が 多い の で ）大 きくなる か らだ 。 こ うくる と我 々 の 仕事 ［37］に 関 して

コ メ ン トしなけれ ば ならない
。 結論だけ言 うと、そ こ で の結果 は誤解 を招 きやすい 。 行 っ た計算

は 、 Brady＆ Durlofsky （重988＞の 計算に高次の モ ー
メ ン トの 効果 を追加す る とい うもの で 、 そ の方

法に Stokesian　Dynarnics法で用 い られ た lubrication　correction の アプ ロ
ー

チ を応用 した 。 こ の 場

合、希薄極限で 1−　6．492il、解析表現 と して （1一φ）
31
（1 ＋ 2φ＋ 1．492φ（1一

ψ）
3
）を示 した 。

　こ の 問題 に対 しては大 き く二 つ の 立 場が ある 。

一
つ は Batchelorの 解析が正 しい 、あ る い は高次

の カモ ーメ ン トの寄与は効 くと言 う立 場で 、もう一
つ は Batchelorの 解析が 正 し くない 、ある い

は高次のカモ
ー

メ ン トの 寄与が 実際には効 い て い ない 言 う立 場で ある 。 我 々 【37］（及び Batchelor

l972）は前者 、　Brenner（1999）【19］や Brady ＆ Durlofsky（正988）［17］は後者に 立 っ て い る 。 個人的

には最近は後者が有利な気が して い る 。

　数値解析に つ い て は、ラ ン ダ ム配置の 沈澱速度の 濃度依存性 に つ い て の Stokesian　Dynamics法に

よる数値解析は Phillips　et　al ．（1988）［77」に、規則格子構造 に対 して は Zick＆ Homsy （1982）［98］

に ある 。

t．2．5　拡散係数

　suspension が熱平衡状態 にある と考える と、い わ ゆ る Einsteinの 関係 （1）に よ り拡散係数が抵抗

係数 と関連す る こ とが分かる 。 （例 えば岩波講座現代物理学の 基礎 「統計物理学」［101］の 5 章を参

照 。 ）直観的 には、熱揺 ぎ、つ ま り熱に よ る平均か ら の ずれ の 緩和 も、熱以外で 外的に 加えられ た

作用に よる応答 も同 じはずで 、 熱揺ぎと外力に よる応答は相互 に関係を持ち、抵抗係数がわか る と
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拡散係数が 分か る 。 多体問題の 場合は 、 抵抗係数の 自己部分 R の 逆行列の 対角成分が短時間自己

拡散係数 Dl に な る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　D δ… kT〈・・（R
“1
）〉　 　 　 　 　 　 （29）

上付 き添字 s は 自己 （self＞、下付 き添字 0 は短時間 （t → 0）を表す 。 こ こ で trは対角成分の 抜 きだ

し、 〈〉は粒子配置 に関する平均を意味する 。

　D8 の 体積分率 φに よる展 開も昔か ら研究 され て い る 。　Batchelor（1976）［7］は沈降速度 と同様に

2 体相互作用 を full　order で計算 して 以下の 結果 を示 した 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 kT

　　　　　　　　　　　　　　　　
Dδ＝

〜而
（1 『1・83φ）　 　 　 　 　 （3°）

Beenakker＆ Mazur （1983）［12］は 2 体効果 よ り高次の 効果 を Mazur ＆ van 　Saarioos（1982）［67］の

方法 を用 い て計算 した 。 3 体効果 まで 考慮 した virial 　ge開に よ り

　　　　　　　　　　　　　　・δ・議（1
一

聯 ・ α88φ
2

）　 　 　 ・31）

濃度分布の 揺 らぎの 2 次まで 考慮 した数値言十算に よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 kT

　　　　　　　　　　　　　　　　
Dδ＝

1販 （且 96φ）　 　 　 　 　 （32）

を示 して い る 。 φの
一

次の 係数が Batchelorの結果と違 うの は、　 Batchelorが 2 体相互作用 を fuil

order で計算 して い るの に対 して 、　 Beenakker ＆ Mazur はそれぞれ の 展開に 必要 な次数 ま で しか考

慮 して い な い こ とに よる。Beenakker＆ Mazur（1984）［13］は波数依存す る拡散係数 も求め て い る 。

k → 。。 の 極限で 自己拡散係数 Dδに収束す るはずだが 、 前の 論文 ［12］の 結果か らずれて い る 。 そ

れ は波数依存 に よ り考慮 され る ring 　correlation の 影響で ある 。
こ の 論文で は逆 の k → 0 の 極限で

の collective 拡散係数の 結果 も示 して い る 。

　数値解析は Phillips　et　al．（1988）［77］の Stokesian　Dynamics 法 に よる結果が ある 。

12 ．6　rheology

　suspension の rheology で あ る shear の 応答 と して の 粘性 率 を見 る 。 こ の 問題 の 最初 の 研 究 は

Einstein（1906 ，
1911）

＊28
で あ る 。 こ れ は先 に 紹介 した 2 体 問題の 研究 （例 えば Stimson ＆ Jeffery

（1926）［89D に先行 して い る 。 それは粘性率の 体積分率 φで の 展開は、0 次が流体の 粘性 その も の

で あ り、1次が 1 体問題 の 寄与で ある こ と に よ る 。 Einsteinの 結果 は次の ように得 られ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　告・1・1φ　　　　　　 （33）

こ こ で μ，
は有効粘性率 、 μ は流体 の粘性率で ある 。

’28A ．　Einstein（1906），　Ann．　 Phys．19，289，　ibid（1911），34，591．その 導出 は、例 えば ラ ン ダ ウーリ フ シ ッ ツ 「流体力

　 学」 ［100】§22 に 簡 潔 に、また Batchelor ［4】§4．11 に 液滴の 分散系 を含む一
般形で 示 されて い る。
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当然 2体効果 を使 っ た 2 次の寄与も計算され て い る 。 その 係数を A と しよう 。

肇
一 1 ・ 1φ・ ・φ

2
（34）

Batchelorらは こ の 計算の ため に線形流 の 中で の 2 体問題の 解を Batchelor＆ Green（1972）［9］に ま

とめ 、これ らを用 い て Batchelor＆ Green（1972）［8］で 二 つ の 流れ 、
つ まりpure　straining 　motion と

simple 　shea面 g　motion に対 して それ ぞれ A ＝ 7．6 と 5，2 を得た 。
　 Beenakker （1984）［10］は拡散係数

と同様 に波数依存する有効粘性率μ（た〉を計算 して い る 。 こ こ で μ（k → 0）＝

μo で
、 μ（k → 。。）＝

μe

で ある 。

一
様分布 （動径分布に step 関数を使 う）に対 して A ＝ 4．84 の 結果を得た 。　Batchelorの 結

果 との 違い は拡散係数の 場合 と同様で あ る 。

　shear に対す る応答の 数値解析 は、ラ ン ダ ム 配置に対 して Stokesian　Dynamics法に よ りPhillips

et　at ．（1988）【77］に
、 規則格子構造に対 して は Nunan ＆ Keller（1984）［72］に ある 。

2　microhydrodynamics の計算手法

2．1　 数値計 算 の 意義

　物理 に は伝統的に 「多体問題」とい う
一
筋縄で は うま く記述で きな い 問題、つ ま り 「解けない 問

題」の ある種の言い 替えで ある カテ ゴ リ
ー

が ある
’29

。 本屋 で 見掛ける 「多体問題」は主 に電子系で

ある 。 それ らは基本的に相互作用の 長距離性や多体性 か ら
一

般に解析が困難な問題 と言 える 。 こ こ

で 「解析が 出来る」 とい う意味は、平均場近似 （1体近似）が出来 る 、くらい の 意味だろ う。 逆に言

うと 、 系統的 に物事を理解 しようと思 う時人は大概 まわ りを塗 りつ ぶ して主体 だけで記述 （1体近

似）しようと考える 。 現象の 本質を捉 えて い れ ば、現象論 とか平均場近似 とかは 自然 と分かる。こ

の 本質が見 える人はや は り非凡 なの だろ うが、見えて い な い 時に見えた気にな っ て 適当な理論を作

り、その 正否を通 して 本質を掴 もうとする ア プロ
ー

チ もある だ ろ う。 しか し正功法は現象その もの

を虚心 に正確に眺め て 本質を感 じとろ うとす る ア プ ロ
ー

チ だ 。 その ため の 手段 に実験が ある とい う

見方 もある 。 数値解析を行っ て い る と実験 は つ くづ く偉い と感 じ、また羨ま しく思 う。 全て が そ こ

に存在 して い るか らだ 。 しか し実験で は見た くな い 雑多な要素も同時に必然的に含まれて しまう。

こ の 時、 正確な数値シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン は実験 に代る 重要な地位を占め る
。 世の 中に存在す る 「数値

シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 」 は、「多体 問題」など の 良 く分 か らない 現象が
一
体 どうな っ て い る の か を見る

ため に行わ れ て い る と思 う
’3°

。 長距離相互作用する多体系と して microhydrodynamics は 重力多体

系 と もよ く似 て い る 。 重力多体系に 関 して は 本シ リ
ーズ の 論文に 「重力多体系の 数値解析」［108］

が ある 事を紹介 して お く。 そ こ に見られ る ように重力多体系は数値解析が大変進んで い る 。 重力多

体系に関 して は 4．2 節で 、 また よ り
一

般的な数値手法の 文脈 に お い て は 5 節で 再び議論 したい 。

’29
したが っ て 、「非線 形」 とか 「非 平衡 」、「複 雑流 体」、「複雑 系」 な ど の non ・…とい う命名 と同様、こ の レ ッ テ ル 貼 り

　 に生産 的 意味 は な い
。 せ い ぜ い 研 究対象 を ひ と まと め に す る 程度 の 意味 だ。

’30
こ う思 うと、安易 なシ ミ ュ レーシ ョ ン に はほ とん ど価 値が ない 。理論解析や 実験を補 うの で は な く、一

歩進 ん で 理論

　 解析 や実験 を置 き換 え得 る シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン が、「（物性）研 究者 の ため の 計算手法 」の 目指す べ き もの だろ う。
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　話 を microhydrodynamics に戻す。こ こ で は支配方程式は線形だが 問題 が境界値 問題で あると い

う事実か ら、2 粒子問題の 解は 1粒子問題の解の 単純な重ね合わせ で はな い
。 この意味で は問題は

線形で はない
。 実際剛体球形粒子の 問題で さえ厳密解が得られて い るの は 2 粒子 ［46］ま で で あ り、

3 粒子以 上 に なる と一
般解は 陽に は求 ま っ て い な い

。 したが っ て 分散系の 巨視的 な物理 を表す現象

論や モ デ ル の 正当性を決め る手段と して
、 数値手法は極め て 重要で ある。

　以下 で は再び私 の 知 っ て い る限 りにお い て 、mircohydrodynamics の 数値シ ミュ レーシ ョ ン を概

観す る 。 連続体の 数値解析 に は 、 大 きく分けて 二 通 りの ア プ ロ ーチが ある 。
こ の有限要素法 （FEM ）

と境界要素法 （BEM ）を最初 に見 る 。 前者は素朴な連続場の 差分化 を基礎 に お い た手法で 、 後者

は微分方程式で書かれた支配方程式 を境界積分 に書き直 し た 積分方程式 を出発 点に お い た手法で

ある 。 後者の 具体的な計算法 に は境界 面の 差分化 に よ るア プ ロ ーチ に 加 え、展 開に よ る ア プ ロ ー

チがあ る 。 これが 3 節で議論する手法に継 る もの で ある 。 FEM か ら BEM に移 っ た段階で 見掛 け

上流体の 存在がな くな り、 問題は境界 、
つ まり今 の 場合 は粒子の 問題 に 帰着 され る 。 連続体の 数

値解析 を離れて こ の 粒子系の 数値解析 とい うカ テ ゴ リ
ーを最後に 概観す る 。

こ こ で 紹介する うち

boundary　collocation 法 と多重極展開 に関 しては Weinbaum ＆ Ganatos （1990）の レ ビ ュ
ー

【94］が

あ る 。

2，2　有限要素法

　有限要素法の ア プ ロ ーチ は、記述 しようとす る連続体の 支配方程式で あ る微分方程式を直接差分

化 し数値的 に解 くも の だ 。 こ れ は 「計算流体力学」の 筆頭に 挙げられ るア プロ
ー

チ で ある 。 原理的

には差分を細か くと る こ とで 精度を上 げられ 、 計算 コ ス トは差分の 細か さに よる 。 この時の参照点

は 3 次元の 場合 は考える 空間 の 体積に 比例す る ため 、 狭い 空間に束縛 された問題や周期境界条件で

の 問題 に有効 な ア プ ロ
ー

チ だ 。 逆 に自由境界条件の ような広い 空間の 問題 に対 して は何 らか の 工夫

が必 要で あろ う。
こ の カ テ ゴ リ

ーの 方法で は 「粒子数が増 えて も計算 cost は増加 しな い 」 と い う

言説が散見 され るが 、 今述べ た通 り 「体積に比例 して増加す る」 と読む べ きで る 。 ある要求精度 に

対 して
一

定の 空間で 粒子数が増 える と 、 考慮すべ き点も当然増える 。
こ の ア プ ロ

ー
チ の

一番 の 長所

はそ の 素朴 さに あ り、 単純流体 に 限 らず支配方程式が既知 な場合は基本的に計算可能で ある 。 また

microhydrodynamics に関 して 言 うと 、 Navier−Stokes方程式を基礎に置 く場合 Stokes 近似 の 制限

を受けな い とい う長所が ある 。

■big　proiects近年の 計算機の 性能 の 飛 躍的 な進歩か ら 、 現在の technique を大規模に応 用 し

て something 　new の 発見 を目指す pr（）jectが い くつ か 存在する
。　FEM を徹底的 に押 し進め る路線

と して 、 D．　D ．　Josephらが行 っ て い る 固液系の 直接計算を行お うとす る プ ロ ジ ェ ク トが あ る
’31。

machine 　power が あれば こ の 程度まで 出来る の か 、 と感 じさせ るデ モ が そ の web 上 で 見 られ る 。 そ

こで の ボ トル ネ ッ クは 、 ダ イナ ミ クス を見 る場合 に メ ッ シ ュ を切る過程にある よ うだ 。

　日本で も土 井正男氏 を中心 に名古屋大学高機 能材料設計 プラ ッ トフ ォ
ーム 研究体 の 進め る プ ロ

專31　http ：〃 冊 a  ．  ．edu ／S。1id−Liquidflows 〆
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ジ ェ ク トが ある
’32

。 そ の 目的は soft　materials の色々 なス ケ
ール で の現象 を統一的に扱える数値解

析の プ ラ ッ トフ ォ
ーム の 創造で ある 。 そ の 中 の microhydrodynamics の ス ケール で の記述 には、そ

の 柔軟性か ら FEM 的なア プロ ー
チ を と っ て い る 。 こ の ことに よ り、例 えば相転移や反応が入 っ た

状況 など様 々 なモ デ ル を統
一

的に扱える 。 こ の プ ロ ジ ェ ク トは、microhydrodynamics とい う近視

眼的な見方を超えた 「様々 なス ケ
ール の統

一
的な記述」 に重 きがある 。

■ lattice　Bo【tzmann 　 lattic　Boltzmannに よ る アプ ロ
ー

チは 、流体 を格子上で近似的に 記述 しよ うと

する試みか ら生 まれたもので ある 。 こ の手法は もともと computer 上で 簡単な規則に よ り流体の 本

質を表現 しよ うとす る もの で あ り、計算効率で見る と他の 数値解析 に比 べ て 圧倒的な perfommance
を持 つ

。 また Navier」Stokes方程式 と の 接続 も理論的 に確立 して い る 。 単純 さ に よ る 柔軟性 もあ

り、 最近は多成分流体 な どの 分野で も人気が あ るよ うだ 。

　分散系で ある microhydrodynamics へ の 応用 は Ladd （1988，
1994）［57−59］に よ り行 われ て い る 。

Ladd は もともと Stokesian　Dynamics法に近 い ア プロ
ー

チ で の microhydrodynamics の 数値解析 を

行 っ て い た ［53−56］。 しか しそ の計算 コ ス トの 高さ を克服する た め に Iattice　Boltzmannに シ フ トし

た よ うだ 。

2．3　境界要素法

　有限要素法は 支配方程式である微分方程式を生に差分化 して 問題 を計算機にの せ る ア プロ
ー

チで

あ っ た 。

一
方境界要素法 は もともと の 微分方程式を境界値 問題に適 した境界積分方程式に変形 し

（例えば Ladyzhanskaya ［60］を参照）、 そ の 積分方程式 を計算機にの せ る ア プ ロ ー
チ で ある 。 こ の 方

法の 特徴は、解 くべ き空間の 次元 を 3 次元 か ら 2次元 に落 した こ とにある 。 こ の こ とか ら差分方程

式 を解 くコ ス トは小 さくなる こ とが期待 され る 。 特に広い 空 間や 無限に広が っ た非拘束系 など、有

限要素法で は扱 えない 問題が扱 える 。 こ の文脈で多重極展 開を用 い るア プロ
ー

チは 2．4 節で 独立に

扱 う。

■ 自由境界条件　Yungren＆ Acrivos（1975）［96］は剛体 表面 に対 して 、　Rallison＆ Acrivos（1978）

［791 は 液 液系の ような変形する表面 に対 して 、 定式化 を行 っ た 。 当時の計算機の 能力か ら、具体

的に扱 わ れ た系は 1 体問題で あ っ た。

■ 周期境界条件　自由境界条件で の積分方程式の 定式化 を周期境界 条件 に応用 した の は Zick ＆

Homsy （1982）［98］と Nunan ＆ Keller（1984）［72］である 。 そ こ で は Hasimoto（1959）【35］の Ewald

和をと っ た Oseen テ ン ソ ル が使わ れる 。

■boundary　collocation 法　境界 要素法 と同様に境界値問題 を直接扱 うが 、 よ り直接的なアプ ロ
ー

チ が boundary　collocation 法で ある 。 そこ で は境界条件を表面上 の 有限 個の 点で 課す 。
　Gluckman

et　al ．（1971）［32］や Ganatos　et 　at ．（1978）［31］が その具体的な実装で ある 。 そ こ で は粒子が作る流

寧32http
：／／www ．zoom ．cse ．nagoya −u ．ac ．jp／
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れ を Lamb の
一
般解 ［34，61］で書き 、 その係数を境界条件か ら粒子表面上 の点で決定する 。 そ こ で

は 3 体 問題 な ど具体的な問題を計算 してあ る 。 Kim ＆ MiMin （1985）［48】は こ の 方法で 2 体問題

を解 い た 。 直接 的なア プ ロ
ー

チ か らこ の 手法は
一

世を風 靡 した 。 しか し最大の 問題は collocation

pointの 選択 に よ りパ ラ メ ータ を決定する線形方程式が singular に な り得 る こ とにある 。 こ の ため

動的な問題に用 い る こ とは 困難 となる。

2．4　 多重極展 開

こ こ で は、3 節で 再定式化を試み る多重極展開につ い て 、 過去の 解法をまとめ て概観する 。

■Lamb の
一般解　こ れ まで 頻繁 に出て来 た Lamb の 一般解 ［34，

611は Stokes流れ の 一般解を極座

標で球面調和関数を使 っ て 表した もの で
、 計算機が使わ れ る 以前に粒子の 問題を解析する 上 で 重要

な もの で あ っ た 。 Jeffrey＆ Onishi（1984）［46」が 2体の 厳密解をまとめた際に も使わ れ た。

■Laplace方程式 の 解 を使 うア プ ロ ーチ　Stokes 方程式 （5）が Laplace　equation ＋α で あ る こ と

か ら、調和 関 数を修正 して Stokes 方程式 の 解 を作 る ア プ ロ ーチ で ある 。 今井功 「流体力学 （前

編）」［102］第 9 章で示 される 展開は こ の カ テ ゴ リに入る 。 こ の 方法で は電子系の 定式化で 得 られた

結果を直接応用 で きる 。 特に周期系で はそ の 長距離性か ら Ewald和が必須 となるが、電子系に対

して は古 くか らそ の 定式化が行わ れ て い た 。 Hasimoto（1959）［35］の 古典的な解析は こ の 文脈で行

われ 、規則格子の抵抗係数の 濃度依存性が計算され て る 。

　私見であ るが 、 調和関数を用 い る先の Lamb の
一
般解や このア プ ロ

ー
チ は本来 Stokes方程式の

基本解が調和 関数その もの で は な い た め計算に余分な コ ス トが必 要で あ り、 そ の 処理の 煩雑 さが

見通 しを悪 くして い る と思わ れ る 。 こ の 点が 、3 節で 試み た多重極展開の 再定式化の
一

つ の動機で

ある 。

■ Fourier空間 で の 多重極 展開　Mazur ＆ van 　Saarloos（1982）［67］は Fourier空間で irreducible

モ ーメ ン トを使 っ て多粒子問題 を定式化 した 。 12 節で見た通 り多体効果の系統 的な計算 な どの 理

論解析で用 い られ、拡散係数 ［12，13ユや有効粘性率 ［10］の解析を与えた 。

　数値手法へ の 実装は、Ladd（1988）［53］が行 っ た 。 そこで は もともとの Founer積分を Fourier級

数に置 き換 え る こ と で 直に周期境界の 問題 として 定式化 され る 。

■実空間での 多重極展 開　Stokes 方程式の Green関数は Oseenテ ン ソ ル で ある 。

一
般解 は原 理的

に こ の Oseenテ ン ソ ル の 微分展開で 構成で きる 。　 Hasimoto＆ Sano（1980）［36］の レ ビ ュ
ー

に よ る

と Batchelor（1970）［5］、Imai （1972）
＊［［

、Chwang ＆ Wu （1975）［22］に よ り Oseen テ ン ソ ル の 微分

展開の 1 次 ま で が 陽に求め られ た、とある 。 その Chwang ＆ Wu に よ る と、こ の 微分展開を実空間

’331 ．Imai（1972 ），
卜LSome

　applications 　of　fuction　theory　to　fiuid　dynamics．”2nd　lnt．　JSME 　Symp．，　Fluid　Machine厂y　and

　 Fiuidics，‘Tokyo丿　pp．15−23．多重極展開の 議論は 今井功 「流体 力学 （前編）」 【102】第 9 章 の 調 和 関数 の 微分展 開 と して

　 示され て い る もの と同 じで ある と思 わ れ る。
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で 行 う定式化 （singularity　method ）は Lorentz（1897）
啄34

、　Oseen（1927）
’35

、　Burgers　（1938）66 に は じ

まる、とある 。 こ こ では、物理的に 意味 を持つ 力 、 トル ク 、stressletが必然と して 出て 来 る 。
つ ま

り物理 的に見通 しの よい 定式化で ある 。 しか し
一

方で 、物理量にあま りに も密着 した定式化で ある

ため 、 系統的な高次へ の 一般化が明 らか な形で は行 われて い な い
。

　周期境界で の 取扱 も、原理的に は Oseen テ ン ソ ル に Ewald 和を施した周期境界で の Green関数

を使 えば よい 。こ の定式化は Beenakker の 簡潔な 2 ペ ージ の論文 ［11］で行わ れ る 。 数値手法へ の

実装は Bradyらに よ り Stokesian　Dynamics法 ［16］と し て まとめ られ た 。

　線形性か ら、解は正規直交系など任意の 関数系で 表すこ とが で きる 。

一
般 に ど の 関数系を使うか

は問題に よ っ て 最適な もの を選 べ ば良い
。 関数系の 間の 関係は

、 例えば Oseen テ ン ソ ル の微分展開

と Lamb の
一

般解、つ まり球面調和関数に よ る展開の 間の 関係 は、低次 に 限 られ るが Weinbaum ＆

Ganatos（1990）［94］の レ ビ ュ
ーに与えられ て い る 。

　3．2節で は、こ の実空間 で の 多重極展開の 再定式化を示す 。

2．5　粒子法

　こ こ で は連続体の 数値解析 を離れ て 、 粒子系の 数値解析 に つ い て本論 に関係す る部 分に限 っ て

概観す る 。 Brady ＆ Bossis（1988）の レビ ュ
ー

［16］は Stokesian　Dynamics法の 紹介に とどまらず 、

そ の イ ン トロ ダク シ ョ ン で粒 子系の 数値 解析 に 対 して 興味深い ま とめ を して い る 。 微視 的な ス

ケ
ー

ル か ら巨視 的なス ケ
ール に移るに したが っ て、molecular 　dynamics

，
　macromolecular 　dynamics

，

Stokesian　dynamics（Brownian　dynamics を含 む），　granular　dynamics
，
　stellar 　dynamicsを挙げ、そ れ

ら の 問に入 れ子状の 類似性が ある と指摘 した 。 つ まり molecular 　dynamicsと stellar 　dynamics は と

もに真空中を中心 力で 運動す る 質点で あ り、 macromolecular 　dynamicsと granular　dynamics は相

互作用は複雑に なるが本質的に真空中の運動で あ り、Stokesian　dynamics（流体中の粉体を含む）は

もっ と も複雑 な階層 で、そ こ で は連続体 と粒子相互 作用の 両者が 重要 となる
。 本論文 では 4．2 節

で 、 こ の 類似性 とは異 な っ た Stokesian　dynamicsと stellar　dynamics （重力多体系）の 類似性 とそこ

か ら見えて 来る 「多体系の 数値解析」 とい う統一的な framework に つ い て議論する 。

2．5」　 molecular 　dynamics

　多粒子系 の 挙動を考えるため に、粒子の 運動方程式を直接解 くの が molecular 　dynamics（MD ）の

精神で ある 。 そ こ で考えて い る粒子 とは文字通 り分子で ある 。 分子 は真空中をある速度 をもっ て飛

ん で い る 。 分子は衝突するだ けで相互作用 を持たな い と して
、

い わゆ る event −ddven な数値ス キ
ー

ム が Alder＆ Wainwright （1959）［1］｝こ よ っ て 定式化 された 。
つ ま り粒子の 軌跡 は衝突を除 き弾道的

’34HAL
・・e・t・ （1897），　A　g・n・・ahh … em ・・nce・・i・g　th・ m 。ti… favi・c … fi・id　and ・ f・w ・・ n・eq 。，nce ，　d，ri。 ，d　f，。 m

　 it．　Versム 丞ron，　Akad．　Wet．　Amst．5，　i68−175．
‘35C ・WO ・een （1927 ），　Hydn・加 鳳 L・ip・ig・Ak ・d．　Ve・1・g．
‘36J ・M ・B ・・g… （1938）・O ・ ・h ・ m ・・i・ n ・f ・m ・ll　P・r・i・1… f・1・・蜘 f・   ・u ・p・nd ・d　i・ avi ・c・。、　liq。id　Ch 、P．　 III。f

　 Second　Repert　on 　Vlscosiりノ and 　Ptasticiり）t　Kon，　Ned ．　Akcid，　Wet．，　Verhand，16，
113−184，
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で 、 軌跡か ら粒子間距離が計算で きるので 、衝突時刻、衝突場所が特定され、
一
番先に衝突する対

を探 して衝突 、
つ ま り速度 を反転 させ る こ とを繰 り返す 。

　個人的に は 「MD ＝ event −driven」 と思 っ て い る が、運動方程式 m （dU ！dt）＝ F を時間に 関す る

微分方程式 と見て 、時間を差 分化 して積分す る ス キ
ーム も一

般に MD と呼ぶ らしい
。 複雑な相互

作用が ある場合は しば しば衝突点を厳密に 、 ある い は解析的に決定で きない
。 そ の 場合に もこ の ス

キーム な ら適用で きる 。 （こ れ は BEM と FEM の 関係 に似て い る 。 ）

2．5．2　Brownian 　dynamics

　分子 を扱 うMD の精神で suspension を考える の が Brownian　dynamicsで ある 。
　 suspension の 分

散媒 質で あ る水な どの 分子 と着 目して い る粒子の すべ て の 運動を解 くこ とは非効率的で ある 。 した

が っ て 媒質 は連続体で ある とする 。 粒子は その 媒質から乱雑力 と抵抗力 を受 ける 。 Langevin 方程

式は こ の 粒子の 運動方程式その もの で ある 。

　乱雑力 は乱 数で 表せ ば よ い と して 、問題 は抵抗 力で ある 。 「そ ん な もの は 6πPtaU とすれ ば十

分」で は こ の論文の 意味が 無 くな っ て しまう。 Ermal（ ＆ McCammon （1978）［30］は流体の及 ぼす

乱雑で は ない 寄与であ る抵抗 力を point　force（Oseen テ ン ソ ル〉の 重ね合 わせ で近似 して Brownian

dynamicsを 開発 した 。 しか しこの 手法 は高 い 粒子濃度で数値 的に不安定 にな る と い う問題 を抱 え

て い た 。

2．6　Stokesian　Dynamics ：The　Original　Series

2 ．6．1SDTOS の成立

　1980 年代 、 高濃度 suspens 正on の振舞を数値的に計算 しようとい う機運が 高ま っ て い た 。 しか し

Brownian 　dynamics は 、そ の 多体的な抵抗力が特に粒子濃度が高い 場合に singular な振舞を引き起

こ して しま うこ とが 知 られ て い た 。 こ の 状況で Brady ＆ Bossis（1984 ，
1985）［14，

15］は ど うすれ ば

こ の 粘性抵抗 を 2 体相互作用の 重ね合わせ で うまく表現で きる か を模索 した 。 Stokes問題の 線形性

か ら選択肢は必然的 に mobility 形式 、
つ ま り速度を重ね合わ せ で表現する か 、 ある い は resistance

形式、つ ま り力を重 ね合わせ で 表現するか の い ずれか で あ っ た 。 経験的に 、 mobility 形式は希薄な

極限 で よ い 近 似で あ り 、 resistance 形式は高濃度で よ い 結果 を与 える こ とは知 られ て い た 。
こ うし

た混乱 した状況 は Stokesian　Dynamics法 ［16］の 出現に よ り解決 され た 。
　 Stokesian　Dynamics　t去は

は じ め 自由境界に対 して Durlofsky＆ Brady（1987）［29］に よ り定式化され 、
　Brady　et　al ．（1988）［18］

で 周期境界に拡張 され た 。 Stokesian　Dynamics　i去に関す る レ ビ ュ
ー

［161もす ぐ書かれ 、 当時注 目

され た こ とが伺える 。

　StQkesian　Dynamics法は 、 本来多体問題で ある相互 作用 を巧妙 に 2 体相互作用 の 重ね合 わせ で

近似 した 。 そ こ で は低次で打 ち切 っ た多重極展開 （つ ま り、 力 、 トル ク 、 stresslet だけで 、高次の カ

モ ーメ ン トは無視す る）を用 い て 希薄 な状況で 正 しい mobility 行列 ル｛
°°

をまず構成する 。 （1．2．3 節
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の （25）式の 行列 は力で打ち切 っ た mobility 行列で ある 。）これ は粒子濃度が上が る と精度 は悪 く

な る 。 こ の 誤差 を補正す るた め に、既 に 分か っ て い る 2 体 問題の 厳密解 ［46］を使 う。
つ まり高濃

度で 精度の よ い resistance 形式 の 2 体の 厳密解 R2Bか ら、そこ に 含 まれる mobility 行列 M 丑 の 寄

与を差 し引い た もの を 1・brica・i・n　c・r・ec ・i・n　L・… R ・B
−
（Mr，）

’1
とする ． ・ の 鉦 を多粒子 に対

して pair毎 に重ね合わせ て全粒子に対する L を構成 し、最終的な resistance 行列を以下の よ うに

近似する 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　穴 霜 （ル 【
°°

）
−1

＋ t 　　　　　　　　　　　　　 （35）

こ れ は先にみ た mobility 形式 と resistance 形式の 良い と こ取 りで 、 しか も 2 粒子の 場合 に厳密解を

回復 する 自己無矛盾 な形式とな っ て い る 。 この 巧妙な Iubrication　correction の 導入に よ り、 そ れ ま

で全 く不可能で あ っ た高濃度の 系に対 して 高精度の 数値計算が可能とな っ た
＊37

。

　Stokesian　Dynamics 法は 、 境界要素法と同 じく境界積分方程式を基礎に持つ 。 つ まり流体の 速度

場 を直接扱 わな い で境界条件を扱う。 粒子系 は境界の 形状が 同 じとい う特徴がある 。 こ の 性質をう

ま く使うこ とが多粒子系 の 数値手法の善 し悪 しを左右する 。 Stokesian　Dynamics　i去は 当時存在 した

他の 積分方程式 由来の 方法 に比 べ
、 よ り粒子 に最適化 された数値手法と言える 。 そ れ は逆 に変形す

る物体 に対する 柔軟性 を捨てた結果で もあ る 。 実際に 同 じ （経験 的）精度 に対 し て 、境界条件 と し

て 課 され る条件数が boundary　collocation 法や 境界要素法 な どに 比 べ て 少な い 。

　こ の ように Stokesian　Dynamics　i去は、　Brownian　dynamics の 抱 えた困難 を克服 し 、 またその 結果

は定量的に も信頼で きる もの で あ っ た と言 う意味で 、そ の 分野の 計算手法の 中で 当時最 も進ん だ方

法で あ っ た 。 残念なが ら、い わ ゆ る素人 が簡単に使 える程 の 簡潔性が無か っ た た め か 、 その 普及は

専 門家、つ まり suspension の 研究者 に 限 られて い た。 こ の手法は極め て 直観的な 、 言 い 替える と厳

密 な証 明がなされ て い な い 多 くの 本質的な物理を含ん で い る 。 ．

2．6．2　SDTOS 三 不思議

　先 に述 べ た よ うに 、結果 と して Stokesian　Dynamics 法は 定量的に も妥当 な結果 を与 える計算手

法で あ っ た が 、理論的な証 明抜 きに構成 され た現象論で ある と も言 える 。 こ れは 2．1節で 述べ た

「数値計算の 意義」 に 反する。こ こ で は私 が勝手に 「Stokesian　Dynamics 三不思議」と名前を付け

た謎 を見て い く。それ らは Stokesian　Dynamics 法に直観的に 、したが っ て 証明抜 きで用 い られた

アイデ アで あ り、 最近数年間私が行 っ て きた研究の 目標で もある 。 そ れ らは 、 1）行列の 反転 と多体

効果の 等価性 、 2）FTS バ ージ ョ ン を越 える ス キ ーム はなぜ 出来な い の か 、 3）lubrication　correction

は正 しい か 、 の 3 つ だ 。 本論文 の 目的 の
一

つ は こ の 「Stokesian　Dynamics三不思議」に答 えて い

く事で Stokesian　Dynamics 法を現象論 か らある種の 厳密な手法に格上げす る事にある 。 両者を区

別す る ため に 、現象論 と して の Stokesian　Dynamics 法を Stokesian　Dynamics ：The　Original　Series

（SDTOS ）、厳密な手法と して の Stokesian　Dynamics 法を Stokesian　Dynamics ：The　Next　Generation

寧37
こ こ で 注 意 して お くが、こ の rcsistance 行 列 の 近 似、あ る い は lubrication　correction の 定義は必然で は な く、一

つ の

　 可能性 に 過 ぎない
。 確か に無矛盾で あ る が、そ の正 当性 は 明確 に議論 され て は い ない

。 4．1．1節で 議論す る 。
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（SDTNG ）と呼ぶ 。

■行列の反転 と多体効果　Durlofsky＆ Brady（1987）［29ユの付録 B に 「mobility 行列の反転 と反射

され た相互 作用 の 和の 等価性」 と題 した一節がある 。 そこ で は 2 つ の point　forceの 中心間方向の

運動 に 対 し て 具体 的に表題の等価性を示し て い る。こ れは （35）式が正 しい 結果 を示す一
つ の理 由

と して
、 「mobility 行列 ル1°°

が 反転 された ため に 、そ こ に 多体効果が入 っ て 来るか らだ」とい う主

張を正 当化す るた め で ある 。

　私 は こ の 特殊な状況の計算だ けで こ の statement が 証明された とは思わな か っ た。1．2．3 節で 紹介

した論文 ［41］は 、 当初 こ の 付録 B の 完全な証明 を目的に 行 われ た もの だ 。 既 に L2 ．3 節に示した

よ うに 、 実際に こ の 等価性は多体に対 して も、

一
般的な運動に対して も、point　forceに 限らず 、 証

明された 。

■ FTS を越 えて　SDTOS の 精度 につ い て は lubrication　correction とい う飛び道具は あるが 、 基礎

とな る粒子 中心 で の多重極展開は不思議な こ とに 1 次の カモ ーメ ン トで 止 まっ て い た 。
こ れ に は

歴 史的な状況 と現実的 な状況 と、複雑性 と い う困難が あ っ た為で あろ う 。 歴史的に は、力の モ
ー

メ ン トとして物理的 に重要な もの は 、 0 次の力その もの 、 1次の反対称成分の トル ク、対称成分 の

stresslet に 限られ る 。 最後の stresslet は rheology の 問題 、
つ まり shear に対する解析で は じめ て 必

要 となる もの で、本来剛体粒子の 運動の 自由度は力と トル クで尽 きて い る 。

　私が John　F 　Brady氏の 研究室 に滞在 した時に 聞 くと 「当然挑戦 したが うま く収束する定式化は

得 られ なか っ た」 と言 っ て い た 。 私は こ の 困難 に何か必然がある と思 い
、 素朴 に挑戦 して その 必

然を特定 しよ うと解析 を試み た 。 結果 は 3 節に示す通 り 「困難は存在 しなか っ た」 とい うオチ で

あ っ た 。

■lubrication　correction の真偽　SDTOS の ハ イ ラ イ トの
一

つ は lubrication　correction で ある 。 こ

れ に よ り SDTOS は最密充填の 粒子濃度 まで安定に計算で きる堅牢なス キ
ーム とな っ て い る 。 単に

粒子中心で の 多重極展開で 精度 を上 げる事は、特に 粒子濃度 の 高い 領域で は困難で ある 。 SDTOS

は その 発端で ある 「精度 の よ い 2 体 の 重ね合わせ法」の 模索か ら 、 lubrication　correction と呼ば れ

る
一
種の 飛び道具的アブ m 一チ を粒子展開の枠組に 導入 した 。 その結果全粒子濃度で高精度の結果

を出す事に成功 した 。

　 しか し先に も述 べ た通 り lubrication　correction の導入 は確か に自己無矛盾であ るが、そうで なけ

ればな らな い とい う必然性 は 示 され て い ない 。例えば 、MC °

として 評価す る べ きモ ーメ ン トの 次数

が 1 次 （つ ま り FTS バ ー
ジ ョ ン ）で あるべ きか どうか 、 に つ い ては何も答えて い ない 。 こ の 課題 に

関 して は 3 節で 定式化す る多重極展開の ア イデ ア を使 っ た定式化 と、そ の 高精度 ス キーム を使 っ た

数値的な検証 を現在試み て い る ［40］。
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2．6．3　SDTOS の問題点

　先に述べ たよ うに
’80年代後半、SDTOS は計算精度に お い て も計算速度にお い て も飛 び抜けて

い た 。 SDTOS は発表 と同時に既 に完成 して い た
。 そ の 後今 日まで本質的 な発展 は無か っ た こ とが

そ の 完成度の 高 さを物語 っ て い る 。 しか し 10年以上 経過 した今 日 、 学問は進歩 して定量的な知識

は増え、 技術 も進歩 して高性能な computer は溢れ て い る 。 こ う した時代性か ら、　SDTOS は今 日そ

の長所 もすで に長所で は な くな っ て 来た 。

　現在 ユ ーザー
サ イ ドに立 つ と SDTOS は大き く二 つ の 問題点を持 つ 。

一
つ は精度に対する不満、

つ ま り三不思議の うちの 一
つ で述 べ た ルlc° の 展開が力 、 トル ク、stresslet で止 まっ て い る点で あ

る 。 もう一
点は高 い 計算負荷で ある 。 （35）式に含まれ る行列 の 反転や 、 実際の計算で は連立線形方

程式の 形で 与 え られ た境界値問題 を解 く必 要が ある 。 こ の 線形方程式の 解法、言 い 替えれ ば行列 を

反転 させ る こ とが ボ トル ネ ッ ク とな り、SDTOS で 計算で きる粒子数は数 100 個で あ っ た 。 こ れ で

は どん なに 正確 な計算が出来て も少なす ぎる 。 次節で は 、 この二 つ の 問題 を一
挙に解決しよ うとす

る 試み を紹介する 。

3　Stokesian　Dynamics：The 　Next　Generation

“ S・・p・n ・i・n ・　th・ fina1　fr・nti・n 　Th ・・e　ar・ th・ rese α・ches ・by・th・・St・kesian・Dynamics ．　lt’・ c・ntinui・g
missi ・n ・ t・ expl ・・e ・t・ang ・

・
new 　w ・・ld・・t・ ・eek ・ut　new 加 ・ and 　new ρ姻 ・s

，
　t・ b・歪dly　g・ wh ・・e　n・

one 　has　gone　before．，．‘‘

　こ の 節は最近の私 の論文 ［39］の 自分 自身に よる翻訳で ある
’38

。

3．1　SDTNG の は じめ に

　suspension の 微視的構造 は
、　Stokes近似で の 流体に浮ぶ粒子間の 流体力学的相互作用に よ っ て決

まる。Stokesian　Dynamics 法 ［16］は、こ の 文脈で開発 された 。　Stokes近似 で の 多体問題 には 、 大 き

く分 けて 二 つ の状況が ある 。 それ は 自由境界条件と周期境界条件で ある 。 こ の 違い は粒子の振舞に

定性的 な変花を もた らす；
一

定の 力が働 く場合 、 自由境界で は粒子間隔が小 さい 程粒子は速 く落下

するが 、 周期境界で は粒子濃度が高 い 程粒子はゆ っ くり落下 する 。 こ れ らの 振舞 は全体の 境界条件

を陽 に考慮す る こ と で 基本的 に理解で きる。 相互作用の 長距離性か ら、周期境界条件で は Ewald和

と呼ばれ る 特別 な方法が必要 となる 。 したが っ て 自由境界条件に比 べ 周期境界条件の 問題 の 方が よ

り複雑で 、 計算時間 も多 くか か る 。 どちら の 問題で も支配方程式は同 じで あるため 、 適切な Green

関数を用 い る こ とで こ れ ら の 問題 を同 じ枠組で 研究す る こ とが 出来 る 。 Stokesian　Dynamics法 は

こ の よ うな枠組の
一

つ と言える ；Durlofsky＆ Brady （1987）［291は 自由境界条件に対する、　Brady

’3S
とい っ て も、日本 語 で 論文 を書 い て それ を英 訳 した訳で は な くて、英語で 必死 に書い た論 文 を文句を言い なが ら日本

　 語 に翻 訳 した 。 多分、よ り論理 的 に書けて い る と期 待 する。
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et　at ．（1988）［18］は周期境界条件に対する もの で ある 。 オ リジナ ル の Stokesian　Dynamics法 （以下

SDTOS とする）は成功 を収め た 。 しか し開発 され て既に IO年以上経過 し、 最近二 つ の大きな問題

が認識 され て きた ；
一

つ はその 近似が FTS バ ー
ジ ョ ン と呼ば れ る力と トル ク、

　 stresslet しか考慮

されず、高次 の カモ ーメ ン トが無視 され た近似 に制限 され る点で あ り、もう
一

つ は計算時間が非常

に大 きく実際に計算で きる 系の粒子数が数 100 に限 られ る 点で ある 。

　 こ こ で の 目的は 、人為 的な仮定 を導入する こ とな く必要 な精度で 少 い 計算 コ ス トで 問題 を研究

で きる Stokes流れ に対す る枠組 として
一般 的な定式化 を確立す る こ とで ある 。 こ の よ うな数値ス

キ
ーム を可能 な限 り単純に定式化す る；こ の 単純さは 、 物理 に対する よ い 見 通 しや 多 くの 問題 へ の

簡単 な応用 を与 える 。 単純 さの 別の 長所 と して 、手法の効率的な実装が ある ；計算機は
一

般に調和

関数や三角関数 よ りも代数演算の 方を好 むもの だ 。

　 こ こ では最 も単純な状況 を考える。つ ま り自由境界条件の 剛体球形粒子か らなる系で 、Brownian

運動 と流体の 慣性が無視で きる （Peclet数が無限大で 、 粒子 Reynolds数が 0 ）とす る。自由境界条

件の問 題は最近あ まり研究 され て い な い 。しか しこ れは こ の問題が既に解決 して い る事 を意味 しな

い ；実際、流体 中の 粒子集団の 重力落下中の崩壊 ［71］や shear 　flowに よる崩壊 ［471な ど興味ある現

象は存在す る 。 こ こ で の 主な 目的は定式化の 確立 と数値ス キ
ー

ム の 実装 にあ り、これ らの 興味ある

現象へ の 応用は議論 しな い 。

　 lubrication　correction は SDTOS の
一

つ の ハ イラ イ トで あるが 、
こ こ で は詳細 な議論 はしな い 。

しか し 、 も し lubrication　correction をf吏い た けれ ば こ こ で の 定式化に組み込 むこ とは可 能で ある

（詳 し くは 3．3．1節 を参照）。

　 こ こ で の 現実的な ゴール は 、 Durlofsky＆ Brady （1987）［29］の 手法の 精度 と計算 ス ピー
ドを改良

す る こ とで あ る。精度 の 改良は実空間 で の 単純な多重極展開と適切 な縮約に よ っ て 行 う；そ こ で 、

カモ ーメ ン トと速度モ ーメ ン トを結び つ け る
一
般化 され た mobility 問題を任意の 次数に対 して 導

出する 。 速度モ ーメ ン トは速度の 微係数 を使 っ て計算する ；こ の こ とが定式化を単純に し、拡張を

直接 的にす る 。 計算ス ピードの 改良は疎な行列 の 問題で 広 く使われて い る逐次法を使うこ とで 行

う。 高速多重極法 （FMM ）［33］を用 い る事で 計算速度の 更な る改良を行 う。
こ こ で の FMM の 定式

化はオ リ ジナ ル の FMM とは異な り、 精度の 改良で用 い た多重極展開の 単純 な拡張に なっ て い る こ

とが分か る だ ろ う 。 こ こ で は単純 な逐次法 と FMM の non −adaptive バ ージ ョ ン だけ を使う；逐次法

に 対する 前処理や 、FMM の adaptive ス キーム は議論 しない 。 こ れはそれ らの手法が こ こ で行う定

式化 に使えない か らで は ない
。 む しろそれ らの 技法 をこ の 定式化 に応用する こ とで 、こ こ で 示した

結果の 更 なる向上が期待 され る 。

　 こ こ で 示す定式化 は
一

般的で 単純で ある ため 、拡張は直接的で ある 。 周期境界条件へ の 拡張は

Green 関数 を Os   n テ ン ソ ル から Ewald和 をとられたテ ン ソ ル ［11，18】に置き換える こ とで で き

る 。 球形で は ない 物体に対 して適切 なモ ー
メ ン トの縮約を使うこ とで 、 非剛体的な物体に対 して は

二 重層 ポテ ン シ ャ ル を加える こ とで応用 で きる 。
こ こ で の 定式化は流体力学の 特別な性質は使 っ て

い ない ので 、Laplace問題や線形弾性論 、 重力多体系 、 渦ダイ ナ ミク ス な どの 問題 に対す る応用 も

直接的で ある 。

　 最後 に、こ こ で の 定式化 と他 の研究 との違 い を見て お く。 精度の 拡張に つ い て は 、Mazur ＆ van
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Saarloos（1982）［67］が Fourier空間で の 多重極展開を行 っ た 。 その Fourier積分 を Fourier級数 に

置 き換 える こ と で 、Ladd （1988）［53］は周期境界条件で の 数値的な実装 を行 っ た 。 こ こ で 示す定

式化は 彼 ら の 実空間で の 表現で ある と理解する こと も出来るが 、それ だけで は ない ；Mazur ＆ van

Saarloos（1982）［67］は モ
ー

メ ン トの 問の 関係を形式的に書 き下 し、　Ladd （1988）［53］は そ の 定式化

を実装 して い る 。
つ まり彼らはモ

ー
メ ン トを直接扱 っ て い る 。 しか し我々 は、速度 モ ーメ ン トを速

度 の 微係数を用 い て 計算 して い る 。 その 結果、式の上 に調和関数や三 角関数 は表れ ない
。

　計算ス ピー
ドの 改良に つ い て は、Sangani ＆ Mo （1996）［86］が周期境界条件で の Stokes流れ の彼

らの 定式化 ［69］を元に して FMM を初め て応用 した 。 彼 らの 定式化 は調和関数展開に基づ い て い

て 、 Laplace問題に対する オ リジナル の FMM を Stokes 問題に応用す る の に適 して い た 。 こ こで示

す FMM の 定式化 は調和関数に よる もの で はな く、む しろ精度の 向上 で 用 い る多重極展開の 単純な

拡張で あ り、同様に調和関数や三角関数は は表れ ない 。球の対称性をもつ 系 に対 して は球調和関数

は有効で あるが 、逆 に その ような対称性 を持たない 系に対 して は制限に なる 。 こ こ で の 定式化は単
純 （で 、 あ る意味冗長）で あるが 、よ り柔軟で ある ；こ れ は こ こ で示す定式化の持つ 長所 である 。

3．2　多重極展 開再考

　まず Stokes　flowの 中の 剛体球粒 子の 流体力学的相互 作用 に対する 多重極展開を再定式化 し、

一

般化された mobility 問題 を導出す る
。 それ は SDTOS の grand　mobllity 問題の 素直な拡張に な っ て

い る 。

3．2．1　速度場の 展開

　剛体粒子に よ る 速度の 乱れ v（x ）は 、一重層ポ テ ン シ ャ ル に よっ て次の よ うに書ける ［60］。

　　　　　　　　　v・（・ … 　Ui・輔 …
一

議獣 ・脚 伽 ・ 　 （36・

こ こ で u は流体の 速度、u
° °

は粒子が ない 時の 流体速度、μ は流体の 粘性率、　N は 粒子数 、
　S ．

は粒

子 α の 表面 、 f（y）は粒子表面 y で の 力密度、　J（r）は Oseenテ ン ソ ル （6）、つ ま りStokes方程式 （5）
の Green関数で あ る 。 繰 り返 され た指数 に対 して は Einsteinの 規約を適用する

。 （36）式 は厳密で

ある 。 こ の右辺 を粒子中心 κ
α

で展開す る と、Oseenテ ン ソ ル の 微分係数5 とカ モ ーメ ン ト9 を

用 い て次の よ うに書ける 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 　　pt

　　　　　　　　　　　　　・・（x）・ΣΣ鑼 ．．．（x
− x

α

）鑵 ！．（α ）　　　　　　 （37）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α ＝1m ＝O

こ こ で仮の 打 ち切 り次数 p
’

を導入 する （詳 し くは 3．2．4 節で定義する）。 Oseenテ ン ソ ル の 微分係数

」 とカモ ー
メ ン ト9 はそれ ぞ れ次の よ うに定義する 。

　　　　　　　　　　　　　　瑠 一（r）＝

…毒毒［（一▽）瓢ノ’ノ1（・）　　　　　　　（38）
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　　　　　　　　　　　　　鑼 … ＝一

£ 軸
一
踝 乃ω 　 　 （・9・

省略された指lk　k … は高次の テ ン ソ ル に 関 して そ の次数 m を陽に書 く場合に用い た 。 当然こ れ ら

に もEinsteinの 規約を適用する。
こ の カモ

ーメ ン トと習慣的に用 い られ る物理量 （力 F，トル ク T，

stresslet 　S）の 陽な関係は次の ようにな る 。

　　　・岬 （・u 7 ・

鰍 鋭ソ・・圃 ・ 1｛疏｝
’
（… 跨｝

）
（・ ・−1・・鋭2…

　　　　　　　　　珂
〉゚
（・… 5f ，［？（・ ・

− 1・’・畷2・… 麺 ・ sz’

こ こ で 轍 は

　　　　　　　　　　 ε
濯yz

＝

らぴ
＝ Ezx．y

＝＋ 1，　　 Ezyx ＝転 ε
＝

勉 v
＝− 1

で、そ れ以外は ゼ ロ である 。

｝・…

（4D

（42）

3．2．2　境界条件

　（37）式は粒子表面で の 速度 とい う境界条件を満たすため の 変数を、連続量∫か ら扱い やすい 離散

量 9 に変換 した と言 える 。 こ の f を決定するため に は、彡 の 要素の 数だけ条件式が必 要となる 。

速度場 の 境界条件 を適用する 方法 に は、少 くとも以下 の 3 つ が考え られる ：boundary　collocation 　i去

と、速度 の 微係数 を使 う方法、速度 モ
ー

メ ン トを使 う方法。

　boundary　collocation 法 ［32］で は境界条件は collocation 　pointと呼 ばれ る境界上 の 有限の 点で 直

接課せ られる 。 したが っ て （37）式で 定式化は完了する 。 こ の ア プ ロ ーチ は単純で あるが 、動的 な

問題で は困難が 生 じる 。 こ れはこ の 手法が collocation 　pointの 選択に依存 し、その ため ある状況で

は破綻する （解が求ま らな い ）か らで ある 。 別の 方法と して粒子中心で の 速度の微分係数

　　　　　　　　　　　　　　　　躍！（・
・

）・ 詣［・岡 （・
・

）　 　 　 （・・）

を使 うもの が ある 。 こ の ア プ ロ ーチ もまた単純で あるが、二 つ の 問題が ある；
一

つ は 7 の 対称性が

カモ
ーメ ン ト y と異 なる こ と、もう

一
つ は （37）式の 展開で は速度 の 微分係数の 自己部分が特異 と

なる こ とで ある 。 前者 は未知数と条件式 の 数 の ずれを生 じ、その 場合問題が不定 に な り得る 。 後者

は 自己相互 作用は こ の 方法で は考慮で きな い こ とを意味す る 。

　 もう一
つ の 方法 と して 速度 モ

ーメ ン ト

　　　　　　　　　　　　蠏？・… 纛£ ・∫ω 団 乞・’ω 　 　 （44・

を用 い る もの が ある。こ こ で α は 粒子半径で ある 。 速度モ ー
メ ン トは速度の 微分係数よ りも複雑で

あ るが 、 先の 二 つ の 問題は な い
。 粒子表面で の 速度 は 、 与えられ る流れ u

°°

に対す る粒子 α の並進

速度 uc「
と回転速度 Ω

α

、　E α

変形テ ン ソ ル に よ っ て v（y）＝ ｛U α
＋ Sta　× （y − x

α

）＋ Eα ・（y 一エ
α

）と与え

られ る 。 したが っ て 0 次 と 1 次の 速度 モ ーメ ン トは次の よ うに書ける 。

　　　　　　　　　　　　・・
i
（°）

（・ … 9・ 蜘 一 1（… Ω圃 　 　 　 ・…
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　　　　　　　　　　・7・ 1動畷 ｝
’
（・）・ ・卜 1｛鮒 ｝

（・ ）・ ％ジ
’
（・ ・｝　 　 （46）

　速度 モ ーメ ン トとカモ ーメ ン トを関係付 ける線形方程式は、（44）式 の 表面積分 を （37）式に 行う

こ と で 得 られ る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N 　 〆

　　　　　　　　　　　　婿 （α ）； ΣΣ属ll：  ．（α ，β）鑵 とψ）　　　　　　 （47）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β＝1m ＝O

こ こ で M は次の ように定義する 。

　　　　　　　　　隅 ・ ・a … 一纛五鋤
一ノ ・躍 圃 　 　（…

こ の （47）式、あ るい は略記 した表式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 勿 ＝ M ・彡 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（49）

を一般化 され た mobility 問題 、 行列 M を一
般化され た mobility 行列と呼ぶ 。 以下 で は煩雑さ を避

け るた め この よ うな略記を用 い る こ とが ある 。

　実際 に （49）式を計算す る時は 、簡単の た め まず速度モ ーメ ト勿 を自己部分 ％
s

と非 自己部分

勿
’

に分離す る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　勿 ＝ ％
s

＋ C7
’

　　　　　　　　　　　　　　　　 （50）

こ れは 」 を計算す る方が M を計算する よ りも簡単、つ ま り微分を計算する方が積分を計算する よ

りも簡単で ある か らだ 。 自己部分 勿 ‘ は次の よ うに書ける 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 吻
5

＝ MS ・ge　　　　　　　　　　　　　　　　　 （51）

こ こ で mobility 行列 の 自己部分 MS は次の ように与 えられ る 。

　　　　　　　　嘲 諸 ：臨 ・a ・… 纛∫図

婀 鰍 ・の 　 （52・

こ の表面積分 は Kroneckerの deltaの 一
般化 とみな せ る 。 行列 Ms （’t・M ）

は次の よ うな性質 を持 つ
’39

：

　i．M ’（”・m ）
は n と m が両方 と も偶数で あるか 、 両方 と も奇数で ある場合の みゼ ロ で はない 。

ii．　MS （n・m ）は m ≧ n ＋ 2 で はゼ ロ である 。

0 次 と 1次の具体的な形は次の よ うになる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　囎
゜）

・ 畿　　　　　　　（53）

　　　　　　　　　　　　鴫 一

、。1、。
［4δ’・

δ・
一δ1・δ・t

− ・’嗣 　 　 　 ・54・

高次の 場合 も煩雑 だが単純 な計算 で構成で きる 。 それ らを用 い て 自己部分 は求め る こ とがで きる 。

專39 こ の 論文が教科書ならこ れ は演習 になる だろ う。 ちなみ に答えは論文 ［39｝の 付録にあ る。
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一

方非 自己部分の計 算は、先 に触れ た よ うに速度 の 微分係数 丁
’

を計算 し、 そ れ を速度モ ーメ ン

ト勿
’

に変換する こ と に する 。 こ こ で ダ ッ シ ュ は非自己部分を陽に表すため に 用 い る 。 こ の 変換 を

求め よ う。定義か ら 7 ’

は次 の ように与えられ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　噸 ・ ）・ 詣［咽 ・x
・

）

非 自己粒子 β≠ α の 作る速度の 乱れ は次の よ うに書ける 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 〆

　　　　　　　　　　　　　v
’

1（x ）＝ ΣΣ硝：2．．（x 一ノ）鑵 ≧ 
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β≠α m ＝ O

こ こ で 〆
α

を中心 x
α

で 展開す る 。

　　　　　　　　　　　　　　・
’7ω ＝ Σγ

’

鷙1．（α ＞tV・一・x
α

）：1．．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＝O

粒子 α に対する表面積分 を行 う事で 、速度モ ーメ ン トと速度の微分係数の関係が得 られ る 。

　　　　　　　　　　刎：；
・
（… 嵩伽 ・

、舐 ・・  ・耀

2 次 まで の 具体的な形は 次の よ うに与えられ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　or’1・） ＝ r （・）
＋
e2　r ’（・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　 t　　　 i　　 3　　i・ノノ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　 　　　　　　 4

　　　　　　　　　　　　　　　0r’

鮮 詈塔？・ 害プ 點ノ

　　　　　　　　　勿
’

嫉 ・湾 … 篶（・・’プ 1翁・ ・醐 ・ 礬鴫 、

（55）

（56）

（57）

（58）

（59）

（60）

（61）

　（58）式に つ い て 3 つ の 註がある 。

一
つ は、n と m の 偶奇が

一
致する こ と 。 こ れは 右辺の 積分が

Kronecker の deltaの 線形結合 である こ とに よる 。 二 つ 目は、　 m に 関する 和の 上限に つ い てで ある 。

こ れは速度場 v の 重調和性

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽
2
▽
2v

； 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（62）

か ら来て い る 。 したが っ て （58）式 に は展開に よる打 ち切 り誤差は な く、 プ
’

か ら 勿
’

へ の 変換 は厳

密である 。 （58）式で m に関す る和の 上限が n で は な く n ＋ 2 で ある こ とは 、 勿
’（m ）

には有限サイズ

効果が Y ’（m ＋ 2）の トレ ース と して入 っ て い る こ とを意味す る。三 つ 目は非圧 縮性

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ▽ ・v ＝ 0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（63）

に 関 してで ある 。 こ のため速度の微分係数 は n ≧ 1 に 対 して γ
’

｝客．＝ O とな る 。 しか し速度モ ーメ

ン トに対 して は 同様の 関係 は 1次 に しか成立 しない 。つ ま り

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　勿
’1｝LO 　 　 　 　 　 　 　 （64）

で あるが ・n ≧ 2 に対 して は搬 に en’1二｝．．・ ・ で ある ・ これは n ≧ 2 で ｝ま 9 ’

：ii．．に r ’1翫．・ ・と

い うゼ ロ で はな い 項が必ず含 まれ るか らで ある 。
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次数 m 完全形 対称形 縮約形

0 勿
）゚

，
％〜

（°）
， ％

（°〕
勿

）゚
，勿

゜）
，吻

（°）
蚣

（°）
，咳

〔°）
， ¢

（°）

1 鷲
）
，勿P，鷲

％P，刎1），婿
忽艮

）
，卿 ，例1〕

例1），勿1），毎1）
易〜IP，畷1），吻12
磯 ，爆

）
，例1）

一α

，卿 ， 砿IP
咳IP，咳il），曜 ）

例P，咳鐸
）
，裂

2 螺 ，姆 ，囎

囎 ，吻 留，囎
囎 ，囎 ，嚶

囎 ，彼 欝，囎
一c

，囎 ，囎
一c

，一
・

，媛
〕

丿
，囎 ，囎

」
， 哲留，囎

一‘

，一゚，囎
3 囎 ． ，勿 織，働黛、

勿 鉱，勿 鳥，勿 卸，

勿 黒 ，
勿黒，

彼 黒
％泓，嶼 ，，勿 織
勿 織，勿織，勿濃

鴫 ，鴫 ，鴫
勿 盛 ， 勿島，紘 黒
％

（3）
勿

（3｝
％

（3）
　 、zyπ，　 　 　 ，εy、り　 　 　 　 　 ．ζvz

勿搬，暢 ｝，礁

媚 ． ，礁 ，
，勿 禦、

− c
，勿 鳥，勿 織

　一・

，

一・

， 吻盤
　 　 C 　　 C 　　 C　 − 一 ＿　　 ，　　　　，

一‘

，鴫 ，嚥
　一c

，一゚，礁
　 　 c 　 　 　 c 　 　 　 c　 　 一 一

　　 c

，
　　c

，
　　c　 − 一 一　　 ，　　　　，

　 − c

，一
・

，
勿儘

　 う　 わ　 b　− 一 一　　，　　　　　，

一’

， 勿點， 勿殿
一c

，

− c

，吻黒
　 c　　 c　　 ご　 一 一 一
　 　 ，　 　　 ，

− c

，
哲織，蝿差

一‘

，

一‘

，囎
　 c 　 　 　 c 　 　 　 c　 ｝ ＿ ＿

　 c

，

　　c
，

　　σ　 一 一 一
　 　 ，　　 　　 ，

」

，

丿

，巉 ！

表 1： 「完全形」と 「対称形」、 「縮約形」の 要素。

− Ct
とある縮約は非圧縮性 r勿，，＝ 0 に よる 。

−b

と一e
とあ る縮約はそれぞ tz　irreducibleテ ン ソ ル に よる もの と、％．k．、の添字此… の 対称性 に

よる もの で あ る 。 m ≧ 2 で の 添字 ごは変化がない の で省略した 。

3。2．3　モ
ー

メ ン トの 縮約

　例えば resistance 問題の 場合、 粒子に か か る 力を粒子の 速度か ら求め るため に 、

一
般 mobility 問

題（49）を速度モ ーメ ン ト勿 か らカモ ーメ ン ト f に関 して 解 く。 例えば （64）式で 見 た ように 、 こ

れ らの モ
ー

メ ン トに含 まれ る要素は それ ぞ れ独 立で は ない
。

こ の た め線形方程式 （49）は不定 とな

る 。 こ の 状況 は resistance 問題だけで な くmobility 問題で も起 こ る 。 そこ で はカモ ーメ ン トの 高次

の 要素が未知数で 、速度モ ーメ ン トの 高次の 要素が剛体性か ら既知で ある 。 （詳 しくは 3．2．5 節を見

よ 。 ）正 しい 解 を得る に は 、 全て独立 な要素か ら成 る irreducibleモ ーメ ン トを関係付ける方程式に

縮約す る必要が ある 。 速度場の 性質 に よる縮約、つ まり非圧縮性 と重調和性 は既に 3．22 節で議論

した 。 モ ーメ ン トの 要素の 間に は別の 、粒子形 が球で ある こ とに よる依存性が ある 。 こ こ で は速度

モ ーメ ン ト％ を使 っ て議論するが、カモ ーメ ン トに関 して も全 く同様で ある 。

　m 次の 速度モ ーメ ン ト 勿脚に つ い て 考 え る 。 まず添字 k… に明らかな対称性 が ある 。 こ の 対

称性 を考える と m 次 モ ーメ ン トの独立な要素の 数は各添字 iに つ い て 3m から （m ＋ 1）（m ＋ 2）12と
なる 。

こ の段 階の縮約形 を 「対称形」 と呼ぶ （表 1 を見 よ）。
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　モ ー
メ ン トの 定義から、高次の モ ーメ ン トは低次の モ ーメ ン トと次の ような関係 を持 つ

。

　　　　　　　　　　　　　　　　　蠏謡！・ ・
2

環！．　 　 　 　 　 　 （65）

こ の 依存性 を除 くには、対称で traceless な irreducibleテ ン ソ ル ［27］を使 うとよ い
。　p 次 の テ ン ソ

ル 謡
ρ の縮約 は次に よ うに 与えられる 。

　 　 r・”

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ［P12】

　　　　　　　　　　　瞭 ＝ Σ・窰δ・’1’，
δ’、i、

… δ・，、．、i。 」Z（fk， ［
．．、、

，、SISI
、−S、S、 　　　　　 （66）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 k＝O

こ こ で of は次の よ うに定義され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 p！　　　（2p − 2k − D ！！

　　　　　　　　　　　　　 イ ＝ （− 1）
k

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（67）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （p − 2k）！（2p − 1）！！（2k）！！

例 えば 2 次 と 3 次に 闃 して は次 の よ うに なる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　場 一 垢 、
−1…娠 　 　 　 　 ・68）

　　　　　　　　　　　媒 一 噺 1（・’鵡 ・ 幅 憲、
＋ ・・欄 　 　 　・69・

添字を囲む括弧はそれ らの 添字に対する対称化を意味する 。 今の 場合 は モ ーメ ン トの 定義か ら添字

に対 して 対称 なの で 、 こ の 対称化 は気 に しな くて よ い
。

こ の縮約に よ っ て m 次 の 独立な要素の 数

は 2m ＋ 1 となる 。 縮約 された要素 は表 1 に ま とめ て ある 。

　 こ の 縮約を表す演算子を P 、 逆 演算子 （つ ま り復元 演算子）を （2 とす る 。 陽 な形 は （気合 い で ）既

知で あ る 。
こ れ ら の演算子を使 っ て irreducibleモ ーメ ン ト砂 と 彡 は次 の ように 関係する 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 勿 ；P ・M ・Q ・彡　　　　　　　　　　　　　　 （70）

こ れ を縮約され た一般化 mobility 問題 と呼ぶ 。 こ の 式の 具体 的な計算手順 は 3．2．4 節で 、 境界条件

の 適用 は 3．2．5 節で示す 。

3．2，4　打 ち切 りと計算手順

　（37）式で 曖昧に導入 した打 ち切 りは 、 独立 な要素が 陽に示 され て い る縮約形の （70）式 にお い て な

され る べ きで ある 。 正式 な打 ち切 り次数 ρ を 、 （70）式 の モ ーメ ン ト勿 と 彡 の 最高次と定義す る 。

　実際 の計算手順 を、打 ち切 り p を陽に 書 きなが ら見 て い く。 （70）式は次の 6 ス テ ッ プからな る

手順で 計算する ：

（i）．縮約 され た カモ ーメ ン ト彡 か らカモ ーメ ン ト彡 を力復元す る 。

9 （o〕

9 （P ）

f （尸＋ D

彡 ψ＋2）

（α ）＝

Q （0・0）　 … 　　（2（e・P）

Q （P・o）　 …　　（⊇（〃 ）

ζ〜
（P ＋ t・o）　…　 （⊇

（P ＋ L，P）

Q （P ＋2・0） …　 Q （P ＋2・ρ）

0

　

ρ

彡

：．

彡

（α ） （71）
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（ii）．カモ ー
メ ン トPtを使 っ て速度の 微係数の 非 自己部分 γ

’

を計算する。

　　　　　　　∴ω ・   ：∴瓢 圃 ・じ：1
　　 こ こ で 穴 は次の よ うに定義され る 。

　　　　　　　　　蠏 ：狐（・）・ 素障劇 ω ・ 議赫 ［・11−（一▽闘 （r ）

（iii）．γ
’

を （58）式 を使 っ て速度モ ーメ ン ト勿
’
に 変換する 。

勿
’（o）

勿
’（P ）

（α ）＝

の
（O・°｝ … 　の （°・P） の

（°・P ・ D
の （O・P ・2）

の
（P・o｝ … 　の （P・P ＋2） の（P・P ＋ 1）

の （ρ〃＋2）

γ
’（0）

ア
’（ρ）

7 ’（P ＋1＞

T ’〔ρ＋2）

　　 こ こ で の は次の よ うに定義され る 。

　　　　　　　　　　　　　　　の
姻

・ 咢∫H
・・（・）…

＋ m

（iv）．速度モ
ー

メ ン トの 自己部分 勿
5 を計算する 。

　　　　　　　　　　　勿
∫（0）　　　　 MS （O・e） ＿　MS （O・P）　　 9 〔0）

　　　　　　　　　　に諞
＠・・

両 二祠 卿
＠・

　　 こ こで MS は （52）式で与え られ る 。

（v）．自己部分 と非 自己部分 を合わせ て速度モ ー
メ ン ト 勿 を計算する 。

　　　　　　　　　　　　　 勿 〔0）　　　　 勿
∫（0）　　　　 fa・（O）

　　　　　　　　　　　　　　 i （α ）＝　 i　 （α）＋ 　 i　 （α ）

　　　　　　　　　　　　　 勿 ψ）　　　　 勿
∫（P）　　　　勿

’｛P）

（vi），勿 を ％ に 縮 約する 。

　　　　　　　　　　　　勿（0）　　　 P （0・0） ＿ 　P（O・P）　　 吻 〔0）

　　　　　　　　　　　　　i （α）＝

　 i　
’・，　 i　 ・

　 i　 （α ）

　　　　　　　　　　　　Oj（P）　　　　 P （P・o） ＿ 　f）（P・P）　　 勿 （P）

（β） （72）

（73）

（α ）　 （74）

（75）

（76）

（77）

（78）

こ の 6 ス テ ッ プ か らなる手川頁は （70）式を表す一
つ の サ ブ ル ーチ ン とみ なせ る 。 それ は引数 に縮約

され たカモ
ー

メ ン ト彡 をと り、 結果 と して縮約され た速度モ ーメ ン ト勿 を返す 。

　SDTOS で は 3 つ の 打ち切 り、
つ ま りF と F7 、　FTS バ ージ ョ ン が 示 され た 。

　F バ ー
ジ ョ ン は打

ち切 りp ＝ O に対応 し、一般化 された mobility 行列は力 F を並進速度 U に結びつ ける 。

　FT バ ー
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ジ ョ ン で は、カモ ーメ ン トの 1次の 反対称成分で ある トル ク T が考慮 され 、 対応する角速度 Ω が

あらわ れ る 。 FTS バ ージ ョ ン で は、カモ
ー

メ ン トの 1次の対称成分で ある stresslet 　S とk 対応す

る rate−of −strain　E が考慮 される。こ れは打 ち切 りp ＝ 1 に対応する 。
こ の定式化は FTS バ ージ ョ

ン まで SDTOS ［291 に完全 に
一
致する。

　打 ち切 りに関 して 注意 して お く。 （70）式で縮約 されたモ ーメ ン トは p 次で打 ち切 られ るが、カ

モ ーメ ン トは p ＋ 2 次 まで 復元 し、速度の 微係数も p ＋ 2 次 まで計算 し、その 結果 を p 次まで 速

度モ ーメ ン トに 変換す る必要が ある 。 こ うしな い と有限サ イズ効果が正 しく取 り込め ない
。 実際

p ＝ O で さえ有限サ イズ効果 は グ リー ン 関数の 2 次微分の トレース と して 考慮 され 、一般化 され た

mobi ！ity行列 と して （25）式の M °°
を得る。こ の 意味で （37）や （47）、（56）式で曖昧に導入 された打

ち切 り次数 p
’

は 、p ＋ 2 と言 える 。 た だ し復元 され たモ ーメ ン トの ．9 （P ＋1） と 彡 （P＋2）は、縮約 され

た モ
ー

メ ン トの 彡（P＋ 1）や 彡（P ’ 2）の 寄与 を持っ て い る訳で は ない 。

3．2．5　剛体 粒子の 高次バ ー
ジ ョ ン

　粒子表面の剛体性か ら、剛体粒子の 持つ 運動の 自由度は 61＞ で ある ；独立 な変数は力 F と トル ク

T 、 そ れ に対応 した並進速度 U と回転速度 Ω で あ り、 縮約され た速度モ ーメ ン トの 高次の 部分は

消 える 。 これ は mobllity 問題であろ うが resistance 問題で あろ うが 高次 の 速度モ ーメ ン トは常に既

知で あ り、 対応する高次 の カモ ーメ ン トは未知であ る こ とを意味す る 。 有効 な 自由度だけで表現

され た問題 を 「contracted 」 と呼ぶ こ と に す る 。 剛体粒子の 独 立 な変数 を結び つ け る 、 したが っ て

6N × 6N 次元 をもつ contracted 　mobility 行列や resistance 行列は打 ち切 り次数 ρ に 依存 し、ρ → 。。

の極 限で厳密解 に収束す る 。 rate −of−strainが 与 え られ る よ うな線形流 の 問題 で は、自由度は FTS

バ ージ ョ ン と同 じ 11N となる 。 前者 を FT −contraction 、 後者を FTS −contraction と便宜上呼ぶ こ

とにす る 。

　独立 な 自由度に対応す る低次の モ
ー

メ ン トを添字 1、残 りの高次 の モ ーメ ン トを添字 h と書 く。

つ ま り FT −contraction で は 壌 は F と T 、　FTS −contraction で は S が 加 わ る 。 こ の 記法を用 い て

（70）式を次の よ うに書 く。

　　　　　　　　　　　　　　［蓊H繍 諺騰 1　 　 ・79・

剛体 性 咳 ＝ 0 か ら、対応するカモ ー
メ ン ト謠 は解 ける 。

　　　　　　　　　　　　　　　あ ＝ 《磁 ）
簡 嵐 ’壌 　　　　　　　　　（80）

した が っ て contracted 　mobility 問題は次の ように書 ける 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　％ コ 勲
黙

（か 壌 （81）

こ こ で contracted 　mobility 行列 M ＊

（p）は次の ようになる 。

泊
・

（P）＝ 病 ，
− M 、ガ （息 ・）

−1
・隔 （82）

一 617 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

市來 　健吾

【

醐

麟
壓

M
応
H
而
u
ω

7

6

5

4

3

2

12
2 ．05 2 ．1 　　 2 ．15 　　 2 ．2

　　　粒子 間隔 r

2 ．25 2 ．3

図 1： 2 体 resistance 問題 の ス カ ラ
ー

関数 xfl（r；p）を様々 な打 ち切 りに対 して 示す 。

‘F ’と
‘FTS ’

は対応 した解析表現 の 結果 で 、
‘
exact

’
は Jeffrey＆ Onishi ［46］の厳密解で あ る 。 こ こ で

示 し た 手法 の 結果 は p ＝O，1，… ，11 に 対 して 示 した。

こ の 行列 は打 ち切 り p に依存 し 、 p → 。。 で 厳密 になる 。 こ の 逆行列 企（
　　　　　　　へ
P）＝ （ル｛

申

）
−1

は対応す る

contracted 　resistance 行列で 、 次の contracted 　resistance 問題 を構成する 。

彡，
＝ 灸

’
（P）・％ （83）

行列 M ＊

（p）と鐸 （p）の 次元は FT −contraction では 6N × 61＞、　FTS −contraction で は 11NxlIN で

ある
。

　こ の contracted 問題の 実際の計算で は 、縮約 された mobility 行列 泊 を直接扱 っ た り、そ れ を

（79）式の よ うに 陽に分割 した りした くない
。 先に示 した 6 ス テ ッ プ の手順 は こ の 要求に 答える 。 逐

次法による線形方程式の 解法 にお い て は 虜 か ら 勿 を計算す る手続 きで 十分で ある
率 40

。

　こ の 定式化 とそ の実装 をテ ス トす るため に、厳密解 ［46］が 分か っ て い る 2 体問題 を計算す る 。

最初 に resistance 問題 を打ち切 り p ＝ O
，
1

，

… ，11で計算す る 。 図 1 は 2 体 res童stance 行列 を与 え

る ス カ ラ
ー関数の 一つ Xぐi（r；p）を示す 。 打 ち切 り次数が p → 。。 の極限で 厳密解に収束 して い る 事

が分か る 。 また p ＝ 0 と p ＝1 で は対応す る解析表現と完全に
一

致 して い る事が分 か る 。 解析表現

は F バ ージ ョ ン は次の ように 、

xf
・（… ）・

4，
、

4r6
一
（3r2− 2）2

（84）

’40
具 体的 な詳 細 は論文 ［39］の 付録 を参照。
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FTS バ ージ ョ ン は次の よ うに書 ける 。

　　　　　　　　　・ei（・・1）一 誓（− 288・・ 22・8r2・一・26・…一・75・
・

＋ …
1・

）
こ こ で D は 次 の よ うに与えられ る。

　　　　　　　　　　 D ＝ 2304− 21120r2＋ 55600r4− 90600r6＋ 45945r8

　　　　　　　　　　　　 − 800rlo− 1800ri2− 900ri4＋ 400ri6

（85）

（86）

8）困
曳
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図 2：2 体問題の ス カ ラー
関数 の 誤差。 左 は resistance 関数 Xfi（r；p）の厳密解 XfT（r；p ＝ 。。）か

らの 差を 、 右は mobility 関数 穐（r ；p）の 高次の 結果 塩（r ；p ＝ 8）か らの 差を示す 。

10

　こ の 定式 化 の 打 ち切 り誤差 を定量 的 に評価 す る ため 、 resisntanOe 問題の 厳密解 と の 比較 と

mobility 問題で の 高次の 解と の 比較を図 2 に示す 。
こ の 結果か らい ずれ の 場合も誤差は r

−2（P ＋2＞で

ス ケ
ー

ル され る こ とが分か る 。 resistance 開数　yftや mobility 関数 y了1 は これ ら と同 じ挙動 を 、 その

他 の 関数は よ り高次 の ス ケ ーリ ン グを持つ こ とに注意する 。
つ まりこ の定式化全体の 誤差は大 きな

r に 対 して 0 （r
−2（P ＋2）

）となる 。 こ の 次数に対する 誤差は次の よ うに理解で きる 。 最初 に mobility 問

題を考 え… 次の 打ち切 り畷 大誤差は、よ り融 で ・ （確 な）購 ・対す … O（lh・（M ，，）
−1

・M ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 A

に存在する f （1）＋ 1）か らの寄与で ある 。 r
°

とい うス ケ
ー

リ ン グ を持 つ 自己部分は 、
　Mhh （と 、 した

が っ て そ の 逆）に の み存在す る の で 、 9Cp＋ 1） に関する最大誤差は r
−
（P ＋2） と ス ケ

ー
ル され る 承t， と

ル【hl の最低次か ら生 じる。 したが っ て mobility 問題の誤差は r
−2（P ＋2｝で ス ケール され る 。　mobility

問題 だけで な く resistance 問題で も、 剛体粒子 に対 して は ％ は常 に既知で あ り、 あ は未知で あ

る 。
つ まり resistance 問題 にお い て も打ち切 り誤差は 9「（P ＋ 1）の 寄与か ら 砺 に もた ら され 、 それ は

r
−2〔P＋2） とス ケ

ール され る 。 砺 か ら 瀦 へ の最低次の 寄与は 自己部分で あるか ら 、 resistance 問題 の

誤差 も r
− 2（P ＋ 2） とス ケ

ール され る 。

3．3　高速化

　SDTOS の ボ トル ネ ッ ク は mobility 行列の 反転 にあ り 、 そ れ は 0 （1V3）の計算 コ ス トが必要 で あ

る 。 こ の計算は lubricatien　correction の導入だけで な く、（82）式の ような線形方程式の解法で も表
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れる 。 したが っ て 我々 は線形方程式の 解法 を改良 し 0（N3）よ りも早 くする必要が ある 。 我々 が示

した ［41］よ うに 、 共役勾配型の 逐次法の 応用は こ の改良の 第
一

歩で ある 。 Stokesian　Dynamics法
へ の 逐次法の 応用は 0（1＞2）ス キ

ーム を与える 。 こ の 計算は mobility 行列 とカモ ー
メ ン トの ドッ ト

積か ら構成 される 。 こ の計算が次の ボ トル ネ ッ ク に なる 。 高速多重極法は古典的な多重極展 開の 簡

単な拡張で ある 。 この 方法 は先の 計算 に応用で きて、その結果 0（N ）ス キ
ー

ムを与える 。

　混乱 を避け るため にあらか じめ注意 して お くが、こ こ で述 べ る 0（ノ＞
2
）ス キ

ー
ム や 0 （N ）ス キーム

とい う用語は逐次法にお い て 収束が早い 条件で の計算 コ ス トに対する もの で あ る 。 よ り正確 に 言 う

と一
回 の 逐次計算に 掛か る計算 コ ス トに対する もの で ある。したが っ て も し問題 を解 くの に例 えば

N α とい う逐次回数が必要で あれば 、全体 の計算 には 0（N2）ス キ
ーム で は 0（N2

＋ α

）、0 （N ）ス キ ー

ム で は 0 （Nl
＋ a

）の コ ス トが必要である。具体的な議論は 3，4 節で 与える 。

3．3．1 逐次解法

　まず逐次法に つ い て まとめ 、次に今の 問題に関する応用を議論する 。 以下の よ うに与 えられ る標

準的な線形方程式 を考える。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b ＝ A ・x 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（87）

こ こ で 係数行列 A と ベ ク トル b は既知 で、未知 ベ ク トル x に つ い て解 く。 共役勾 配型 の 逐次法

は
、 係数行列 A とある任意の ベ ク トル ッ の ドッ ト積か ら構成 され る 。 したが っ て 疎な係数行列 な

ど A ・y の 計算が速 い 場合は大変効率的で ある 。 こ の こ とは また、今の 問題 の ような密 な行列に対

して も速 く収束する 場合は こ の ドッ ト積の コ ス トで計算出来 る こ とを意味する。

　線形方程式 （79）を考 える 。 resistance 問題に対 して は係数行列は 承 、 既 知ベ ク トル は 吻 で 、彡

に つ い て解 く。 したが っ て 3．2．3 節で 示 した 6 ス テ ッ プに よる （70）式の 計算を使 っ て 逐次法 を直

接適用で きる 。 こ の計算 の 6 つ の ス テ ッ プ全て が少 くとも 0 （N2）の コ ス トで計算で きる の で 、全

体の 計算も 0 （N2 ）となる 。 mobility 問題や 、移動出来 る粒子 と固定 され た粒子が 共存す る 混合 問

題で は状況は多少異なる 。 しか しこ の 差は本質的では な く、これ らの 問題 に対 して も同 じ6 ス テ ッ

プの計算手順 で 逐次法 を応用出来る 。 mobility 問題と resistance 問題で の 逐次回数の 詳 しい 結果は

3．4．2 節で 議論す る。

　SDTOS で 示 され た lubrication　correction は次の ように扱 う事が出来 る。そ こ で は resistance 行

列は、lubrication行列 一C を使 っ て （M ）
−1

＋ t と近似 され る 。こ こ で M は FTS バ ー
ジ ョ ン な どあ

る打 ち切 りで の mobility 行列で ある 。　 lubrication行列 4 は 2 体の 厳密解 ［46｝か ら構成 され る 。 こ

の lubrication　correction に よ り、
一

般化 された mobility 問題 （49）は次の よ うに修正 され る 。

（1＋ ル｛・，£）
・吻 ＝ル｛・Pt． （88）

こ れ は 勿 と Pt に 関する
一般化 され た線 形 方程式で あ る 。

一
般化 され た線形方程式の 、行列の 反

転 を陽に 用 い な い 取扱 は可 能 で ある 。 そ こ で は次の 二 つ の タ イプの ドッ ト積、つ まり ル1・勿 と

．£ ・f が必要 と なる 。 前者は 6 ス テ ッ プの手順で 、 後者 も lubricationの 短距離性 か ら 0（N ）の コ

ス トで 計算で きる 。 lubrication　correction に関 して
一

つ 注意 してお く。 最近 SDTOS の Iubrication
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correction の破綻 と、そ れを克服す る経験的な処方が報告 され た ［23】。この処方は £ に対 して行わ

れ る もの で あり、望むな らばその 処方をこ の 定式化に用 い る こ とは 出来る 。 ここで は詳細 な議論 に

は立 ち入 らない 。

　逐次法の バ ラ エ テ ィ に つ い て簡単に述べ てお く。

一般最小残差法 （GMRES ）［81】は広 く用い られ

て い る 。
こ れは対称行列に適して い る 。 しか し我 々 の 問題で は 、 生の 行列 M で さえ縮約に よ りわ

ずか に非対称 とな る 。 実際 F τ∫ バ ージ ョ ン で も、もし各粒子 に対 して 以下の 11 要素 の ベ ク トル

t
（Ux，　Uy，　Uz，Ω x ，9．v，Ω ε，Exx ，E 荊ド，　Exz，Eンy，耳ソz） （89）

と

　　　　　　　　　　　　
t
（Fx ，　Fy ，

Fz
，　Tx，

Ty
，　Tz，

Sxx
，
Sx．v ，

Sxz
，
5yy

，
S．vz ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（90）

を使うと、SDTOS の mobility 行列は非対称に なる。
　 resistance 問題では M が 直接係数行列 とな る

が、mobility 問題 で は M の 小行列の ある組合せ が係数行列 とな り、

一
般 に非対称で ある 。 非対称

だが 正 定値な行列 に対 し て は安定化双共役勾配法 （BiCGSTAB ）【91］や類似の 手法が適 して い る 。

本論文の 計算で は こ の 方法を用 い る 。 こ こ で は逐次法の 詳細 に は立 ち入 らな い 。 代 りに多 くの 手法

に関 して概略 して る本 ［95］を挙げて お く。

　先に 進む前 に 、現時点で の ボ トル ネ ッ クが どこ にあ る か を見て お く。 6 ス テ ッ プの 計算 は ス テ ッ

プ （ii）を除 き全て各粒子に対す る もの であ り、したが っ て o （N ）の コ ス トで ある 。

一
方ス テ ッ プ （ii）

の計算は N − 1粒子 に対する和を含む の で 、計算 コ ス トは 0（1V2）となる 。 こ こ が現在の ボ トル ネ ッ

クで あ る 。

3．3．2　高速多重極展開

　こ こ で は高速 多重極法 （fast　multipole　method 、以下 FMM ）を用 い た更 なる改良 を議論す る。

FMM は は じめ Laplace問題 に対 して 2 次元 と 3 次元で 、　 non −adaptive セ ル構造 を用 い て定式化

され 【33］、adaptive セ ル 構造 に拡 張 された ［21］。
　Stokes流 れへ の 応用は周期境界条件の も とで

Sangani＆ Mo （1996）［86］によ っ て最初に示 され た 。

　こ こ で の現実的な 目的は 自由境界条件の もとで の 0（N）ス キ
ー

ム を作 る こと で あるが 、加 えて

FMM をよ り単純 な方法で定式化 し実装 した い
。

つ ま り FMM を、先の 速度 の 微係数 を用 い た粒子

に対する多重極展開を粒子集団に拡張する こ とで 再定式化す る 。 この 点が こ こ で の 定式化 とオリジ

ナ ル の FMM ［331や Sangani＆ Mo ［86］の 定式化 と の違 い で ある 。 彼 らは球面調和関数 を用 い 、そ

の 結果式が複雑で計算コ ス トが高い が 、 我 々 は単純な Cartesianモ ーメ ン トと Cartesian微係数を用

い 、代 数演算だけ で計算で きる 。 こ こで は nQn −adaptive セ ル構造の み考 える 。

3．3，3　FMM の手順

0（N2）ス キ
ーム の改良は （ii）の 計算、つ ま り（72＞式、ある い は略記する と

γ
’

＝ ワ（・Pt （91）
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に対 して で ある 。 こ れ は N 粒子に対す る （N − 1）和を含む 。 カモ ー
メ ン トPt は ここで は逐次法の

ある 試行値 として与えられ る （既知で ある）こ と に注意する 。 FMM の ポ イ ン トは粒子 を個別に扱 う

の で は な く、カ モ ーメ ン トf （β）の 粒子 βと速度の微係数 γ
’

（α）の 粒子 α の 両方に 対 して グ ル ー

プ化を行 うこ と に ある
’41

。

　階層的なセ ル 構造を導入 し、こ の セ ル搆造の階層間で の 計算を定式化す る。全粒子を含む基 本セ

ル を階層 0 とする 。 階層 1で は、基本セ ル を 23 個 に分割する 。 こ の 分割 され た セ ル を 「子」 と呼

ぶ 。 こ の 分割操作 を最高階層 ln1まで繰 り返 す。最高階層の セ ル を 「葉」 と呼ぶ 。「葉」を除 く全 て

の セ ル は 23個の 「子」を持ち 、 基本セ ル を除 く全て の セ ル は その 「親」を持つ 。 こ の セ ル 構造 の

中で FMM の手順 は二 つ の ス テ
ー

ジ、つ ま り上向パ ス と下 向パ ス を持つ 。上向パ ス で は ある セ ル C

に含まれ る全て の 粒子の カモ ーメ ン ト

　　　　　　　　　　　　　　　Pt（C）＝ ΣSF（xc ノ ）
・f （β）　　　　　　　 （92）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β∈c

が全階層の 全セ ル に 対して 計算され る 。
こ こ で xc はセ ル C の 中心で ある 。 演算子 SF（x2 ，xl ）はカ

モ ーメ ン トの 原点を xl か ら x2 に移す 。 カモ ーメ ン トの 定義か ら二 項定理 を用 い て SF は求め られ

る 。 下 向パ ス で は 漸化 的 に 速度 の 微 係 数 を計算す る
。

こ の た め に演算子 Sv（x2 ， xl ）を定義す る。こ

れ は速度 の 微係数 を求め る 点 を xl か ら x2 に移す 。　x
且

で の 微係数は xl で の Taylor展開の 展開係

数で ある と い う事実か ら、そ の 導出 は 直接的で ある 。 また こ こ で セ ル C とそ の 先祖か ら 「十分離れ

た」セ ル か らの 寄与か らなる速度の 微係数

　　　　　　　　　　　　　　　　〃 （C）＝ Σ7（（C，β）
・
郷 ）　　　　　　　 （93）

　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　 fi¢ NC

を導入す る 。 1vcは セ ル C に近 い セ ル を意味する。こ の 「十分離れ た」セ ル の 導入は展 開で の 精度

を保証する ため で ある 。

FMM の具体的な計算手順 は次に示す 5 ス テ ッ プか らなる ：

（i）．定義 （92）に よ り葉 ム に 対す るカモ ーメ ン トを計算する 。

　　　　　　　　　　　　　　　　Pt（L＞＝ Σs ・（xL ，・xx3）・・9・・（β）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β∈L

　　 こ こ で粒子に対す るカモ
ー

メ ン トは既知で ある 。

（ii）．階層 1に あるセ ル P の カモ ーメ ン トを階層 1＋ 1 にある子セ ル c か ら計算する 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 8

　　　　　　　　　　　　　　　　9 （P）＝ Σ　SF（xp ，xc ）・y （c ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 CofP

　　 こ の漸化式 を用 い て 、階層 tm− 1 か ら 2 まで の カモ ーメ ン トを計算する 。

（94）

（95）

aii），（少 くと も）階層 1 の w をゼ ロ で初期化す る 。 こ れは こ の 階層で は十分離れ たセ ル は 存在 しな

　　 い か らである 。

’41tree −code と呼ばれ る 手法は、β に 対 して の み の グル ープ化 を行 い 、0（〜＞iog　N ）の performanceを持 つ 。　tree−code に

　 つ い て は 牧野 ［108】を参照。
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図 3： 2次元 で の セ ル構造 。 セ ル C に 対す る 十分離れたセ ル は W 、近 い セ ル は N と した 。
セ ル

C の親セ ル P か ら十分離れた セ ル で その 子が W で は な い セ ル を wP と した 。

（iv）．親の r （P）か ら 甥 （C）を計算する 。

w （c）＝ 5 ・（xc ，
xp ）・〃 （P）＋ Σπ （c，・w ）

・・9’（w ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 wc

（96）

　　こ こ で wc は、　C と同 じ階層 に あるセ ル の 中で NC で はなく、 その 親が NP で ある もの で ある 。

　　つ ま り右辺第 2 項は m （P）に は含まれ なか っ た寄与 であ る 。 図 3 に 2 次元の 場合の 状況を示

　　す 。 こ の 関係 を使 っ て 階層 2 か ら 1
，n に ある全て の セ ル に対して va を計算する 。

（v ），近 い セ ル に含 まれ る粒子か らの 寄与を加 え、粒子 α に対する速度の 微係数 を求め る 。

v ’

（α ）＝ s・（x
α

，
x

ム
）・〃 （L）＋ Σ ec（α ・β）

・f （β）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β∈NL β≠a

（97）

（91）式の 直接計算を この 5 ス テ ッ プの 手順 で置 き換える こ とで 0（1V）ス キーム を得 る 。

　こ こ で SF に よる 9 の 変換 は厳密で ある こ とに注意する。つ まりス テ ッ プ （i）と （ii）に は近似 は

ない 。 したが っ て 上向パ ス で 計算され た値は定義 （39）か ら直接計算された値に （有効桁の 範囲で ）

厳密 に
一致する 。 こ れは プ ロ グ ラ ム の よ い テ ス トにな る 。

3．3。4　 コ ス トの見積 り

　上 に示した non −adaptive 　FMM ス キーム の計算 コ ス トを大 まか に 見る 。 ある逐次ス テ ッ プの 試行

値 として 全 て の 粒子に対す るカ モ
ー

メ ン トを与えて速度の 微係数を求め る計算は、各ス テ ッ プを次

の よ うな コ ス トで実行 され る ：

（i）．葉 L に対す る （94）式 の 計算は o （1＞）の コ ス トで 計算され る 。

（ii）．階層 lm一正から 2 の セ ル に対する （95）式の 計算 は o （8nc）の コ ス トで 計算され る 。
こ こ で nc

　　 は セ ル 構造 に含 まれ る 全セ ル の 数で ある 。
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（iii）．階層 1で の 甥 の 消去 は o（1）の コ ス トで計算され る 。

（iv）．階層 ’＝2 か ら 1
，，1 の セ ル に対する （96）式の計算は 0 （nc （1＋ nw ））の コ ス トで 計算 され る 。 こ

　　 こで nw はある セ ル に対する十分離れたセ ル の数で ある 。

（v ）．全粒子 に対する （97）式 の計算は 0 （N （1＋ nL ））の コ ス トで 計算され る 。 こ こ で nL は ある葉セ

　　 ル に含まれ る粒子数で ある。

粒子数 1vが 大きい 時ス テ ッ プ （iii）の コ ス トは無視で きる 。 十分離れたセ ル の tw　nw は N に関 して

一
定で ある 。 全て の セ ル の 数 nc と、 ある葉セ ル に含 まれ る粒子数 nL は次の よ うに な る 。

nc ・ £ ・L 　
8鰯

誇
一1

　 　 ’＝0
（98）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
nLz

藪：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（99）

こ こ で粒子の 配置が 基本セ ル の 中で
一
様 で あ る こ とを期待 した 。 tn

， を固定 した場合、　N2 で ス ケ
ー

ル され る ス テ ッ プ （v）の コ ス トが N の 大 きな時支配的に な る 。

一
方 ln1を以下 の ように とる と、

lm　ty　lo9〈厂 （100）

nc は 0（N ）、nL は o（1）とな る 。 したが っ て ス テ ッ プ （ii）と （iv）、（v）の 計算コ ス トは N で ス ケー

ル され る 。つ ま りカモ ーメ ン ト f に よ る全て の 粒子 に対する プ
／ ’

を 0（N）の コ ス トで 計算で きる 。

3，3．5 　打ち切 り

　3．2 節で 議論 し た粒子表面 の 力密度 の 中心 で の 展 開と、FMM で の粒子 の 力密度の グ ル ー
プ中心

で の 展開は、原理 的に独立 で ある 。 3．2．5 節で見たよ うに p 次の打 ち切 り誤差は 0（ズ
2（P ＋2）

）で ある 。

こ れ は距離 r が 多大 きい ほ ど精度が良 く、最大誤差は最小 間隔の粒子対に対 して起こる こ とを意味

する 。

　FMM の 展 開で は 、 よ い 精度 を得る ため にある条件を課す必要がある 。 こ の ため に （93）式 に NC

を導入 し、 （96）式 の セ ル wc を 1＞c
に よ っ て 以 下の ように定義 した；

・ wc は C と同 じ階層 にある 。

● wc の 親 は ノvP で ある 。

● wc は ノ＞
c

で は ない
。

こ の 定義か ら、 C の 十分離れ た セ ル と、C の 先祖の 十分離れ たセ ル 、　C の 近 い セ ル に よ っ て 基本セ

ル が過不足 な く覆われ る 。 典型的な NC の定義は C 自身 を含む最近接セ ル で あ り、最大 33個 とな

る 。 ns を最 も近 い 十分離れ た セ ル まで の 間にあ るセ ル の 数 とす る とこ の 状況 は ns ； 1 となる 。 こ

の 選択が 唯
一

で ない こ とに注意する。 例 えば 1＞c
と して C の 5倍の長さを持ち C を中心 とする直

方体の 内部に含 まれ るセ ル ととる こ とも出来る （ns ＝ 2 に対応）。 こ の 場合 NC は最大 53個の セ ル

を持ち 、 その 結果は よ り精度の よ い もの となる 。
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†

図 4： セ ル 構造 で、ns ＝ 1 の場合 の、最 も精度が悪 くな る 3次元 で の 点 の 配置。 点 C 且 と C2 は

長 さ L の セ ル の 中心 で 、そ れ らはお 互 い に 十分離 れ て い る。点 Pl と P2 は セ ル C 】 と C2 か ら

最 も離 れ た 点で あ る 。 PI と Cl の 距離 と Cl と C2 の 距離 の 比 は Vii12（ns ＋ 1）で あ る 。

　
一

般に 多重極展 開の 誤差 は打 ち切 り次数 と長 さ の比 r！R で 特徴付け られ る 。 こ こ で r は源 と展開

点の 距 離、R は 展 開点 と観測 点の 距 離で ある 。　FMM で は こ の 比 は ns に よ っ て 次の よ うに 決め ら

れ る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 r　 　 vヨ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ft

≦
2（ns ＋ 1）　 　 　 　 　 　 （1°1）

n
，

　 ＝ 1 の時の最も精度の悪 くなる状況 を図 4 に示す 。 もし （93）式で カモ
ー

メ ン トを q 次で打ち切

る と、n ＋ m ・ q となる VC・・，m ）は顯 で き、最大誤差は （Vii1・（n 、
＋ 1））

q＋ 1
で ・ ケ

ー
ル され る ． した

が っ て FMM の 打 ち切 り誤差 は r に独立 で ある 、つ ま り粒子の 配 置に よ らな い
。

1

0．1

柵 　 　0 ．01

罪 　 O ．OO1
9

艾 o・。。01

1e −D5

1e −06
　 　 1 　 10

粒子問隔 ’
・

図 5 ：　XA の p ＝1 で の 相対誤差 を、距離

r に 対 して プ ロ ッ ト した もの 。

’dircct’

とあ る 破線 は （85）式 の xfi（r；p ＝ 1）の

相対誤差 で 、r の 大きな と こ ろ で r
−4 と

なる 。

leo

1O

．01

含
゜・° 001

て 1e−06

覊
鞋

1e−°8

憂 1。
−101e

−121e

−14
　 1e−141e −121e −101e −081e −060．00010 ．01 　　 1

　 　　 　　　 ス ケ
ー

ル因子 （ns ＋ 1）
TCv＋ 1，

図 6： Xfi の 相対誤差 を ス ケ ー
ル 因子

（ns ＋ 1）
一（9＋1） に 対 して プ ロ ッ ト した も

の 。実線 は こ の ス ケ
ー

リ ン グ を示す 。

現在 の ス キ ーム の 経験的な誤差を見積 もる た め に 、2 体 resistance 問題を解 く。 こ こ で 展開点は
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図 4 に示す最悪 の 状況 を用 い る 。 以下 の ように定義 した ス カラ
ー関数 xfiの相対誤差 を計算する。

　　　　　　　　　　　　　　　［x司
F耀

（r；P，9，n 。）− xぐ1（r；。。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xf
、（・、・・）

− 1 　 　 　 　 　 　 （正゚ 2）

こ こ で ［・fl］
’MM

（・・P，q，n 、）・・ま ・（N ）・ キ ーム に よる結果である ． 分母の 1 は 1体の 寄与、つ ま

り無次元化 され た Stokes抵抗で ある 。 図 5 に p ＝ 1 で の 相対誤差 を示 す。
　r の 小 さい と こ ろで

は Xfi（r ；p ＝ 1）自身 の 誤差が 支配的で あ るが 、
　 r が 大 き くなる と r に よ ら な い FMM の 誤差 が

支配的 に なる 。 図 6 は p ＝ 2
，

…
， 5 を含む様 々 な パ ラ メ ー

タで の
、 r ＝ 100で の相 対誤差 と因子

（ns ＋ 1）
一
（9＋ 1｝ と の プ ロ ッ トで ある 。

　これ ら二 つ の 領域の 移 り変る距離は 、 g と ns が大 き くなる と大 きくなる 。 標準的なパ ラ メ ータ

ns ＝ 1 と q ＝ 2（p ＋ 2）を選ぶ 時、 こ の移 り変 りは p ＝ 1 に対して r ＝ 4 の まわ りで起 きる ；こ れ は

粒子 の 最小間隔が r ＝4 よ りも小 さい 比較的濃厚な粒子配置 に対 して は 0（N）ス キ
ーム は 0 （1＞

2
）ス

キ
ーム と同 じ程度の 精度の 解 を与える こ とを意味する 。

一
方、希薄な粒子配置に対 して は 0（1＞）ス

キ
ーム は 0 （1＞

2
）ス キーム よ りも精度の悪 い 解 を与 える こ とに なる 。 こ の 場合、0（N2）ス キ

ーム は

大変高 い 精度 を持 つ 。

　3．2 節の 展 開 と FMM の 展 開 は概念的 に異 なる こ とを注意す る 。 （72）式で は 、’1 ≦ p ＋ 2 か っ

m ≦ p ＋ 2 に対す る 穴
（tl・” 1）、つ まり eC（P ＋2・P ＋2） まで 考慮する 。こ れ は得られ る mobility 問題 （70）が

解を持つ た め で ある 。

3．4　計算結果

　ここ で 、実際 に 0（ノ＞
2
）ス キ

ーム と 0（1＞）ス キーム を使 っ て 、 そ の パ フ ォ
ー

マ ン ス を確か める 。 以

下 に示す計算は全て 550MHz の Pentium　IIIプロ セ ッ サ が 2 基 、
メ モ リが 1GB 載 っ た FreeBSD

の 走 る パ ソ コ ン で行 っ た 。 プ ロ グラ ム は Pentiumプ ロ セ ッ サに最適化され た GNU 　C コ ン パ イラ を

使 っ て コ ン パ イ ル した 。

3．4．1 ベ ンチ マ ーク

　最初は mobility 問題 （81）や resistance 問題 （83）などの 物理的な問題で はなく、 （70）式を直接 力

モ ーメ ン トを与えて 計算する 。 図 7 は p ＝ 1 の 場合の 計算に 掛か っ た CPU 時間で ある 。 0（N2 ）と

ある結果は 3．2．4 節の 6 ス テ ッ プ の 手順 に よ る逐次法を用 い 、0（N）とある結果は逐次手順の ス テ ッ

プ （ii）の 計算の （94）式 を （97）式に 置き換えた 5 ス テ ッ プ FMM 手順 を使 っ た結果で ある 。　o（1v2）
ス キーム の CPU 時間が 1＞2

で ス ケ ー
ル され る こ とが分かる 。

‘FTS ’

と書か れ た結果 は Durlofsky

＆ Brady ［29］に示 され た mobility 行列 を陽 に計算 した結果で ある 。 0（N2 ）ス キ
ー

ム の 打 ち切 り p
に対す る

一般化 に よ り余分な コ ス トが 掛か っ て い る 。 FTS ス キ
ーム が N2 ス ケーリン グ となる 理

由は、こ こ で は物理的 な問題 を解 い て い な い の で 行列の 反転が
一

切含 まれ ない ためで ある 。 tmを

固定 した場合の 0 （N ）ス キーム に は 、CPU 時間が 1＞ に対 して
一
定な領域 と 、 N2 で ス ケ

ール され る
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100000 　 1e ＋ 06

図 7 ： （70）式の
一

回 の 計算に掛かる CPU 時 間を、粒子 ts　1＞ に対 し て 示す 。 こ れ らの 計 算

の 打 ち 切 り次数 は p ＝ 1、つ ま り FTS バ ージ ョ ン と同 じで あ る 。　FMM の 打 ち切 り次数 は

q ＝ 2（p ＋ 2）、十分離れたセ ル まで の セ ル 間隔 は n
」
，＝ 1、最大階層数は lm＝2，3，4，5 と した 。

「FTS バ ージ ョ ン 」 は 比較の た め の 元 の Stokedian　Dynamics に よ る 結果 で あ る 。

領域が ある 。 こ の 移 り変 りは 0 （N2 ）の コ ス トを持つ ス テ ッ プ （v）の 近 い セ ル に対す る粒子問の 直接

計算が 、0 （Ne）の コ ス トを持 つ セ ル に 対す る計算よ りも支配的 となる所 で 起 こ る 。 3．3．4 節で示 し

た よ うに、ノV が大 きな時は系 を（100）式の よ うに よ り細か い セ ル に分割す る必要がある 。 実際図 7

は 、 ln、 に関 する CPU 時間の 移 り変 りが N 舒 101・，，の 辺 りで起 こ り、 色々 な 0（N）ス キ ーム に対す る

包絡線 が ほ とん ど N で ス ケ
ール され る こ とを示 して い る 。 同様の 振舞は 高次バ ージ ョ ン （p ＞ 1）で

も見 られ る 。

3．4．2　物理 的 な問題

　次 に 物理 的な問題 を計算する 。 図 8 は間隔 が r ＝ 3 の 単純立方格子上 に配置 した粒子 に
一
定の

力 をかけた場合の 平均落下速度で ある 。
こ の計算で は、FMM の 打 ち切 り次数 を q ＝2（p ＋ 2）、 十

分離れ た セ ル まで の セ ル 間隔 を ns ＝ 1 と した。 落下速度は全て N213に比例 した ；もしこ の 粒子集

団が同 じ大 きさの
一

つ の 物体だ とす る と、 落下速度は N で ス ケール され る掛か っ た力と Nl13で ス

ケ
ー

ル され る物体の 大 きさに 比例する 抵抗係数の 比で 与えられ る 。 各 p に対する 0（N ）ス キ ーム と

0（N2 ）ス キーム の 差は 0 （1＞
2
）ス キーム 自身の 誤差と同 じオ

ー
ダ
ー

で ある 。

　こ れ らの 物理 問題で は、線形方程式 を解 く必要が ある 。 逐次法を用 い る と き、 計算全体に必要な
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図 8：間隔が r ＝ 3 の 単純立方格子 上 に粒子 を配置 した場合 の平均落下速度 。 速度 は 1 粒子 の

落下速度 で ス ケ
ー

ル して ある 。

コ ス トは 逐次回tu　ni に比例す る 。 ど の よ うな問題で も、図 7 に示 した （70）式の
一

回の計算にか か

る時間の ni 倍 の CPU 時間が必要で あ る 。 なぜ な らば mobility 問題で も resistance 問題で も 、 また

混合問 題で も 、 （70）式の 計算が必 ず核 に含まれ るか らだ 。 逐次法 の中で の収束の 状況 を見る ため

に 、 粒子間隔が 厂 ＝ 3．0 と 2．2 の 単純立方格子の 粒子配 置 とラ ン ダ ム 配置 に対 して mobility 問題 と

resisntance 問題 を解 く。 ラ ン ダム 配置 は一
辺が rN

且13 の 直方体の 領域 に対 して
一

様乱数 に よ っ て粒

1

O．Ol

O．OOO1

1e−06

1e −08

1e −100

50100 　　　　150 　　　　200 　　　　250

　逐次 回数

図 9： ノV ＝ 200 に 対 す る 逐次法の 残

差 。

’Mob ’
と

’Res ’は それぞれ mobil −

ity問題 と resistance 問題 を表す 。

’SC ’

と
’RD ’

は そ れ ぞ れ単純立 方格子 の粒

子配 置 とラ ン ダ ム 配置 を表す 。

10QO

DO1

01

藩
回

蕉

型

11
10 　　　　　　 100 　　　　　 1000 　　　　　10000

　 　 　 粒 子数 N

図 10：粒子 間隔が r ＝ 3．0 と 2．2 の単純

立 方格子 の 粒子配列 に 対す る resistance

問 題 で の精度 ε ＝ 10−3 と IO
−6

で の 必

要 な逐次回数。
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問題 mobility
　，
res1S鮟nce

粒子配置 単純立方格子 ラ ン ダム 単純立方格子 ラ ン ダ ム

間隔 r 3．02 ．23 ．02 ．23 ．02 ．23 ρ 2，2

ノV ＝ 4 3 7 4lI5 6 1942

丿V ＝8 3 6 5105 6 3059

κ ＝ 10 5 12 51427652767

1V ＝ 20 5 15 6ll4425940116

1V＝ 40 5 7 694311556158

1V＝ 80 6 11 677242769101

N ； IGO 6 12 677979576131

N 瓢 200 5 8 6790214ll4176

1V轟400 5 8 6 ll8319133

1＞ ＝ 800 5 8 6 133380171

κ ＝ LOOO5 8 6 186680202

1＞＝2，0005 180 200

N ＝4，0005 378 289

N ＝ 8、0005 482 412

表 2： mobility 問題 と resistance 問題 で、粒子間隔が 厂 ＝ 3．0 と 2．2 の単純立方格子の粒子配 置

と ラ ン ダ ム 配置 に対 して 、 E ＝10
−6

の 精度で の 逐次解法に必要な逐次回数をを示し た
。
　 FMM

に対す るパ ラ メ
ー

タ は p ＝ 1，q ＝ 6，　n、＝ 1 と した 。 （空欄 は 計算 して い ない だけで あ る 。 ）

子 を配置 し、重 なっ た 場合を除 い て 構成 した 。 図 9 は N ＝ 　200 に対する逐次回数を示す 。 mobility

問 題の 方が resistance 問題 に比べ 速 く収束す る こ とが 分 か る 。 表 2 は精度 10
−6

に必 要な逐次 回

数で ある 。 mobility 問題に つ い て は逐次回数は N に依 らず 、 0（1＞＞の コ ス トで解 くこ とが出来 る 。

一
方 resistance 問題 に つ い て は N が大 きくな る に つ れ て 多くの逐次回数が必要 とな る 。 図 10 は

resistance 問題 に 関す る逐次回数で ある 。 高 い 精度 E ＝ 10
『6

で は逐次回数は お よそ 1＞112
で増加 し

て い る ようで あ り、低い 精度 ε ： 10｝3 で は logN か 、少 くと も 1＞）2
よ りは少 い 回数で増加 して い

る 。したが っ て resistance 問題 を解 くの に必 要な計算 コ ス トは 0（N312）と予想 される 。

3．5　SDTNG の 結論

　低 レ イ ノ ル ズ数の 流 れ の もと で 自由境界条件 で の 剛体球形粒子 の 流体力学的な相互作用 に つ い

て 、 実 空間の 多重極展開 を用 い て 定式化 した 。

一
般化され た mobility 問題 を導出 した 。

こ れ は原

理 的 に は任意の 次数で 、カモ ーメ ン トを速度モ ーメ ン トに 関連付け る 。 こ の 定式化で は 、 速度モ ー

メ ン トを速度 の 微係 数を使 っ て 計算 した 。 こ の 結果、単純 （で 、 ある意味 自明）な定式化 とな っ た 。

SDTOS で Fax6n の 法則が使わ れた こ とが 、恐 ら くFT ∫ バ ージ ョ ン まで しか定式化出来て い な か っ

た理 由の
一

つ で あ る 。 FTS バ ージ ョ ン は、こ こ で の 定式化の
一

次で の打 ち切 りに 相当す る 。 こ こ

で の 定式化で は Fax6n は使わ れ て い な い が
、 暗黙 の うちに そ れ を含ん だ定式化に な っ て い る ；流体

速度 の 乱れ を粒子表面で 積分す る こ とは 、こ こ で の 定式化 と Batchelor［61に 示 され る Fax6n の 法

則の 古典的な導出の 両方で 行わ れ て お り、 少くとも数学的に は 同 じで ある 。 正則な問題を得る た め
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には 、 カモ ーメ ン トと速度 モ ーメ ン トを適切 に縮約するこ とが本質的で ある；こ の 縮約が、SDTOS

の 拡張の もう
一

つ の 障害 で あ っ た の だ ろ う。 こ の 障害を克服する ため に 、力や トル ク 、 stresslet 、

並進速度、角速度、 rate −of −strain とい う物理的な量 を直接使わず、カモ ー
メ ン トと速度モ

ー
メ ン ト

とい う数学的な量 を使っ た 。 適切な縮約に 対する系統的な定式化に よ り、FTS で の 障害は無 くな

り、高次 へ の 拡張 は直接的 に な っ た。こ の 定式化 に よ っ て 、SDTOS の
一

つ の 困難は 克服 され た 。

高次の p ＝ 11 まで の 結果を陽な結果 を示 した。

　SDTOS の もう一
つ の 困難で ある計算ス ピー

ドの 改良に つ い て も示 した。線形方程式の解法に逐

次法 を用 い る こ とで 0（N2）ス キ
ーム を定式化 した 。 速度モ ーメ ン トを速度の 微係数 を用 い て計算

して い るため、高速多重極法 （FMM ）を、古典的な多重極展開の 自然な拡張として 単純な形 で 定式

化で きる 。 non −adaptive 　FMM に よる 0 （N ）ス キーム を示 した。こ の FMM の 定式化 で は調和関数

や 三角関数は必 要無い ；これ は FMM の オリジナ ル の 定式化 ［33】や そ の Stokes流へ の 応用 ［86］と

の 違い （で あ り長所）で ある 。

　こ れ らの ス キーム の パ フ ォ
ー

マ ン ス は 、

一
般化され た mobility 問題の

一
回の 計算に対 して テ ス

トされた 。
こ の 計算は mobility 問題や resistance 問題を解く際 に常に含 まれ る 。 こ の計算に掛かる

CPU 時間は、0 （N2 ）ス キーム で は 1V2で ス ケ
ール され 、 0 （N ）ス キーム で は non −adaptive セ ル構造

の 階層を logN と選 ぶ こ とで N で ス ケ ール され る 。 こ れ ら の ス キ
ーム を用 い た現実の 問題の 計算

は 、 最大 N 　＝ 　400
，
　OOO 粒子 に対 して 行われ た 。　mobility 問題につ い て は逐次回数が 少 く、 0（N）ス

キーム を用 い て N で ス ケ ール され る コ ス トで計算で きる こ とが 分か っ た 。

一
方 resistance 問題 で

は よ り多くの 逐次回数が必 要で 、高い 精度 6 ＝10
膾6

で は 0（N ）ス キーム を用 い る と N3／2 の計算時

間が必要 となる よ うだ ；こ こ で 0 （1＞
2
）ス キ

ーム 牽用 い る と計算時間は 0（N512）とな るが 、
い ずれ も

SDTOS の コ ス ト 0（ノ＞
3
）よ りは少 い

。
こ こ で は逐次法に対する前処理 は何 も使 っ て い ない こ とに注

意する 。 こ れ は 恐 ら く こ の 状 況 に有効で あ ろ うと思わ れ る 。

　 こ の 0（N ）ス キ
ー

ム に よ っ て 、 流体中の 大 きな粒子集団に対 する詳細 な流体力学的相互作用が

計算で きる ように なる 。 幸 い 、自由境界条件で の興味あ る 問題 、 例えば粒子集団の 落下 に よる崩

壊 【71］や ず り流 れに よ る崩壊 ［47］な どは mobility 問題で あ り、 0 （N ）ス キーム で 0（N ）の パ フ ォ
ー

マ ン ス が 期待で きる 。

　FMM の adaptive バ ージ ョ ン は こ こ で は述べ なか っ た 。 しか しこれは実際の 動的な現象の研究に

対 して は重要で ある 。 なぜ ならば普通そ れ らの 系は構造や パ タ
ーン を作 り、 その ため non −adaptive

バ ージ ョ ン の FMM で は良い パ フ t 一
マ ン ス が期待で きない か らだ 。

4　残 された問題

　以上で私の 手持ちの 話題は全て紹介 し終 っ た 。 以下で は こ こ で 紹介 した手法の こ れ か らの 展開、

発展、ある い は野望 に つ い て 、 物理 と計算手法 に分けて 見て い く。
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4．1 物理 としての未来

4．1．1　 1ubrication　correction

　こ の lubrication　correction の 問題は 、自称 「Stokesian　Dynamics三 不思議」の最後に残 っ て い

る もの だ 。 SDTOS の lubrication　correction に対 して は単に 「必然性が示され て い な い 」とい う弱

い 批判 に加 え、最近 Cichocki　et　al．（1999）［23】が 拡散係数の計算で の 3 体効果で こ の lubrication

correction が破綻する こ と、 またその 解決法を理論的な正当化 なしに で はあるが示 した 。
　SDTOS の

方法とは別 の ア プ ロ
ー

チ に よる lubrication　correction の導入が Sangani＆ Mo （1993）【85｝に 示 され

て い る 。 そこ で は lubrication　correction を接近す る粒子の gapの 中心で の 多重極で 表現 して い る 。

しか しそこ で も、1ubricationと して評価する寄与を指定する パ ラメ ー
タは経験的に決め られ るに過

ぎな い 。本論文で示 した高次モ ー
メ ン トを使 っ たス キ

ーム は、2粒子だけで な く 3 粒子や よ り多 く

の 粒子系にた い して も正 しい 相互作用を与 える 。 したが っ て こ の 問題 に関する理論的な背景や 、正

しい 処 方を与 える こ とが期待 される 。

　高精度の 結果 を少い コ ス トで 計算す る方法 と して の lubrication　correction の 正 当化 とは別 に 、

Stokes流 れ で の 1ubricationの 持 つ 疑問を もう
一

点挙 げてお く。 「粘性流体中で粒子 の 衝突が ど う

お こ る の か ？」と い う問 い は本質的な、しか し難 しい 問題だ。流体の 連続体記述 を用 い る限 りは 、

lubricationの 効果に よ りす き間 E に対して 11E の 抗力が生 じ 、 接触は妨げ られ る 。 粒子慣性が大き

くな り、 また流体粘性が小 さ くな る場合、例 えば低 い 流速の 流動層で さえ粒子の 接触や 衝突は生 じ

て い る。連続体記述 を放棄 して小 さ い scale で は流体を分子運 動論的に扱うア プ ロ ーチ は、例 えば

Sundararajakumar ＆ Koch （1996）【90］が ある 。

4．1．2　粉体流 、流動層、その 他

　こ れ まで
一
般的に流体が 強 くcouplc する物理現象は解析手段が ない

、 ある い は複雑で ある ため

に流 体力学 の 専門家以外か らは敬遠 され て 来た 。
こ こ で 紹介 した計算手法は流体現象の 中で もご く

限 られた Stekes近似 に対する もの で あ るが、応用対象と して考え られる問題を列挙する 。

　「粉体 （granular　materials ）」が近年物理の 分野で研究 されて い る 。

一般 に粉体は suspension 粒子

よ りも大 きくて 重 く、第ゼ ロ 近似 と して空気の 影響が効かない 状況は広 く研究されて い る。 その文

脈で 「きれ い で はな い 問題」 として 残 されて い る もの が 「流体の効 く粉体の 問題」で ある 。 例えば

鉛直に立 て た細管の 中に粉体 を流す と
一

様 に は流れず密度波が生 じる 。 こ の 現象は明 らかに空気の

影響で あ る 。 zero −Reynolds−number の解析 を安直に適用する こ とは議論の 余地が大 い にあろ うが、

第
一

近似 と して の 方向性は与えられ る はず だ。

　流動層 は流体 と最 も couple した粉体 と言える 。 高速流動層な どは考慮の対象外とな るが 、 流入

流速の 小 さい 状況に対 して は 、本手法は現在広 く用 い られ て い る 2 流体モ デ ル な ど巨視的なモ デ ル

の 基礎付 けと して有意義 な寄与を与えうる 。 流動層の 粒子 ス ケ
ー

ル で の 挙動は、実は それほ ど明 ら
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かに なっ て い ない
。 実際低速で 観測 され る と言われる

一
様流動状態では粒子は静止 して い る場合が

観測されて い る 【68】。

　粉体を離れ て まず挙 げられる の は、生体分子や DNA 、面状 に構成 した分子で ある膜、線状に並

ん だ分子で ある高分子 などめ媒質流体中で の 問題で ある 。 こ れ らは古 くから研究 されて きたが 、 流

体 の 多体効果が正 し く扱われ て きた とは言 えない 。 また生物の 運動、特に水中の微生物や動物の 問

題 もある 。 最近注 目され る micro −machine など の微細な系は 当然流体以外の寄与が重要な問題 もあ

ろ うが 、

一
般に環境の 影響 をよ り強 く受けるため面 白い 現象が あるか もしれ な い

。

　こ の よ うに まだ まだ microhydrodynamics に フ ロ ン テ ィ ア はある と思 っ て い る 。

4．2　計算手法 と しての 未来

　3 節で紹介 した数値手法は、そこ で 述べ た通 り素朴な もの で何 ら特殊 な仮定な どを用 い て い ない
。

こ れ は汎用性 をは じめ か ら意識 した結果で ある 。
こ の手法の 今後の 発展 と して microhydrodynam −

iCSの 中で の 応用 に加え 、 流体 に限 らない
一

般の 線形方程式で支配 され る問題へ の応用があ る 。 例

えば線形弾 性論や 、 Laplace 問題で ある完全流体の 渦無 し流れ （bubbly　liquids）、 完全流体の vortex

dynamics
、

重 力多体系な ど が考 え られ る 。 以下 で はそれぞれ の問題の 支配方程式を陽 に書き、3 節

で紹介 した数値手法が形式的に応用可 能な こ とを見 る 。

4．2．1　 線形弾性論

FMM の 応用 は 、 特 に 国内で は弾性論 の 問題 にお い て進んで い る 。 最 近 、 弾性論 の 境界要素法

と FMM に関する新 しい 成書 ［1071が出て い る 。 実際 に私 も FMM の 勉強の 当初、こ の 本 の 著者

の
一

人で ある福井卓雄氏の 日本語で 明快に まとめ られ た web 上の ノ
ー

ド
42

を見付け、大変参考に

な っ た 。

　線形弾性論 の 支配方程式は Navier方程式で ある 。

0 ＝
μ▽

2u
＋ （λ ＋ μ）▽▽ ・u ＋ ρb （103）

こ こ で u は変位 、 μ と λ は Lam6 定数 と呼 ばれる物質定数 、 ρ は密度 、　b は単位質量 当た りに働 く

体積力である 。 Green 関数は Kelvin関数と呼ばれ 、 3 次元の 場合は次の ように なる 。

　　　　　　　　　　　・ξ・… 議1、呈、，｛・… μ・・’… 2 ・ μ・咢｝　 　 ・1・4・

　　　　　　伽 ・
一蘓 呈、μ｛・（

一・・讐 ・
、峠 ・ik）・ ・… μ・讐｝　 （1…

前者は single −layer　potential、後者は double−layer　potentialで ある 。 こ れ らを用 い て 変位 u の 積分

．42http
：／／taku3 ．an （：

−d．fukui一ロ．ac ．jp／　tak ／project／fast＿bemコ．html
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表現が 得られ る 。

・’（・）＝ −f・・ω ［・弓¢
一

・）乃ω 鵡 （・
一

・凶 圃

　　　・ρ∫・・帥 ・
一

・剛

こ こ で n（y）は表面 s 上の 点 y で の法線ベ ク トル で 、体積 v の 方向を正 とする 。

（106）

　線形弾性論 と Stokes流 れ の 支配方程式 で ある （103）式 と （5）式 との類似性は 明 らか だ。 しか

し （106）式 と （36）式の 類似性 は分か りに くい 。 それ は簡単の ため に Stokes 流れ で 剛体条件か ら

double−layer　potentialをは じめ か ら省略 したため だ 。 （36）式を
一

般的に書 くと次の よ うにな る 。

u ・（x ・・ 一膩 ・・ω 匝 ・・f・・ty・・ ・・・・…ゆ 鋤 ・1 （107）

こ こ で J（r）は （6）式 で 与えられ た Oseen テ ン ソ ル
、　K（r）は point　forceの作る stress に対応 し、次

の ように与 え られる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　・細 一 一3学 　 　 　 　 　 　（1・8）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r

こ の
一

般化は 3 節で 示 した定式化の 困難 とは ならない 。 double−layer　potentialの 表面積分の 粒子 中

心で の展 開か らは、カモ
ー

メ ン トで はな く速度モ ーメ ン トが出て くる 。

4．2．2 　bubbly　liquids

　LL1 節で Navier−Stokes方程式の Stokes近似の 逆の極限に完全流体が あ り、そ こ には渦無 し流

れ と vortex 　dynamics が ある と言 っ た 。 こ の 完全流体の 渦無 し流 れで の 多体問題が bubbly　liquids

として 議論 されて い る 液体 中の 気泡 の 問題だ 。 こ の 問題 も Stokes 流 れ の 剛体粒子の suspension

と類似 の 状況 にあ る 。 つ ま り当初 2 流体モ デ ル の よ うな巨視的なモ デ ル の 構築が 妥当な構成方程

式や 平均操作 に よ りな され 、 そ の 後色 々 と問題 点が 指摘 され、確実 な足場 （粒子ス ケ
ー

ル）か ら

の 組み 立 て を試み て い る 。 多体相互作用 の 計算法は 、Sangani ＆ Didwania （1993）［84ユや Smereka

（1993）［88］、Yurkovetsky ＆ Brady （1996）［97］が あ る 。

　colloidal　suspension 　lこ対す る Stokes近似 の よ うに 、　bubbly　llquidsに対す る渦無 しの 仮定は必

ず し も自明で は な い 。 Sangani ＆ D 孟dwania や Yurkovetsky ＆ Brady に よ る とこ の 点に 関 して は

Moore （1963 ，
1965）

串43
が 議論 し、渦 は気泡表面 の厚さ 0 （Re

−112
）の 境界層に 閉 じ込 め られ、気泡背

面で の 渦の 剥離は な く wake の 大 きさも 0 （Re
−t14

）程度 で あ る 。
こ の 点は剛体と気泡や 液泡 と の 大

きな違 い で あ る 。 Kok （1993）
網

が 2 体問題に 対し て 理 論 と実験の 具体的 な検証 を行 い 、渦無 し近

似 の 正 当性が確認され 、

一方界面活性剤に よ り表面の 流動が 阻害 される場合渦無 し近似 が破綻する

43D ．WMoore ，
　The　bouロdary　layer　on 　a　spherical 　gas　bubble．丿，　Fluid　Mech ．（1963）16，16且；The　velocity 　of　rise　of

　 distorted　gas　bubbles　in　a　liquid　of　small　visceslty ．　ibid（［965）23，749 ．
’44

」，B．W 　Kok （i993），　Dynamics　of 　gas　bubbles　moving 　through　liquid、　Part　I，　Theory．　Eun　J．　Mech．　B．　FluidS　12，5k5，

　 P觚 1L　Expedmen し ’bid　541．
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こ とが示 され た 、 とある 。 現実に は存在す る粘性力や 気泡の 衝突 につ い て も議論が残 っ て い る よ う

で ある
’45

。

　
一

般に ベ ク トル場 u （x ）は Helmholtz分解、つ まり渦無 し流れ と湧 き出 し無 し流れの和で書ける 。

　　　　　　　　　　　　　　　　 u （x ）＝ ▽φ（x）＋ ▽ × A （x ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（109）

こ こ で φと A は scalar 　potentialと vector 　potentialである 。 実際に前者は渦無 し（rot ▽φ ＝ 0）で あ

り後者は湧 き出 し無 し （div ▽ × A 篇 o）で ある 。 こ こで 考 える の は渦無 し流れな の で 流体の 速度場

は scalar　potential　ilを使 っ て 書ける 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 u ＝ ▽φ

非圧 縮性か ら scalar　potential　¢ は Laplace方程式に従う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽
2
φ＝ 0

Laplace方程式 （111）の Green 関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　JL（・）・器
で ある。Green の 定理 か ら積分表示 は 次 の ように与 え られ る 。

φω ・ 一∫4∫ω ｛ノ
L
（x 一

ッ）n ・
殉 ）一［w

・1（x − y）・・φω ｝

（llO）

（m ）

（ll2）

（113）

気泡 α の 表面の 境界条件は 、 気泡の速度 U α

と法線ベ ク トル n を用 い て次の よ うに なる 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 n ・▽φ ＝ n ・U α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（114＞

こ の ように境界値問題 と して の 渦無 し流 れ は Laplace問題で 、多体問題の 構造 は Stokes 流れ と同

様 で ある 。 こ こ に は完全流体の 支配方程式で ある Eular方程式 、
つ ま り Navier−Stokes方程式 （2）

で μ を 0 と置 い た式の非線形性は現れ て い ない
。 しか し時間発展 にその 非線形性は効い て 来 る 。

4．2．3　vortex 　dynam ［cs

　FMM な ど多体 問題 の 計算手法の 問題の 具体的 な対象 と して 、　Laplace問題 に 次 い で 古 くか ら

取 り上 げ られ て い る問題 に vortex 　dynamicsが ある 。 こ れ は完全流体の 渦運動で あ り、Saffmanの

本 ［83］が ある
。 Lindsay ＆ Krasny 【64］の仕事は vortex 　dynamics に本論文の 考 えを （独立 に）適用

した もの で あ る と言え る 。
つ まり球面調和関数を用い る の で は な く、 素朴に微分展開で定式化 を行

う方向で ある
’46

。 そ こ で は高速化に関 して は tree−code を採用 して い る 。

　湧 き出 し無 しと して 速度場 をvector　potentialで 書 く。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 u （x ＞＝ ▽ × A （x ）　　　　　　　　　　　　　　　　　（115）

　
寧45

当然、こ れ は 部外 者で あ る私 の 偏 見か も しれ な い 。

　
申46Robert

　Krasny氏 に は APS ／DFDOO で 私 が発表 した 後声 を掛 けて 頂 き、彼 の 仕事 を教 え て もら っ た。そ の 際頂 い た投

　　 稿 中の 論文 を 読 ん で 駕い たが 、本当に私の 考えて たこ との 渦 ダイナ ミク ス 版、tree−code 版 で あ る と言 え る。

一 634 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Bussei Kenkyu

NII-Electronic Library Service

Bussei 　 Kenkyu

Microhydrodynamics　of　colloidal 　suspensions

rotation を作用 させ る と potential　A に対 して 次の よ うな Laplace方程式 を得 る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ▽
2A

（x ）ニ
ー

ω （x ）

こ こ で ω ＝ ▽ × u で ある 。 したが っ て体積積分で potentailは次の よ うに表せる 。

綱 ・ ∫・V… 　JL・・
一
… ω

rotation を作用 させ て 速度場の 体積積分表現

・… ＝ 　fdVty・　・
”

・x
−

・・… ，・

（116）

（117）

（118）

を得る。 こ こ で積分核 JV は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・
・

（・）＝ 一漏 　 　 　 　 　（119）

で あ る 。 以 上 か ら point　vortex は流体 の 流れ に沿 っ て 運動す る とする と運動方程式 は次の ように

なる 。

　　　　　　　　　　　　　　　U α
＝ Σ」

V
α

α 孑 ）x ♂ 　　　　　　　　 （12°）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 β≠α

こ こ で ω
β は point　vortex βの 強 さで ある 。　point　vortex の場合は境界条件を解 く必要がな い の で

microhydrodynamics よ りも単純で ある 。

4．2．4　重力多体系

　重力多体系は質点と見な した星の つ くる重力ポ テ ン シ ャ ル を求め る 問題 と して は Poisson問題そ

の もの で ある 。 質点の 運動方程式は U α

を質点 α の速度、耀 を質点βの 質量 、 JG を万有引力とす

る と次の よ うに書ける 。

　　　　　　　　　　　　　　　瑳び ＝
一£ … x

・・
　一… ’

… 9 　 　 （121）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α≠β

ここで核 JG は次の ように書ける 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　」
σ
ω ・ G旨　 　 　 　 　 （122）

こ こ で 求め た い の は vortex 　dynamicsの場合 と同様 に境界値問題を解 くの で はな く、与 えられた 質

量 〔mB ｝を持 つ 質点の ある瞬間の 質点配置 ｛x
α

｝に対 して （12D 式の 右辺 、つ ま り力で ある 。 計算の

ボ トル ネ ッ クは N 粒子 に対する 1V個の 相互作用で ある 。
　microhydrodynamics と違い

、 境界条件 に

関す る線形方程式 を解 く必要が無 い 。 したが っ て 直接 FMM を応用 する こ と に なる 。 重力多体系 を

質点で 表す場合 FMM で 計算す るべ き土 台は microhydrodynamics で の p ＝ 0 の 式 と言 える 。

一般

に質点の 配置は特殊 な対称性 を持 たな い ので、こ こ で は reduction に神経を使う必要が な い
。

　 実は本原稿執筆 中に 、こ の 原稿 に先立 つ 本 シリ
ーズ の 牧野淳

一
郎氏 に よ る論文 「重力多体系の 数

値解析」［108］が 牧野 さん の web で公 開され た 。 その原稿 を読んで両者が大変密接 に 関係 して い る
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事を認め だ
47
。特 に牧野 さ ん の 第 7 節 「計算手法一空間領域」とこ こで の rg　3．3 節 「高速化に向け

て 」の 関係は興味深 い
。 こ れ は ある読者 （例 えば重力多体系の 研究者や非専門家）には 「FMM の 別

の 問題へ の 応用」 と見える か も知れ ない
。 しか しそう読 まれ る事は、少 くとも本論文に と っ て は本

意で は な い
。 第 3節で も繰 り返 し述べ た通 りこ こ で の FMM の 定式化 と実装は既存の 手法の単な る

応用で は な く、 「単純な物理は単純に実装 しよ う」とい うこ の 論文で の主義に したが っ た FMM の

再定式化で ある 。 著者 と しては ここに何 らか の something 　new を示 した つ も りで あ り、 読者に もそ

れ らを見出 して い た だ きたい
。 この 対比で 私が強調した い の は 「簡潔性」の 意味で ある 。computer

に と っ て の 簡潔性 と、人間 に と っ て の 簡潔性は 明 らか に異 な り、 また人間に と っ て の 簡潔性 もそ

の 視点に よ り異なる 。 こ こ で示 した定式化は computer に と っ て簡潔で あ り、人間に と っ て は 確か

に 冗長で あ るが、ある意味で 簡潔で ある 。 重力多体系の ア プ ロ ーチ （や 、 ある い は伝統的な FMM ）
と

、
こ こ で 示 した冗長だ が単純 なアプ ロ

ー
チ の 比較は 、機会が あれ ば是非行い た い

。

5　 ま とめ

　こ の 原稿 は大部分が私 の論文 ［39］の 日本語訳で ある と同時に 、 私が これ まで 集め た知識を現時

点で は じめ か ら終 りま で
一

通 り並 べ て 見 た もの で もある 。 こ こ で示 した議論は大 きく二 つ の レベ

ル
、 microhydrodynamics の 物理 に関する 議論 と、 数値手法に関す る議論 に分けられ る。 「本シ リー

ズ」 は本来後者に関する もの だが 、は じめ に断 っ た通 りこ こ で は意識的に前者に関する議論に も多
くの ペ ー

ジ を割 い た。こ の 点に 関 して は こ の 文章を読 まれ た識者の 方 か ら 「こ こ は間違 っ て い る」
とか 「こ こ は こ うだ」など教 えて 頂けれ ば うれ しい

。 また長々 と書 い たこ の 駄文が 「何 だこ んな事
も分か らん の か」 とい う批判で も良い か ら

一
つ の 契機に な り、 microhydrodynamics の 研究が再 び

活性化 して くれれば大変うれ しい
。

　二 つ の レベ ル の議論の うちの 後者 、
つ ま り数値手法に関 して は こ こ で更 に主張 した い 。以上見て

来た ように 、一
般に 「多体問 題」と呼 ばれる カ テ ゴ リ

ー
の 問題は統一

の frameworkで相互 作用、つ

ま り力や ポ テ ン シ ャ ル を計算で きる 。 本論文の 定式化 は 、 支 配方程式の 線形性 を除き流体力学の

特性や 問題の特殊性 に 一
切 よ っ て い な い 。 また粒子に 対 して点電荷や質点、point　vortex の よ うな

point近似 は行 っ て い な い
。 そこ で は 粒子 の 有限サ イズ効果 も積分方程式 と適切 な モ ーメ ン トを用

い て
一
般的に 定式化され た 。 重力多体系が 質点 を扱 い 調和関数 を用 い る事は当然 と る べ き最適化

の 道で ある が 、そ れ ゆ え よ り
一

般 的な問題 、 例 えば非 Laplace問題 にはた とえ多少 の 修正 を施す

事で 適用可能 で は あ っ て も直接応用する事は難 しい
。 異な っ た二 つ の物理 的な問題 の 計算手法を

扱 っ た牧野氏 の 論文 卩08］と こ の 論文の 類似性 は 注 目す るべ きだ 。 こ の類似性 か らあ る統
一
的な

f瓰 meWQrk の 存在を 、 物性に限 らない 物理研究者、ある い は物理 にす ら限らな い 広 い 分野 の研究者
に認識 して ほ しい

＊49
。 こ こ で紹介 した私 自身の 研究の 過程で 強 く感 じた の は、各分野 で 「独立」 に

’47
実は 2… 年 3 肛 繍 大 で 開催 され た 「天体 力学 N 体 力柵 究 会」で 牧野 さん 1・は個 人的に FMM に関 して 躙 し

　 て、色々 教 え て 頂 い た ．

’48
何 だ か 9・n ・・ali・・VS ・peci・li・t とい う掀 の 図式締 手に作 ・ （て、・p，。i、li，・批 半IIを し）た よ うだ が 、＿番 大切 な点

　 は 「絶妙 な バ ラ ン ス 感 覚」 だ、と最 近思 う。
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類似 の努力が行われ て い る こ とで ある 。 この こと 自身には悪 い 点ばか りでは な く良い 点 もある 。 実

際 、 応用ばか りしては生産的な something 　new の発見は限 られ る 。 しか し程度を越えた独立化や専

門化 も問題で ある 。 粒子系の シ ミュ レーシ ョ ン に長けた重力多体系研究者の 方々 には星だけが物理

で は ない事 を、流体物理の 研究者の 方々 には流体だけが物理で はな い 事を、粉体の 研究者の 方々 に

は粉体 だけが物理で はな い 事を意識 して頂 き、一方 computer 科学者には例 えば どの逐次法が どの

問題に適 して い るの か 、
こ の 問題に は この 手法を使 うと最適に問題を実装で きる な ど、広 く物理 で

議論 され て い る様 々 な具体的な問題に対 して 目を向けて 頂 けれ ば、こ の frameworkが生産的 な結

果を生 み 出す土壌 に なる と信 じる 。 言 うまで も無 い こ とだが 、これ らは極度 に専 門化 して しまっ た

私 自身に 対す る 言葉で もある 。
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