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1 ，研究の背景と目的

　弾性梁の非線形振動問題におい て，しば しば問題となるの が解析

解の 難 解さで ある．梁の 線形 曲げ振勸の基礎方程式にっ い て は 4階

微分が存在 し，非線形振動となる とますます困囃に なる．有限要素

法な どを利用 して数値解を求め るに して も， 繰返 し計算を行い 多く

の 計算時間を要するこ とが必 要で ある
1）．また，非線形バ ネ ・質

点系の 背骨曲線を求め る方法は提案 され て い るが，非線形弾牲梁の

背骨曲線を解析的に求めた事例は見当らない そ こで本研 究では

非線形弾性梁・背骨曲線を近以的に簡便に求める方法を提案 し
2｝，

その 妥当性をガ タの ある片持梁の強制振動を例に検証する．

2．解析対象

　解析対象をFig1，　Hg2 に 示す．　Hgl は長さの 異なる上板 と下板

で 梁を挟み，梁を固定して い る加振台を
一
定変位で 周波数加振する

こ とで，梁は上下の 当て板Aβ点 を支 点とするガタを伴う非線形振

動 とな る．こ（攤 獄 が長 さ方向 と直角にわずh9こ反 っ た梁を使用

す る．上 皈 っ てい るとき，B点におけ るす き間 鵬 ．35  で ある．

Fig2 は上板 と下板 の 長 さは同 じで，上板 ・梁 ・下板 の 間 にそれぞれ

紙 を挟み，す き間を上 下 ともα    と し，Hgl と同様 劬 嗾 を行

う．梁 はC点 及びDP ’
点 を支点とす るガタを伴う非線形振動にな る．

梁形状は反 っ て い ない 梁を使用す る．ピ ッ クア ップは変位検出用 と

して力［脹 台 と梁先端に取付 けてい る．
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度，A ：断 面積 y（x，　t） ：変位

　　　　嶝 ・嶝 ・ ・ （1）

ア（x，t）＝y（x ）sin 　tV　t と仮定 し，式 全体を梁の 長 さ方向 x につ い て

積分するこ とに よ り次式 を得る．’は梁の 全長を示 す．

　　　　　JnL
∂i／！！！t）・ k

，
・（’）・ ・　  

こ こで，

蝋 難 ・・）・　 … 囁讐  

　　　　 δ（t）＝Y（’）sin ω ’　 　  

式  は 1自由慶 くネ質点系 に置撫 趾 なっ てお り，δ（りは梁先

端 の 変位を表す．線形固 有繍 ま式  か ら求まる．

　　　　fL・藷 　 ・

Fig且　Llstalation　ofb 〔ra】m 　with 　oncside 　gap　supPOrt ．

Fig．2　instalation　ofbcam 　with 　bOthSide　gap　supPOrt．

3．計算手法 の概要

1）線形等価質量 線形 等価バ ネ定数の 算出

　本計算手法で は線形弾牲梁の 曲げ振動を1自由度バ ネ
ー
質点系 へ

近似的に変換す るこ とを考える．まず 線形等価質量 〃 1L と線形等

価バ ネ定tak
，
の 算出方法 を示 す．弾性 梁の 基礎式 は式（1）で与 え ら

れ る．こ こで，E ：ヤ ン グ率，∬ ：断面 2 次モ
ー

メン ト，　 p ：密

mL ，kLの 計算におい て 梁の たわみ瓣 副
厂

（x ）が必要で あり，梁に

加わる荷重の設定方法に よっ て種々 の 値をとる．

　梁が Fig』のA 点輙δよぴ 【  2の C点を支点として い る ときは 静定梁

（片持梁）とな り，固定端を変位
一

定加振 したときの 慣性力 ：

−
pA　a）　

’y（x ）を静的な分布荷重 w （x ｝とみ なしH93の よ うに作用 し

てい る と考える．こ の ときの 静的たわみ 曲線 を用い て ， 式（3＞  よ

り m
“ ，k，、

を求め る．

Fig．3　Load　mOdel 　on 　a 　canti −lever　beam．

　梁が Fig，1の B点お よびFig2の D ，　 D’点に接触 してい るときは，不

静定梁 となる．中間支持点 （B，D ，　 D’） を固定端 とする片持梁 と

み な し，変位
一
定加振 した ときの 慣性 力 ：

一
衄 げ ア

’
（x
’
）がHg 　4

の よ うに静的に作用 す る と考える．こ こ で y’（x
「
）は 中間支持 点 を

固定端 とする片持梁の 変位振幅を用い る．この ときの静的たわみ曲

線を用い て，式（3×4）よ り ML2 ，kL2を求める．

Fig4　Load　modei 　on 　a　beam　with 　a　redundant 　support ．
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2）非線形等価質量，非線形等価バ ネ定数及び背 骨曲線の 算出

　Kg5 はFi92の 両 当 り非線形 弾性振 動梁の 復元 力特性 （実線）を

示 し て お り，非線形 等価バ ネ定数嶋 は 前 述 1 ） に て 求め た

k
，．、，k， 、

よ りr 点鎖 線の 傾 き として 求ま る．図中の X
，，

は復元 力を

プラス 側 マ イナス 側で 同 じ高 さに とっ た ときの 復元 力に対応 す る

梁 先端の 闢 直であ る．周波数弓蜘 切［脹 では プ ラス 側 マ イナス

側 で 加振 力は同 じにな る との静断 で ある．非線形等価 質量 m
．
は図

中の x ，，ろ を用い て 次式 よ り求 める．

　　　　　　　（XIMLI ＋ x2ML2 ）
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Fig」5　Calculation　ofnon −linear　eqUivalent 　spring 　constant 　kN

　　 ofbOthside 　gaP　beam．

非線形固有擴動数 （背骨曲線）fNは 各 Xp
，

に つ い て 次式 よ り求め

る．

fN・藷
4 ．実験装置及び方法

（8）

　実験装置として 動電型加振装置 （加翻 00N ）を用い，固定端を

変位 量一
定で 周波数 帰引加振 した．梁先端 に 取付け た力「圃 王電型

ピックアップ （質量3図）により変位を求 めた．

5 ．線形等価質量 線形等価バ ネ定数の 検証

1）厳密解との 比較

　梁がFi91の A，E．を支点と した片持梁 （静定梁）にお い て 加 振台

（固定端）を片捌 副．1［  1変位 させた場合，甲 の 黼 に よるたわ

み曲線を用い て，式 〔3），（4）よ りML
，
：K ｝．3916　pA　1　，　kL、

4 ．9〔珍 EJ 〃
3

と な る．片持 梁 の 厳 密解で あ る た わ み 曲 線 か ら求 め る と

ML
，
　
＝O．3915　pA　1，　 k

，、
4 ．839　EI　t　l3で あ り，厳密解に近 い 値 と

な っ てい る．

2 ）　 ANSYS による計算 との比較検討

　梁がFi91の B点 ，
　 Fi＆2の D ，

　 D ’

点の 如き中間支持点 （梁との

ギ ャ ッ プな し）を有す る不齪 梁 （’−180［  1，惟 1＆5［鯛 ，高

さ＝32圃 につ い て，郁 腰 素法プロ グラムANSYS よ り求めた固

有振動数と本稿に て提案する ML2 ，kL、
を用 い た固有振動数を比較

した結 果 がFi96であ る．　 ao が0〜001mm】の 錮 で は よく合 っ てい

るこ とが わか る．これ よ り，Mm ，kt2を用 い た不静定梁の 固有振

贓 の 算出が妥当なもの であ るこ との 証明 となっ た．a。が90［  i
を超 え ると合わ な くな るが，こ れは ANSYS による計算モ デル が，
Kg1，　Fi92に示 黼 対象の 境界条件と

一
部異fsる こ とに起因 す

る．つ ま り， 本解析では固定端か ら中間支持点までは下ぺ はたわま

ない の に対 し，ANSYS 計算モ デル はた わむモ デル となっ て い るた

めで ある．
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Fig6　 Natural　frequency　of 　beam　with 　redun （lant
　　　suppor し ［lndeterminate　beam．］

6 ．実験結果との比較検討

　Fi97にFig．2で示 した両 当 り非 線形 弾 性振 動 梁 の 共振 曲線 （実

験》 と，本稿にて提案する式〔8）よ り求めた背骨曲線 を示す．実験

で の カ［帳 台 の 振幅は0．15fmm−pp］であ る．
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Fig．7　 Verification　ofBack −bOnc　curve 　in　comparison 　to

　　　aexperimenbl 　resonan     rve．

　加振周 波数を低 周波か ら高周 波に掃引 した ときは SO［HZ］か ら上

板，下板と衝突する非線形振動になり，梁先端変位は徐々 に上 昇し

1461HZ］で
一気 に 下降 して い る．逆に高 周波か ら低周波に 掃引 した

ときは，135［HZ］の とき梁先端変位が急上昇 し t　SO（HZ］まで 非線形

振動して い る．カ「儼 幅が低硬幅に なるにつ れ て，共振曲線の 幅が

細 く，傾きが小 さくな り背骨曲線に近 づい て くる傾向がある．この

こ とか ら，本稿にて示 した背骨 曲線 （●印）が，実験 で求めた共振

曲線の背骨曲線 とほぼ
L一
致する こ と力判 明 し．提案す る手法の 有効

性 を調 してい る．
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