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　This　paper 　presents　a　theoretica】derivation　of 　dalnping　matrix 　and 　it§application 　to　the丘nite 　element

analysis （FE 　Analysis）．　 Fractional　 calculus 　constitutive 　law　was 　applied 　f（）r　describing　the　viscoelastic

rnateriaL 　and 　was 　used 　to　obtain 七he 丘nite 　element 　formulation，　The 　so −called
“
damping 　ma 七rix

”
Cwas

derived　including七he　parameters 　of　fracもional　derivative　order 　r）relaxation 　time　T ，　and 　shear 　modulus

σ of 　the　 concerned 　 material ．

　Afinite　elemen 七 computer 　program 　was 　developed　oll　the　basis　of　this　ft）rmula 　and 　was 　used 七〇 analyze

the　viscoela5 七ic　seismic 　damper 　which 　was 　made 　of　viscoelastic 　materiaL 　 The 　computational 　resu 比s　are

in　good　agreemant 　with 　the　vibration 七est　results ．　The 　How 　of 　evalua 七ion　prQcedure 　by　the　FE 　Analysis

for　 viscoelas 七ic　 s七ructures 　 are 　 summalized 　for　 user ，
s　convenience ．

Key 　WO 掘 5 ： D αmp 麺 M α古rix，　 Fractional　C αlcutUS　OO 戚 伽 伽 ε L 側 ，　 F翻 亡e　Etement

　　　　　　　 ム4ethod，怖 5co θ‘α5オ乞c　Setsmic　Damper
丿

Vibration　Test

　 　 　 　 　 　 　 　 　 1．は じ め に

　構 造物 の 力 学 的 な特性 を有限 要素 法 によ り解 析 す る 際，
質量 行列 や 剛 性 行 列 は構造 物 の 形 状 ，寸法 と 材 料定数を

用 い て 理 論的に 導出 され る ．一
方，構造物の 減衰効果 を

予 測 す る こ とは極 め て 難 し く，解析 モ デ ル の
“
減衰行列

”

は 実用 的 な観 点 か ら近 似 的 な方 法 に よ っ て 導出 さ れ て い

る の が 現 状で ある ，
　本論文 に お い て は ，比較的 減衰 効 果 の 大 きい 粘弾 性 減

衰 材 料 に 着 目 し，こ の 材 料 か ら成 る 構 造物 の 減 衰性 能 を

理 論的に 推定す る こ とを 目的とする ．まず，粘弾性材料

の 構 成 方程 式 を 分 数 階微 分 モ デ ル で 表 し，こ れ を有 限要

素 法 に よ り定 式 化 す る こ とに よ っ て ，材料定数を 用 い て
“
減衰行列

”
を理論的に 導出する ．こ れ を基 に ，有限 要素

解 析 理論 を用 い て 粘弾 性耐 震 ダ ン パ の 動 的特 性 を 把握 す

る
一

連の 流 れ を示 す．

　　　　 2．分数階微分の Stieltjes積分表現

　時 間 に 対 し て
一

階微分 を行 う微 分 演 算子 を こ こ で は

Dl ＝Dt ≡ d／dt と書 く，一
方，時 間 に 対 して r （0 く

r ＜ 1）階微 分 を 表す微分 演算子 を DT ≡ 　d’

／d　t「 と書 き，
こ こ で は Riemann −Liouvilleの 分数階微分

・・f・・一
，、、≒瞭 一r ・

一
’

・・T ・dT

を用 い る．こ こ で ，r （
・
）は ガ ン マ 関 数で ある ．

合成則 に よ り次式の よ うに 書くこ とが で き る．

（1）

式 （1）は

DI・f・t・一 鵡 ・・… 焦 ≡
）ll財 励

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

こ こ で Rieszの 超 関数

R
・
・（…一｛tda，i，

1
° °

1。9］． 。．）
（3）

を式 （2）に 用 い る と

D… t・− R ・… f・… か ・t
− T ・・D ・f… dT …

と書 くこ とが で きる．
　こ れ を Stieltjes積分

姻 一ズ…
一
・ ・伽

　　＝9（t）＊ d∫（の

を用 い て 表す と

DTノ（の＝Rr（亡）∫〔0）十 Rr （孟）＊ dノ（の

（5）

（6）

とな る．す なわ ち，分 数階微 分が Rieszの 超 関数を核 と

す る Stieltjes積分 で 表現で きる ．式 （6）は t ＝O で 特異

点を持つ が ，こ の 難 点 は 回 避で きる （
L
｝．

3 ．粘 弾性 材 料 の 構成方程式

　等 温 ，等方 性 を満 たす 物 体の 3 次 元構成 方程 式 は ，線

形性 ，連 続性 ，移動 不 変 性，非 遡 及性 を満足 す るひず み

テ ン ソ ル Ekt の 成分を用 い て

の ゴ
＝Li

ゴkl　
Ekl ，　　（i，ゴ，鳶，1＝1，2，3） （7）

と書 くこ とが で きる．こ こ で ，テ ン ソ ル 写像 五洲 に よ っ

て 関係 づ け ら れ る 応 カ
ー

ひ ず み 関係 を線形 遺 伝 則 （！｝ と

呼ぶ ．
　次 に ，線形 遺伝 則 に よ っ て 表 され る 粘弾 性 材 料 の 構 成

方程 式 は
一

般 に 緩和 関数 テ ン ソ ル α廻
の 成 分 と ひ ず み

テ ン ソ ル Ekl ．の 成分 との Stieltjes積分に よ り

crij＝Gljkl＊ dCili （8）

日本機械学会 〔NQOI・72〕第 2 回 ダ ン ピン グ シ ン ポ ジ ウム 講演論文集 〔2002 ．1．15，16，東京〕
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と書 くこ とが で きる．
　
一

方，高分 子材 料の 力学 的 な 振 る舞い は Boltzmann の

重ね 合 わせ原 理

・ （t）一ム・ （・
一

の 雌

　　一・ （t）・（・）・ f，
‘

Y （卜 ・ ）助 ）dr （9）

に よっ て 記述で きる．こ こで Y （t）は 緩和弾性率で あ り，
式 （9）の 核は応 力 とひず み の 関係 を表 して い る．

4．緩和 関数行列の 導出

　粘弾 性材料 の 内 部に 応 力が 生 じて い る 場合 を考え る．こ

の と き，平均応力 σ kk （t）と平均 ひ ずみ Ekk （のお よび 偏差

応 力 5 磁の と偏差 ひ ずみ eij （t）との そ れ ぞ れ の 関係は 式

（8）よ り

を用 い て 表す と，3 次元 の 粘弾 性 材料 の 構成 方程 式は

σ （t）＝D （t）＊ dε （亡） 〔20）

と書 くこ とが で きる ．こ こ で 行列 D （t）は 式 （21）の よ う

な緩和 関 数行列で あ り，粘 弾性 材料 の 応力 緩 和 を 表す行

列で あ る．

D （t）＝

’ 1‘1’ IG（t！
　lli二懇 黶i譲l　i

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 G （t）

　 sgm ・

5．有 限要 素運動 方程 式

0000G

（t）

00000

σ（t）

（21）

σ kh （の ＝ Gm （の ＊ dCkk（亡）

Siゴ（t）
＝Gd（t）＊ deij（の

（10）

（11）

と 書 くこ と が で きる ．た だ し 一
〇〇 ＜ t く 0 の 範 囲で は

Gm （t）＝O，　 Gd（t）＝0 で あ る と す る．こ こ で ，緩 和 関数

Cm （亡）お よび Gd（t）は

Gm （の＝3λ（t）十 2G （t）＝3K （t）

Gd（t）＝2G （t）

（12）

（13）

と書け る ．こ こ で K （亡）は 体 積変 形 の 緩和 関数，C （t）は

せ ん 断 変形 の 緩和 関数で あ る．λ（の は

　 　 　 　 　 　 2
λ（t）＝K （t）＋

言
σ（‘） （14）

と 書け る，
　偏差応力と平均応力 ，偏 差ひ ず み と 平均 ひ ずみ の それ

ぞ れ の 間 に は

　 　 　 　 　 1
s・j・

＝
・ a

ザ 5δ1ゴσ kk

　 　 　 　 　 l
・・ゴ

三E・j
『

百
δ鵜

（15）

（16）

の 関係 が ある，こ こ で ，ク ロ ネッ カ ーの デ ル タ δij で あ る．

　式 （10）か ら （14）お よび 式 （16）を式 （15）に 代 入 する と

σ iゴ（t）＝ δiゴλiゴ（の＊ dEkk（t）十 2G （t）＊ dEij（t）　　（17）

と書 くこ とが で きる．

　式 （17）の 応 力テ ン ソ ル お よび ひ ずみ テ ン ソ ル の 各成分
を ，工 学 的 な応 力ベ ク トル と 工 学 的な ひ ず み ベ ク トル

σ （t）＝｛σ u 〔t），σ ，、（の，σ ，3 （の，σ 、2 （亡），・ 、3   ，・，3（亡）｝
T

　　− ｛σ
。 〔の，σ

y （t），・
、（の）　 ・

。 Y（の而 （の凸 。 （亡）｝
T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （18）

・ （t）＝｛∈11（t），
∈22 （の，

E33 （t），
2・

、2（の，2・
、3（オ），2・23 （オ）｝

T

　　＝｛ε
。 （t），　εy （t），　εz （オ），　cr＝ y（オ），　or＝ z （オ），　oryz（オ）｝

T

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （19）

　3 次元空 間に 置か れ た物体を微小 な 要素に 分けた と き，
そ の 要 素に 成 り立 つ 基礎方程 式 を用 い て 有限 要素運 動方

程 式を 導出 す る ．

　5．1 基礎式の 導出　座標 系 M ，Y ，2 内に 置 か れ た 物体

を矩形の 微小 な体積要 素 に 分 け る．次に，そ の 要 素に 成 り

立 つ 運 動方 程 式，応 カーひ ず み 関係 式 お よ び ひ ずみ 一変

位関係式 の 3 つ の 基礎式か ら 有限要素法を用い て 運動方

程式 を導出 す る，微 小 体積要 素 に 成 り立 つ 運動方程 式 は

　　　　　　　　∂
2u

（のA σ （亡）十 X （の ＝ ρ
　 　 　 　 　 　 　 　 ∂t2 （22＞

と 書 くこ と が で きる ．こ こ で 物 体 力 ベ ク トル X （t）＝

｛X 。 ，Xy ，X 。｝
T
，密 度 ρ で あ り，行 列 A は 次 式 で 表 さ

れ る ．

A 一 謄縫羅到 （23）

　こ こ で ，内部 減衰の 比 較 的 高い 粘 弾性 材 料 を 解析 の 対

象に すれば ，応 力とひ ず み との 関係は

σ （t）＝D （t）＊ dε（t）

で あ る．
　ひ ずみ と変位 との 関係は

ε （t）二 ATu （t）＝ Lu （t）

と書 け る．
　こ こ で ，行 列 L は 次 式 で あ る．

L ＝

∂
諞

00

∂

砺

0
∂

蛋

0

∂

再

0
∂

砺

∂

厩

0

00

∂

石

0
∂

砺
∂

厩

（24）

（25）

（26）
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　 5 ．2 有限要 素運 動方程 式の 導 出　式 （22），式 （24），式

（25）の 3 つ の 基礎式を次に 示す 変位 と速度の 初期条件

｛
　 u （t）lt＝〇

三u （0）

　Du （亡）1‘＝o ＝也 〔D）
（27）

お よび ，材料の 表面上 で 変位の 拘束が 与え ら れ て い る 面

Su 上，材料に 分布荷重が 与え られ て い る 面 Sσ上 の それ

ぞ れ の 境界 条件

｛
　 u （の＝− （の； Su 上

　 n σ （t）＝T （t）1　5σ上

　 5 − Su ＋ Sa

（28）

の 基 で 解 く．こ こ で 亘（t）は変位ベ ク トル u （t）が 既 知 量

で 与え られ る こ とを表 して お り，方向余弦行列 n ，表面

力ベ ク トル T （t）で あ る．

　運 動方 程式 （22）に 式 （27＞，（28）の 境界 条件の もとで 仮

想仕事の 原 理 を適用 させ る と

ゐ・・
T

σ ・・… fn・・温 （t… −

　　　　　fn・・
Tx

・・）・・ ＋ 伊 … ）・… 9）

と書 くこ とが で きる ．こ こ で δu は 仮想変位，δε は δu

に もとつ く仮想ひ ずみ で あ る ．

　式 （29）に，変位
一

ひ ず み 関係 を表す式 （25）を用 い れ ば

ゐ副 LT σ （亡）十 ρD2u （t）］・v コ＝

　　　　　　ゑ・・
’ x ・・… f。．　・T ・ ・t・・・ ・…

と書け る．

　次 に ，物体 を n 個 の
．
有 限要 素 に 離 散化 し た と きの 要 素

内変位を

u （t）＝Nd （t） （31）

で 近 似 す る．こ こ で N は 要素 の 形 状 関数 N ，d（t）は 有

限要 素節 点変位ベ ク トル で ある ．

　要素内ひずみ ベ ク トル ε （t）と 節点変位 ベ ク トル と の 間

に は

ε （t）＝LNd （亡）＝Bd （の

の 関係が あ る．

　節点変位 d（t）で 式 （30）を書 きか え る と

fn・dT ［NTLT σ （の・ ・NTD2d 〔t）］一

（32）

fn・dTN ’x ・t）・V ・fSa・dTN
’
T （t＞・S ・・3・

こ の 式 よ り有限要 素運動方程式は

MD2d （t）十 F （t）＝P （t） （34）

と書くこ とが で きる．こ こ で 質量行 列 M ，粘弾 性 減衰 力
ベ ク トル F （t），等価節点力ベ ク トル P （t）は そ れ ぞ れ

M 一二・NTd ・ 　 　 　 （・・）

昨 f。　NT ・
T

σ （の・・ 　 　 （・・）

・ （の一蓋・’ 噸 … 厶・・
TNT

・… （・7・

で 表され る．こ れ らは い つ れ も要 素単位で与 え られ る．

6．
“
減衰行 列

”
の 理論的 導 出

　体積変形が Hooke 則，偏差変形が 分数階 V6igt則 に 従

う材 料 を仮 定 し て
“
減衰行 列

”
を具体的 に 求め る．粘弾

性構 造 物 の 構 成 方 程 式 を 分 数 階微分 モ デ ル で 表 して
“
減

衰行列
”
を理 論的に 導出する ．

　 6．1 分数階微 分 Voigt モ デル 　粘 弾性材料 の 構 成方程

式を 記 述す る た め に 機 械 モ デ ル （mechanical 　model ）を使

用する と，そ の 力学的特性を理解するの に 便利で ある．粘

弾性 固体 の 応 力 ひず み 関係 を表す機械 モ デ ル と して Voigt
モ デ ル

σ （t）＝ E ε （t）十 E7Dt ε（t） （38）

が あ る．こ こ で 緩和時間 7 ＝
η／E で ある ．

　こ れ に 対 し て ，分 数 階微 分 Vbigt モ デ ル （fractional
derivative　Voigt 　mQdel ）が 考え られ る．分 数階微 分 モ デ

ル を用 い る と，少ない パ ラ メ
ー

タで 広い 周波数範囲 に 亘 っ

て 実 験 値 と精 度 良 く一致す る構 成 方程 式が 導か れ る こ と

が 分 か っ て い る 〔3）．
　分数階微分 Voigtモ デ ル は ，ば ね 要素 と粘弾性減衰効

果 を も っ た ス プ リン グーポ ッ ト要素 とが 並 列 に 組み 合 わ

され た 機械モ デ ル と して 表現 され る．分数階微分 Voigtモ

デ ル で 表現 され る 粘弾性材 料 の 構 成 方程 式 を次 式 に 示 す，

σ （t）三E ε（t）十 ET 「DIε（t），　 0 ≦ T ≦ 1 （39）

　 6 ，2 体 積変 形お よび偏差変 形 の 仮定 　こ こで は ，体積

変形が Hooke 則，偏差変形が 分数pev　Voigtモ デ ル に 従う

粘弾 性 材料 を仮 定 し，それ ぞ れ の 変 形 に 対 す る緩和 関 数

を具 体的に 求め る．
　上 記の 仮定に 従 う機械モ デ ル の 応 カ

ーひずみ 関係は

σ kk （亡）；3Kekk

Siゴ（t）＝G （1＋ デ D ∫）蝋 オ）

（40）

（41）

と書 くこ とが で きる．す な わ ち，緩和関 数は 式 （12），（13）
よ り

・調 一・ （1＋
，（烏 り

Gd（t）＝σ

（42）

〔43）

と求め る こ とが で きる．こ こで K は体積弾 性率 ， G は せ

ん 断弾 性率 で あ る ．

　式 （42），（43）を先ほ ど求め た緩和 関数行 列の 式 （21）に

それ ぞ れ代入 すれ ば

σ （の＝Do ε （の十 DIRr （亡）＊ dε（亡）

＝Do ε（の十 D ，DT ε（t） （44）
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と求め る こ とが で き る，こ こ で 行 列 Do ，　 Dl の 各 要 素 は

それ ぞ れ 次式 で 表 され る．

Do ＝

Dl ＝

K ＋ 窒σ κ 一暑σ K 一詈σ

　　　　 K ＋ 書GK
一
詈G

s宮m ・

含σ 　一詈o
−
§G

　　　鵠 　曙G

　　　　　　 詈c

sym ・

K ＋ 詈G

000

σ

00

0000

σ

0

0000GOOO

θ

00

　 0

丁

00000G

000

　　 （45）
00c

〔46）

6 ．3 導 出 さ れ た
“

減 衰行 列
”
　 粘 弾性 減衰 力ベ ク トル

の 式 （36＞に お い て ，応力ベ ク トル を体積変形が Hooke 則，
偏 差 変 形が 分 数 階 Voigb則 に 従 う材 料 を仮 定 し，その 構

成 要 素 を陽な 形で 求め る．式 （44）を式 （36）に代入 す る と

F （t）＝CD 「d（t）十 Kd （t） 〔47）

と求め ら れ る．こ こで 要 素の
“
減衰行 列

”C ，要素の 剛 性

行 列 K の そ れ ぞ れ は

C − f。B ’D ・B ・V

K − f。　BTD ・B ・V

（48）

（49）

と具 体的に 導出され た．行列 Do ，　 D1 は 前節の 行列 （式

（45），〔46））で あ る ．こ の 場 合 の 運動 方程 式 は 次式 と な る．

MD2d （t）十 CD 「d（t）十 Kd （t）＝P （t） （50）

　 これ ら C お よび K につ い て 考察 を加 え る，こ の 行 列
C は 粘 弾性 材料の 減 衰特 性 を 反 映 し た 有限 要 素法 で 定式

化 され た
“
減衰 行 列

”
で あ る．行列 c を表す式 （48＞の

被積分 関 数 に 含まれ る行列 Dl の 性質 か ら明 らか な よ う

に ，行列 C は 緩和 時 間 T，分 数階数 r，せ ん 断弾 性率 G ，
に依 存 す る．また，式 （47）か ら分 か るよ うに こ れ は 要素

力 として は CD ’d（t）の 形で 作用 し，節点変位 d（t）の r

階 の 時 間微 分 の 係 数行 列 とな っ て い る．r → 1 とす れ ば

D’d（t＞＝Dd （t）＝v （t）と な り，　 C は節点速度 に比例 す

る係 数 行 列，す な わ ち粘性 減 衰係 数で 記 述 され る 通常の

意味の 減衰 行列に帰着 する，
　
一

方 K は 粘弾性材料の ば ね 効果 を 表す 剛性 行列 で あ

る ．r → 0 の 材料で は式 （47）よ り CDOd （t）十 Kd （t）＝

（C ＋ K ＞d（t）とな り減 衰性 が 失わ れ （C 十 K ）で 表 され

る剛 性行 列に 帰着す る．

　なお，運動方程式 （47）を時刻歴で 解 く数 値積 分 法 に つ

い て は 清水 ・張 〔蝋 5〕 らの 研 究報告が ある ．

7．粘弾性 構 造 物 の 特性 把 握 法

　前 章まで の 有 限要 素 解析
一

般 理論 を，円筒座 標 系内 に

置 か れ た 軸 対 称 形状 の 物 体 に 軸 対 称荷 重が 加 わ る 問題 を

解 く有限要素解析理 論に 適用 し基礎式 を導出 した 。こ れ

に 基づ きプ ロ グ ラ ム を作 成 し た．こ の プ ロ グ ラ ム を 用 い

て 軸対 称形状 の 粘弾性 耐震 ダ ン パ の 有限 要素解析 を行 う．
そ の た め に まず，粘弾性構造 物 の 特性 を把 握す る た め の

解 析 手川頁に つ い て 述 べ る．次に 粘弾 性 構造物 の 動 的特 性

を有限要素解析で 把握 した 結果 に つ い て 述べ る ．
　 7．1 有限要素法 に よ る 特性把握の 手順 本研 究に お い

て は ，分 数階微 分 モ デ ル を適 用 して い る こ とが 特色 で あ

る．したが っ て ，本 有限要 素解 析理 論 を用 い て 実 際 に 粘

弾性 構造 物の 解析 を行 うた め に は ，使 用 粘弾性材料 か ら

分 数 階微 分 モ デ ル の モ デ ル パ ラ メ
ータ を同定す る こ とが

まず必要で ある ．こ れ に 加え て ，解析結果 か ら粘弾性構

造 物 の 減 衰特 性 を評価 す る こ と も必 要 で あ る ．
　以 上 を踏 まえ た，本 解析 理 論に よ る設計 プ ロ セ ス を含

め た 解 析 手順 は 図 1 の よ うに な る．
　図 1 よ り，粘弾性構造物の 特性把握は 材料試験片の 試

験 か ら有限 要 素解 析 を経 て 特 性 把握 を行 う まで
一

環 した

流れ と な っ て い る こ とが 分 か る．

e
攣

材料の 決定

設計仕様 に 合 っ た材料を選定す る ．

試 験 片の 作成

製品 に使用す る材料 と同
一

の 製造 ロ ッ トの材 料 か ら

試 験片 を作成す る ．

試験 片の 動 的粘弾性試験

貯 蔵せん 断弾性 率 G
「
（ω 〕

損 失せん 断弾性 率 G
”
〔ω）

パ ラメ ータ同定

分数階数　　 ： 厂

粘 弾性率 　 　　：c

せ ん 断弾性率 ：G

有限要素解析
入力　 　荷 重

出力　：変位

粘弾性 携造 物の 特 性 把握

ヒ ス テ リシ ス ルーブ

減 衰容 量　 　 　 　 　 w
等価粘性減衰係数 … 9
等価ばね定数　 　 劬

験 との 比

Fig．1 ： Analysis　Flow　Chart
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　 7．2 有 限要 素解 析入 力パ ラ メ ータの 同 定　解析 手 順の

一
番目の ス テ ッ プ として，解 析 す る材 料 を決定 す る．こ

こ で は よ り具 体 的 な 解 析 を 示す た め に 開発 途上 の 粘弾 性

耐震ダン パ 減衰材料を解析対象物 に 選 ぶ ．
　二 番 目の ス テ ッ プ と して ，粘弾性 ダ ン パ に 使用 して い

る材 料 と同 時に 製 造 され た材 料 か ら試験 片 を製 作 し，こ

れ の 動 的特 性 を得 る 〔6〕．ダ ン パ に 使用 する 粘弾 性材料 と ．
同時に 製造 され た 材料を使用 するの は ，粘弾性材料の ロ ッ

トの 違い に よる 特性の ば らつ きを排除する た めで あ る．
　有限 要素解 析 を行 う際，現実の 材料 と誤差の 少な い モ

デ ル パ ラ メ ータ を 入 力す る ため に，試 験 片 の 動 的 粘弾 性

試験を行 っ て 貯蔵せ ん 断弾性率 G ’

（w ）と 損失せ ん 断弾性

率 G ”（w ）とを求め る．こ こ で
一般 に ，複素せ ん 断弾性 率

G’（w ）は 次 式 で 定 義 され る．

Table2 ：Parameters　oE 　FE 　Analysis　Model

c ’

（ω ）・・　c
’
（w ）＋ ゴc

’t

（ω ） （51）

Fractめnal 　order 　f ［一］ 0．62
“
ViscQelas七isity　modulus

”
c ［Nsワ ml749 ．76 × 102

Relaxa七bn 　time　 7 ［S1 1．20

Shear　modulous 　σ ［N ／m21 623．80 × 102

Density ρ ［kg／m3 】 1．20

P ・is・n ’s　rati ・ レ ［
一
］ 0．48

Bulk　modulous 　κ ［N／m21

　　　　　　　∫（＝2（1 十 レ）（7／3（1 − 2 シ） 1．18 × 105

Integrati・ n　time　step ムオ ［sl 0．01
，
0．001

Algoriむhm 　parameters　 α
， β 1−1 0，50，0，25

　三 番 目の ス テ ッ プ と して ，異 な る い くつ か の 周 波数に お

い て 測 定 した G ’

（ω ）， G ”

（w ）の それ ぞ れ に 対して ，分数

階微 分 Voigtモ デ ル の C ’

（ω ），　C
”

（ω ）を カ
ーブ フ ィ ッ トさ

せ るこ とで 未 知パ ラ メ ータ を同定 す る．分数 階微分 Voigt
モ デ ル の 周 波数 特 性 は，そ の 構成 方程 式で あ る式 （39）を

フ
ー

リエ 変換 した の ち式 （51）を用 い て e ＝Gr 「

（c を
’‘
粘

弾性率
”
と呼ぶ こ と に す る）を考慮す る と

冒　 冒　
一
　
一
　
一
　
一
　
一
　
一
　
一
　
一
　
一
　
一
　
冖
　
一
　
一
　
冖
　
一

＿＿ SinFgs −＿一

昌R

G’

（・ ）一σ ・ ・ ♂ … （詈）
Gn（・ ）一・ d・

「．
… （穿）

（52）

（53）

と書 くこ と が で きる．分数階微分 Voigt モ デ ル の カ
ー

ブ

フ ィ ッ トに は ，最小 二 乗法な どが 使用 で きる．
　
一例 とし て 温度 T 　＝・　30 ℃ に おけ る試験片の マ ス ター

カ
ーブ に 式 （52），（53）を カ ーブ フ ィッ トさせ た ．図 2 お

よ び 求 め たパ ラ メ
ー

タ を表 1に それ ぞれ 示 す．図 2 よ り，
分数階微分モ デ ル が 非常に 広い 周波数範囲に 亘 っ て 測 定

結果 と一
致 し て い る こ とが 分 か る ．

slDe50

　
m

肪

　
m

加

　
皿
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［
 
乏］
瞠
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ピ

句コ
ヨ唱
O

囲

瞿

ヨ
幽
の
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　 　 　 A  guaet　 FfOqvency ω 【m 己！日1

Fig．2 ： FD 　Voigt　MQdel　for　VEM （T ＝30 ℃ ）

Tablel：Parameters　of 　Test　Piece（VEM ）

珊 actional 　order 　 r ［−1 0．62
“
Viscoela8tis垂ty　modulus

”
C ［Ns

「

／m ］ 749．76 × 102

Shear　modulus （穿 ［N ／m2 ］ 623．80 × 102

Fig．3 ： FE 　Analysis　Model　fbr　VESD

　 7．3 有限 要 素解 析 　 図 1 に示 した作 業 の 四番 目の ス

テ ッ プ と し て ，カ
ー

ブ フ ィ ッ トに よ り 求め た 分 数階 微分 モ

デ ル パ ラ メ ータ と 材 料 定数や境界 条件 など を 設定 して 有

限 要素解析 を行う．一
例 と して 解析 に 使用し た パ ラ メ

ー

タ お よ び 有 限要素解析 モ デ ル を表 2 お よび 図 3 に 示す．
　 解 析 に 使 用 した パ ラ メ ータの 中で 分 数 階 数 r ，粘 弾性

率 c，せ ん 断弾性率 G の それ ぞ れ は ，前節 に お い て 説明

し た カ
ー

ブ フ ィッ テ ィ ン グ に よ っ て 求め たパ ラ メ
ー

タで あ

．る．図 3 の 有 限 要素 解 析 モ デ ル は，ダ ン パ の 中心 軸 断面

の 粘弾性材料部 分で あ り，円括弧 （・）内が 要 素番号，角

括弧 ｛
・
］が 節点番号で あ る．R

，
　Z は 円筒形状 を し た ダ

ン パ の 半径 方 向 お よび軸 方 向 をそれ ぞ れ表 して い る．
　 7 ．4 有限要 素解 析結 果 と 試験 結果 との 比 較お よび 考察

五 番 目の ス テ ッ プ と し て ，有限要素解析結果よ り粘弾性

構 造物 の 減 衰特 性 を評 価す る．減 衰特 性 を評価 方 法 と し

て ，解 析 を 行 う際 に 入 力 し た 荷 重 の 時 刻 歴 デ
ー

タ と 出力

され た変位 の 時刻 歴 デ
ータ の 2つ を縦軸お よ び 横 軸の そ

れぞ れ に と り，ヒ ス テ リシ ス ル
ー

プ を作成 す る ．
　 作 成 し た ヒ ス テ リ シ ス ル ープか ら減 衰容量 W ，等 価粘

性減 衰 係数 c 。 q，等価ば ね 定数 k。q を求 め る．こ こ で求 め

た 3 つ の 値 に よ っ て 粘弾性構造物の 特性 を評価す る．こ

れ ら の 値の 計算方法は 参考文献 （7＞に 述 べ られ て い る．
　 こ こ で は，解析対象物で あ る 粘弾性耐 震ダ ン パ に 正 弦

波荷 重 を入 力 した と きの 有 限要 素 解析 結 果 とダ ン パ 加振

試 験結果 とを上記 の 評価 項 目を用 い て 比較した 結果 を図 4
〜図 7 に 示す．ダ ン パ の 加振試験に つ い て は 参考文献 （8）
を参照 され たい ．

　図 4 よ り 5［Hz］の 周波数を除けば 解析に よる 結果は ダ

ン パ ー特 性 を 良 く説 明 し て い る の が 分 か る．5［Hz］の 実

験デ
ー

タ は 摩擦の 影響が 強 い ，減 衰 と ば ね の パ ラ メ
ー

タ

W
，
　c。q ，

k。q に つ い て も図 5〜図 7 よ り解析結果は試験結果

と比 較 的 良 く一致 して い る．
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8．お わ りに

　粘弾性体 を分数階微分の 構成方程式で 表 し た ．こ れ を

用 い て 粘弾 性構 造 物 を有 限 要素 法 に よ り定 式化 し ，粘 弾

性 材料 の 体 積変形 が Hooke 則 ，偏 差 変形 が 分 数階 Voigt
則に 従う場合の

‘‘
減衰行列

”
を理論的に 求め ，こ の

“
減衰

行 列
”
は ，材 料の 緩和 時 間 r，分 数階 数 丁 お よび せ ん 断弾

性率 G の 値に よ り与え られ る こ と を述べ た．

　提案す る 粘弾 性 有限要素解析理論 は ，構成則 に 分 数階

微 分 を適用 して い るため，従来の 弾性材料や 粘性減衰を

有 す る材 料 を解 析 す る手順 とは 異 な る ．本 研 究で は ，こ

れ らの 手 順 を
一

連 の 解析手 順 と して フ ロ ーチ ャ
ートに ま

と め た ．

　その 解析手順 に 従 っ て ，具 体 的に 粘弾性 耐震 ダ ン パ をと

りあげ，そ の 有限要 素解析結果 で ある ヒ ス テ リ シ ス ル
ー

プ を計算 し て W ，c。g，幅 な ど の 具体的な 特性パ ラ メ
ー

タの 数値 を求めて 試験 結果 と比 較し た．加 振周波数 5［Hz］
の と きの 解 析結 果 は 試験 結果 との 整 合性 が 悪 い が，そ の

他の 結果 は 試験結果 をほ ぼ 良好に 再現 した ．

　本解 析手法に よ り，製品 に 使用 す る材料 の 粘 弾性 材料

試験 を 基 に ，こ の 材料か ら製作 され た 粘弾性構造 物 の 動

的 特性 を把 握 し，そ の 結果 を設計 や解析 に 反 映で きる道

が 拓け た．今後は ，幾何学 的 非線 形性 を 考慮 に い れ た 定

式 化な ど を行 っ て い く予 定で あ る ．
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