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（平均法による基本調波振動の 解析）

　　　　　　Bifurcation　of 　Nonlinear 　System 　With 　Time 　Delay

（Analysis 　of 　Fundamental 　Harmonic 　Response 　by 　Averageing 　Method ）

○学 渡辺 信一
（宇都宮大院），

正 佐藤 啓仁 （宇都宮大）， 正 吉田 勝俊 （宇都宮大）

　　　Shinichi　WATANABE ，Utsunomiya 　University，7−1−2，Ybto，Utsunomiya−shi ，Tochigi，

　 Keijin　SATO ，Utsunomiya　University　and 　Katsutoshi　YOSHIDA ，Utsunomiya　University

　This　paper　studies 　bi飴rcation 　set　of 　a　nonlinear 　sysbem 　with 　time　delayJt　is　known 　that　it　is

di伍cult 　to　investigate　this　system 　by　analytical 　methods ，　because　this　system 　is　described　by　a

differnce−differential　equation 　which 　is　usually 　diHicult　to　solve ，　Tb　analyze 　this　kind　of 　a　system ，
we 　have　already　introduced　an 　averaging 　method 　for　the　functional　differential　equation ，　 The
previous 　work 　showed 　that　this　averaging 　methQd 　is　effective 正br　nonhnear 　system 　with 　time

delay，　 Applying　this　 averaging 　 method ，　this　paper　 studies 　bifurcation　set 　of 　this　kind　 of　a

system 　with 　a 蝕 ndamental 　harmonic　response ．　The 　re則 lt　shows 七hat　this　system 　have 　another

bifurcation　which 　a 　system 　with 　no 　ti皿 e 　deIay　does　not 　have，　FUrthermore，　it　is　shown 　that　the

Hopf　bi血 rcation 　point　and 　another 　bifurcation　point　are 　derived　from　a 　saddle −node 　bifurcation
point ．
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L 緒 言

　 時間 遅れ を含 む振 動系 の 運 動方程 式 は微分 差分方 程式

で 記述 され，そ の特性 方程式 には超越項 が含 まれる ため に

特 性根 さえ求 める こ とが 困難で あ る。こ の ような問題に対

して 筆者 ら は 関数微分方程式系に 対する平均法を適用する

こ とを提案 して きた（1）  。この 平 均法 は 時間 遅れ項 に 関

して 厳密な数学 的定式化 を含んで お り，そ の 近似 解 は常微

分方程式で 記 述さ れ る とい う特 徴が ある。本研 究で は時 間

遅れ を含む 非線 形振動系 に 関数微分方程式 系に 対す る平 均

法を適用 し基本調波振動に関する 平均化方程 式よ り分岐集

合 を求め る。

2． 時間遅れを含む非線形振動系

　 本研 究で は，滑 り軸受 で 支持さ れ た非 対 称 軸剛 性 を有

す る 1 自由度 の ロ
ー

タ 系 を取 上 げ る。こ の系 の運 動方程式

は 次式の よ うに な る。h は 遅 れ 時間 で あ る。

t〔t）一ト C金（t）
− 7コ7（t〉＋ （or一α ）x （亡

一ん）

　　 ＋β 
3
（t一ん）＋ PCOS Ωか X （の＝PCOS Ω亡　　〔1）

3． 関数微分方罹式系 に対する平均法

　関 数微分 方程 式系 に 対す る 平 均法 に っ い て 述 べ る。連

続関数 C の 空間上 で定 義 され る 系を次式 に 示す。

k（t）＝Ux （t）　十　VXh （t）十 εf（ttX（t），Xh （t）） （2）

Xh （t）＝x （t
− h）．　 x ∈ Rn ，Xh ∈ C ，　 U ，V は nxn 定

数行列，h は 遅れ 時間，ε（≧ 0）は 微小パ ラメ
ー

タ とす る。

非線形摂動項 f は n 次元 ベ ク トル関数で，tに 関 して概 周

期 的で あ り，x （t），Xh （t）に関 して 連続微 分可能 で ある とす

る。こ の とき式 （2）の線 形 自律系 は次式 とな る。

　k（t）＝Ux （t）十 VXh （t）　　　　　　　　　　　 〔3）

式 （3）の 張 る 空間 C は特性 根の 実部 が零以 下で あ る解 の

空 間 P とそ の 補 空間 Q に 直和 分解 C ＝P   Q （3） で き

る。そ の 際 に用 い られ る 内積 を次 式で 定義す る。

（・・，・・一ψ…φ… 一ズ・… h・… ξ・d・ …

ψ ∈ C ，φ∈ C
’
，C

寧
は随伴 系で ある。

　部 分 空間 P の 解 は 極座 標変換 後 次式 の よ うな 定数変化

法 よ り得 られ る。

ω一（翻 二翻 ）・・・・・ …

式 （5）を w （t）につ い て 平 均 化す る こ とが 関数 微 分方 程

式 系 に対 する平 均法 で ある。こ こ で，ω （t）＝Ω ε＋ θ（の，

Ψ〔0）＝〔Ψ
累

，
Φ）
−1

Ψ
’
（0）で あ り，Φ（θ），

Ψ
寧
（θ
’
）はそれぞ

れ 部 分空間 P と そ の 随伴空 間 P 寧の 基底 で ある。Ψ（0）の

行列 式を △ と 表記 す る。以上 の 手 法を 式 （1）に適 用 する

と平 均化方 程式は 次式と な る。

（の一芸1｛E ・
’
r
−
・ ・ 1… 2

｝（留）
一

・・（o・
一

鵡 ）
− P （

一PI　COS θ＋ P2　sin θ

Pl　sin θ＋ P2　COS θ）］一幅：9i）…
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P ・ r 　 （7 一α）｛（1− e）（sin Ωゐ一ΩhCOS Ωh）

　　　　　　　　　　　　　　 十μΩんsin Ωん｝

P2 ＝2 ＋ （7 一
α ）｛（1一ε＞nhsinStん

　　　　　　　　　
一

μ（sin Ωん一Ωん c ・ S Ωん）｝

M ＝−
Pi　ces 　9h ＋ P2　sin 　Sth

N ＝ Pl　sin Ωん＋ P2　COS Ωh

4． 局所分岐

　本節で は 定常解が 分岐点とな る条件を述べ る。

　4 ・1　 1 対 の 純虚 数の 固有値　　平均化方 程式 （6）の 特

性方程 式 か ら 得 られ る固 有値 が 1 対 の 純 虚 数 とな る定 常

解 は Hopf 分 岐点 で あ る（4）。

　4 ・2　 単一零固 有値 　 　固 有値 が 単一零 とな る 定 常解

は分岐点 となる （4）。5節 で示 す よ う に，平 均化 方程 式 （6）
の 解 に よ く知 られた saddle −node 分岐 と位相的 に は saddle −

node 分岐 と同 じで，安定性が逆 となる 新たな saddle −source

分岐が生 じる。その 条 件 を次に 示す。

4 ・2 ・1　 他 の 固有値の 実部が負　　次式 を満たす単一零

固有値の 定常解は saddle −node 分岐点で ある
〔4）。
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　本研究で は saddle −node 分岐 点の 条件 として 条件（7），（8）
の他 に 分岐 点の 零以 外の 固有値 の 実部 が負で ある 条件 を追

加 し，次 式 に 示 す。

λ1 ＝0，Re λ2 〈 0

4 ・2 ・2　 他 の 固有値の 実部が正

λ1
≡0，Re λ2 ＞ 0

（9）

（10）

とな る 場合，本研 究で は saddle −source 分 岐 と呼ぶ こ と と

す る。saddle −source 分岐 は位 相的 に は saddle −node 分岐

と同 じで あ り，時 間が逆に 発展す る と saddle −node 分 岐 と

な る分 岐で ある。

5．数値シ ミュ レーシ ョ ン

　4節の 条件 を平均化方程式 （6）に適用 し，得 られた分岐集

合を図 1に示す。saddle −source 分岐 点の枝 は Ω が大き くな

るに つ れて ん ＝ 0 に漸近 し，また （Ω，h＞＝ （12，0．71）付近

で cusp 点 となっ て い る。　saddle −node 分 岐 点の 枝と saddle −

source 分 岐点 の 枝 は （Ω，h）＝（1．7，0．10＞，（1．2，0．42）付近

で な め らか につ なが っ て お り，この 点か ら は Hopf 分岐 点

の 枝も延び て い る 。

　 この 分岐集 合 の 構造 を調べ るため に図 2に h ＝0．14 の

時の 周波 数応 答曲線 を示す。これよ り，上側 の 枝の 分 岐 点

が saddle −source 分岐点で ある こ とがわ か る。また，不安

定な領域 が上側 の 枝の 周波数の 大きい 側に 存在 して お り上
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Fig．2　Frequency　respQnse 　curve （ん＝0，14）

側の 枝 の Ω ＝1．2付 近 で Hopf 分 岐が 発 生 して い る こと が

わか る。

6． 結 言

　 本研 究で は 時 間遅 れ を含 む 非線 形振 動系 に 対 して 関 数

微分方程式 系に対 す る平 均法 を適用 し，基 本調波振 動 に 関

する 平均化方程 式を 求め た。こ の 平均化方程 式よ り分岐集

合を求めた 結果，時間遅 れ 系 にお い て も saddle −nQde 分 岐

や saddle −source 分岐 さ らに Hopf 分岐の 発 生が 見 られ

た。saddle −source 分岐点 は saddle −node 分 岐 点か ら派 生

す る特徴 があ り，こ の 派生点 で は さ らに Hopf 分岐の 枝 も

延びて い る構造が 見 られ た。こ の よ うに複 数の 分岐 曲線 が

交差す る よ うな 分岐点 の 解 析 に は 余次 元 2 の 分岐 の よ う

な，よ り複雑な 分 岐に対 す る解 析が 必 要 と な る と思 わ れ る

が これ に つ い て は 今後 の 課 題 と する。
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