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329 面 内弾性拘束 を受 け る薄 肉板の カオス 曲げ振動実験

Experiments　 on 　 Chaotic　 Bending　 Vibratiens　 of 　 a　 Thin 　 Plate

　　　　　　 Constrained 　by　an 　In・plane　Spring
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　　　　　　　　　　　 1．緒 言

　 は り ，板 な どの 薄 肉構 造 要素 の 振 動 応 答は 面 内 の 拘束条件

の 影響 を強 く 受 け る
fl ）’（3），本研究で は ，境界 で 面 内 弾性拘束

を受 ける 正 方形薄肉板 の カ オ ス 振動 に つ い て ，対向二 辺 が 固

定 と単純支持 の 境界条件 の 下に 実験を行 っ た，まず薄肉板の

基本特性 と し て ，線形固有振動数，復元 力特性 を 調 べ た ．続

い て 薄肉板 に 周期横方向加速度 を与 え，周波数応答曲線を得

た ．特徴的 な カ オ ス 振動応答 に つ い て ，時間波形 を記録 し，
周 波数分 析 を行 うと共 に，最 大 リャ プ ノ ブ 指 数 を計 算 した．

　　　　　　　 2．薄 肉 板 及 び 支 持 装 置

　薄肉板 と そ の 支持 装置 を 図 1 に 示 す ．燐青銅 板 を 切 り

出 し 正 方 形 状 に 加 工 し た 後，白色塗装 を 施 し た もの を 薄

肉板 とし て 用 い た ．実測 に よ り板厚 h＝O．24mm ，各辺 長

a＝140mm ・質量 m ＝8．6xlO
−3kg ・ヤ ン グ率 E ； 645GPa ，ボ ア

ソン 比 v ＝0・33，密度 ρ ＝ 7．47xlO3kglrn3 を 得 た ．図 1 に

示 す よ うに，板 の 面 内方 向 に x，y 軸 を，そ れ に垂 直に z 軸 を 設

定する．薄肉板 の 境界 は，ン軸 と直交す る 二 辺 が た わ み に つ い

て 固 定支持 され る．固定支持 され る二 辺 の うちの
一

端 は，面内

変位 につ い て 固定 し た，他端 は 二 枚 の 板ばねを用 い た 二 重片

持 ち は り構 造 を用 い る こ とで ，y 軸方 向に 弾性 拘束 と し た．面

内力 は 弾性拘束部 の ス ラ イ ダ
ー

の 変位 に よ り調 節 し，ひ ずみ

ゲージ に よ り測定 した ，x 軸 と 直交す る 二 辺 は ，た わ み に 関 し

て 単 純 支 持 と し た ．板 の 境界 と支持 枠 に 薄 い 粘 着 テ
ー

プ を 表

裏交互 に 貼 り付 け る こ とで 単純支持条件を得た．

A

a−140mm

Cross　Section　of　A−A

Fig．1　Plate　and　fixture
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　　　　　　　　　　 3．実 験 方 法

　実験 で は ，電磁 式 加 振 装置 に よ り 試 験 片 に 周 期横方向加 速

度 を 与 え， レ
ーザー

変位計 に よ り板 の 振 動応 答 を検出 し，記

録分析 し た ．次 の 諸量を導入 し実験結果 を整理す る，

［ζη］・ 囲 1・ ，w ＝ u ’fh ，・
，

＝ N
、
　f　NCr，τ

＝
妬 ち

ω ＝2πf1SR）　・P、
　＝ ・　

，ρa41D ・qs ＝ e 、
a21Dh

こ こ で 9
。
一（1’司師 ，　 D − Eh3t12 （1−v2 〕

　上 式 で x ，y は 座標で ，ζ，η は その 無次元量 で ある．　 W は 無

次 元 た わ み で あ り，π
y
は y 方 向 の 面内 圧 縮 力 Nc を 座 屈 re重 Ncr

で 除 した 量 で 圧 縮 荷重 比 とす る ．t は 時 間 で あ り，τ は無 次 元

時間，碼 は 振 動 数 に 関す る定数で あ る．fは 加振振動数 で あ

り，ω は 無次 元 の 加振角振動数 で あ る ．ad は 板 に 与 え る 周期加

速度 の 振幅 で あ り，Pdは無次元 加振振幅 で ある．　 g。
は静的な

集中荷重 で qsは そ の 無次 元 量 で あ る．　 D は 薄肉板 の 曲げ剛性

で あ り，v は ボア ソ ン比 で ある．

　　　　　　　 4．実験 結果 お よ び考察

4．1 面内 力 と 固有振 動数　　薄肉板の y 方向に 面内圧縮力

を加 え，固有振動数を調 べ た．結果を図 2 に 示す．縦軸 は 圧縮

荷重 比 ny ，横軸は （m ，n）モ ー
ドの 固有角振動数〔％ 。

で あ る．こ

こ で ，m ，n は そ れ ぞ れ X ，Y 方 向の 半 波 数 で あ る ．面 内圧 縮 力

を逐 次増加 させ る と，固有振動数 は 逐 次低 下 し，座 屈荷重 に 対

応 す る 極 小 値 と な る ．座屈荷重 よ り も面内圧 縮力が 大 き く な

る と，固 有振 動 数 は 上 昇 す る ．こ れ は，座屈 後 変形 に よ り薄肉

板 が 曲率 を 持ち，剛性 が 高くなる た めで ある．本研究 で は，座

屈 後 の n ．y
＝1．5 の 下 で 主 に 実 験 を 行 っ た ，こ の 時 の 薄肉板 の

固 有 振 動 数 は 次 の とお りで ある．

　　tul　L
＝32．8，　 tolzニ49．3，　 ahI ＝66．9，　 aう2 ＝102

妨 1≒ 2ω 11の 関係 を持ち，内 部共 振現象が 生 じる可 能 性 が あ る．
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　 Fjg．2　Natural　frequencies　of 　the　plate　under 　axial 　compression

4 ．2 座屈後 板 の 復 元 力特性 　図 3 に ， n
、
．＝ L5 に お い て 座

屈後板 の 中央 に 集 中荷重Csを与 えた 際 の 復 元 力特性 を示 す．

計測位置 は ξ＝0．5 ，η＝O．6で ある．縦軸は無次元 集中荷重qs，
横軸 は 無次 元 た わみ ve で あ る．なお，自重な らび に 面 内圧 縮

力 が 作用 した 状態 の 静的平衡点を 原点 と した．座 屈 後 の 薄肉

板 は ，わず か に 負 の 勾配を有す る漸軟
一
漸硬 型 の 復元力特性 を

有す る．
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　 Fig．3　Static　deflection　of 　the　plate　under 　constrated 　load

4 ．3 座屈 後板 の 周 波数応答 曲線 　 座屈後板 に 周期横方向

加 速度を与 え，周波数掃引実 験 を行 っ た ．Pd＝688 に お け る，

周波数応 答 曲線の 実 験 結 果 を 図 4 に 示 す ．計 測 点 は ξ＝ O．6 ，

η
＝0．6 と し た ．縦軸 は た わ み の 実効値 W ，m 、，横軸 は 加 振角 振

動数 ω で あ る．周波数掃引方向 を 図中 に 矢印 で 示 した ．後

述 の 分析 に 基 づ き，図中の 記号 C（m ，n ；ノ）は 主要なカ オ ス

振動 の 種類 を示 し て い る．m ，n は 対応す る振動 モ
ー

ドの 次

数，ノは 共 振応答の 種類 を表 して い る．

4．4 カオ ス 領域 の 時 間波 形 ，周 波数分 析 　 特徴的なカ オ

ス 応答 の 実験結果 を 図 5−7 に示 す．図 中 （a）は 時間波形 ，

（b）は 周 波 数分析 結 果 で あ る ．時 間波 形 の 横軸 は 加 振 周 ra　Tc
を基 準 と し た 周 期数 τ ／窟で あ る ．周 波 数分析結 果 の 縦 軸 は

振 幅 ス ペ ク トラ ム A ［dB］，横軸 は 無 次 元 分 析 周 波 数 砥 p
を 対

数表示 し た もの で あ る ，図 5 に 示 し た ω ＝42 ．8 に お け る

C （1，1；2！3）の カ オ ス 応答 で は，z 方向の 負 の 振幅 が 大きい 不

規則 な応答 を 示 し て い る，また，動的飛 び 移 りに 起因す る

カ オス 応答 の 特徴 を示 し て い る．周波数分析結果 は加振振

動数 ω と，そ の 213倍 に 顕著な ピ
ー

クが 見 られ る．この こ

とか ら，（1，1）モ ードの 2t3次 亜 分数 次 調 波共 振 応答に 起 因

す る カ オ ス 振 動 で あ る と 考 え られ る ．図 6 に 示 し た ω

＝5L4 に お け る C （1，1；1！2）の 時間波 形 も 動的 飛 び 移 りを伴

う カ オ ス 振 動 の 特 徴 を 示 して い る．周 波 数 分 析 結 果 に は 加

振 振 動 数 と，そ の 112倍 に 顕 著 な ピーク が 見 られ る ．こ れ

よ り，（1，1）モ ードの 1！2次 分 数次 調 波 共 振 応 答 に起 因 す る

カ オ ス 振 動 で あ る と考 え られ る．図 7 に 示 す ω ＝ 66，4 に お

け る C （1，1；1／2）の 時 間 波 形 で は ，包 絡 線 に うな りを 有 す る

不規則 な 変化 が 見 られ た ，周波数分析結果 で は加 振振動数

ω と，その 1！2 に つ い て ピーク が と くに 顕著 で あ る ．こ の

応答 も（1，1）モ
ー

ドの 1！2 次分数次調波共振応答 に 起因 して

い る．また，加振振動数 ω と （2」）モ
ードの 固 有振動数 が 近

接 す る た め ，妨 i
＝2COt

］
の 関係 を 満た す内部共 振 が 誘 起 さ れ

て い る 可 能性が あ る．
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　　　　Fig．7　Chaotic　response ω ニ66 ．4，　C （1，1；1！2）

4．5 最 大 リ ア プ ノ ブ 指数 　 Wo 皇押 の 方法 に よ り時系 列 波形

に 対す る 最大 リア プ ノ ブ 指数 λ
廂 、を 計算 した．結果 を図 8 に

示 す．図の 縦軸 は最大 リャ プ ノ ブ 指数 λ
m 。．，横軸 は 疑似位相空

間 を構成 す る 際 に 仮定 し た埋 め 込 み 次 元 e で あ る．ω ＝42，8

に お け る カオ ス 応答 C （1，1；213）で は λ凾、が 1．3 で あ り，ω

＝5L4 で の カ オ ス 応 答 C （1，1；112）で は Ath
。x が 0．74，　 to　＝ 66．4 に

お け る カ オ ス 応答 C （1，1；112）で は λ
  。、

が 052 と い う値 を示 し

た ．鵜。，
が 正 値で あ る た め，い ずれ の 応答もカ オ ス 振動で あ る

こ と が 確 定 で きる ．加 振 振動数 が 上 昇 するほ ど 最大 リャ プ ノ

ブ 指 数 の 値 が 小 さ くな る こ とが わ か る．ま た ，埋 め込み次元 e

は 8 で 収 束す る こ とか ら，こ れ らの カ オ ス 振動応 答 に お い て

支 配 的 な 自由 度 が 4 程 度 で あ る と考 え られ る ，
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　　　 Fig．8　Maximum 　Lyapunov 　exponent 　of 　the　plate

　　　　　　　　　　　 5．結 言

（1） 座 屈後板 の カ オ ス 振動 で は ，213 次亜 分数次調波共振応答

お よ び 1／2 次分数次調波共振応答が 支配的 で ある．

（2）座屈後板 の カ オ ス 振動 で は，加振 周 波数が高 い ほ ど リャ プ

ノ ブ 指数が 低い 値を示 す．

（3） 座屈後板の カ オ ス 振動 に お い て，支配的な振動モ
ー

ドの 数

は 4 程度で ある．
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