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5，1 は じ め に

　 こ の 章 で は 1個 ま た は 数個の 確率変数 を取 り扱 う初

歩的な確率論か ら
一

歩進 ん で，時 間 や空 間 を表 す独立 変

数 （ベ ク トル ）の 関数 と して表 さ れ る確率変数 で ある確

率過 程 や確率場 に つ い て 説明す る。そ れ らの 定義や基本

的な 性質か ら始 め て ，そ の 応用 に つ い て も述べ る。

　応 用 で は 地 盤 の特徴 で あ る不 均 質 場 の モ デル 化 で あ る

確率場 の例 題 を取り上 げ た 。 す な わ ち不 均質 な地盤上 に

建設 さ れ た 浅い 基礎 の支持力の 問題 と，造成地 の 不 同沈

下 の 問題を取 り上げた。

5．2 確率過程と確率場

　X が ある ス カ ラ
ー

の 実数で あ り，Z （X ）が どの よ うな 固

定 さ れ た x に 対 して も確率変数 で あ る と き，Z （X ）を 確

率過 程 （random 　process） とい う。．r は，す べ て の 実 数，

正 の実数，正 の整数 な どを取 る こ とが で きる 。 も し x が

離散 量 （例 え ば 整 数）で あ る と き，Z（x ）は離散確率過

程 とい わ れ，一
方 こ れ が連続量の とき は，連続確 率過程

と い う。さ らに，x が あ る 2 次 元 ま た は 3 次 元 の 実 数 ベ

ク トル で あ り，Z （X ）が どの よ うな 固定 され た x に 対 し

て も確率変数 で ある とき ， Z （x ）を確率場 （random 　field）

とい う。 確率過程が 多 くの 場合，時間的 に遷移 す る確率

現象 を取 り扱うの に対 して，確率場 は空間的に遷移 す る

確率現象を扱う。

　 5．2．1 定義 と記 述

　 確 率 過 程 の 理論 と確 率場 の 理 論は，本 質的に 同 じ で あ

る 。 こ こ で は まず確率過程 （1 次元 の確率場 とも言 え る）

の理論の概要を述べ ，確率場 の理 論 を後で補 う こ と とす

る。

　確率過 程 （stochastic 　process ，　 random 　process ） の 理

論 は，基 本的 に 多数 の 相関す る確率変数 を取 り扱 う。し

た が っ て ，確率過程 の 完全な記述 に は，す べ て の 任 意 の

（Xl，X2，…，
Xn ）に お け る確率変 数 （Z （Xl ），Z （X2）

…Z （X 。））

の，同 時確率分 布 が 必要 で あ る と言 う こ とに な る 。 こ れ

は現実に は か な り厳 しい 要求で あ り ， 我 々 が実用的 に 応

用 す る確率過程 を記述 す る と き同時 に考 え るの は z （x1 ）

と z （x2 ）とい う任意 の二 つ の 確 率変 数 の み で あ る。任意

の Xl と X2 の に お け る Z の 同時確率密度関数を 定義す る

こ とがで きれ ば，こ れ に基 づ い て次 の よ うに平 均，分散

及 び 自己相 関 関数 を定 義 で き る。

　　 平均 ：E 匚Z （x ）］＝μz （x ）
……・・……・・・・・・・・・・・・・・・・…（5，1）
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　 　 分散 ； Var［Z （x ）］＝E ［｛Z （x）一μ z （x ）｝2］・・・・……・・（5，2）

　　 共 分 散 ： Cov［Z （x1），Z （細 ］

　　　　　　　
＝E ［｛Z （Xl）一μz （Xl）｝｛Z （X2）一μz （X2）｝］

　　　　　　　
＝

σzLztt（x1 ，x2 ）　・・・・・・・・・・・・・・・・・…
　
…・・・・…

　（5，3）

　　　・ d 相 ・・・… P … ）一畿驚 、
・一 ・一・・… 4・

　 定 常性 は，確 率 過 程 の 性 質 の 中で も も っ とも重要 で あ

り，確 率過 程 Z （X ）は，次 の 性 質が 満 た さ れ る と き，ま

た その ときに限 っ て （弱）定常で あ る とい う。

　  E ［z （x ）］一μ、，す な わ ち z （x ）の 平均値 は x に よ

　　　 らず一
定値 を とる。

　  す べ て の X と X ＋ Ax 対 して，

　 　 　 　 　 Cov［Z （x），Z （x ＋∠lx）］＝C （∠lx）　・・・・・・・・・…　（5．5）

　　　す な わち ， 任意 の 確率変数 Z （X）と Z（X ＋ Ax）の 共

　　　分散 は，x と x ＋ Ax の 絶対値 に 依存せ ず，その距

　　　離 ∠x に の み 依存 す る 。 こ こ に C （∠x ）は ，自己共

　　　分散関数 と呼ば れ る。

　定常確率過程 で は，先の 平均，分散，共 分 散及 び 自己

相 関 関 数 は，次 の よ う に な る。

　　 平均 ：E ［Z （x ）コ＝μz
…一…・……一・・・・・・・・・・・・・・・…

（5．6）

　 　 分散 ： Var ［z （x ）］

　 　 　 　 　 　 ＝E ［｛Z （x）
一

μz ｝2］＝σ Z2
＝C（0）・・・・・・・・・…　（5，7）

　 　 共分散 ：Cov［Z （x ），Z （x ＋ Ax ）］＝C（Ax ）・・…・……（5．8）

　　・己 騰 ・ ・ P … ）−
C

夢L 鴇
’・・…一 ・

・・…

　定常過程 で は，その
一

つ の実現値 か ら，その 確 率過程

の特性 を推 定 で きる と仮 定 す る 。
こ の 性 質 を エ ル ゴート

性 （ergodicity ）と言 う。 定常性は ，エ ル ゴー
ト性 の 必

要条件 で あ るが ， 十分条件 で は ない。つ まり，そ の 確率

過程 が定常 で ある からと言 っ て，そ の
一

つ の 実現値 か ら

その 定 常 確 率 過 程 の 特 性 を必 ず 推 定 で きるわ け で は な い 。

しか し一方 ，エ ル ゴート性 を持 つ 確率過程は 必 ず 定常で

あ る 。

　エ ル ゴー
ト性は，一

つ
一

つ の 統計量 につ い て 論 じ られ

る べ きもの で あ る。す な わ ち，「平 均 値 の エ ル ゴ ート性 」，

「共分散関数 の エ ル ゴ ート性 」 とい っ た具合 で あ る。

　確 率過 程 の た くさん の 実現値 （サ ン プル ）の 平均を，

ア ン サ ン ブ ル 平均 と言うが ，エ ル ゴ ート性 は，こ の ア ン

サ ン ブル 平 均が，一
つ の 実現値の 時間平均に一

致す る こ

とを保証す る 。 す な わ ち時間 を X とす る と，平均値 の エ

ル ゴート性は 次式に よ り保証され る。
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　　E ・z （・）］一熄 ÷∫ン嘸 ・・・・・……・・・・・・・・・・・・・・… 5… ）

共分散関数の エ ル ゴート性 も，同様の 形 式 で 書 くこ とが

で き る。

　エ ル ゴート性 に つ い て厳密な 理 論 を展開す る には，上

記 の極限 が何 を意味す る か等 を含め て，多 くの 議論 が 必

要 で あり，参考文献 を参照 さ れ た い
1〕。現実の データ を

解 析 す る場 合 ，エ ル ゴ
ー

ト性 を仮定 しな け れ ば，解析 を

進 め る こ とが で き な い の で，エ ル ゴート性 は 暗黙の 内に

仮定されて い る場合が ほ とん ど で ある 。

　非 エ ル ゴ ート的な定常過程の 例題を考 え る こ とは容易

で あ る。次 の 確率過程 を考 えて み る。Zk は，こ の確率

過程 の k番 目の サ ン プル を意味 す る 。

　　 Zk（x）≡sin ｛2π（x ＋ φ（k））｝＋ A （ん）・…　…・・・・・・・・…
　（5．11）

　 こ こ に，A   と φ  は ，そ れ ぞ れ 標準
一

様分布 に 従

う確率変数 とす る 。 よ っ て 五   一ak は ，サ ン プル Zk ご

とに 異な る 。

一
方 E ［Zk（x）］＝0，5 で あ り，　 Zk （x ）は 定常

確率過程で あ る。Zk  の ア ン サ ン ブル 平均 は0，5で あ る

が，個 々 の サ ソ プル の 時間平均は

　　酬 藷ω 蜘

で あ る。した が っ て，エ ル ゴ ー
ト性 は成 り立 た な い

。

　 5．2．2　自己 相関関数

　自己 相関関数 は，確率過程 の性 質 を考 え る上 で，もっ

と も重要 で ある の で ，さ らに 説 明 を加 え る 。

　地 盤 の確率場 に よ る モ デ ル 化 で は，自己相関関数 の 具

体的な 関数形 と して ， デル タ 関数，指数関数，ガ ウ ス 関

数等が用い られる こ とが 多い
。 そ れ ぞ れ の 関数 の 形 は次

の とお りで ある。

　　fy・・・・… P ・Ax ・一｛二鰯
・・・……・・・・・・・・・

・… 2・

　 　 指 数関数 ；ρ（∠】x）＝・exp 匚
一Zixfθ］

・・・・…一…一
（5．13）

　　 ガ ウ ス関数 ：ρ（∠ x）＝exp 〔一（Zix／θ）2］・・・・・・・・・…（5．14）

　 こ こ で，∠x は 2 点間の 距離 ， θは 自己 相関距離 で あ

る 。

　 さ らに ，図
一5．1に は ， 平均 0，分散 1で，自己 相 関

関数 が デ ル タ 関数，及 び 指数関数 で 自己 相関距離 が 1

と 5 の と き の ，正 規 確 率過 程 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 結果

を 示 した 。 平 均 と分 散 が 同 じで も，全 く異 な っ た 挙動 を

示す こ とが理解で きる 。

　図
一5．2に，白色雑音 （white 　 noise ）， 自己 相 関距離 θ

が 単位長 さ （＝1，0） の ときの 指数型及 び ガ ウス 型 の 自

己 相関関数 の 形状 を 示 した。ガ ウ ス型 で は，2 点間の 距

離 が 自己相関距離 よ り短 い とき に 指数型 に 比 べ て 高 い 相

関を 示 す が ，自己 相関距離を超 え る と，こ の 関係 が 逆 転

す る 。

　自己相関関数 につ い て，次 の 知 識 は 有用 で あ る。

　  自己相関関数 は偶関数 で ある 。 す な わ ち ρ（Ax）＝

　　　ρ（
一
∠x ），

　  自己 相 関 関 数 は，∠x ≡O で最 大値 を取 る。す な わ

　　　ち，ρ（0）≧ ρ（Ax ）。

　 5．2．3 パ ワ
ー

ス ペ ク トル密度関数

　定常確率過程の 自己 共分散関数の 代替的で 等価な 表現

と して，パ ワー
ス ペ ク トル 密度関数 があ る。Z （x ）が弱

定常過程で ，そ の 共分散関数 C （Ax）＝Cov（Z （x ），Z （x ＋

Ax ））が 与 え られ て い る と き，　 C （Ax ）の フ
ー

リエ 逆 変換

Oro

⊃，
OO

．
0

寸．
0N

．
OO

．
O0246

　 　 　 　 　 　 距離 △ x

図一5．2 各種の 自己相関関数
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図
一5．1　 自己相関距離の 異 なる確率過程の 例示
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と して ，
パ ワ

ー
ス ペ ク トル 密度関数 を得 る こ とが で き る 。

こ れは，Wiener−Khintchine （ウ イナー・キ ン チ ソ ）の

公式 と して，知 られ て い る 2）
。

　　・… 一叢レ ・・e
一
吻 δ

・・・・・・・……・…・・…・・（… 5・

　 フ
ー

リエ 逆変換 とフ
ーリエ 変換 の 関係か ら ， 次式 も成

り立 つ
。

　　　・… 一∫1．．S・・ ）・
・tuO　d・

・・・・・・・・・・・・・・・・・・…一・tttt… 6・

　 こ こ に，ω
＝2nf であ り，ω は角周 波 数 と呼 ば れ る。プ

は周 波 数 で あ る。した が っ て ，パ ワ
ー

ス ペ ク 1一ル 密度関

数 を ， 周波数で 記述す る 場合，P （f）＝2π S （ω ）− 2πS

（2zf ）で ある。表
一5．1に，自己 相 関 関 数 が デ ル タ関数 ，

指数関数，ガ ウ ス関数の場 合 の パ ワー
ス ペ ク トル 密度関

数を示 した。

　 地震波の解析等 で は ほ とん どの場 合 パ ワー
ス ペ ク トル

密度関 数が用 い られ るが ， 地 盤 デー
タの 解析 で は自己相

関 関数 が 用 い られ る。 しか し こ れ らは全 く等価な情報の

異な る表現で あ る。 パ ワ
ー

ス ペ ク トル 密度関数は また，

確率過程 を モ ン テ カ ル ロ シ ミ ュ レーシ ョ ン で 生成 す る際

に も，重要な道具 とな る。

　 5．2．4　 確 率 場

　確率過程 Z （x）の x が 2 次元 ま た は 3 次元 の実数 ベ ク

トル x で あ り，Z （X ）が どの よ うな 固 定 さ れ た x に 対 し

て も確率変数で ある と き ， Z （x ）を確率場 とい うこ とは，

先 に述 べ た 。 確率場 は確率過程の 拡張で あ り，ほ とん ど

同様 に 取 り扱 え る が，幾 つ か の 注 意す べ き点 が あ る。

　確率場 で は 定 常性 は ，均質 と等 方 とい う二 つ の 性 質 に

よ り表現 さ れ る。確率場 が均 質で あ る とき ， そ の 確率密

度関数 は ，X の どの よ うな平行移動 に 対 して も不 変 で あ

る 。 こ れ を 2次 まで の 統計量 に 限 る と，平均 と分散 は x

に依 存 しな い 定数で あり，共分散関数 と自己 相 関 関数 は，

X の どの ような平行移動 に対 して も不 変 で あ る。す な わ

ち 共 分 散 関 数 と 自己 相 関 関 数 は，x に よ り計算 さ れ る 距

離 ベ ク トル ∠ X の み の 関数で あ る。特 に ，自己相関 関 数

が 次 の よ うに 書け る とき，こ れを 分 離可 能 と言 う ：

　　 ρ（」 X ）＝ρ（∠ X1 ，∠ X2，　AXn）＝ρ（∠1×1）ρ（∠」X2）ρ（」κ3）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・（5．17）

　
一

方確率場が 等方で あ る とき，そ の 確率密度関数 は，
X の どの よ うな 平 行移動や 回 転 に 対 し て も不 変 （座標 系

に 依 存 し な い ） で あ る 。こ れ を 2 次 ま で の 統計量 に 限

る と，平均 と分散 は X に 依存し な い 定数 で あ り ， 共分

散関数 と 自己 相 関 関数 は，任意 の 2 点間 の 相対的な距

離 の絶対 値 の み の 関数 で ある 。

表
一5．1　自己相関関数 とパ ワ

ー
ス ペ ク トル 密度関数

〆衂 ∫砌 Pω

白色雑音 κδr司 配2π κ

指 数関 数 レθ 2（11θ）
・xp ［

一
％］ π （ω

ユ

＋ （1〆θ）
ヱ

） 4π
2

プ ＋ （1〆θ）
2

1　 −
＠ 酬 ，）

・ガ ウス

関数
… ［

一
（％）

2

］（2！θ）、万
β 轟 θε

一
岬 〕

：

50

　確率場 で は ， そ の 幾何学的 な制約の た め 自己相関関数

が満 た さな け れ ば な らな い 条件 が存在する。これ らに つ

い て は 参考文献 を 参照 され た い
3）。ま た確 率 量 の 場 合 と

同様 に パ ワースペ ク トル密 度 関 数 を定 義 で きる 。

　5．2．5 地盤の 確率場に よ るモ デル 化

　対象 とす る土層は，地質学的 にみ て 均質で あ る場合，

こ れ を確率場 を用 い てモ デル 化 す る場 合，地 盤 パ ラ メー

タ の 値 は，トレン ド成 分 とラ ソ ダム 成 分の 和 と して 表 さ

れ る と仮定 す る の が一
般的 で あ る。トレ ソ ド成分 は あ る

確定 し た 座 標の 関数 と考 え，ラン ダム 成 分 は （弱）定 常

確率場 に よ っ て記 述 され る とす る 。
こ こ で 確率場は，次

式 に よ り記 述 され る 。

　　 Z （X ）＝μz （X ）＋ ε（X ）
…
　
………・…・………・・・・…

　（5．18）

　こ こ に ，Z は定常確率場，　 x は空間座標，μz は確定値

で あ る トレ ン ド成 分，ε は ラ ン ダム 成 分で あ り，平均 O，

分散 σ、2，自己 相関関数 ρZ （∠XI θ）で ある 。な お θは 自

己 相関距離で あ る 4〕。

5．3　浅い基礎の 支持力の 信頼性解析

　信頼性 設計の 導入 が 進む 中，地 盤パ ラ メ
ー

タ の空間的

ば らつ きが 構造物の 性 能に 与え る 影響 を，設 計 時 に お け

る具 体的 な 処 理 の 仕 方 は，大 きな 関心 事の
一つ で あろ う。

　 こ こ で は ， 具体的な設計例題 に 基 づ い て，地盤 パ ラ

メー
タの 空間的ば らつ きが構造物 の性能に与 え る影響 を

視覚的，定量 的に示 した上 で ，そ れ を適切 に ，か つ 簡易

的 に 評 価 す る 方 法 を示 し て い る 。 な お ，こ こ で の 議論 の

キーパ ラ メー
タ は 「局所平均 （定義 は 後述 す る ）」 と

「自 己 相 関 距 離」 で あ る。そ し て ，結論 か ら述 べ て し ま

うと，実は，地盤パ ラ メ
ー

タ の空間的ば らつ きの 影 響 は，
一

般 に
“
思っ た よ り小 さ い

”
の で あ る 。

　5．3．i 何の ば らつ きを 捉える の か 〜

　例 え ば，工 事現場 で 予 期せ ぬ 変状が 生 じた 時，そ の 挙

動 の 再 現解析 を す る こ とを考 え てみ る。対 象 現 場 の 地 層

を 大 ま か に 区分 し，区 分 した地 層毎 に 地 盤パ ラ メー
タ を

与 え る 。 地 層構成 の モ デル 化 が適切で ，生じた 変状を表

現可能 な構成式 を選択 して い れば，考 え られ る範囲 で パ

ラ メー
タ を調整して い くと，挙動をあ る程度再現で き る

こ とが 多い だ ろ う。現場の 地 盤は 不 均質に 堆積して い る

だ ろ う が，こ の 時，地 層 中 の 地 盤 パ ラ メー
タ の 空間的ば

らつ きの 影 響を 考え る 技術者は い る で あろ うか 。

　我 々 は，地盤の 不 均質性が構造物 の 挙動に 与え る影 響

は比較的小 さい こ とを 経験的に 知 っ て い る 。 こ の 設 計実

務の 直感的理 解を表 現 した 言 葉が，欧州連合が 開発 した

設 計 コ
ード Eurocode75）に 示 され て い る。

　「地盤構造物 の 限界状態 に お け る挙 動 を 支 配 す る地 盤

の範囲 は，通 常の 試験試料や ， 原位置試験 で 影響を受け

る地盤 の 範囲 よ りか な り大きい。したが っ て，支配パ ラ

メー
タの値 は，か なり大 きな地 盤 の面 積 や体積 に つ い て

の 平均値で ある。特性値は，こ の 平均値 の 注意深 い 推 定

値で な け れ ばな らな い 。（EN1997 −1，2．3．5．2）」

　す な わ ち，構 造 物 の 挙 動 を支 配 す る の は，地 盤 調査

デー
タ に み られ る よ うな，い わ ば点 の ば らつ きで は な く，

地盤工 学会誌，61− 1 （660）
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地盤 の ある範囲，局所部分の 平均値 （以後，局所 平 均 と

呼称） の ば らつ き と考 え る の が 合理 的で あ る。こ の こ と

は，記 述 す るま で もな い こ とか も しれ な い が，地盤構造

物 の 信 頼性解析 を 適切 に 行う上 で，改め て 強調 して お き

た い 点 で あ る。

　5．3．2 局所平均 の 効果

　粘性 土 地盤上 の 浅い 基礎 の 支持力問題 を例 に 局所平均

の 効 果 を確認 して み よ う。計算条件 を 図
一5．3に 示 すが，

基 礎幅 2111の 浅 い 帯基 礎 で，現 場 調 査 に よ り，粘着力 c

（kNfm2 ） は ，平 均 値 μ，
　
＝

　30 （kNfm2 ），変 動 係 数

COV ，
・−O．20の 正 規分布，水平 方 向 の 自己 相 関 距離 θ．

＝

5rn，鉛 直方向の 自己相関距離 θ，＝o．5m とす る。（堆積

地 盤 で は，一
般 に 水 平方向の相関が，鉛直方向の そ れ に

比 べ て か な り高 い 。）

　内部摩擦角 φ
一〇 と仮定す れ ば，浅 い 基 礎 の 支持 力公

式 よ り単位面 積 当 た り の 支 持力 qdは C に 比 例 す る

（（5．19）式）。

　　 qd ＝cA覧　
・・・・・・・・・・・・・・・…

　
』・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…

　（5．19）

こ こ で ，Nc は 支持力係数で あ る。容易に 計算 で きる が，

COV ．

− 0．20を そ の ま ま c に 与 え る と，　 qdの 変 動 係数

CO 　Vb は 020が 得 られ る。た だ し，こ の 解 は 明 らか な 間

違い で あ る。

　 こ の こ とを，確率場の 生成 と有限要素法を組み 合せ，

モ ン テ カル ロ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン （MCS ） で 直接評価し

て み よ う。 以後，こ の 解析方法 を MC 有限要素法 と呼

称 す る 。用 い る 方 法 は ，Fenton （フ ェ ン ト ン ） and

Grifiths （グ リフ ィ ス ）
6）が提案 し，解析プ ロ グ ラ ム を公

開 し て い る RBEAR2D で あ る。確率場 の 生 成 に つ い て

は，「Local　average 　sub −division（LAS ）」 法 7）に基づ い

て い る 。 LAS は ，空 間 を階 層 的 に分 割 し な が ら，分 割

され る セ ル 同士 の 局所平均の 値が，仮定 され た 確率場 の

相 関 構造 を満た し，か つ そ れ ら の 平均値が 分割 され る 前

の セ ル の 平均値 と
一

致す る 等の 条件を 満た す よ うに ，局

所平均場 が生 成 す る方法 で あ る。浅い 基礎の 沈下や 支持

力 ， 深 い 基礎の 支持力，堤体の 浸 透 問 題 な どに 適用 され，

その 有効 性が検証 され て い る 6）
。 こ の 手法 に つ い て の 解

説は，本報の趣 旨 とは 異な る た め ， 詳細は 割愛す る 。 詳

細 が 知 りたければ，文献 6）を参照された い 。図
一5．3の

メ ッ シ ュ の 着色 は，c の 大 きさ を 示 し，生 成 さ れ た 場 の

1例 で あ る 。

　図
一5 ．4は，RBEAR2D を用 い て 計算 され た 基礎 の 支

持力の ヒ ス トグ ラム で あ る。先 に 示した 平均値，変動係

数，自 己 相関距離 に 基づ い て 地盤 の 不 均質な場を1000

L／B；oo （StrTp）

B
出

mc °卿 呱
；3°kN／m ’）

Bearing 　layer

図
一5．3　試算条件
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回 生成 し，1000 回基 礎 の 極 限 支 持 力 を 計 算 ，集 計 し た

結果 で あ る。な お，実線 で coy ；0．2G の 理 論 確 率 分 布

も併記 して い る。こ の 結果，極限支持力の 変動係数 は C

の変動係数 よ りも小さい CO 　Vb− 0，11 と計算された。こ

の効果が す な わち 局所平 均の 効果で あ る。地盤パ ラ メ
ー

タ の 空間 的 ば らつ きの 効 果 は，局所平 均の 効果 に よ り低

減 され る こ とが 確認 で き る 。 こ こ で は，こ れ を地 盤パ ラ

メ
ー

タの 空間的ぱ らつ きの 低 減 と呼 ぶ 。

　5．3．3　自己相関距離 が及 ぼ す影響

　先に，自己 相関距 離が キ
ーパ ラ メ

ー
タ で ある と述べ た 。

そ の影 響 を MC 有限要素法 に 基づ い て 確認 して み よ う。

　図
一5．5は，先 に示 した 例 題 の 条件 を基本 として ，θ

．，

θ。を変更 し，C の 不 均質な 場 を生 成 した結 果 を示 して い

る。（a ），（b），（c ）の 順 で 自己 相関距離 を長 く設 定 した。

そ し て，（c ）は 現実的で は な い 大 きな 値を 与 え て い る。

図か ら も分か る とお り，こ の ケース は ，個 々 の 生成 され

た 地 盤内で は空 間的ば ら つ き が無 視 で き，地 盤 全 体の C

が COV ＝O．20で 変動す る ケー
ス で あ る 。 そ れ ぞ れ 三 つ

サ ソ プル を示して い る が，同 じ平均値 と変動係数 を持 つ

地 盤 を 想 定 して い るに もか か わ らず，ま っ た く異 な る性

質を 持 つ よ うに 見 え る。もち ろ ん，計 算 さ れ る支持 力 の

ば らつ きも大 き く異な る。

　図
一5．6は，それ ぞれ の 計算結果 を 示 して い る 。 お そ

ら く読者の 直感 と
一

致す る と思われる が，C の 自己相関

距 離が短 い ほ ど計算さ れ る極限支持力のばらつ きは小さ

くな る 。 ま た，ケー
ス 毎 の 違 い が非常 に大 き く，自己 相

関距離 の 影響 の 大 きさ を確認 す る こ とがで き る。 そ して ，

（c ）の ケ
ー

ス が 間違 い で あ る と述 べ た 最初の 解 と一致 し

て い る こ とに 注 目 して も らい た い。過去 に地盤パ ラ メ
ー
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図一5．4　MC 有 限要素法 に よる支持力の 計算 結果
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図
一5．6　 自己相関距離別の極 限支持力の 算定結果

タ の ば らつ き を考慮 し た と称す る 少 な か らぬ 信 頼性 解析

が事実上 こ の仮定 （空間 的 ば ら つ き が な い ）で 行わ れ て

い た 。 こ れ で は ， 真 の 意味の 信頼性解析 に な っ て い な い

こ とを，こ の 図は 明確 に 示 して い る。なお，こ の （c）の

ケ
ー

ス を 「Primitive　Case」 と呼称 す る。

　 さ らに付 け 加 え る と，理 論 的 に は ，自己相関距離 が 0

で あ る場合 ， 支持力の ば らつ きは 0 とな る （こ の よ う

な確率場はホワ イ トノ イ ズ と呼ばれ る）。

　5．3．4Vanmarcke の 分散関 数 を用 いた 近似解法

　 こ れ ま で 用 い て き た MC 有限要素法 は 魅力的な 方法

の
一

つ で ある。た だ し，実際の 問 題は 先の 例 題 の よ うな

単純 な 問題 で は な く，モ デ ル 化 に係 る労 力 や MCS の た

め の 繰 り返 し計算 に係 る時間を 考え る と，す べ て の 設計

問題 に適用す る こ とは 現実的で はない だ ろ う。こ こ で は，

筆者 らが 提案 して い る近似解法 8）・9）に つ い て 述べ る 。

　 こ の 近似解法 で 重 要 な 役 割 を担 う の が ，Vanmarcke

（ヴ ァ ン マ ル ク ）
lo♪の 分散 関数 （Variance　Function） で

あ る。Vanmarcke は，こ れ ま で 述 べ て き た 効 果 を 早 く

か ら指摘 し ， その 解析の た めの 道具を用意 した。以 下 に

その 概要を示す。

　1 次元 確率場 の 場 合 の 局所 平均 は，x を そ の 局所平均

を 取 る 長 さ V の 中 心 位置 とす る と，次の 式 で 表 され る。

　　Z ・
・（x ・一・1・S：ll：：・嚥

・……・一 ・「・・…・・・・… 5・…

　 Vanmarcke は ，こ の 局 所 平 均 の 分散 を 記 述 す る関数

と して，次の 分 散関数 尸 （レ1θ）を提 案 した 。

　　 σz〜＝E ［（Zv（x）一μ z ）2］＝σ zZP （y1θ）　・…・・・・・…　（5，21）

　尸 （71θ）は，仮定 され る 自己相関関数の 関数形 に応 じ

て ，解 析的 に 求 め ら れ る 。自 己 相 関 関 数 が 指 数 型

（（5．13）式）の 分 散 関 数 は，（5，23）式 の よ う に な る （図

一5．7参照）。

　　 ρ（Ax ）＝exp ［一∠lx1θ］　
……・・・・・・・・・・・・・・・…

　
…・・…・

（5．22）

　　 re （レ
「
1θ）≡（θ／レり

2
［2（V！θ

一
ユ十 exp （

− V／θ））］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・（5．23）

　 こ こ で，Ax は 2 点間 の 距離，θは 自 己 相 関距離 で あ

る。V と θが 与 え られ れ ば，局所 平均 の 分散 を容易 に

計 算 す る こ とが で き る。こ こ で 気 に な る の が ，「構造物

の挙動を支配する地 盤 の あ る範囲，局所 部分」 と定性 的

に表現 して きた 局所平均 の 範囲 V の 決定方法 で はな い

だ ろ うか。筆者 ら9）は ，MC 有限要素法 と近似解法で 同

一
の 問題 を多数解 き，キ ャ リブレ

ー
シ ョ ン す る こ とで，

局所 平 均 を とる範 囲 V の 具 体 的 な設 定 方 法 に つ い て 提

示 した 。 図
一5．8は ， 粘性土 地盤 上 の 浅 い 基礎 の 支持力

問題を考 え る上 で の局所平均 の範 囲 を 図示 し た もの で あ
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　　　　　　　Vx ＝ 2B 図一5 ． 8 　 局所

均の範 囲 と 支 持 力 公 式 のす べり 線 る。 支 持力公 式の

べ り線と の 関 連か ら その意味を 明快 に解釈 す ること

で きる 。そ の他 ， 砂質 土 地盤でも 同様 の 考 え 方 が適

できること ， 弾 性 変 形 問題 については ， 載荷荷 重 の

力 伝 播を確 認 し， 載荷荷 重の 10 ％ 以上 の 増加応 力

生 じ る 範 囲 を局所

均とし て 与 え れ ば良い こ と を 示し た v ｝ 。 　

上の準備より， 本近似解 法の流れを 以 下に 示 す 。

ep 　 l 　Vanmarcke の 分 散 関 数の 計算

局所平均 をとる範囲 γ を設定し ， V と θの関係か ら Vanma

ke の分散関数に基づき局所平均 の分 散σz ，2 を

定する 。 自 己 相 関関 数 の 分 離 可 能 性 を 仮 定 し て いるの

ﾅ ， 分散 関 数は 多 次 元 確率 場に容 易 に 拡張 で きる。

  元
確率場の

局
所平均の分散は，

次式
で
評価できる。

　　
σ
z
〜≡rl2 （Vl！θ1 ）・F22（V

e2）・r32 （ V3 〆 θ 3 ） ・ σ z2 … （ 5

24 ） Step 　 2 　 モン テ カ ルロ シ ミュレーション

@ 空 間的ばら つ きの影 響を考 慮する変 数 を Step 　 1

求 めた 局 所 平均 の平 均 値 と分散σz3を もつ 確 率 変 数と

て，一般的な 設計式（

えば（5．1）式 ）を用い た MCS により 信頼性解析

行う 。 　 5 ． 3．5 　近似解 法を用いた 信 頼 性解析 の

体 的 手 順 　先に示 し た例 題（ 図 一 5 ． 3 ）を近似解 法

より 解い て みよ う。図一5．4に示し
たとおり，MC 有限

素法によ り 得られた 支持力の 変 動係数　 CO 　

− 0 ，11 で あ る 。 Step 　 l　 Vanmarke の分

関 数の 計算 　

局所平均の 範囲は，図一5 ． 8 より 水 平 方向Vx ＝

＝ 4m ， 鉛
直 方

向
Vz −O． 7B − 1 ． 4 　 rn が 得

れる。自己相関 距 離 はθ．−5m ，
θ

y ＝O．5m で あ る ので ， 分 散関

は （5，22） 式より ， 八＝0 ．88 ，r ， ＝0． 68 を得

こ と がで きる 。

@ （ 5． 23）式より，cの局所平均の変動係数CO玖．は下式 に

り 得 ら れ る 。 　　COV ，．＝ ∬「、（V．1θx

・F（覧1θz） ・ CO 　 V ， 　　
　 　 　

0 ，88xO．68xO ．20 ＝0
．12Step 　 2 　 モ

テカル ロ シミュレーショ ソ 　（

C19 ）
式の c に ， 平 均 μ c ＝ 30kN ／ m2 ，変 動係 数 地 盤
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図
一5．9MC 有限要 素法 と近似解法の 試算結果 比 較

COV
，。＝0．12 の正 規 分 布 で乱 数 を 発 生 さ せ 4dkN ／m2 を

評 価 す る。（5．18）式 の 場 合 ，MCS を す る ま で も な い が，

COVb ＝0．12が 得 られ，　 MC 有限要素法 の 解 と ほ ぼ一
致

す る。

　 こ の 手 順 に 従 っ て，さ ら に試算 を して み よ う。図
一

5．9は ，同
一

の 解析モ デ ル で θ。＝0．2，0．5，1．O，5，10，

20m と 変化 させ て MC 有限要素法 と，近似解法の 結果

を 比較した 図 で あ る。近 似解法 は，確率有 限要 素 の解 を

良 く再現 して お り，有効な手法で あ る こ とが確認 で きる 。

ま た ，「Primitive　Case」 と比べ て 支持力の 分散 は 大 き

く低減される こ とが 分か る。

　 な お，こ の 近似解法は，浅 い 基礎 の 問題 に限 っ た もの

で は な い
。 例 え ば，杭 基礎 の 支持 力 問題 を考 え る と，周

面摩擦力で あれ ば杭 の 周面積 が局所平均 を取 る 範囲で あ

ろ うし，先端支持力で あれ ば，円形基礎 の支持力す べ り

線か ら設 定 で きる だ ろ う。 本 報 で は，非常に簡単 な設 計

例題 を対象に 具体的な信頼性解析 の 方法 を示 した。実際

に 信頼性解析 を実施す る場合や，そ の他構造物へ 展 開す

る場 合 に は，ぜ ひ，文 献 8〕・9｝を参 照 さ れ た い 。

5．4　宅地造成地の不同沈下予測

　最後 に 地盤工 学 の 問題 で 特 に 確率場理 論の 応用 と して

有用なク リギ ソ グに つ い て 紹介す る。こ れ は フ ラ ソ ス の

統計学者 Matheron （マ ス ロ ン ） に より1960−70年代 に

開発 さ れ た理 論 で あ り，と くに 鉱 山開 発 の 分 野で の 利 用

を 目的 と し て お り，地盤工 学の 問題 に も応用で き る。こ

こ で は地 盤 の沈下 量 を統計的 に推 定 し，そ こ か ら予 測 さ

れ る 不 同 沈下 量 を 求 め る 方 法 の 提 案 に つ い て 紹 介 す

る 11）”・13〕
D

　5．4．1 各点 に お け る 沈 下 予 測

　 こ こ で 用 い る デー
タ は，泥炭地 盤 に 宅地 を造成 し，そ

の後約 3 年間の プ レ ロ ーデ ィ グ を経 て ，ま た そ の 後約 3

年間の 観測 期間 を経 た地 盤 で あ る 。 対象として い る宅 地

で は，約 600m2 に 1点 の 沈下観測点 が あ り ， こ れ らの

観測地点 で，泥炭地盤の 沈下予測 に広 く用 い られ る （沈

下 量 ）− log （時間）関係に よ りか な り精度良 く予 測す る

こ とが で き る 。 ま ず こ の よ う な沈 下 解 析 を行 う。

　 5．4．2 ク リギ ン グ に よ る 沈下 量 の 内挿

　 ク リギ ン グとは，確率場の あ る領域内で の 任意の 位置

に お け る値 を，そ の 領域内の 数点で 測定 され た 確率場の

1組の 実際値 か ら推 定 す る方法 で あ る 。 本 研究 と照 ら し
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合 わ せ れ ば，対 象 地 域 内 の N 個 の 観 測 点 で の 沈 下 量 か

ら ， 領域内の 任意点で の 沈下 量 を推定す る方法で あ る 。

こ の 方法は確率場 の 統計量（平均，分散，自己相関関数）

と観測値 とい う，知 り うる すぺ て の 情報 に 基づ い て 生起

して い るサ ソ プル 関数を直接内挿する こ とを特徴 として

い る 。
こ れ に よ り，対 象地域 の 沈下 量 を 平面 的に推 定で

き，地 域内の 沈下 の 傾向を知 る こ とな どが で きる。

　今，観測さ れ た 沈下量 を，

　 　 Z （x）＝m （x ）＋ W （x ）　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（5．25）

　　　 （x ）： 対 象地域 R 内の あ る 1 点 を表 す x ＝（xl ，　x2 ）

　　 Z （X ）： X にお け る沈下 量 を 表す 確率変数

　 　 m （X ）： X で 確定 値 を とる トレン ド成 分

　 　 W （X ）： X で の ラソ ダム 成分

と表 す 。 対象地域 の どの 点に お い て も， 沈下量 は トレン

ド成分 とラ ン ダム 成分の和 で表される と仮定する。本研

究 に お い て は Z （X ）の 定常性 を 仮定 して お り，そ の 平 均

と分散 は
一

定 で あ る。基 本仮定 は次 の よ うで あ る。

　  　不 偏性 ：推定量 の 期待値 が 平均値 に
一

致 す る。

　 　 E［Z （x ）］＝m （x）・・・・・・・・・…　tt・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（5．26）

　  　線形 推定 量

　推定量 は観測値の 線形結合に よ っ て 表現 さ れ る 。

　　 Z （Xl）： R 内の N 個 の 観測 点 x，（i＝1，…，N ）で 得 ら れ

　 　 　 　 　 た 沈下 量

　 　 Z（X） ；任 意点 で の 予測沈下量

　　 v、　 1 係数 （i＝1，…，N ）

　 　 　 　 　 ふ
ド

　　 2（E）一Σ Vi　Z （Ei）−ZNT　y
・…一・……・・…・…・・…・

（5，27）
　 　 　 　 　 t＝1

ま た，式（5．27）を （5．26）に代入 す る と，

E ［2（・）］
一・［盞・・（司一飾・・匚・（・）］

　 　 　 　 　 　 　 ，v
　　　　　　

一
Σ 防 μ。一μ z

　 　 　 　 　 　 l＝1

こ れ よ り，任意点で の 予 測 沈下 Z （X）が不 偏推定 量 で あ

る ため の 条件

　 　 　 N

　　 Σ Vi＝1，0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・……・…・・・・・・・・・・・・・・・…（5，28）
　 　 卍邑1

が 得 られ る。

　  最小分散推定量

　以 上 二 つ の 条件 の も とで，Z （X ）と真値 との 二 乗誤差

の 期 待値 が 最小 とな る よ うに 係数 Vi を 決 定 す る こ と に

よ り Z （X ）を 求 め る。こ れ は ラ グ ラ ン ジ ュ 未定定数法 に

よ り求め る こ とが で き，Z （x）は 次 式で 与え られ る 。

　　 2（X）−Z 。

T
［K

−Lle（X）＋ κ
一1用 ｛ブω

一FTK
−1海ω ｝］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
・
（5，29）

こ こ に，A ＝（FTK
− 1F ）

− 1 で あ る 。

また その 推定誤差は ，

　　 σ z2 （x）一［Var（z （x ））
一
虍（π）TK

−ih （x ）］

　 　 　 　 　 　 ＋ ［f（X ）
−FTK −1k

（X ）］
TA

｛f（X ）
− FTK −1k

（X）］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・（5．30）

　 　こ こ に，

　　 K 　 ： N 個の 観測 点間 の 観測 値の 分散 ・
共 分散行列

　 　 臥め ： X 点 と各観測点の 観測値問の 共分散ベ ク トル

53
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　 　 F 　 ： トレ ン ド曲面 の説 明 変数行 列

　　 f（X）：X 点 の説 明変数ベ ク トル

　ク リギ ン グで は沈下 量 の 推 定 を行 っ た 。 しか し，ク リ

ギ ソ グ法 で は あ くま で も沈下 挙動の 平均値 を求め て い る

の み で ， 不 同沈下量 の推定 に 必要不可欠な勾配の 統計量

を求める こ とはで きない 。こ れ には ク リギ ソ グ法 に加 え，

条 件 付 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ソ を併 用 して 解 析 を行 う必 要 が あ

る。条 件 付 きシ ミ ュ レー
シ ョ ン とは，全 観 測 点 を 通 過 し，

か つ 既知 の 統計量 を満足す る よ うな，生起 して い る可 能

性 の ある 多数 のサ ン プル 関数をモ ソ テ カル ロ 法 に よ っ て

生成 し，そ の沈下 勾配 の 統計 量 を求 め る こ とに よ り不 同

沈下 量 の 推 定 を行 う もの で あ る。条件付 きシ ミ ュ レ
ー

シ

ョ ン の 手順等 は ，誌面の 都合で 割愛す る
12 〕・13）。

　5．4．3　計算例の提 示

　解析 に よ っ て 得 ら れた 結果 を示す 。 まず ク リ ギ ン グ で

得 られ る 曲面 を ， 自己相関距離が も っ とも適当 と思われ

る 25m の 他，比較の た め に 5m の 場合も計算 した。自

己相関距離 θを 25m と推定 した の は，沈下 量 の 実測 値

に よ るバ リオ グ ラ ム に 基 づ く解 析 に よ る 13）。沈下 量 は

実 測値 で あ る 3年 目 （1017 日 目）の 44点の 沈下量 を 用

い た。こ の 曲面はすべ ての 観測点 を通 過 して お り，沈下

量の トレ ン ド成分 に，ク リギ ン グ に よ る ラ ン ダム 成 分を

加 え た もの で あ る （以 下 Z（X）平面 とす る）。

　3 年 目の 沈下量に よ る ク リギ ソ グ結果 を示 す 図
一5．10

と11よ り，自己 相 関 距 離 θが 5m 及 び 25m どち らの 場

合 で も，左 下 か ら右 上 方 向 に 値 が 上 昇 して い る傾向が 見

られ る 。 また，数箇所で 高い （低い ）値を と り， グ ラ フ

が上 方向 （下 方向） に 突 き 出して い る 様子が 見られ る が，

こ れ は その 各点 で 大きい 沈下量が 与 え られて い るた め で

ある。二 つ を比較す る と，自己 相関距離が 長い 場合の ほ

う が，な だ らか な傾 斜 を持 ち，全 体 的 にな だ らか に 変 動

q8
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図一5．103 年 （1017 日） 目の Z （x ）曲面 （θ＝5m ）
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図
一5．113 年 （1017 日） 目の Z（x ）曲 面 （θ＝25m ）
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す る。

　次に 条件付 きシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を 用 い て 実際に 生起 す

る 可能性 の あ る Zc（x ）曲面を 生 成 した 。 その グ ラ フ を 次

に示す 。 こ れ が 本手法で 最終的に 得 られ る沈下曲面 で あ

る。こ の グ ラフ は全観測点を通過 し，さらに 沈下量の統

計量を 満た して い る。

　図
一5．12と 13の 条 件 付 シ ミ ュ レー

シ ョ ン の 結 果 の 例 を

Z （X）曲 面 と比 較 す る と，右 上 の Z （x ）曲 面 で は 平 らで あ

る部分が，ZC （X）で は起伏が生 じ，こ の部分で 沈下が発

生 して い る様子 が わ か る。そ の様 子 は 自己 相関距離が短

い 場 合 の ほ うが 顕 著 で あ り，θ＝25m で は あ ま り起伏 が

生 じて い な い 。

　 こ の 各 点の 沈下 量 か ら勾配を 求 め，各 ボ ッ クス で の不

同沈下 量 を 求め た 。 ま ず 全 点で の 沈下 量 の 平均値 と，全

ボ ッ ク ス で の 不同沈下量の 平均値を ， 表
一5．2に 示す 。

　今回 定義 した 不 同沈下量 とは，戸建 て 住宅の 基礎 の大

き さ を 勘案 し て 5m 隔た っ た 2 点間 の 沈下量をそ の 距

離で 除 した 無次 元 で ，1／1000 の 大 き さ を 持つ 値の こ と

で あ る 。つ ま り 3 年 目，自己 相関距離 5m な らば そ の

不 同沈下量 は 1．1％ で あ る。こ の 1％ と い う数字は か な

り大 きい もの で あ り，木造住 宅 な らば外壁 に ひ び割 れ が

生 じ る よ うな値 で あ る 。 住宅 に と っ て は 著 し く危険 な数

値で あ る とい え る。一
方，自己相関距離 が 25m の 場合

§
9
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霧
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寉
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図一5．1210 年後の Zc （x ）の一例 （θ＝5m ）

　 　 　 　 　 　 伸

図一5．13　10年 後の Zc（x ）の 一例 （θ＝25　m ）

表
一5．2 対象全地域 におけ る不同沈下量の平 均値

自己相関

距 離 （m ）

沈下量

（  ）

不同沈下量

（1／1000）

5 59 ll
3 年 目

25 58 6

5 132 26
10 年後

25 128 14
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は，こ の 値は 0．6％ とな る。

　 こ の表か らわ か る よ うに，当 然 の こ とな が ら，どち ら

の 年数の 場合も，自己相関距離の違 い で は絶対沈下量 の

差はあま り見られなか っ た。しか し，自己相関距離が短

い ほ ど不 同沈下 量 が大 き くな っ て お り，3年目 と10年後

の 比較か ら，沈下量 が 大 き くな れ ば な る ほ ど不 同沈下 量

が 大 き くな る傾向 もみ られ る。不 同 沈下量 が 自己 相関距

離の 短 い 場 合 に 大 き くな る理 由 は，自己 相 関距 離 が 短 く

な るほ ど沈下 の 平面的な特性 に，い わ ゆ る短 周期成 分が

加わ るた め で ある 。

　 こ こ で 紹介したモ デル を数理的に発展させた時空間の

沈 下 予 測 モ デ ル が，Rongbanaphan 他 （2012）14）に よ り

開発 され て い る。こ の 論文 で は，ク リ ギ ソ グ とべ ーズ定

理 や カ ル マ ン フ ィ ル タ
ー

の 関係が詳細 に説明さ れて い る。

い ず れ に せ よ，自己 相 関距離は，平均 や分 散 に加 え て，

確率場の 応用 で は 極め て重 要 で あ る こ とが理 解 さ れ る 。
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