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1． は じ め に

　土 の よ うな連続体 の 変形やそれ に必要 な力な ど を記述す

るに は，そ れ を一般的 に記述 しな け れ ば な らな い
。 す な わ

ち ， 実験が特殊な装置で 行わ れ た と して も， そ の 結果が有

用で ある た め に は用い られ た装置に よ らな い
一般的性質と

して 土 の 特性 を記述 し な け れ ばな らな い はず で あ る p とこ

ろ が実際に は 実験者が 用 い た装置 に対す る デ
ー

タ
ー

の み を

扱 っ た例も多 く， こ こ か ら幾 つ か の 基礎概念 に 関 し て 混乱

が 生 じ る可能性 も少 な くない 。例 え ば普通，純粋せ ん 断 と

単純せん 断 とは それぞ れ ，

葬糾一 （・｝ 舞漕ト・

で 表 され る変形 と し て定義され る
D
（図

一 1）。

　 しか し ，
これ は特定 の 座標系をもとに した定義で あ り，

座標変換 に不変な概念で は ない e すなわ ち，式（1｝，  に よ

る純粋せ ん 断，単純せ ん 断 も観察者が 少 し首をか し げて な

が め る と， もはや こ の 意味 で の 純粋せ ん断，単純 せ ん断で

は な い 。全 く同
一

の 変形が見 る方向に よ っ て単純せ ん断 に

な っ た り，そ うで な くな っ た りする の で あ るか ら ， 例え ば

地盤 の 変形 が 単純 せ ん 断 で あ る とい うこ とは意味 の な い こ

とで あ る。座標系 とい うもの は本来人為的な もの で あ るか

．ら， 座標変換 に 不変な 概念 だ け が物理的 に意味 の ある もの

とい え る。そ こで ， 以下特定の 座標系 を用 い て 記述 し た こ

とを座標系に よ らな い 不変な形で 述べ る 基本原理 を整理 し

て み る 。

2． 変形 とひずみ ， 回転

空間に Rrb；2 直交座標 を と る 。 点 （X ，　 y ， の が変形に ょ

y

（a ）　純粋せん断

工

y
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図一1　 純粋 せ ん 断 と単純せ ん 断
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っ て 点 （Xl ，
　 rvエ，

　 Zl ）に 移動 し た とす る 。 変形 が 均一 （he

mogeneous ）で ある とは それ らの 間に ，

1｝三1驚驚li｝一 一 ・・
…｝

なる ア フ ィ ン 変換 の 関係が あ る こ とで あ る。行列を用 い れ

ば ， こ れ は，

　　　 r1 ＝Ar −十一ro ・・・…　n・・・・・・・・…　鱒・■一・・・・・・・・・・…　一一・・・・…　鱒〔4｝

と表せ る。r 。 は変形前 に原点 0 に あ っ た点 の 変形後の 位

置で あ る 。 以下 で は 原点0 の 移動 に より引き起 こ され る全

体の平行移動を差し引い て 考え る こ とに して r 。
＝ O とする 。

変形後 の 位置 rl の か わ りに 変位 （disPlace皿 ent ）u ＝ r
厂

r

を用 い れば 式（4）は，

　　　u ＝Fr，　 FEiiA− 1− 一 ……・………………・・・… 

と なる 。1 は 単位行列で あ る 。
P は変形 テ ン ソ ル （distor−

tion　tensor ）と呼ばれ る 。 テ ン ソル で あ る とは 座標変換に

関 し て テ ン ソル 変換則に従う こ と をい う。 例えば，XPtx 座

標 の か わ りに 別 の xt
：y
’
zt 座標 をと り， 両者 の 関係が，

1三ii葺籌iii！− 一 一 一一・一・・（6）

で あ る とす る 。 こ の 係数を表す行列を R ＝［rtj］ とす る と，

これ は座標系の 回転を表す の で あ るか ら直交行列 で あ る e

すな わ ち，

　　　RT 　R 　＝RRT 　＝・1　∴ RT ＝R −
「 ・…………・…・…〔7】

で あ る （RT は R の 転置を表す）。 も との 座標系 で ベ ク ト

ル r で 表 され た 点 は新し い 座標系で は il＝ ・Rr で 表され る

の で あ る か ら，新 しい 座標系 か らみ た変位を ゴ とすれ ば ，

　　　 ut ・＝Ru ・・一 ………・・…・…・…・…・…・…一……・
（8）

で あ り ， 式（5）に R をか け て Ru ＝ RFr ；RFRT （Rr ）， す

なわち，

　　　 ut 　＝ Ftr ’・一一・・・・・・・・・・・・…
　
r…
　
一・・…　一■一・・…　甼・・・・…　？…　一・（9｝

　　 F ’　＝ 　RFRT ・…………・…・…・…………・…………・
 

とな る 。 劃 9〕が式  と同じ形 で あ る こ とに 注意 し よ う。式

  が テ ン ソル の 変換則 で あ る 。 こ れ に よ っ て 変形 テ ン ソ ル

とい う概念 が座標変換に不変 で あ る こ とが分 か る。

　さて ， 変形テ ン ソル F は 次 の よ うに 対称行列 E と反対

称行列 9 との 和 で 表 され る 。

　　　F ・E ＋ 2 ……………・・一…・・…・……・………・・ 

　　　E ＝（P 十FT ）ノ2，　2 ＝ （F − FT ）ノ2　・・¶・r・・・・・・・・・・…　a⇒

月
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E をひ ず み テ ン ソル （strain 亡ensor ），2 を回転 テ ン ソ ル

（rotation 　 tensor ） と呼ぶ 。 こ れ らが対称，反対称 とは そ

れ ぞ れ，

　　　 ET ・＝E
，　AT ＝ − 9 …・…・…………・・…・…・……

 

とな る こ とで あ り，定義よ り明 らか で あ る 。 重要な こ とは

分解  が座 標変換 に不 変 な 概念 で あ る こ とで あ る。す な わ

ち ， 別の 座標系 か らみ た 変形テ ン ソル P ’

を式  の ように

分解し た とする 。

　　　F ！
＝ E 「

十 9 ， …………・……・…・………・・…・……鱒

　　　E ・ ＝（P
・

＋ F ’
「

）！2，
2r− （F ’− F ・

T

）12− ・…・…as
こ の と き E ’

，
2 ’

は そ れ ぞ れ E ，2 をテ ン ソ ル 変換則 で 変

換 し た もの に な っ て お り， それぞ れ E ，9 と同 じ 量 を記

述 して い る こ とが分か る。すなわ ち，

　　　E ノ＝（RFR 「
十 （RPRr ）

T
）12

　　　　 ＝ （RFR 「
十 RFTRT ）／2

　　　　＝R （F 十F7 ）RT ／2

　　　　 ＝ RERT ……・一・………・…・…・…・一 ・………a 

で あ L ， 同様に ＋ を一に か え れ ば，

　　　52’ ＝ R2RT ……・…・・一 ・・…・……・…………一…
 

とな る こ と も分か る 。

　 さ らに偏差ひずみ テ ン ソ ル （strain 　deviator　tensor ） E

を ，

　　　麹 一者・い ≡ T ・E …・……・・………………as

で定義する 。
Tr は対角和 （トレ ー

ス ） を表す。こ の 式 の

対角和 を とれ ば TrE ；0 で あ る こ とが 分 か る。し た が っ て ，

　　　E 一君＋ 吉・1 ・一 ・・……・一 ・・……・……・・………
 

と書くと，こ れ は ひ ず み テ ン ソ ル E を対角和が 0 の 部分

と単位行列 の 定数倍との 和 に表 した こ とに な る 。 こ れ も座

標変換に不変な 分解 で あ る 。 な ぜ な ら， 別の 座標系 で 同様

に ，

　　E … E ・

＋
−1−・ ’1 ……一・……・………………・一… 

とす る と，まず，

　　　wt ＝ TrEt ＝ Tr（RERT ）＝ Tr（RRTE ）

　　　　：＝ TrE ＝ v ・…・・……・・……・………・…………・・ 

で あ 1 ，
V は ス カ ラー不変量 で あ る こ とが 分 か る （対角和

は積の 順序を変え て もよい ）。次 に ，

彦・
＝ E ノ＿よ

V
／1

　 　 　 　 3

　　　　一昭 8 ・ 一吉・ 1

　　　　＝R （E −｛1−wl ）RT

　　　　 ＝ RERT ・……………・・一 一…・…・…・………・幽

とな っ て 偏差 ひ ずみ E もテ ン ソ ル 変換則 に 従 うこ とが分

か る。以 上 に よ り ， 変形 テ ン ソ ル P が ，

　　　F ・・E ＋妻1＋2 …………一 …・・……・…・……e3
と三 つ の 部分に 分解 され ，か つ こ の 分解が座標変換 に不 変

で あ る ， すなわ ち　解 して か ら座標変換 し て も， 座標変換

し て か ら分解 して も同じで あ り， 物理 的 に 同 じ現象を記 述

し て い る こ とが分 か っ た。 と こ ろ で 回 転 テ ン ソル 9 は 反

対称 で あ るか ら ， そ の 成分 は ，

　　　娃鐘
一

剳一 ・一 一 ・・

と書か れ て い る は ずで あ る。ゆえに r をか け る と，

磁 瀾 ［1驚罷］…・… s

と な る が，こ れは （ω lt ω 2，
ω 3）を成分 とするベ ク トル を

ω とすれ ば ベ ク トル 積 を用 い て ω Xr と表 され る 。 した が

っ て 変位 u は 式（5），式   よ り，

　　　u ・・E ・ ＋ 去町 ÷… 一 …・………・・………・…ea
と書か れ る。最後の 項は 回 転 軸 が ω

， 回 転 角 が　「1ω Il
（； 　（ω 1）

2
＋ ω 2）

2
十（Wa）2）の 回転を表 し て い る。第 2 項

は 原点か らの 距離に 比例 した変 位で あ るか ら ，

一
様な拡大

あ る い は縮小 を表す 。 変形が微小な ら V は 体積増加率 に 等

しい こ とが分 か る （付録参照）。し た が っ て偏差 ひ ずみ E

は 回転と拡大縮小 とを除 い た 変形 を表す（図一 2）。 ゆ え に ，

せ ん断変形とは偏差ひ ずみ E で 表 され る 変形 に ほ か な ら

ず， こ の よ うに 定義 して 初 め て座 標変換に 不 変な 概念 と な

弖 の で あ る。こ れ以外の定義は特定 の 座標系 か ら見た とき

の み意味を持つ 表面的な定義と な っ て しまう。

　初 め に あげた式（1），〔2）に こ の よ うな分解 をほ どこ し て み

る 。 式ほ｝は ，

［；il− ［ 
一 1

。］［i］一 一 一呶

とな る が ， 対角和 は k＋ k『1 − 2 で あ り k が 1 に 近 い とき は

t

y

一般の均一な変形 せん断変形

：　 十

yL
（TrE）r

拡大縮小

x 　 十

9
ωXrA

’
’

〆

、、、
’

〜「 0 ’、、　、 ’
丶》

回 転

図一2 変 形 の 不 変 分 解

6 ± と基 礎，28− 12（275）
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図一3　単純せ ん 断 の不変分解

回 転

2 次 の 微小量で あ り，ほ ぼ 0 と考え て よ い
。 した が っ て こ

の ままで せ ん 断変形を表し て い る （付録参照）。 式〔2）は ，

［iiH
°

智
。］［ヨ

ー ［？1 。］［1冊国一一咽

と な り， せ ん 断変形 と 零 軸を中心 とす る角度 5 だ けの右回

りの 回転 との 重 ね 合 わ せ で ある こ とが分か る （図一 3）。

3．　 テ ン ソ ル の不変分解 とせん 断応力 ， 静圧力

　前節で 述べ た こ とをまとめ る と次 の ように な る。A を

” 次元 の （2階の）テ ン ソル とす る とき， こ れを対称部 分

Al と反 対 称 部分 A2 とに 分解 で きる。

　　　A ＝ A
，÷ A2 …………・……・・…………・・…・……

 

　　 At；（A 十 AT ）12，　A2＝＝（A − A7 ）12・・・・・・・・・・・・・・・…　 ◎

こ れ は座標変換 に 不 変な分解 で あ る。次に 対称部分 A
， が

偏差部 分 A
、 とス カ ラ ー部分 （TrA 、！n）1 とに 分解で きる。

　　ゑ 1
一毎 吉（T ・Al）・……・・………………・・…・・…Bl

　　互昌
一券σ ・A

、）・
・……9…一 ・一 ……・一…Ba

これ も座標変換 に不変な分解で あ る 。 全体とし て t

　　　A − A
，＋告（T ・A ）・＋ A

，
…一・……一 一 …・…B3

とな る （A2 は 反対称 で あ り， 対角成分が 0 で ある か ら

TrA2 ＝ O， ゆえ に TrA ＝ Tr（A ，十A2）＝TrAi で あ る）。 こ

れ をテ ン ソル A の 不 変分解 （invariant　 decomposition）
と い う。こ の 分解の 重要 な 点 は，単に そ れ が座標変換に不

変で あ る だ けで な く， 三 つ の 部分が互 い に 直交する こ とで

ある。た だ しテ ン ソ ル A ，B の 成分を A ≡ ［aij ］，
　B 　＝ ［btJ］

とす る と き， そ れ らの 内積を ，

・4 ：B ； Σawbtj （＝ Tr （・4B ））　…・・一 …………餬
　 　 　 w

で 定義す る 。 こ れ も座標変換に不変で あ る 。 すなわち ，

　　A ’
：B 「＝Tr（A ，Bt）＝Tr （RARr 　RBRT ）

　　　　　＝ Tr（RABRT ）＝ Tr（RRTA ・B）

　　　　　＝ Tr （AB ）＝ A ：B 　………・…・・……………ts＄
例えば P をあ る偏差 テ ン ソル （PT ；P か っ TrP ＝0），　 Q
を反対称 テ ン ソル （QT ＝ − Q ）と し よ う。 す る と，
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　　 P ：Q；ΣPtj　9ij＝Σあ葛（− 9ji）＝ − P ；Q
　 　 　 　 　 tj　　　　　 ij

　　　　　　∴ P ：Q ＝・O …………一 一・………………
鱒

　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　　　　　　　　　　　 ね
　　 P ：cl ＝　Tr（cPI ）　＝ ・　eTrP ＝ O ・・……・…・・……・…… 

　　　Q ：cl ＝・Tr （cQI ）＝cTrQ ＝＝O………・…一・………関

とな る 。 す な わ ち分解 された 三 つ の 部分は互 い に直交す る 。

い い か え れ ば テ ン ソル の 全体 を T
， 偏差テ ン ソル の 集合を

D ，ス カ ラーテ ン ソル （単位行列 の 定数倍）の 集合 を S，

反対称テ ン ソル の 集合を a とすれ ば，こ れ らはずべ て ベ ク

トル 空間で あ り， 次元 （＝独立成分 の 数）は それ ぞ れ　n2，
n （n ＋ 1）！2一ユ，1，n （n − 1）12で あ る 。 式幽 よ りT は ，

　　　T ＝ D   s   召 ……………・…・………・………・『働

と直和分解 され，か つ
， こ れ は直交分解 で もあ る。

　　　D ⊥ α ，D ⊥ 5
，

α ⊥ 3− …・……・一・………・ 

　こ の よ うな性質は 当然応カ テ ン ソル a に もあて は ま る 。

た だ し， モ ーメ ン トの つ り合 い 条件 よ り a は対 称 テ ン ソ

ル で あ る か ら， 反対称部分は ない
。

こ れ を偏差部分 とス カ

ラー部分 と に分け る と次の よ うに な る 。

　　　 σ ＝
σ
一Pl …・………・・………………・…………・・ 

　　　・1 − 9・・σ ，∂≡ ・ ＋P… ……・一…・……一 ・・ee

こ こ に P は 静圧 力 （hydrostatic　pressure）で あ り ， 平均

主応力に等しい
。

∂ は偏差応 力 テ ン ソル （stress 　
’
deviator

tensor）で あ る 。 静圧力 をこ の ように定義すれ ば ， これ が

座標変換 に 不変 で あ る こ とは 当然で あ る 。 そ して 偏差応力

テ ン ソ ル a で表 され る 応力状態 （す な わ ち p；o の 状態）

が せ ん 断応力状態 で ある 。 従来 ， 単にせ ん断と呼 ん で ，せ

ん 断変形 と　 との 区別 が で きず，誤解が生 じ

る駘 が しば し ばあ っ たが ， こ れ らはは っ きり区別す るべ

きで あ る 。 なぜな ら， 金属 の よ うに 　形弾性論の 範囲で は

せ ん断応力状態 に よ っ て 必ず せ ん断変形 の み が引き起 こ さ

れ るが ， 土 の よ うな非線形材料 で は せ ん断応力状態で も必

し もせ ん断変形の み が 生 じ る わけで は ない か ら で あ る

（例え ば ダイ レ イ タ ン シ ー）（次節参照）。

　さて ， 応力状態が σ で あ る と きに F な る変形が 生 じた

とす れ ば，なされた 仕事 W は ，

W ＝ σ ：F （＝Σai 」　Fw ）・・…・……………一・・…
爾

　 　 　 　 　 喜」

で あ る 。 ，σ ，F をそ れ ぞ れ式 働，緲の よ うに不変分解 し

て代入す る と直交性   ，  ，幽 よ り ，

　　　 w ＝ a：E − pv ……・…・……………・一 ・……・…
脚

となる 。 すなわ ち，直交分解鋤 をい い か え れ ば次 の よ うに

な る 。 せ ん 断応力 （＝偏差部分）b は せ ん断変形 （＝偏差

E に対 して の み 仕事を し，拡大縮小 （＝ ス カ ラー部

） 可 お よ び回 転 （＝ 反対 称 部分） 9 に対 して は 仕事 を

しない 。ま た 静圧 力 （＝ス カ ラー部分　 一 1 は拡大縮小

＝ ス カ ラー部分） vl に 対 し て の み仕事を し，せ ん 断変形

（＝ 偏差部分）E お よ び 回転 （； 反 対 称部分）9 に 対 し て

7
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は仕事を し な い
。 以上 の こ と は 座標変換不変性 よ り ， 任意

の 座標系で成立す る命題 で あ る こ とが 分 か る 。

4． 構成方程 式 およ び等方性 ，線形性

　応力が σ で あ る と き の ひ ず み を E とす る と き，物質 が

弾性域 に あ ろ うが 塑性域 に あ ろ うが，降伏 し た か ど うか に

関係な く，い ま考えて い る状態に対し て E を a の 式 で 表

す もの ，ある い は 逆 に σ を E の 式 で表す もの は 構成方程

式 （constitutive 　 equation ） と呼 ば れ て い る 注 1）。と こ ろ で

σ ，E は そ れ ぞ れ線形代数 で 知 られ る ハ ミ ル トン ・ケ イ リ

ー （Hamilton−Cayley）の 定理 を 満 たす 。 例え ば σ に つ い

て，

　　　 a3 − Jiσ 2
十」2σ

一」31
＝0　……………・・………一鱒

とな る 。 こ こ に 必（＝ Tr σ），」，，　 J3（　・ ＝　det　a ） は それぞれ

応力 a の 第 1 ， 第 2 ， 第 3 不 変量 で あ り ，
これ らは σ の

ス カ ラ
ー

不変量の 完全な組をつ くる 。 すな わ ち a の 任意

の ス カ ラ ー不変量 は こ れ らの 関数に よ っ て表 され る 。 主応

力成分 を σ 1，σ 2，as とすれ ば ， こ れ らも不変量 の 完全な組

で あ り ，

　　　 」，
＝ σ 1 十 a

！十 σ3

　　　 」2
＝ σiσ 2＋σ2as ＋ σso 、

　　　　 ＝ （σ 1＋ σ 2＋ σ 3）ヲ2− （σ 12＋σ 22＋σs2）！2

　　　 Ja　＝ σ 、σ 2a3

　　　　 ＝（σ
二＋ σ 2＋σ 3）

316 − （σ
且＋ σ2 ＋σ3 ）（σ i2 ＋ σ22 ＋a32）！2

　　　　　 ＋ （σ
、

3
÷ σ 23＋ σ 33）！3 ・…・・……・…………・…・ 

とな る 。 ゆ え に，

　　　纖 1：1：：臨 畑 鋪
一 …

と な り，Tra，　 Tr ♂ ，　 Tr σ
s
も不変量 の 完全な組をつ くる 。

ひ ずみ E につ い て も同様 で あ る。 さて，物質 が 等方性で

あ り， ひずみ E は 応力 σ に の み よ り ， そ の 他 の 方向性 を

持 つ 量 （例え ば重力揚， 構造異方性 （fabric））に ょ らない

とす る 。 ひ ず み E が 応力 e の 解析関数 E （σ）で 表 され る

とす る と， こ れ は σ の 無限級数 E ＝c
。
1＋ c

、
σ ＋ c2a2 ＋……

に 展開され る が，ハ ミル トン ・ケ イ リー
の 定理   に よ り

aa 以上 の 項 は 1
，

σ ，σ
2
と a の 不変量 と に よ っ て表 され る。

ゆ え に ，

　　　 E ＝ α 、1＋ α 2σ ＋ α 3σ
2 …・…………・…・……………

 

とな る 。 た だ し α
t，α 2，α s は e の 不変量，例えば Tr σ

，

Tr σ
2

，
　 Tr σ

s
の 関数で あ る。　 e に つ い て 表せ ば ，

　　　 a ＝ β，1十β2E 十β3E2
………一 ・・…一 …・……・…段9

注 1）　
一

般 に ，力学 の 諸 法則 （質量，運 動量．角運動量，エ ネノレギ
ー

の 保存

　 　 則 等） の み か らは導 かれ ず，実験や 測 定に よ って定 まる それ ぞれ の 物質

　 　 独自の性質を表す方 程式がすべ て構成方程式 と 呼ばれ て い る。本文の揚

　 　 合は，関係す る テ ン ソ ル 量 がσ と E の みの 揚合 を考 え て い る。な お，
　 　 これ らの ほか に 温度，間隙率，含水率等 の ス カ ラー量 が 含 まれ て い て も

　 　 以下の議論 に変 わ りは な い。し か し ，時間が含 まれ て い る揚 合，す なわ

　 　 ち現在 の σ （t），E （t）以外 に過 去の 状態の テ ン ソル e （〆 ），　 E （〆）が 関

　 　 係す る 場合は 別の 定式化が 必要 で あ る。

8

とな り，βi，β2，β3 は Tr　E ，　 Tr 　E2，　 Tr 　E3 の 関数 で あ

る注2）。式   ，幽 1が等 方 性 を持 つ 非線形 材料 の 構成方 程 式

の一般 の形 で あ り， こ れ も座標．変換 に不変 で ある。した が

っ て ，例 え ばダィ レ ィ タ ン シ ーの よ うな 非線形効果 も こ の

形で 表 され な けれ ば な らな い 注3）
。

　特に応力 σ と ひ ず み E と の 関係が線形で あ る とすれ ば，

式 99に お い て β3
＝ 0 で あ り ， β2 は定数 ， β艮 は一

次 の 不 変

量 Tr　E の 定数倍 で な けれ ば な らな い 。 す な わ ち，

　　　 a ＝A（Tr　E ）1 十 2μE ……・・……・…………・・一…
励

とい う形 に な り，式鮒 も同様 に ，

　　　暢 ［一、斈。

（T ）・＋ ・］一 ・……一・…・…61

と表され る 。 式 60，61が線形弾性論に お け る 構成方程式

で あ り，2，μ は ラーメ （Lame ） の 定数，　 v は ボア ソ ン

（Poisson）比 と呼ばれ る。μ は せ ん 断剛性率 とも呼 ばれ る 。

式  ，   を比較すれ ば v ＝ λ12（2十 Pt）で あ る こ とが分か る 。

式闘 あ るい は式御 に お い て 両辺 の 偏差部分と ス カ ラー部分

を とっ て み る と，次 の こ とが 分 か る 。

　　　∂；2 μE ， P ≡一
κ v ………。・・……………・…・・…

爾

ただ し ♪＝− Tr σ13， 四 ＝Tr 珂3 で あ り，　 x ＝ （2 μ＋ 32）f3

とお い た。κ は 体積圧縮率 と呼ば れ て い る 。 以上 よ り次の

こ とが分か っ た。すなわち等．方性 を持 つ 線形材料で は せ ん

断応力 （起 偏差部分）b に よ っ て は せ ん 断変形 （＝ 偏差部

）E の み が引き起 こ され ， 静圧 力 （＝ス カ ラ ー部分）PI

に よ っ て は 拡大縮小 （ス カ ラー部分）vl の み が引き起 こ さ

れ る 。こ れ も座標変換に不変な命題 で あ る。ま た ダイ レ イ

タ ン シ
ーが 非線形効果 で あ る こ とも こ れ よ り分 か る 。 式  

を仕事 の 式鱒 に 代入す る と，

　　　 VLi＝2stErE］12＋ κv2 ・…・…・………・……・・………63

となる。た だ し llEll2＝E ：E（＝ Tr 　E2） で ある。 こ れ が

任意の 変形 で正 で ある 必要十分条件は ，

　　　Pt≧O，　 x≧0− ……………・……・・……………一…鈎

で あ る 。 すな わ ち， せ ん断変形は せ ん 断応力 の 方向に生 じ ，

圧 縮力に よ っ て は体積が減少する こ とで あ る。

5．　 ま　 と　 め

前節まで に お い て テ ン ソ ル の 不変分解を中心 に し て ，座

注2）　 a，E の 関係 に温度，間隙率．含水率 な どの ス カ ラ ー量 が含まれ て い

　 　 る揚 合は 式（48），（49）に お け る α 、，α 2，α 3，βp β2，β3 が それ ら を も

　 　 含む 関数と して表 され る 。式（48），（49）の 形 は 不変で あ っ て ，最 も一般

　 　 な もの で あ る。
注3）　 ダ ィ レ ィ タン シ ーは土 の 内部 の離 散構造に基づ くもの で あ るか ら連続

　　体力学で は扱えない と考 えるの は誤 りで あ る。金属も結晶 か らな っ て い

　 　 るの で あ り，あ らゆる連続体 は 微視 的 には離散構造 で ある 。それ を連続

　 　 体 とみなす 限 り，本文 の よ うな
一般論の わ く組に入 る の で ある。流体力

　 　 学で も，高分子溶液 の 高 分子相 互作 用の た め せ ん断流 に よ って 静圧力が

　 　 発生する現象 （ワ イ セ ン ベ ル ク（Weissenberg））効果，あるい は法線応

　 　 力効果 （normal 　 stress 　 effect ））カ：存在す るが，こ れ もテ ン ソル によ り

　 　 不変 な形 に表現 され る。ある い は剛 体粒子 の流れ にお ける粒子同士の衝

　　突に よ る体積増 加 も連続 体力学 の わ く内で 記述で きる S｝
。 な お，ダィ レ

　　 ィ タ ン シ ーは等方線形構成 方程式で 表せ な い の で 異方性の 結果 で ある と

　 　 考えるの も誤 りで あ る。異方 性材料 で ダイ レイ タ ン シ
ー

が顕著で ある か

　 　 も しれない が，均
一な砂 に も生 じる の で あ る か ら，等方性の わ く内 で 扱

　 　 え るは ずで あ る。

土 と基…礎，28一て2 （275）
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標変換不変な概念とそ の 表現法 を土質力 学 に即 して 述 べ た

つ もりで あ る。異な る実験者 に よ る異な る装置を用い た実

験の 結果を比較 し得 る た め に は，結果を こ の よ うな座標変

換に不変な 形 で ま と め なければならな い こ とは い うま で も

ない 。 特に重要 な こ とは，こ れまで の 議論 が 特定 の 材料，

特定の 実験状況 に全 くよ らず に，ただ 物理現象が人為的な

座標系 に よらな い と い う要 請 の み か ら導 か れた こ とで あ る 。

したが っ て ， こ れ ま で の結果 は い か な る場合 に も絶対 に従

うべ き論理 の わ く組を与 え て い る とい え る。な お，こ こ で

は
一

様 な変形 を直交座標で記述する こ との み を扱 っ た が ，

変形 が一
様 で ない 揚合， 曲線座標系を用い る場合，異方性

を表現す る 場合等 に つ い て も同様な，しか し，より高度 な

考察が で きる
4）・5）

。

　　　　　　　　　参　考　文　献

1） 小 田 匡寛 ：純粋 せ ん 断，単純せ ん断 ， 土 と基礎， Vo1，27，
　 No ．9，

　 pp．55−56，
1979

2） 金谷健一：粒 状体 の 流 動の 基礎理論 （第 1報t 非圧縮性の 流

　 れ ），日本機械学会論文集，Vol，45，　 No．392，　 pp ．　507−514，
　 19793

） 金谷 健
一．粒 状体の 流 動 の 基礎理論 （第 2報 ， 発達 し た 流

　 れ ），日本機械 学会論文集，Vol．45，　 No ．392，　 pp．515−522，
　 19794

） 金谷 健一：粒 状体の速度場の理論一関連流動則 と特性 曲面一

　 土 質工 学会 論文報 告集，VoL　19，　No ．4，　pp ．103−112，1979

5） 金 谷健一 ：粒 状体の 速度場 の 理 論一弾 塑 性理論 と不 連 続 波

　 動一
， 土質工 学会論 文報告 集，

VoL 　19
，
　 No ．4，　 pp ．　113−12e，

　 19796
） 金 谷健

一 ；粒 状 体の 粒 子モ デル と仮想仕 事 の 原理 ，土質工 学

　 会論文報告集，
Vol．20，　 No ．3，　pp，111〜116

，
1980

付録　無限小変形 と有限 変 形 との 相違

　本文 で 述べ た こ とは実は微小変形 ， 正確 に は無限小変形

を前提 に し て い る 。例え ば式鱒の よ うに テ ン ソル を和 に 分

解する こ とが 概念的 に は 無限小変形 を意識 して い る とい え

る 。 すな わ ち式 〔4）に もどれば （r 。
＝0 と し て）変形を表す

もの は 元来変aj　A で あ る。例えば A
，，
　 A2 ，　 A3 で表 され

る変換を次 々 に合成すれ ば，こ れ は結果 と し て積 A3A2A1

なる 変換を加 え た こ と に等 しい 。 しか し ， そ れ ぞ れ が恒等

変換 に 近 い と して A1 ＝ 1十F ユ，　 A2 ＝1十 P2，　 A3 ＝1十 F3 と

おき ， 変形 テ ン ソ ル F
、， 遇，F3 が微小 だ とすれ ば ，

　　　A3A2Al ・＝（1十Fs）（1十F2）（∬十Fl）

　　　　　　 ；1十 （F ，十F2十 F3）十 （FI ，
　P2，　P3 の 2 次以

　　　　　　　　　　　　 上 の 項）………………（付1）

と な D ， 高次の 微小量 を無視すれ ば合成された 変換 の 変形

テ ン ソル F「が和と し て F ＝ Fl 十F2 ＋73 と表せ る の で あ る。

す な わ ち無限小変形 に 限 っ て 変形テ ン ソル は 重 ね合わ せ の

法則 が成立 し，そ の 全体 が ベ ク トル 空間 と な り，直交直和

分解 が概念的 に変形そ の もの と幾何学的 に対 応 す る の で あ

る 。 こ の こ とを 正確に述 べ れ ば式 衂 の 不変分解は F をそ

れ ぞ れ せ ん 断変形，拡大縮 小 ， 圓 転を生 成する無 限 小作 用 素

E，（113）vl ，9 に 分解し て い る の で あ る。こ こ に 無限小作

用素L の 生成す る 変形 とは変形の 時間変化が微分方程式 ，

　　　 r ＝Lr ……………・・………・……・…・・………（付2）

で 表 され る変換 の こ とで あ る 。 こ の 解は，

　　　r ＝etL 　 r （0）……・・……………………・………（付3）

で あ る。た だ し ， 行列 の 指数関数は，

e・L − ・＋娉 〃 ・…
嵩籍

……一 （付・）

で あ る。した が っ て偏差部分 E の 生成す る 変形 は exp （tE ）

で あ り， こ れ は 体積変化 が 0 の 有限の せ ん 断変形を表す 。

なぜ なら， 体積変化は行列式 で 表 され ，

　　　det　etE ＝etTrE ＝1 ・………………・・…・・……・（付5）

とな る か らで ある 。同様に ス カ ラー部分 wl の 生成す る変

形 は exp （tvl ）二（exp 　tv）1 で あ り， 体積 γ が，

　　　V（t）＝V（0）exp （tw）
・…・………一…一・…・（付6）

と な る有限 の 拡大縮小 で あ っ て ，v （＝ 　Tr　E ）は体積変化率

　　　v ＝ウ／V （・＝（d！d∫）logV ）
・…・……・…………（付7）

と な っ て い る の で ある。また反対称部分 9 の 生成する変

形 は exp （t9 ） と表 され ，
こ れ は有限 の 回転 を表す直交行

列 で あ る 。 な ぜ な ら，

　　　（etD ）
T
（et・e）； et2Tet ρ ＝ e

−
tPetP ＝ 1 …………（付8）

とな るか らで あ る 。こ れ らは 連続群論 に お い て リ
ー

群 （Lie

group ）とリ
ー

代数 （Lie　aigebra ） との 関係 として 知 られ

て い る もの で あ る 。

　以上 の こ と をまとめ る と，無限小 変形の 立場 で は 変形 の

合成は和で表 され，せ ん断変形は偏差部分，拡大縮小 は ス

カ ラー部 分 ，回 転 は 反対称部分 で 表 され る とい え る が，査

限変形 の 立場を とれ ば変形 の 合成 は 積 で表され ， せ ん 断変

形 は 行列式 1 の 変換，拡大縮小は恒等変換の 定数倍 ， 回転

は 直交行列に よ る変換 で 表され る こ とに な る 。 本文 の 内容

自体 は 数学的形式 と して ど ち らの 立 場か らみ て も厳密 に正

しい の で あ る が ， 有限変形の 立場 か ら理解す る た め に は F

を変形速度 と解釈す べ きで あ り，U を速度とみ な し ， 式  

は 速度をせ ん断変形 の 速度と拡大縮小 の 速度と回転 の 速度

とに分解 した もの と考 え な け れ ばな らない 。 同様 に 式幽 ，

  は仕事率 W の 表現 と解釈 しな けれ ばな らない こ とに な

る 。 土質力学に お い て は通常 ， 微小変形 の み を考えれ ば 十

分 で あ る と思 わ れ る の で ， 本文で は こ の 点 にふ れ なか っ た

が ， 有 限変形 の 実験結果 を ま と め る場合 に は こ の よ うな概

念上 の 相違 に十分注意 を払 う必要が あ る と思われ る。

　　　　　　　　　　　　　　　　（原稿受理　1980。3．27）
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