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有限要素法 に よる数値解析入 門

3．　 有限要素法 に よ る微分方程式 の 近似解法

一 浸透問題 を申心 と して
一

い ち　 　 　 か わ 　 　 　 や す 　 　 　 あ き
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　有限要素法 が微分方程式 で 与えられ た 問題を近似的 に 解

くた め の 手法 で あ る こ とは 前 に 述べ た と お りで あ り，ま た，

地盤力学 に お い て 現れ る微分方程式 に っ い て も説明 し た。

こ こ で は，等方性 を有す る地盤 の 浸透問題を取 り上げ，そ

の 有限要素法 に よ る 解 き方 に つ い て考え て み た い 。

　水が非圧縮で あ る と仮定す る と， 変形す る飽和多孔質体

に対す る連続の 方程式は第 2章翩式の よ うに 導 か れ る が，

水が完全 に非圧 縮 と仮定 で き な か っ た り （高圧 の 被圧水帯

な ど）， ある い は 多少 な りと も気体を含 ん で 不飽和 で あ る

揚合 に は 連続 の 式 は

ン 境界

・ク・ 广 離
・与えらn6 ）

向き単位法線ペ ク｝ル

ンシャルφの値が与えられる〉

図一3．1 二 次 元問題 の 領域 と境界条件

　　　（式   ，｛3），〔4）参照 ）

　　　・｛參＋ 5・｛娑一・7 （々7φ）≠ ・

と書 か れ る
1）・2）。こ こ で ，φは水頭ポ テ ン シ ャ ル （全水頭），

θは 体積 変形，Sw は 飽和度，
　 C・＝il∂Sw！∂t は 比水分容量あ

る い は 貯留係数 （n は 間隙率），kは ダル シ
ー（Darcy）則

　　　v ＝− k7φ

における透水係数 （V は流速ベ ク トル ），／は 湧き出 し （例

えば揚水量 に 相当） で あ る 注 1）
。

　なお ， 水頭 ポテ ン シ ャ ル φは

　　　φ＝P／rw＋ ζ

と書け る 。 こ こ で t）！rω は 圧力水頭 （ん は水の 単位体積重

量）， ζは位置水頭 で あり，鉛直上向 きを ＋y 方向と取 る と

　　　ζry − pto　 （ッ。 ： 基準位置 ， 例えば地表面 の y 座標）

と な ろ う。

　い ま，二 次元 領域9 を考え （図一一3．　1）， ま た ， 体積変化

が 無視 で き る とする と連続の 式は

　　　・彩一7 ・
（々7φ）−f

　　　　　喫
一義釀 ）

一
音（k

∂φ

　∂ツ ）
−f・… 一・・一

（・）

と 書 け，こ れ は放物型 の 偏微分方程式 で あ る。ま た，時間

に依存 し な い 定常問題 で は

　　　妾（噸 ・音（鞠 ・ ブー・…7 ・………一 ・…

と書 け ， こ れ は だ 円型 の 偏微分方程式 とな る 。

　 微分方程式（1）の 境界条件 は 2 種類 あ り，そ れ ぞ れ

　　　 φ（x ，ツ；t）＝φ（t），∂9di　k で ……………・・……・…（3｝

　　　一・嘉（x ，y ；t）− a（t）， ・c ・ 上 …
…一 ……・・

｛・）

と書 け る。定 常問題  の 境界条件 は 同 じ 形を取 る が，時間

に 依存しな い 。 こ こ で ，∂9 は領域 9 の 境界 で あ り，∂P φ

と ∂Og か らな る。なお，∂〆∂n は 境界上 に お け る 垂直方向

の 微分を表す。し た が っ て
， 外向き単位法線ベ ク トル を

　　　 n ；［11x ，　ny ］
T

； nm ＝cos θ，　ny ＝sin θ

　　　　　　　　　　θ： n と X 軸 との なす角

とす る と （記号 T は転置を表 す）

　　　募書 翫 ・
−9iti・

・

で ある。式（3）を基本境界条件 あ る い は デ ィ リク レ （Dirich−

let）境界条件，式  を自然境界条件あ る い は ノ イ マ ン （Neu ・

mann ）境界条件 と呼ぶ。

　 こ れ に対 して時間依存の 非定常方程式（1｝で は初期条件

　　　φ（ヱ ，ン；t・・to）＝φo（x ，　rv）

　　　t ＝to に お け る領rk　2 に 対 して ……・……t・一・…・
 

を必ず与 えな け れ ば な らな い
。 な お ， 時間 t・ に お け る 境

界条件   ，（4）と， 領域 9 の 境界 ∂9 φ お よ び ∂島 に お け る

初期条件は 矛盾な く定め られ て い な ければならない 。

　 フ ィ ル ダム や堤体の 自由水面 の 時間変動 を求 め る よ うな

問題 で は ， 地盤が飽和 し て お り，か つ 水 が 非圧 縮 で あ る と

す る と， 支配方程式 は 時間 に 依存 しない （2）式 とな り， 自由

水面 の 変動 は専 ら境界条件 の 時間変化 に依存する とい う面

白い 問題 となる。た だ し，こ の 問題 で は境界条件（3），   の

ほ か に 自由水面の 境界条件が必要 で あ り， ま た 必 要 に応じ

て浸出面の 境界条件を追加する （本講座 3．2節を参照）。

　ポ テ ン シ ャ ル φは空 間座標 x ，y お よび 非定常問題  で

＊

名古屋大学助教授　工 学部地盤工 学教室

Apri1 ，1988

注 1）　第 2章で は全水頭をh ，湧 き出 しをq と書 い たが，こ の 章で は 多 く

　 　の 記号 を混同せずに 用い る都 台上，そ れ ぞれ φとf と書き 換え た。
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は 時間 t の 関数で あ る。有限要素法 は基本的に 空間座標 X
、

y に対 して ポテ ン シ ャ ル φを離散化 し， 微分方程式を代数

方 程 式 に落 と して 解 く方法 の
一

種 で あ る 。 時間方向 に 関 し

て は 通常 ， 差分化や モ ード解析 が行 わ れ る 。 以下 に
，

こ の

過程 に つ い て 述 べ る こ と にす る。

3．1 有限要素法 とは
一一次元問題 へ の適用一

　 こ の 節 で は，ま ず
一

次元 定常浸透問題 に対す る支配方程

式 とそ の 境界条件に つ い て 簡単 に説明す る 。 次に，そ の 積

分形表現 の
一種， 弱形式 （weak 　form） と境界条件の 処理

に つ い て 述 べ る。こ の 弱形式表現 に 各種 の 離散近似を適用

して 重 み 付 き残差法 が 導か れ る 。 古典的な重 み 付き残差法

と有限要素近似を用 い た 近代的 なそれ と の 相違 は，近似関

数 の 形 に起因す る
。

こ の 節 で は 具体的 な問題 に 適用 して そ

の 違 い を示す 。 さ らに ，有限要素近似 の 精度を上げ る た め

に 高次 の 要素を用 い るの で あ る が，そ の た め の ア イ ソパ ラ

メ ト リ ッ ク要素 につ い て 述 べ る 。

　3．1．1　支配方程式 と境界 条件

　一次元 の 定常浸透問題 は ポ ァ ソ ン （Poisson）方程式

　　　一籌隈 ）−f（x ）・
・ eebl・2 − ＠ ・… 冲 ・ …（・｝

と ， その 境界条件

　　　φ＝ ＝il，　　 境界 x ＝！Xp で （基本境界条件）
…（7）

　　　一・｛幾 竸 和 苅 で （自然境界条件）
…
（・｝

に よ っ て 書 き表 され る。た だ し，式  の dil！dn は 関数 φ

の 法線方向の 微分 を意味し， 座標 X の 基底 ベ ク トル を i と

し た揚合，
“
左 端

”
X ＝ ．Tt で は外向き単位法線ベ ク トル n は

一i で あ り （図
一3．2参照），した が っ て 自然境界条件   は

　　　一礁 一讐 一4

とな り，
“
右端

”
X ＝ X2 で は n ＝ i で あ る の で

　　　一囓 一一礁 一す

とな る こ と に注意す る 。 こ の 節で は 簡単の ため に Xl ＝Xe

（基本境界），X2 ＝ Xg （自然境界）と考え て 議論を進 め る

こ と とす る 。

　 3．1．2　弱形式

　次 に ， 微分方程式系 
一

  を近似的 に解 くこ とを最終目

標 に，弱形式 と呼ばれ る積分形式 の 表現を考えて み る。こ

の 弱形式表現 は ， 後に述べ る よ うに
一

定 の 条件 の 下 で 元 の

微分方程式系 と等 価 に な る 。

　い ま，関数 ηを基本境界 ∂9e（X ＝Xl ）上 で は ゼ ロ とな る

74

　 　 x＝＝rl 　　　　　　 ρ　　　　　　　　 x 二： 2

n 一 匚＝＝ ：二＝ ：＝ ＝ ：＝ ト＞ n
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＝
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図一3．2　一次元 問題 と境界条件

　　（式   ，  ，  参照）

“

任意
”

の 関数とす る ：

　　　η＝0　 ∬ ＝ 　 Xl 上 で・・………・……・・t−一・…………〔9｝

こ の 条件 は決して本質的な も の で な く，
Lagrange（ラ グ ラ

ン ジ エ ）乗数や ペ ナ ル テ a − （penalty ： 罰金 と訳 され て い

る ） を使 っ て 弱 め る こ と もで きる （例え ばジ ェ ン キ ェ ヴ ィ

ッ チ （Z三enkiewicz ） とモ
ーガ ン （Morgan ）

s）
第 6章参照）

が
， 後の 式展開が こ の 条件 に よ っ て 極 め て 美 し くな る の で

こ こ で は式   を導入 して お くこ とにす る。こ こ で本質的な

こ とは関数 η は （∂9φ上 を除い て ） 厂任意 」 の 関数 で あ る

とい うこ とで ある 。

　微分方程式   に任意関数 η を乗 じて積分を施す と

　　　∫：：［一羞（k壽豊）＋ノ
【

］nydx
− o　

・一・・・・・・・…　
一…
　
t・…
　
一一

ロ〔e

と書 くこ とが で き る 。 こ の 式 の 第 1 項 に 部分積分 を施す と

　　　礁 ・に：：：一鷹 貔 一吻）d・・ 一・

で あ る が， 自然境界条件  を 代 入 し，また ， 式（9｝の 条件

（基本境界 Xl 上 で rl＝＝ O） よ り

　　　lf：隈 嘉一吻）d・ ＋ 卿 ・）− e・・……………ao

を得る 。 条件  を 課す こ と に よ り，微分方程式  と境界条

件C7），   は 1本の 積分形 の 方程式   となっ た わ けで あ る 。

こ れ は，微分方程式系（6）一  の 弱形式表現 と呼ばれ る。

　微分方程式系  一
（8）か ら弱形式   が導か れ る こ とは 以上

に示 し た とお りで ある が ， 逆に 弱形式  か ら出発 した揚合，

条件   η（Xl ）；O が付与 され て い る の で

1二：［磊膿 ）＋f］・d・ ＋ （
一々窪（x ・）一φη（・ ・）一・ aa

を得 る。こ こ で ，関数 η が連続か つ 十 分 に 滑 らか で あ る と

す る と，こ の η（x ）お よび η（x2）は任意 に 選 べ る の で
， こ

れ は結局

　　　譱（k
！（φ
dx）・f − ・・

一・窪一q − ・・一 ・＝X ・ で … 

を 意味 し，初 め に 考え た微分方程式系 
一

〔8）と弱形式   が

等価 で あ る こ とが分 か る 。 積分 式   か ら方 程式   が 導か れ

る過程 は， 変分学 の 基本補題 と して知 られ て い る （加藤
4）

第 2 章 ， 水本 と原
5）
）。し か し な が ら，こ の 過程は関数 φお

よ び η の 微分可能性 ・連続性 に開連 し て 精密 な議論 を必 要

とす る の で ， 数学に 興味 の あ る 読 者 は 柴垣
6）

や Raviart

（ラ ビ ア ） と Thomas （トマ ）
7）

と格闘 し て 頂 きた い 。なお，

変分原理 に つ い て は付録D を参照 さ れ た い 。

　基本境界 ヱ ＝ Xl 上 で η
＝0 と い う条件  は，部分積分 に

よ っ て 現れ た 境界項 の 内 ， 基 本境界の 部分 を取 り除く役割

を負 っ て い る。弱形式  は微分方程式系  一
  の 仮想仕事

式 と考えて よい が， こ の 時条件（9）は η
＝の （δφ は関数φ

の 変分の 意） と して

　　　 δφ＝O，x ＝Xl 上 で

に相当す る。こ の 場合，弱形式  は つ ぎの よ う に書直せ る ：

　　　∫二：（々髪　　　
4
霧

）一ノδφ）dar＋9δφ（x2 ）− o

土 と基 礎，36− 4 （363）
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　式   ，   ，   は 共 に 弱形式褒現で あ る が， 式   で は 自然

境界条件（8＞が陰に 仮定 され て い る （当然な が ら基本境界条

件 も）。これ に 対 して ， 式 鱒，  で は 自然境界条件が 陽 に

組み 込 まれ て い る 。 こ の こ と は重み 付 き残差法 （後述） で

近 似 を導入 す る に 際 して 差異を生ず る。また，弱形式  で

は関数 φに 対す る 微分 の 次数 が元 の 方程式｛6）か ら 1階下 が

っ て い る こ と，
dil！dx と 吻混τ の 項が 同 じ形式 d（）ノ廊

を有 して い る こ と （対称性）に注目 い ただ きた い 。

　3．1．3　重 み 付 き残差法

　弱形式   ，   ま た は  は 微分方程式 の 近似解法 と して の

重み 付 き残差法 （weighted τesidu 温 method ） と密搬 に結

び つ い て い る 。重 み付き 残差法 は
一

言 で 述べ る と， 関数φ

と任意関 数 η （こ の 関数 η を蠹み と考えて い る）に適当な

近似を導入 し
， 領域全 体 に渡 る 平 均的 な残差をゼ ロ とする

方法で あ る e こ の 近似 の 導入 の 方法に よ D ，選点法やモ ー

メ ン ト法 ， ガ ラ
ー

キ ン （Galerkin）法な ど，各種 の 方法が

存在す る が ， こ こ で は ま ず，近似関数が領域 全体 で 定義 さ

れ る 古典的な露 み付き残差法 に つ い て 触 れ て み る。

　 い ま，微分方程式 （6）に対 して境界条件 が 具体的 に

　　　φ（0）＝・φ（1）＝ O …・一 ……・・…・一・…・………・…鱒

と与え られた場合を考 え る （領域 9 ＝（0，1） とず る ）。 こ

の 境界条件 を満た す最小次数 の 多項式 は xCl − X ）で あ る

の で ， 関数φの 多項式近似と し て は

　　　φ窯 φド ζτ（1− x ）（φo ＋ φtx ÷φ2xz
−1…・…）……… 

を採用 し，侮 らか の 方法 で こ の 係数 の 列 φo，g
「
　1，φg，……

を定めれ ｝まよ い 。 た だ し， 関数φの 近似 として 多項式 を採

用す る必 然性 は な く，
sin 関数，　 cos 関数 も良 く用 い られ る 。

例 え ば ，
・in関数

　　　 sin 　n π x ； n 　＝1，
2

，
3

，

圏‘・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（ 

は境界条件04を満た す の で ，φの 近似関数列 は

　 φr φh．　＝＝　dii　sin πx 十φ2　sin　2 π ¢ 十φa　sin 　3　rrX 十・P ・・一・−O？｝

と して も 良い 。

　近似式  お よ び   を見比 べ て ，閲数 φの 近似は一般的 に

　 　 　 　 　 　 　 A ！

　　　φ＝ φ・
一Σφ・・v・ω ……・・…・・……………・一  

　 　 　 　 　 　 　 a

と書 ける こ と が理 解され よ う。 こ こ で，輪 は 未知係数 ，

瓦 （X ）は関数 ≠を近似 す る た め に あ らか じ め用意 し た 関数

列 （試験関数 と呼 ぶ）で あ る。例 え ば ， 近似  に 対 して は

　 Nl・＝＝ （1− x ），　 N2．・＝
2
（1− x ），鰯 二 が （1一の

・一働

　 近似阜⇒に対し て は

　　　2＞1諞sln πヱ
，
　N2 ＝＝ sin 　2　ffXt　 Nu　＝　sin 　3　rc・T 、　・一・・・・…拿〔霧

で あ る 。 こ の 試験関数は境界条幽 鞍 満 た して い る もの を

選ん で い る こ と，また ， 領域 9 ＝（e，i）上 の 全 域 で 定義さ

れ た 関数で あ る こ とに 注意され た い 。

　 こ の よ うに領域全体 で 定義 され た試験関数を導入す る方

法が
“

古典的
”

な重 み 付き残差法 の 特長 で あ D ，こ れ に 対

して
“
近代的

”

な重み 付き残差法，す な わ ち有限要素法で

億 領域 を分割し た要素ごとに局所的に試験髑数が 定義 され

Apri1 ，　1988
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る こ と を付記 して お く。な お ，試験関数と して は通常，境

界条件 を満足 した 多項式や 正 弦 ・余弦関数 が 選ばれ る が ，

試験関数 の 選 び方 に っ い て の 数学的議論 へ の 入門 と して は

三 好 と藤井 駄 9｝
や Strang（ス トラ ン グ）と Fix （フ ィ ッ ク

ス ）
te］

お よび そ れ らで 紹介 して あ る 文献を参照 して い た だ

き た い
。

　次 に ， 係数φ。の 決 め方 に つ い て考え る。 こ こ で 導入 し

た試験関数 Na は既に境界条件 を満足 して い る の で ， あ と

は支配方程式  を満足 す る こ と を考え れ ば よ い
。 しか しな

が ら，近似式  を鷹接代入 し た だ けで は 誤差

　　　・ω 一 籌（醗 ）
− f キ o ……一 ・− el

が生ず る 。 重 み付き残差法 は こ の 誤差 ε に 適当な重み Wp

（β…1，2
，

……，N ）を掛 け合 わ せ た援に鎮域全体 に 対す

る 残差が ゼ ロ と な る よ う に 係数 φ。を定め る 方法 で あ る。

す な わ ち，各 β＝　1
，
2

，

・・…・，ハ1 に対 し て

　　　1：：・ 曜 ・ 一 一
∫重1［蓋（犀

φ1・

dt ）＋f］？£ ipdx

　　　− 一童［1謡 （馨 ）帥 ］耐 ：地鎚 ・

　　　　　
α

　　　　　　　　　　　　　　　 ……鋤

を解 い て φ・を定 め る わ け で あ る。 こ こ で TVs は あ らか じ

め 与 え られ た重 み 開数 で あ る こ と に注意す る。な お， 積分

表現を簡略化 して

　　　〈・，t・・e＞ −1；：・ w ，edx

と書く こ とがある の で こ こ に記 して お く。

　重 み付 き残差式と弱形式   を比 べ る と，弱 形式 は 微分方

程式 の 積分形 の 表現で あ lj，仮想仕事の 原理 に 対応す る の

に 対 し て ，重 み 付き残差法 は こ の 弱形式を離散的に解く手

法で あ る と雷 えよう。 な お ， 弱形式   か ら出発 して 離散近

似を導入す る重 み付 き残釐法 も当然考え られ る 。 こ の 場

合 ， 仮定 す る 近似関数列は基本境界条件 の み を満足 して い

れば よ く， 自然境界条件は式鰌の 左 辺最後の 項 に よ っ て 逓

似的 に 評価され る 。 こ れ らの 方法 の詳糸毋に つ い て ｝rk　Z三・n −

1（iewicz と Morgang｝，　 Conner （コ ナ ー） とBrebbia（ブ レ

ビ ア）
1n

を参照 され た い
。

　重 み 付き残差法は ， 重み Wfi の 取 り方 に よ っ て各種の 手

法が開発され て い る 。 以 下 で は 古典的 な重 み付き残差法 の

うち ， い くつ か の 方法 に っ い て具体的 に 述 べ る と と もに ，

次 に示 す例題 を解 い で み る こ と に す る 。

例
一3．1： 2階 の 常微分方程式

　　　ip’，＋φ＋x ・・o − ………一・一……一・・一…・・一……彰3

を境界条 件

　　　φ（◎）＝ φ（1）＝ ◎
・…・…・……・…・………・…・一…・凾…’…‘

鱒

の もと で考 え る 。 た だ し、 φ
” ＝＝dtφ／d．ie とした 。 この 方程式の 解

は明 らカi に つ ぎの よ うに求 ま る 。

　　　 di二§in譲 三n 　1− x ・一…・一…一一一一…・…一…・’…鱒

で ある 。

　境界条 件鋤 を満た す近 似閣数 は，齔述の よ うに ， 多項式 で は
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　　　 Of．r ＝＝（1一躍 X φo十 φ1ぼ 十φ2r2 十一巳・・）……・・……・…… 

また ，
sin 関数で は

　　　φ訂＝φ且 sin π 躍 ＋ φ2sin 　2・・ v＋ φe ・in　3 π t ＋・・一 ……・・勧
と書 けるが，以下 で は 簡単 に 2項 まで の近似

　　　φ雷＝ x （1− x ）（φ。＋ dilx）…・…一・…・・……・・一 ……… 

　　　 φぼ； φ1sin 　nx 十 φ2　sin　2 πx ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　  ’

を用 い る こ と とする 。

　 こ の 近似 を採用 して方程式  に代入 する と，誤 差が それ ぞれ

　　　 εP ＝＝x 一ト（− 2−←x − x2 ）φo
一
ト（2− 6　x 十　 c2

− tf＞φL 鴨・陣・．・・ 

　　　 ε
F ＝

ユ コ十 （1一π
2
）sin π＿じ φユ十 （ユー4 π

2
）sin 　2 π エ φ2

・・・…　一一・ 
と計算 され る。

例
一3．2： 支配方 程式は 例一3．1 と同 じ く式   と し，境界 条件 を

　　　φ（0）＝φ
’

（1）＝O…・一・・………・・…・………・一…………BO
とする 。 この 方程式 の 解は

　　　 di・・sinx ／cq51 − x ・……・…………・…・…・……・…・一・ 
で あ る。

　 こ こ で は近似 と し て

　　　φfl− ・… i・ 音・・ ＋ φ・… 号・x ＋ φ・ S ・n 号・・x ・　一一 ・Ba

を用い ，そ の 2項 を用い て誤差 を計算す る と

　　　… x ＋（1
＿工沼

　 4 ）… S・ ・ φ・＋（・一号・）… 詈・ ・ 鋼

で あ る 。

例一3．　3： 同様 に方程式 幽 を用 い ，境界条件を

　　　φ
’
（0）＝φ

’

（1）＝Ot …………・一…………・・………・……
帥

とす る と，その 解は

　　　φ一
C

瞥 ・ ・ X ＋ … X − X ………………・・…・・・…．…ee

で あ る 。

　 近似式 は

　　　φ濯＝ψo十φLcos π．r 十 φ呂 cos2rrx 十 φ3　cos 　3 π ユコ十一．−卩…　∈3⇔

とす る。こ こで，φ。 は定数で あ り，任意 に定め られ る が，後 に

示す作 図の 都合上，φo＝− 0．5 と して お く。 こ の 近似式の φi と

φ2 に 関す る 2項を用 い て，誤差 が

　　　eP ＝x 十 φo 十 （1
一

π
2
）cos π 2コφ正

一ト（1− 4 π
2
）cos 　2　r、Sじφ2

…　3オ
と計算 され る。

（選点法）任意に 選 ばれた 点で 残差 がゼ ロ と な る よ うにパ ラメin

ターを決定する方法で あ る 。 こ れ は 重み 付 き残差式鋤で 重み wp

として Dirac（ディ ラ ッ ク）の δ関数を用 い る こ とに 相 当する 。 δ

関数 は 定義 に よ り

　　　Sll．．
f（x ）δ（x − x ・）・t… f（Xi ） …・・…・一 ……一・…・・ee

と書かれ る の で，残差式   は

　　　〈e，δ（c
−

　t
’
B）〉＝ε（Xfi）

　　　　＝
一
舌（kd

φ九 （xp
　　dx・

）
）
−f（xp ）− o …・一 …………ca

を意味する 。

　選点 とし て a ＝ 1／4，x2　＝1／2 を採 り，各例題 を解い て み よ う。

例一3．1 にっ い て ： 多項式近 似 鱒
’

を用 い る と誤差は式鮒 で あ り，

　　・
・（x ； 士）号一器φ・＋器φ・

＝ o

　　・
・

（・r−S）＝壱一号e・
一看e・

・＝o

を得る 。 これ は マ トリッ クス 形 で

　　隅
6

剿 團一［IZ］・・…・………・…・……・・1

と書 け る 。 こ れ を解 くと

　　 φo＝6〆31，　φi＝40／217

を得 るの で，近似式 が

76

　　　φ雷＝躍 （1− x ）（42→
−40x ）／217　・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　−Ul

と定ま る。

　
一
方， 近似  

’

を用 い る と誤差式   よ b同様に

　　［
（π

2 − 1）／》万　　　（4π
2− 1

　　（が一1）　　　 O

）

］［農］一［lll］
が得られ，こ れ を解 くと

　　 φ1＝1／2（π
2 − 1），　φ2＝（1− 4羽「）／4（4n2− 1）

と求 ま り，近似 式は

　　φr−
、（1．ISL・1，・− 1）

・・n・na ’一
、盖辜≡｝）・… 一

・……一 ・・za

となる。

例一3．2 にっ い て ： 誤差式幽 よ り， Xl ＝1／4，　 x ！
＝1／2 にお い て

［跡7蹼；1調側
が求 ま り　（α ＝＝sin3x ／8），こ れ よ り

φF （
》百 　 12

α 一
丁）／（1一書）（》F 評一

・ ）

φ・
鵠 （が亨 4r 燕 ）／（1一号・

・

）（》茴 鱒

とな る 。 近 似式は そ の ま ま

　　　φ腕 s ・・ 壱・ X ＋ φ・ S ・・ 舞 ・・……・一…・− 9・一欄

と書い てお く。

例
一3．3 に つ い て ： 誤差 式鋤 よ り，Xi ＝1／4，

　 Xll＝1／2 とお くと

　　　［
（ne− ’

，

’
　
’
　
“？

、皇、調 一［1：‡1刎
とな り，これ よ り

　　　φi　
・：（φ・＋士）V7 ／（P − 1）・ φ・

＝（φ・＋舌）／（1− 4・
・
）

と求 ま る 。 近 似式は

　　　φ胆 φ。＋φ、 c・ s π x ＋φ、 c。・2 鷹
・一一……・・…・…・…・q．4

で ある 。

　各例題の 正 解 と近似解 を，図一3．3，図
一一3．4．図

一3．5 に それ

ぞれ 示 す。

（
“
古典

”Gslerkin 法）重み付き残差式 切の ze ’p として近似  の

試 験関数 Na （X ）を選ぶ 場合 をガラーキ ン 法 と呼ぷ 。 た だ し，後

述 す る有限要 素近似 を用 い た ガラーキ ン 法 と異な っ て，こ こで は

Na（x ）は領域 9 の 全域で 定義され た 関数で あ る。残 差式は当然

　　　〈ε，Na （」じ）〉＝0，　α
＝1，2，

．■鹽閣r響・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　嚊・ 
で あ る 。 選点法 と同様 にガラーキ ン法を適用 して 各例題を解い て

み よ う。

例
一3．1 につ い て ： 多項式近似  

’

を用 い て ，誤 差式  と上記 の

残差式  よ り

〈ε
P，Nl（x ）〉一∫1・ Px （・− x ）dx− ・！・2− ・φOf1・一・di・X・・一 ・

〈・… N2 （・ ）〉・・S：・・ x2 （・
一

・ ）dx − 1！・D− ・φOf・・− 13 φ・11・・一・

で あ る か ら，マ トリッ クス 形で

　　　［
3／10　　　3／20
3／20　　13／105］［1！］一［lllZ］

と書ける 。 これ を解 くと

　　　φo
＝＝71／369，　φi＝7／41

で あ るの で 近似式 は

・一…・……・……一・鱒

　　 φ詈＝ ぼ （1− x ）（71／369十7x ／41）　…・…・・………・…・・…91
とな る。なお ， 式   に お ける選点法 の マ トリ ッ ク ス は非対称 な の

土 と基 礎，36− 4 （363）
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図
一3，3 例題 1 の 解 と多項式試験 関 数に よる 近似

O　　　O。1　　0．2　　0、3　　0．4　　0．5　　U，6　　0．T　　O．8　　0．9　　1．O

　 図
一3．4　例題 2 の 解 と正 弦試験 関数 に よ る近 似

4D一
　

　

　厂
コ

　

　

　

崛

3
慧、
3
駐

6叺
r

O．1　　　0，2　　　0．3　　　0．4　　0．5　　　0．5　　　0、7　　　0，＄　　　0，9　　　1幽O

　　　　　　　　　　　　　　　（図上では これらの解はほぼ
一
致）

図一3．5　例 題 3 の 解 と余弦試験関係 に よ る近 似

に，式闘 中の ガラーキ ン 法の マ ト リ ッ ク ス は対 称 であ る の に注意

され た い 。

　
一方，近似式 

’

を用 い る と，誤差式？9と残差式U5よ b

　　　〈EFt ，N「
1（x ）〉一 ∫：・・ … raztl ：＝＝・／・ ＋ （・− rf）φ・／・一・

　　　〈・
F ・・N2（a：）〉一∫：・

・
・・… mb − 1ノ・・ ＋ （1− ・ ・ W ・一。

で ある か ら，マ トリ ッ ク ス 形で

　　　偉群葬剃鬪一［：｝Zr］
と書 け る e こ れ を解 い て

　　　φ・
＝2／π （π

2− 1），φ，
耳1／π （4 π

2 − 1）

で ある か ら， 近似式は

　　　 φダ＝2sin 　nx ／r （π
2− 1）十 sin2 π必 〆π （4 π

2 − 1）　・・・・・・…　健匐

と書 ける 。

例二 3
こ2一竺2 い て ； 近 似働 を 用 い る と，誤差式驗 と残差式  よ り

April ，1988

　　　 〈ε
Ft
　sin 　rx ／2＞

　　　　一∫；［x ＋φ1 （1− ・
・
〆・）・i・・＝xf ・＋ φ・（1− ・醐 ・… r・x ！2」

　　　　　　 × sin π x ／2dx ＝＝（2／n ）
2
十 （1一π

2
／4〕φL／2＝ 0

　　　 〈ε
e

，　sin 　3　xx 〆2＞

　　　　−ll〔・ ＋ φi（・一・
・1・）・・・ … f・・e，（1− … μ）・・… x ／・］

　　　　　　 Xsin 　3 π x ／2dx ＝一（2／3 π）2十 （1− ∋π
2／4）φ2／2＝0

で あ る か ら，マ トリ ッ ク ス 形 で

　　　［r／

繍猛1，鳬］［ll］一［努，』
と書 ける 。こ れ を解 く と

　　　 iPi＝＝8／a2（π
2
／4− 1），　φ2＝− 8／9 π

2
（9 π

2
／4− 1）

であ り，した が っ て 近似式 は

　　　φ｛

P＝8s三n （π c／2）／π （π
2
／4− 1）

　　　　　
− 8sin （3 π m ／2）／9 π

2
（9 ■

2
／4− 1）　tt・tt・・・・・・・・・・・・・…　「A9

と書け る。

例一3．3 に つ い て ； 近似翰 を用 い る と，誤 差式 ¢カと残差式鱒 よ り

　　　〈ε
e ，COS π己τ〉

　　　　＝・∫i［x ＋φ・＋φ・（1− ・
・

）・Q ・ ・竍 φ・（1− … ）… 2 ・ x ］

　　　　　　 × cos π羅 τ ＝− 2／π
2
十 （1− n2 ）φ1／2＝ D

　　　 〈eV，　 cos2 π x ＞

　　　　一 ∫i〔x ＋ φ・＋ φ・（1− ・
・
）・ … x ＋ e2（・一… ）… 2 ・ ・ ］

　　　　　　 × c。 s　2　rrnd ．・．’＝− 1／2 π
2
＋ （1− 4 π

2）φ2／2＝o

マ ト リ ッ ク ス 形で

　　　［
（1一π

2
）／2　　0

0　　（1− 4 π
！
〉／2］［1；H躔］

で あ る か ら，これ を解い て

　　　φi＝4／π
2
（1一π

2）。　φ2＝1／π
2 （1− 4 π

2
）

を得る 。 近似式 は

　　　φ疋＝φo →
−4cos π x ／π

2
（1一π

2
）十cos 　2 π x ／π

2
（1− 4 π

2）鱒・SQ
と書ける 。

　 ガ ラ
ーキ ン 法 で 求 ま っ た 近 似解 が 前 と同様図一3．3，図一3．4，

図
一3．5 に示 して あ る。

付録 D （変分法 に っ い て ）

　定常浸透 問題が 二 次元 で は 方程 式系図
一（4），一

次元 で は方程式
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系｛6）一（8｝で 表 され，これ か ら弱形式表現 が導か れ る こ と を既に述
べ た。この 問題 で は さ ら に，エ ネル ギー汎 関数 を導入す る こ とが

で き，そ の 停留条件 （こ の 問題 で は 極値条 件 で もあ る） に よ っ て

微 分方 程式系 が導 か れ る 。こ の 体 系 は極 め て 美しい が，ま た 煩

雑で もあ る。 した が っ て ，初 め て の 読者 は こ の 項 を飛 ば して 読

ん で い た だい て も結構 で ある 。 な お，詳 し くは Kikuchi12） や

Zienkiewicz と Morgan8 ｝

を参照 され た い g

　 問題 6）
一

（8）に対 して ，い ま （天 下 り的に ）エ ネ ル ギー
汎 関数

　　　・1（の 一∫二1［麦・（f／，）
2

イ 嘱 ・・・… u）
一

（D1 ）

を考 え る （k＞0 で あ る）。こ の 時，問題 （6）
一

（8）は，φCτ1）＝＝　ilの
条 件の 下 に すべ て の 蝦 た だ し erCx，）＝ip）の 内か ら

　 　 　” （Ol
”
）≧ff（φ） ……一……・・・・…一・・・・・………一…（D　2）

とな る 関数 φを探す問題 と等価に なる 。 こ の こ とは．次の よ うに

して 証明 で きる 。まず ， 任意関数 望 を

　　　げ ＝
φ± Eη　（s＞O ： 正 定数〕 ………………………（D3 ）

と置 く。こ の η は

　　　η（．む L）＝0

を満 た す任意 の 関数 で あ る。式 （D3 ）を式 （D 　2 ）に 代入 して 整理

す る と

　　　（
d（

簑
‘η）

アー 
2

± ・（離 濃 窪）・　 s！

（劉

　　　　　　　　一（ft9）
2

±・盤籌・ e2（貔アー・・（・ ・）

で ある か ら

　　　・ ・［∫：1（畷 潔吻 ）d・ ＋ i」・（・ 2）］

　　　・壱煮 ・伽翫 ・ ・ …一 ・・一 ・一 一 （・ ・）

を得 る。こ の 式 を ε＞0 で 割 っ て E→ 〔｝ の 極 限 を取 る と

　　　・ ［1艶離 吻 ）d ・ ＋・n （… ）］・。

を得る が，こ の 不等号が正負両符号に対 し て成立 す る の は 等号が

成立す る

　　　1：：釀 霊一fv）dx ＋qv ・x2 ）一・ ・・・・……・…一・・
（・ ・）

の 時に 限 る。こ の 式 は η（xD 　＝＝O の 条 件 と共 に ち ょ うど弱形式 

に 相 当 し，微分 方程式系  一〔8）と等 し くな る こ とが分 か る。結局，
　 a ，微 分方程 式系  一 

　 b ．弱 形式  

　 c ．汎 関数 17（Ol
’
） の 最小化問題 （D 　2）

は等価で あ る 。

　 こ の 過 程 を詳細 に調べ る と，式 （D4 ） で

　　　dφ 吻 」 ！η dφ
　 　 　dx　dx　dx　dx
で ある こ とが鍵 とな っ て い る こ とが分 かる。したが っ て，一

般に

奇 数階の 微分 を含む，例 え ば

　　　雲 ・塾 伺

の よ うな 問題 に 対 し て は，式 （D1 ） の よ う な汎 関数 を定 め る こ

とが で きない 。 こ の こ とは

　　費 一

d （

砦
η）

（φ・ ・η畷 φ・ ・儂・鷹 φ）・馨

　　　　　番 ・ ・籌 ・ ・盤・

で ある こ とか ら確認 され よ う。他方 ， 問題
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纂・ φ・ f− ・，・ x − （・ ・，− X ・） ・ 対 ・て

　　　φ（Xl ）＝φ， 　 x ＝Xl で

　　　農 ・ 　 a ・− x ・
　 ・
＋

に対 して は．汎 関数

　　　・ （・・）一鯤 （拶 一・・
’2 − f・・］dx −

・ ・
’
（x2 ）

が 定義 で き，こ の 最 小化問題 も （D2 ） に 帰結 され る 。

　エ ネル ギー
汎 関数 （D1 ） か ら弱 形 式 （D 　6 ）が 導 かれ る 過 程

は，変分法 の 言葉に従 えば，汎 関数 （D 工）に 変分 を施 して そ の

Euler方程 式 を導 くこ とに 相 当 す る。すな わ ち， δCddi／dx）＝

d （δp）／da で あ る こ とに 注 意 し て

　　　・飾 ・一∫：釀 碧
φL ・・φ］畑 ・φ・x2 ・一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
……（D7 ）

を得る
。 式 （D2 ） か ら （D6 ） を導 く過程 と，こ の 式 （D7 ）

を対応 させ る と，汎 関数 ll の （η 方向の ）
“
微分

”
を 〈dff（φ），η〉

と書 い て

く・聯 ）， 唄 鸚÷［J・co・ ・
η）
− n （il）］…『一 《 D ・）

と定義すれ ば よ く，これ は また

　　 fill（φ）＝〈dn （φ），
δφ〉　 （δφ＝η と して ♪………（D 　9 ）

で あ る こ と も示 し て い る 。
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