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4．　 地盤の 変形解析
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　 こ こ で は有限要素法に よ る 地盤 の 線形弾性解析 に つ い て

記すが，す で に 土質力学に係 わ る問題に様々 な形で携わ っ

て い る 読者諸兄 は ， 地 盤 が第 2章 で 述 べ られ た 様 な線形弾

性体 として は挙動 しな い こ と を十分承知 の こ と で あろ う。

したが っ て，こ こ で弾性地盤 の 変形解析 につ い て 述 べ る こ

との 意義に つ い て 疑問に 思 わ れ る 向きもあろ う。
し か し な

が ら ， 本講座 の 目的は有限要素法を理解 して い た だ くこ と

に あ る。こ の 目的の た め に は 地盤 を線形弾性体と仮定した

もっ とも簡単な解析法 の 本質を 理 解す る こ と が 重要 で あ

る。実際の 地盤 の 変形挙動を取 り扱 っ た解析 で は線形弾性

解祈で示 され る基本的事項 に加 え て，

　 ・地盤構成材料 の 非線形応カ ーひずみ関係式 （構成則）

　 。非線形方程式の 解法

が考慮 され て い る に すぎ な い。こ の 二 っ の 分野 に お ける研

究に は 目覚ま しい もの があ り，数多くの 成果 が 報告 され て

い る。実際，洗練され た 理論 に 基 づ く汎用有限要素解析プ

ロ グラ ム が作られ て お り ， そ れ ら を用い れ ば， 数値解析的

に は 地盤に係わ る あ らゆ る問題を解析する こ とが可能なよ

うに 見える 。

　 しか しなが ら，こ の ような プ ロ グラ ム を用 い る こ とで地

盤工学 の 本質的な問題 を解決す る こ とが で きる の で あろ う

か ？　答え は 『否』 で ある 。 もち ろ ん ， 問題が複雑化 し
，

技術者に精度の 高 い 判断が求め られ る現在，数値解析法無

くして は 問題 の 解決は不可能と言 っ て も良い が，

一連の 問

題解決 の プ ロ セ ス の 中で ， 数値解析の 占め る部分 は ほ ん の

一
部 で しか な い こ とに 十分留意しな けれ ばな らな い 。 すな

わ ち，数値解析 に 至 る ま で と，解析結果が出た あ との プ ロ

セ ス が重要な の で あ り，こ こで 地盤工 学 に携わ る技術者の

力量が問わ れ る。具体的 に言えば，我々 が目にす る 現象を

ど の よ うに力学的 に表現 し， ど の 数値解析法 を適用 す る の

か ， さ らに は ， 得 られ た結果を ど う評価し ， 実際の 現揚 へ

反映 させ る の か ， な ど の 困難な問題を解決 して初め て数値

解析法が 生 きて くる の で あ る 。 数値解析法が 高級化 ， 複雑

化すればす る ほ ど，

一
見 ， そ の よ うな困難な 作業は 減 る か

の よ うに 見 え る が ， 実際は逆で ， ま すま す技術者の 技量に

負う所 が 大 とな る。数値解析法 は
一

種 の 道具 で あ り， こ の

道具を上手 に 使 うた め に は， 道具 の 特性 を十分 に知 っ て お

く必 要があ る こ とは 言 うまで もない 。

4．1　有限要素法 に よる線形弾性体 の 解析
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　 弾性変形 ・応力場 に お け るカの釣合い 問題 の 解き方も，

定常浸透流 の 問題 を解 く場合 と粗筋は変らな い 。た だ し，

浸透場で は場の 変数す な わ ち水頭 ポ テ ン シ ャ ル が ス カ ラ
ー

型 で あ り， した が っ て各節点に付随す る未知数が 1 つ で あ

る の に対 して ， カ の 釣合い 問題 で は場 の 変数すな わ ち 変位

は ベ ク トル 型 で あ り， こ の た め 各節点 に は次元 の 数 （一次

元問題 で は 1 個，二 次元問題 で は 2個）だけ の 未知数が現

れ る。

　定常浸透問題 と同様に ， 線形弾性体 の 釣合 い 問題 を有限

要素法 に よ っ て 解くた め の 手順をま と め る と以下 の とお り

で あ る。

　1）　支配微分方程式 （釣合い 式），自然境界条件 （荷重境

　　界条件）を組 み 込 ん だ 弱形式 （仮想仕事式）を導 くe

　2） 局所的 に 定義され た近似関数すな わ ち形状関数を ，

　　ひ ずみを通 して 弱形式に代入 し ， 離散的な代数方程式

　　を導く。こ れ を解 くこ とに よ っ て 各節点 の 変位 が 求 ま

　　 る 。

　 こ の 手順2）は詳細 に は

　2−1） 要素毎の 形状関数に よ っ て節点変位 ・ひずみ関係．

　　　式 を導き，要素剛性行列を求め る。ま た ， 物体力に

　　　墓 つ く要素荷重ベ ク トル は ， 要素形状関数を代入す

　　　る こ と に よ り得 られ る 。

　2−2） こ れ ら を全体剛性行列 ， 全体荷重ベ ク トル に組み

　　　込 む。

　2−3） 外荷重条件 を全体荷重 ベ ク トル に組み 込む。

　2−4） 変位境界条件 を組み 込 む こ とに よ っ て全体荷重 ベ

　　　ク トル を修正 し， 全体剛性行列を縮約す る。

　2−5） 代数方程式を解 い て各節点の変位を求め る 。

　2−6） 求ま っ た節点変位を用 い て ， 各要素の ひ ずみ お よ

　　　び 応力 を計算す る 。

となる 。

　以下，二 次元 の 線形弾性体 の 釣合 い 間題 に 対 して こ の 手

順 を適用 し，解き方 の 詳細 に っ い て 述 べ る こ と にす る。

　 4．1．1　 支配方程式 と弱形式表現 ・仮想仕事 の 原理

　二 次元弾性体 の 釣合 い 式，境 界 条 件 に っ い て は 2 章

2．2．6〜2．2．10で 既｝こ述べ た が
， 整理 の 意味か ら再度記述
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ベ ク トル

図
一4．1 変形問題 の 領城 と境界条件 （式（1），  ，（3）参照）

し て お こ う。 変形す る 地盤 の 釣合 い 方程式 と境界条件 （図

一4．1参照）は

　（釣合 い 式）

籌＋
∂

；罫
一・

　 　 へ　　　　　 　　　 ら

　　籌 ＋饗
一γ・

一・

（境界条件）

　 　 u ＝Ul　 v ＝ v

一 ｝
一 佃

　　　　　　　　　　 変位境界 ∂n． 上で
・…………・・

（2＞

　　　ii：畿騾驚
荷重 （

鷲 饕｝
…・・

（・・

で あ る。こ こ で

　　　u ＝匚u　　v コ
T
　　（邑＝匚ti，　t］

T
）
・・・・・・・・・…

　
■■…
　
一■■■…

　（4）

は X ，y 方向 の 変位 （n は与え られた変位），

　　　t＝［tSt　tv］
T 　　（諺＝ ［｝x ，　歪

ッ］
T
）・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（5）

は X
， y 方向の （単位面積当た りの ）カ（れま与え られ た外

力），

　　　σ ＝［ax 　σv 　τxv ］
T ・・…・・…・…………・…………（6）

は応力 を表す。一方 ， γt は こ の 地盤材料 の 単位体積重量 で

あ り，

− Ptの 方向 に重 力が働 い て い る と し て い る。ま た ，

ひずみ を

　　　8 ＝ ［ε。 ・vr 。 v］
T …一 ・……………・一 ・・噸……・

 

とす る と ， 変位 とひ ずみ の 関係 が

　　　畦 鋳 ・
・

一 舞 r・ v
−｛ILI・｛窪…・………・《・）

と与えられ る 。

　線形弾性体に対して は フ ッ ク （Hooke ）則 に よ っ て応力

・ひ ずみ 関係が比例的に

　　　a ＝＝De ・・・・…　曾・・・・・・・・・・・・…　響・・・・・・・・・・・・・…　い…　一一・■■・・−s（9）

となる。こ こ で ， 弾性 マ ト リッ ク ス D は，等方材料 の 平面

応力問題 （az ＝・τ xz ・＝ τv・
＝ O

，
εx − FO ，　 rxz＝rvz＝0）に対 して

は

82

喘 ［ii。弖、註一 唖 ・

E ： ヤ ン グ率，　 レ ： ボ ア ソ ン 比

　等方材料 の 平面 ひ ずみ問題 （εx ＝rx・
＝ ・ rv・ ＝ O

，
　a ・ ≒O

，
τ xs

＝・rVt ＝O）に対 して は

　　　　　　　　　　　　　1　v ノ（1− v ）　　　 0

％ 細 ・1・鴨
と与 え られ る。

1　　　 0

0 （工一2 リ）12（1一ン）

　　　
…………

 

11
　こ こ で ， 釣合 い 方程式ω か らは こ の 方程式系に対する変

数 が応力 a で あ る よ うに 見 え る が ， 実は応力は Hooke 則

  お よ び ひ ずみ の 定義  を通 し て 変位 の 1 階微分 で 与 え ら

れ る ため ， 釣合 い 式（1）は浸透場 の 方程式 3章式（2）（式（3．2）

と表す 。 以 下 同様） と同 じ形 の 変位 u に関す る 2 階 の 微分

方程式 と して表され る 。 こ う し て，基本境界条件 は 変位 U

自身を与 え る変位境界とな り， 自然境界条件 は変位 の 1 階

微分 → ひ ずみ → 応 力 を与 え る荷重 境界 と対応す る こ とに な

る。

　い ま，関数 η，ζを変位境界条件  に 対応して

　　　η＝ O
， ζ＝0 ； ∂9u 上 で ……………・…・…・………al

で あ る任意 の 関数とす る。これ らを各 々 ，釣合 い 式（1）に 掛

け合わ せ て 積分を施す と

　　　∫。［（籌 ・響）・＋（薯 ・ 留
一r・）・］dV

− ・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
…………

 

とな る。こ れ に ガ ウス （Gauss）の 定理 （C3 ）を適用 し て

　　　∫、。
［（σ mnt 十τ zvnv ）η十 （τxynm 十 σ y刀 〃）ζ］・5

　　　− ∫。 鴎 ・ 吻 （1墨・ 1呈）・ ・癒・ … ］・y − ・

を得る、 こ こ で，境界 ∂9 は 変位境界 ∂磁 と荷重境界∂9t

の みか らな り， 変位境界上で は 条件  が満 た され ， 荷重境

界上 で は条件  に よ っ て 外荷重 が 与え られ る こ と を考慮す

る と

　　　∫。［鏖 ・ 鞠 （1罫・1皇）・ ・傷ユ・v

　　　　−∫、。 陶 ＋ ・
・ζ］dS − s。 ・・ζ・V・……・……・…ail

と書き直せ る。こ れ が釣合 い 条件式（1）， 境界条件  ，  か

ら導か れ る弱形式 で あ る。逆 に，弱形式鱒か ら微分方程式

系｛1｝，   ， （3）が導か れ る ロ ジ ッ ク は浸透問題 と同じで あ る 。

　 こ こ で 仮想変位を

　　　δcr＝ ηレ　δv ＝ ζ　。・・rrr・冊・・。・・H 卩・…　◆…　。・・
・・・・・・・…

　
¶…
　（【吟

と置 くと， 条件  を考慮に入 れ て変位境界上 で

　　　伽 ＝0
，
6v＝ O ；∂9u 上 で ………………・・………・

 

で あ る。ま た，仮想 ひ ずみは

　　　δε＝［δεx 　　δε
劉　　δrxv］

「 一・幽・・・・・・・・・・・・…　輔・・・・・・・・・…　a7）
こ こ で

嬢：：慮訓 一 磁 ・
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で あ る か ら，弱形式  は

s。 ［a ・ δ・・ ＋ ・ x ・
δr・ v ＋・ vδ・v］dV

一∫、。 t
［i… ＋ ・

・
6v］・・一∫、 ・・

δ・・v ………… 

と 書か れ る
。

こ う して 弱形式鱒は仮想仕事 の 原理   に相 当

す る こ とが よ く理解され よ う。

　変形揚 の 問題 で は通常， 弱形式04の 代わ りに仮想仕事式

表現  を用い る 。 こ こ で も， こ れ以後 は 慣例 に従っ て 仮想

仕事式 を適用す る こ とに す る 。 た だ し， こ の 仮想仕事式 は

微分方程式系（1），  ，  の 弱形式表現 で あ る こ とを忘 れ な

い で お い て い た だきた い。

　仮想仕事式  は また ，
ベ ク トル 表現（4），（5）， （6）， （7L  

を用 い る と

∫。 δ・w − ∫、9 、

・黼 ・∫。 娵 ゾ ………e 

あ る い は 内積を用 い て

Sn　a 一δedv − ∫δotl 一δudS 　＋∫， 9 一δudV 　　−一一一一一一一一ea」
1

と書 ける。こ こ で

　　　9 ＝［0　
− rt］T − …一 …………………・………

 

は 重力ベ ク トル で あ り， 内積は α
・ゐ＝ Σ α幽 を意味す る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

　仮想仕事式鱒に Hooke 則   を代入す る と

∫。 ・ε
7
刀 ・dV −∫、ρ、

・麟 ＋∫。 ・・ w …… 

で あ る。

　 4．1．2 形状関数 と有限要素法

　 三 角形定 ひ ずみ 要素を用 い た近似　　ポ テ ン シ ャ ル 間題

と同様 ， まず三角形定ひずみ要素 （図一3．12参照）を考え

る。式 （3．104）と同じ く， 変位 u ，η に対 して 三 角形要素

ge 内で線形近似

　　　；蠶二瓢 ：ニ工謝 …・・…一 ・…一 ・…e3

を与える 。
Uh に か か わ る係tw　ale ，

　 bie
，
　 Cle は節点 i，誘 k

に お け る条件

　　　 Ui ＝ ate 十ble　td十 Cteツt

　　　 Uj ＝ ・ ale 十blex丿十 eleyf

　　　 Uic ＝ ale 十 btesriC十 Cleyk

を解い て，

　 　 　 ale ＝ 　 ale
・
ut 十 α“zaJ十 akeUiC

　　　b・
e＝fiteUt＋ βjeUj＋ fiiceUk

　　　 Cle ； rieUt十rjeUj十 γiceUs

を得る 。 こ の αte， α 5e， α ice；βte，βje，　 fike；rie，　 rJe，　 rke

は式（3．105 ）で 求 めた値 と同
一

で ある。同様に ，
Vn に か か

わ る係数 α鵄 好 ，
C2e も

　　　 a2e ＝α ieVi ＋ α丿
ev

丿＋ akeViC

　　　b2e＝βtewt ＋βノ
evs

＋βkeViC

　　　c2e＝rtex！t十 rSv ゴ十ricevin
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と求 ま る。こ れ を ま と め る と ， 変位 U
，

V の 近似 が 要素 9G

に対して は

　　　ttn＝ Nte（x
，
　y）Udi十2＞Je（x

，
　y）Uj 十ヱV κ

θ
（x，　y）Uk

　　　　
＝ Σ UaN α

e（x ，
　y） ………・一 ・・一………・拿φ

　 　 　 　 　 a＝あゐ勘

　　　t’lt＝Nie（x ，」or）Vt 十 2＞je（ヱ ，ツ ）VJ 十驫 ε

（x ，　y ）Vk

　　　　＝ Σ Va ヱ＞ae （x ，　y） ………・一………・……拿9
　 　 　 　 　 a ＝t，」．iC

と与 え られ る こ とが分か る。こ こ で ， 添字 α は i
，
　ik とい

う値を取 り，ま た

羅li繼鰍 一 一 ・・

は要素形状関数と呼 ばれ る 。 なお ， 式鱒 ，   は ま とめ て

　　　ucrUh ＝Ne （x ，ツ）ue − ………一 ………・・…・・… 

と表せ る 。 こ こ で

　　　Ne （… ）一［誓轟  轟撃論］
…eg

は要素形状関数マ ト リ ッ ク ス ，

　　　ue ＝ ［Ut　 Vt 　 u ゴ VJ 　UiC　 Vk ］
「 ■一・…………… 

は （要素 の ）節点変位ベ ク トル で あ る 。

要素 9 ε

内 の ひ ずみ （7）は近 似鱒，  を用 い て

一 ・ 一黔一
。諏

妬
∂

霧
　　　　 ＝ β壱

eUt
＋βjeu丿＋fiiceUiC

ε画 一響一
。軒μ

防
∂

笋
　　　　 ＝ hevt十rヂv 丿十 7keVk

r・… r舮 夥＋ 籌

　　　　一
ゐ （Ua

∂

許＋ Va
∂

謬）
　　　　 ＝ ：rieUt十βieVi 十 γ丿

εzり 十 β丿
ev

丿

　　　　　 ＋ rketZiC＋βκ
ez ・

κ

…β 

と計算され る 。
マ ト リッ ク ス 表示す る と こ れ は

　　 eblelt ＝Beue ・………・・…………・…・…・・…・…− el
と書け る 。 こ こ で

　　　　　
∂

霧 ・
∂

鶉
8

・
∂

勢
6

・

B ・
…　

∂

笋 ・
∂

笋 ・
∂

許
∂Nie ∂Nie ∂筋

6 ∂Nje ∂N 記e ∂蕊 8

ay　 ∂x 　 Oor　 ∂x 　 ∂ツ 　 ∂x

　　　　報 ：驚：1：尉一 Ba

は （要素の ）節点変位ひずみ マ ト リッ ク ス で あ る。
マ トリ

ッ ク ス Be は各節点に対応す る
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B α

e
＝

∂N α
e

　 　 　 　 O
∂x

　　 ∂N α

e

O
　　　 ∂ツ

∂N α¢ 　 ∂N α8

a ＝　i，　j，
k……………… 

∂ツ 　　 ∂x

を組み合わ せ て成立 し て い る こ と，すなわ ち

　　　Be ＝ ［Bie　 Bje　 Bkeコ　　　　　　　　　　　　 ．

で ある こ とに 注意 され た い
。

　全領域 へ の拡張 と全体剛性行列　　つ ぎに ， こ れ ら要素

毎 に 定義 され た 関係 を領域全部に対 して 拡張する こ とを試

み よ う。要素形状関数鱒 は 該当節点 で は 1 ， その 他 の 節点

で は 0 となる こ とを思 い 出 し て い た だ きた い 。

　　　Nie（¢ も 卸 ）＝1，踊 ε（Xj ，　Y丿）＝＝O，　 etc ．

した が っ て こ れ を領域 ρ の 全域に 拡張す る と，該当節点 で

は 1 ， そ の 他で は 0 とい う全域的な形状関数 Na （x ，　y）； α

＝1
，
2，…，N （N は全 節点 数）が導か れ る。た だ し，

　　　Na （x … “・3）一 ｛1矧：難
で あ り， ま た，N ・  ，　y）は 節点 α を構成す る 隣接要素 か

らの 寄与があ る こ とに注意された い （
一

次元 の 図
一3．7 を

参照 の こ と）。こ れ を用 い る と変位 U ，V の 全域的な近似は

　 　 　 　 　 　 　 N

：：：：lll瀏 一 一 ・

と書け る 。 式鋤 と同様，これ もま とめ て

　　　麗 蟹 幽
＝N （Xt ツ）u ・一…・・……………・一 ・…・・

鱒

と表 され る 。 こ こ で

　　　  ・）一 ［
N10Nz 　 O …NNO

oN ， 0 ハ亀… 0 」PtrN］一 ・・…ee

は形状関数 の マ ト リッ ク ス で あ り，

　　　u ＝ ［u 、 v 、　 u2 　 z ，2
…UN 　 VN ］7 ………………鋤

は節点変位ベ ク トル で あ る。

　節点変位ひ ず み関係鋤 も同様 に，

　　　 even ＝＝ BU 　・・…・一…・……・……・……・…一…鮒

と拡張され る。こ こ で

　　　B ＝ ［B ， B2…BN ］……・・…………・……・・一 …BS

Ba； 惣 L ＿ ．．gq

黷 」
で あ る こ とは，式G3か ら明らか で あ ろ う。

有限要素法 で は通常，仮想変位 抛 お よ び 仮想ひ ずみ δ6

に式  ， 幽 と同じ近似が導入 され て （Galerkin 法），

　　　fiu　cr　OUn　＝　N （x ，
　or）δu − ・・…・……………・・……

働

84

　　 fie駕 δen ＝BtiU ………………一 ・………・………幽

と書 か れ る。こ こ で

　　 δu ＝匚δu 、
δv

、
δu2 δv2 …δUN δVN ］

T …一・…
 

は節点仮想変位ベ ク トル で ある。

　近 似 BS，働，鰌 を仮想仕事式鋤 に 代入 す る と

（δu ）
T

［（∫。　B
・DBdV ）　u

−
∫、D ，

　・VTIdS

一S。M ・dV］− o

とな る が， こ れ は変位境界上 を除い た任意 の δU に対 し て

成立する の で

　 　 　KO 「＝F ・・…………・

を得る。 こ こ で

…・・……………・……………
 

K 　・∫。 砌 腓 ………………・・…………・一 ・・
 

は全体剛性行列，

F −1、♂ 靨 ＋ 1評 ・♂y −・……………… 

は全体荷重 ベ ク トル と呼ばれ る 。

　剛性行列陶， 荷重ベ ク トル   の 積分は 要素 ρ6
ごとに 実

行され る。した がっ て

　　　K − ∫、砌 8 ゴy 一 鮎 （rv ）
・班 4y 一 加

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …・……・・働

Ke − ∫。e
（Be）

TDB ・dV ・…一 ・……………・…・・…es

F −∫、銑 脚 45 ＋∫。　iVTgdV

一 ≦1∫、卯 （・v
・

）
・・d・・ゑ∫。 （N

・

）
T
…

　 M
’

　　　　丑r

ロ Σ Te ＋ Σ G ¢ ………………・………・…・… 
　 e＝t　　　　 ¢富1

T ・
・ ∫、卯 （AT・）’ldS・…一 ・…………………一  

G ・一∫pe （Ne ）w ………・一 ……………・一 勧

で ある。こ こ で ，
M は要素数 ，

　 M ’

は荷重境界 ∂9t 上 に あ

る 要素 の 辺 の 数 で あ る 。 ま た，Ke は要素剛性行列，　 Te は

外荷重 に よ る 要素荷重ベ ク トル ，
Ge は自重 に よ る 荷重 ベ

ク トル で あ る。

　定ひ ずみ 三 角形要素 に対す る 要素剛性行列は ， 式鋤 よ リ

マ トリ ッ ク ス ・B が 定数 で あ る た め

　　　Ke＝（Be）
TDB4e ・…・…・一 ・……………・………6オ

と な る 。
こ こ に Ae は 三 角形要素 の 面積 で あ る 。 こ の Ke は

（6x6 ）の正方 マ ト リ ッ ク ス で あ る。全体剛性行列 K は ，

K ・se（α
， β＝ 2’i−1，2’i，2・ブー1，2燐 2・k−1，2・k）を該当す

る Ut行 β列 に加え合わ せ る こ と に よ っ て 組み 立 て られ る 。

　荷重ベ ク トル の 算定 　 要素 ge の 節点 i’」間に 分 布荷

：ヒと基礎，36− 9 （368）
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おける

ク トル

節点 iにおける
外荷重ベ クトル

図一4．2　荷重境界 ∂Osの 処理

重 が作用 して い る揚合 （図
一4．2）の 荷重 ペ ク トル Te を求

め よ う。 局所座標系 は

　　　ds＝v 珊

で 表 され，こ の 辺 上 に制約され た形状関数は 式 （3．121）と

同 じく

Nie（・）＝ 1一か 筋
ε

一 表
・……・…………一聞

と書か れ る （図一3．13参照）。た だ し，

　　　Le＝ 　 a ；t
− ar丿）

2
＋ （yt− YJ）

2

は辺 〃の 長 さで あ る。い ま ， 節点 iお よび ノに働くX 方向

荷重 の 大 きさをそ れ ぞ れ 好 ，〜♂ とす る と こ の 分布荷重 は

ix− （1・ J−〜♂）
万

＋謝

で 与 え られ る 。 同様 に ， ツ 方向荷重 は

砂 σノー言の壼＋ ｝ノ

と な る 。 また ， 式50の 中の 積分は

∫侮 （・）1・ ・… 18e（1− i，）［（・＝ ・一・x りか 司ds

一去〃 （・i♂＋・の

　　　∫価 （・）瀦 一去陥
・
＋ ・… ）

等 と計算で きる の で ， 結局

引慈］一 一 一一一・一
・・

を得る 。

　一方 ， 自重 に よ る荷重 ベ ク トル は ， rtが一
定で あ るの で

簡単に計算で きて

　　　Ge−
一一9−r・ri・［・ ・ ・ …　 ］

T − ・・………65

September ，1988
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とな る 。

　集中荷重 が作用 して い る場合 には 当該節点 にそ の 荷重 を

加え込 め ばよ い こ とは，浸透流計算に お け る ウ ヱ ル ポイ ン

トの 扱 い と同様 で ある。

　 変位境界 の 取扱 い　　 い ま，節点変位 ベ ク トル U の 内 ，

U”（X 一方向で もM 方向で も よ い ） が既知変位 a 、で あ っ た

とする 。 こ の 時， 全体剛性行列 Kw の α
一
行 ，

α
一
列 は取 り

去 られ て 縮退 され，荷重 ベ ク トル は

　　　Ft−→ Ft一ム：i．a．，　i＝1
，
2，…α

一1
，　α 十 1，…，2・aV

と修正 され る 。 ただ し，固定境界の 場合は 全体剛性行列お

よ び荷重 ベ ク トル を縮 退 す る の み で よ い こ と は ， 上 式 か ら

明らか で あ る
。

　 こ うして得られ た連立一次方程式 を解 い て 節点変位ベ ク

トル U が求 ま る 。 こ の 節点変位を用 い て ，各要素 の ひ ず

み が式切 か ら， さらに応力 が 式  か ら求 め られ る。

　 4．1．3　二 次 元 掘削問題 の解析

　斜面や トン ネル ，開削な ど の 工事 に お い て
， 従来は剛塑

性釣合い 論か らそ の 安定性が論 じ られ て き た 。 しか しな が

ら，今目で は合理性，経済性 ， 安全性 の 追求あ る い は 周辺

環境 へ の 影響 の 防止 な ど の 観点か ら， 安定性 の 検討 だ けで

は な く周辺地盤を含め た 地盤構造物全体 の 変形挙動 の 把握

が求 め られ る 場合が多い 。こ の よ うな問題 に 対応す る た め，

こ こ で は二 次元掘削問題 の 解析手法 に っ い て 述べ る。

　い ま，図
一4．3に示す よ うな掘削問題 を考える。こ の 場

合 の 掘削 とは，設定 した 位置 に 新た な 自由表 面 （掘削解放

面 SM と呼ぷ）を作る こ とで あ り， 解析上 ， 掘削解放面 に

掘削荷重 f （こ の 算定に つ い て は後述）を作用させ て ， こ

の 面 に作用 して い た 応力 ベ ク トル t＝ σ・n （a 。 は 初期応力，

域領削掘

図一4．3 掘削の 概念
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n は単位法線ベ ク トル ）が，掘削後に 0 とな る よ うに する

こ とで あ る 。 な お ，
i段 目の 掘削に よ る 応力 の 増加 を Aat

とす る と， n 段 の 掘削終了後 の 地盤 の 応力 an は，次式 に

よ り表され る 。

　　　 σ n ＝σ 。＋ Σ Aσ t…………・・…・…・……・………・…
輸

　 　 　 　 　 　 　 葛
＝1

　掘削 の 問題 を 有限要素法 に よ っ て 解析する に は ，
a ・ を

ど う設定す る か とい うこ と と ，
dai を ど う求 め る か に っ い

て の 2 つ の 問題 が あ る。

　初期応力の 設定　　地盤 の 初期応力 は，地盤 の 堆積作用

や浸食に よ る除荷あ るい は造山運動などの 地史的荷重履歴

に依存 して 決定 され て い る。造山帯，活断層 な ど の 周辺 で

は ， 水平方向応力が鉛直方向の そ れ を上 回 っ て い る事例 も

見 られ ， 初期応力の 設定に 当た っ て は ， 地質学的 に も十分

な検討を行 う必 要 が あ る 。

　地下発電所や石油地下備蓄な ど の 岩盤内大空洞 の 施工 で

は，そ の 重要性 に か ん が み オ
ーバ ー

コ ァ リン グ に よ る応力

解放法や，AE （Acoustic　Emission ）法 に よ り初期応 力 の

推定 が 行 わ れ る。 ま た，土質地盤 にお い て は K ・圧痛試験

等 に よ り地盤 の 応力状態 を推定す る こ とが出来 る。

　初期地圧 の 設定手 法と して は ，
こ の よ うな測定に 基 づ く

もの の ほ か ， 自重応力計算に よ る もの があ る 。 これ は ， 掘

削前 の 形状 ， 地質条件を考慮した解析モ デル を作成 し， 地

盤 の 自重 rtを作用 させ て 式 胸に よ り初期応力 の 状態を計

算す る もの で あ る。こ の と き， 当然な が ら外荷重 ベ ク トル

1は作用 し て い な い 。 こ の 解析 に お い て は ， 地盤構成材料

の 単位体積重量 ， 変形係数 ， ポ ア ソ ン 比 が 入力物性値 と し

て用 い られ る。た だ し，初期応力 の 算定 に用 い られ る ポァ

ソ ン 比 は鉛直応力 と水平応力 の 比＝側圧係数 K に対応す る

もの で あ り，こ の 後 の 解析 に用 い られ る値 とは必ず し も
一

致す る 必要 は な い 。岩盤等 の 初期応力を求 め る ため の 解析

にお い て は ，
ボ ア ソ ン 比 は O．5 に 近 い 値が用 い られ る。ま

た，水平な弾性地盤 の 側圧係数は ， ポ ァ ソ ン 比 V を用 い て

　 　 　 レ

K ；
　 　 1一り

と表 され る が ， 沖積地盤や 埋立地盤 で は K ，
；O．5 と なる

よ うに ボ ア ソ ン 比 を定め て 解析に導入 され る こ と が多い 。

また，変形係数 につ い て も，重要なの は 地盤構成材料問 の

大小関係で あり．数値 そ の もの に 固執す る こ とは ない 。も

ち論 初期応力 の 設定時 に 算出 され た 変位 は，掘 削に ょ る

変形 とは 無関係で あ り，掘削 に よ る地盤 の 変形解析 に 入 る

前 に ゼ ロ ク リア されねばな らな い 。

　掘削解放 力 の 算定　　図
一4．3（b ）に お い て， い ま，表

面に は外力は作用 して い ない と し， 掘削領域 VE と掘削解

放面 SE を考え る と， 仮想仕事 の 原理  に よ り SE 上 で の

応 力 ベ ク トル t・ は，掘削領域中の 応力 ao と物体力 g ＝ ［0，

一γt］
1
「
‘こ よ り

86

SSe・・ … dS − ∫。E
（δε

71
σ o

一δuTg ）・・ ……… 

と書か れ る 。 掘削後に掘削解放面上 で応力ベ ク トル がゼ ロ

と な る た め に は， こ の t・ と逆向き の 力を加えて やれ ば よ

い の で ，掘削解放力 f は

SSEδurf とiS− ∫レ．E （δuTg 一δeTa 。）dV 。…　じ・・・・…　69

で あ る
。

　有限要素離散化駒，B9を導入する と，掘削力 に等価な節

点荷重 ベ ク トル は結局

FE −∫。 E
（Nr ・

− B ・
a ・）dV・…・……・…・………・・eg

とな P，掘削解放力 は掘削要素 の 応力 σ ・ と，物体力 g に

よ り表され る こ とが分か る 。 式岡 の 解放力は掘 削解 放 面

S■
・に関与するす べ て の 要素に つ い て 重ね合わせ て 求め ら

れ る こ とは 言 うま で もな い
。

　4．1．4　ア イ ソ パ ラ メ トリ ッ ク要 素

　浸透問題 で 取 り扱っ た と同様に ， ア イ ソ パ ラ メ ト リッ ク

要素 を導入す る と局所座標系 ξ，η（− 1≦ξ， η≦ 1）を用 い て i

各要素中の 変位 が

攤：量二盤1：｝一 一 一…“

　 　 　 α篇1

と近似され る と同時 に ， 全体座標 Xpy も

　 　 　 　 　 ね 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

　　　 x ・＝Σ　x αN αe （ξ，η）， y ＝Σ ツαN α
ε（ξ，η）………おo

　 　 　 　 　 a ＝t　　　　　　　　　　　　　　　　 a ＝1

と座標変換され る 。 こ こ で ，
n は要素の 節点数 ，

　 Ua ，　Va は

節点変位 の ベ ク トル，∬ 。，Y 。 は各節点の 座標値で あ る 。 ま

た ， 形状関数 ヱ〉。
e（ξ， η）は， 図

一3．15（a ）の 4 節点要素に

対 して は式 （3．131）で 示 した よ うに

鑑iiili耋濤ii｝一 … a

と書 ける 。 9 節点の 形状関数に っ い て は式 （3．132）を参照

され た い 。

　全体座標系 （X、y）と局所座標系 （ξ， η）の 微分は

［窓僕 ］［　；］
一一 一 一

と結 び っ け られ ， こ の

懽 1− − ny・・・・・…

は ヤ コ ビ ア ン マ ト リ ッ ク ス と呼ばれ る こ と，こ の 逆 は

土 と基礎，36− 9 （368）
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懽 ト
ー 一・一…

と書 か れ る こ と，ヤ コ ビア ン （行列式）が

　　　」一… J − ｛縞 一｛駿 一 ・………一 ・…ee

とな る こ と は 2．2節 で 述べ た とお りで あ る 。

　ま た ， ア イ ソ パ ラ メ ト リッ ク 変換  を用 い る と， ヤ コ ビ

ア ン マ トリッ ク ス 飼は

　　　J −［
Jn　 JnJm

　 J22］
…………・一 ……………・…・一

黝

　　の ・審 一 か
∂

笋・ 旗 寄一 か
∂

笋

　　J！1一嘉一 か
∂

誰 」22 − ｛穿一 か警
とな り （n は要ge　9e の 節点数）， こ の ∂1＞・ef ∂ξ，∂N α

¢ 1∂η
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と計算され る。 9節点要素の 微分は式 （3．141）で あ る 。 ま

た，J の 逆 は
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と計算され る。

　式BDで示 した 要素 の 節点変位ひずみ マ ト リッ ク ス Be は，
n 個 の 節点 を有す る ア イ ソパ ラ メ トリ ッ ク ス に 対 し て は
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と書け る が，各微分は式  の 成分を用 い て
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と な る 。 こ うして ， 各要素 の ひ ずみ が
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と計算され る 。 こ こ で ，
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は要素 の 節点変位ベ ク トル で ある こ とは 言 うまで もな い ポ

　 こ れ ら の 近似 を用 い る と要素剛性行列  は

　　K … s二」二、
（Be （ξ，η））・ 刀 聡 ・）」dξ吻 …一  

と計算 され る。

　 また， 要素 の 荷重ベ ク トル   ，  は っ ぎの よ うに計算さ

れ る。ま ず，外荷重分布 （tx，
　 tv）が与え られ て い る場合 の

要素荷重ベ ク トル Te を計算す る た め に ， 図
一3．16と同様 ，

節点 1，2，…，P よ り形成され る荷重境界∂Mteに局所座標系

S を導入す る と

　　　♂∫＝ 〜櫪 2
＋ dy2・………・…………・……・・……・…

 

で ある 。 こ の 境界上 に 制限 され た形状関数は， ρ孺2 に対

し て は
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・・・・・・・…　セ7）

p＝3 に対 して は
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z，

　　　Nse（ξ）； ξ（1十ξ）！2 ……・・一………（3．152）再掲

で あ る。ベ ク トル Te を
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と書 くと，α 節点 に 対応す る 項 は 以上 より
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と求 め られ る 。 ま た ， 分布荷 重 （tmJ　 tv）は通常各要素の 節

点 の 値 と し て

　　　txte，　 tx2et…，txpe

　 　 　 tvlet　　tv2e，　・一・，　tvpe

と与 え られ る の で ， そ の 分布は ξの 関数と して
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と計算され る。

　 自St　rt に よ る 荷重 ベ ク トル Ge は明らか に

　　　σ¢ ＝［09 、 092…Og 。…Og π］
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と求 まる。こ こ で
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で あ る 。

　式   ，   ， 83中の 積分は Gauss の 数値積分 に よっ て 求

め られ る こ と は言 うまで もない 。

　 4．1．5 三 角形要素

　解析領域が不規則 な場合， 多節点の三 角形 要 素 （図
一

3．18参照） を用 い なけれ ばな らない こ とも多 い 。こ こ で は s

こ の 三 角形要素を応力問題に適用する こ と を考え る 。

　面積座標 （図
一3。19）は式 （3．157）と同じ く

　　　Ll ・ ・Al／A ，　 L2　＝ Az ／A ，
　 L3≡ As1A ・…・……・… 

と定義され る 。 た だ し
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で あ り， 面積座標 （L1，
　L2，　Le）と全体座標 （x ，　y）との 関係
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で 与え られ る （6 節点要素 は式（3．164）参照）。

　式鴎お よ び鉤 よ リヤ コ ビ ア ン マ トリ ッ ク ス および そ の 逆
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と な る 。

　 n 節点三角形要素の 節点変位 ひ ずみ マ トリッ ク ス Be は
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と計算され る。こ こ で ，形状関数 の 微分 は，3 節点要素幽

に対 して は
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と与え られ る （6 節点要素は式 （3．173）で あ る）。ま た，
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で ある e

　要素剛性行列  は こ れ らよ り
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と求め られ る 。 こ れ に 3．2．4項 の 数値積分 （3．177）を適用

して
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で あ る。こ こ で m は積分点 の 数 で ある 。

　外荷重 によ る要素荷重 ベ ク トル Te の 求め方は ， ア イ ソ

パ ラ メ ト リッ ク要素と 全 く同じ で あ る 。 また 自重 rt に よ

る要素荷重ベ ク トル Ge は式 幽 で 定義され
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と計算されよ う。
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