
The Japanese Geotechnical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japanese 　Geotechnlcal 　Soclety

技術手帳 一 一

上 解 ， 下解 ， 正 解

田 村 　 武 （た む ら た け し）

京都大学助教授　工学部土木工学科

1． は じ め に

　土構造物の 限界状態 とは ，

一定の外荷重 の もとで

っ りあ い を保ちなが ら塑性変形 を持続する状態の こ

と で あ る 。 こ の 限界状態 の外荷重 の 大 きさ （正 解）

を解析す る際 に しば しば利用 され る の が上 ・下解定

理 で あ る 。 こ こ で は ，

一軸試験 の 強度と帯基礎 の 支

持力 を例 にあげなが ら二 っ の定理の 内容 と意義に っ

い て 説明する 。

2．　 一
軸試 験の 場合 に おけ る上 解定理 と下

　　解定理

　図一 1 に 示 す よ うな粘土 の 供試体を考え る 。 こ の

粘土 の 断面積 を A ，高 さを h，そ し て
一
軸圧縮強度

をq 。 （・ ・2　c、、）とす る 。
い ま ， こ の 供試体に．P な る圧

縮荷重 を与 え る とき，破壊す る か ど うか検討す る 。

い うま で もな くP 、 。
＝2　c 。A 　tsる 荷重が 解で あ る こ

とは あ き らか で あ る が ， こ こ で はあえ て 別の解法 を

考 え て み よ う。

　2．1　下解定理 と下 解法

　上記 の Pcr以下 の 荷重 P を作用 させ た とき， 供試

体 の い た る とこ ろ の （鉛直）応力は一
定で あ り， そ

の 値は 2c 。 （降伏応力）以下 で あ る 。 こ の と き の応

力状態 に つ い て ，次 の 二 つ の 条件が成立 し て い る。

　　静的条件 1　 全体は っ りあ っ て い る 。

　　静的条件 H　降伏条件 （い ま の 場合 ， 主応力差

　　　 ； 2　Cu） を越 え る よ うな 応力 は 発生 し て い な

　 　 　 い 。

　こ の 二 っ の 条件を満たすよ うな荷重 と応力状態 の

組合わ せ を静的可容 （statically 　admissible ）とい う。

じ っ は 逆に，「任意 の 静的可容な 状態に 対応す る荷

重 P は 正ee　Pcア よ り小 さい か ， ある い は せ い ぜ い 等

しい 」 とい うこ とが証明 され る 。
こ れ が下解定理 で

あ る 。 し た が っ て ，

「こ うし て 求め た 荷重 P を最大
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図一1　 一
軸試験 の 供試体 と荷重

化すれ ば ， 正解 瓦 。 が求ま る 。 なぜ な ら， 真の 限界

状態 も一っ の 静的可容 な 揚 を作 る か らで あ る 」。
こ

れ が下 解法 で あ る。

　2，2　上解定理 と上解法

　 っ りあ い 状態 を基本 とす る下解法 と比べ て上解法

はやや誤解され やす い
。 そ の 理 由は，こ れ が変形速

度場 を基本 とす る か らで ある 。 い ま ， 供試体が図一

2 の よ うなすべ りを生 じ て い る としよ う。 上端の荷

重の 沈下速 度を thとす る と ， す べ り面上の 相対速度

は b／sin θ で あ る 。 こ の よ うに全体 として 矛盾の な

い 速度揚を運動学的可容 （kinematically　admissible ：

以下 ， 動的可容 と略） とい う。
い わ ば実際に 図に す

る こ と が で き る よ うな 速度場の こ と で あ る 。 もう少

し別の 動的可容な速度揚 を作 っ て み よ う。図一 3 の

よ うに 鉛直方向に 一様な圧縮 ひ ずみ 速度 Ev（＝b／h）

図
一 2　上端 の 沈

下速度とすべ り面
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図
一3　 供試体内の

ひずみ 速度
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と水平方向に 一様 な ひずみ 速度 Eh を もつ よ うな変

形速度場 を考え る 。
こ れ は確か に図にする こ とが で

きる が ，

一般 に は動的可容 で な い 。 それ は ， 非排水

状態を考え る揚合には ， 体積が一定で な けれ ば な ら

な い か らで ある 。

　 し たが っ て Ev＋ 2　Sn＝ O な ら動的可容 と な る 。 も

し も内部摩擦角 φの あ る場合に は ， φに よ り定ま る

一定 の 膨張が生 じなけれ ばな らな い （図一 2 の 場合

に もす べ り面 にお い て 膨張が 生 じ る こ とにな る）。

っ ま り動的可容性 に は どの よ うな降伏条件を仮定 し

て い る か が関係し て くる 。 ま と め る と以下の 二 つ の

条件 が動的可容の 定義 で あ る 。

　　 動的条件 1　 全体 の変形速度揚 は図 にす る こ と

　　　 が で きる 。

　　動的条件 H　仮定す る降伏 条件か ら定ま るひず

　　　み 速度間 の 関係 を満た す 。

　 さて 「任意 の 動的可容 な速度場に対 し て ，

　　外部仕事速度＝内部塑性仕事速度

とお い て得 られ る外荷重 P の 大 きさは 正解 P，r よ り

大 きい か ， あ る い は せ い ぜ い 等 し い 」 とい うこ とが

証明 され る。こ れ が上解定理 で あ る 。 し た が っ て ，

「あ らゆ る動的可容 な速度場 を考 えな が ら， 対応す

る荷重 P を最小化すれ ば
， 正ge　Pc， が求 まる 。 なぜ

な ら，真の 限界状態も一つ の 動的可容な揚で あ る か

らで あ る 」。 これが 上解法 で あ る 。
こ こ で 注意すべ

きは，降伏条件と速度揚を仮定 し た とき内部塑性仕

事速度が一意的 に定ま る こ とで あ る。

　上解法の例 を説明 しよ う 。 図一 2 に お い て，す べ

り面 の 面積が A ／COS θ
，

せ ん断強さfl：　Cu で あ る こ と

に注意すれ ば
， 上解定理 よ り

P・i 一 器 ・
，、ξ、
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図
一4　 静的許容な応力場 と外力 （そ の 1 ）

January ． 1990

と お い て 一
っ の 荷重 P ＝ 2 ‘認 ／sin 　2θ が 求ま る 。 こ

れ は θ＝・45 °

の と き ， 最小値 2 伽 4 を とる。
こ れ は

正 解で ある。一方，図一 3 の 場合 ， 供試体 の 単位体

積の 各部分で 一軸強度 2c 。 × ivの 内部仕事が生 じ る

の で ， 上解定理 よ り

脹 … x 音… …・……・………一 ……・一
（・）

をえ る 。
こ れ か らも正 解が で て くる 。 い きな り正解

が得 られ た の は つ ま り， 図一 3 の 速度揚が真の 速度

場 （の
一

つ ）だ か ら で あ る 。 な お ， 図一2
， 3 に お い

て 側圧 an が作用す る揚合 に は ， 限界荷重が （2　Cu 十

ah）A とな る こ とが わ か る （側圧 の す る仕事速度 を

考慮すれ ばよ い ）。

3．　 帯基 礎 の 支持 カ へ の 応用

　 2．の 場合と同 じ粘土か らな る 図一 4 の よ うな水平

地盤 の 帯状荷重に 対す る 極度支持力 qcr（二 次元平

面 ひずみ問題） を考え る 。 簡単の た め ， 地盤の 下端

は な め らか で あ り， せ ん断抵抗 （摩擦）はな い とし

て お く。

　 3．1　 下解値

　 い ま載荷部分直下 の 垂 直応力が荷重強度 q に等し

く， ほ か の 部分の 応力 は 0 とす る 。 こ れ は明 らか に

っ りあ っ て い るが ， 現実には存在 しな い よ うな応力

状態か もしれない
。 重要なこ とは つ りあっ て い るか

ど うか とい うこ とで あ っ て
， そ の 応力状態が実際 の

もの か ど うか と い う こ と で は な い
。 い ま ， こ こ で

q・ ・ 2　Cu とす る と， 一
つ の 静的可容な状態 とな る 。

したが っ て ， 下解定理 よ り q ，r ≧ 2　Cu と な る 。 もう

少 し努力 し て み よ う。図
一 5 の よ うに全領域 の 水平

応力を α Cu（α は末知定数） とす る 。 こ の 場合 も応力

は っ りあい 条件 を満た し て い る 。 そ うした うえ で ，

q
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図
一5　 静的許容な応力揚 と外力 （そ の 2）
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図
一6　 動的許容な速度揚

降伏条件を破 らな い 範囲で荷重 を増加 させ て み よ う。

主応力差 （垂直応力 q
一

水平応力 crc。）hS　2　cu を越 え

なけれ ば ， 荷重直下 の 部分 で は大丈夫で あ る 。 し た

が っ て ，g・＝2Cu＋α Cu とな る 。 と こ ろ が
，

「応力状態

の 静的可容性は 全領域 で満た されね ばな らな い ti と

い う条件よ り α の 最大値が定ま る 。 荷重直下以外 の

部分 の 主応力差 （水平応力 α oの が 2 免 を越え な い

た め に は
，

α ＝ 2 が限界で あ る 。 こ の こ とよ り ，

一
っ

の 下解値 g ＝ 4c 。 を得る 。 静的可容 で あ りなが ら，

さらに 複雑 な応力分布を考えれ ば， よ り大きな q を

求 め る こ とが で きる か もしれない 。

　3．2　上解値

　図
一 6 の よ うな速度場 を仮定する。すなわ ち ， 荷

重縁 に沿 っ て すべ り面 が生 じ ， そ の内側の 部分 は主

働的に ， ま た外側 の 部分 は 受働的 に せ ん断 され る と

す る 。 等体積条件 を満 たすた め に 主働域は水平 に，

また受働域は鉛直に膨張 しなけれ ばな らな い
。 こ の

とき荷重 の 沈下速度 を abとす る と ， 外部仕事速度は

qbb で あ る。一
方 ， 主働域お よび受働域 の 塑性仕事

速度は とも に 2　e。 bb， ま た 二 つ の すべ り面で の 塑性

仕事速度は c沸 軽中央深 さの 沈下速度 t／2 を平均速

度と思 えば よい ） とな る こ とが わ か る 。 し たが っ て

上解定理 よ り，一
っ の 上解値 4Cu（1十 hf4の を得る 。

　以上 ， 上解値 ， 下 解値 をま とめ て ，

　 　 4Cu ≦9cr≦4　Cu （1十 h！4b）・・孕・・・・・・・・・・・…　一・・・・・・…　【3）

の よ うに正 解を上下 か ら評価す る こ とが で きる 。

4．　 ま　 と　 め

　古典的 な塑性論 の上 ・ 下解定理 とそ の 応用に っ い

て 説明 した。土質工 学 の 主 要な課題で あ る土構造物

の 安定解析に対 し て ， こ れ らは一
つ の 有力な道具 と

なる 。 また ，
二 っ の 方法で 求めた近似解が正解を挟

む とい うの は興味の ある理屈で もある 。 定理の 詳し

い 証明や力学的 な構造 （相補性）あ るい は そ の数値

解析へ の 応用 に っ い て は 省略 し た が ， こ れ らに つ い

て は 例え ば下記 の 参考文献を参照 され た い
。
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