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L は じ め に

　数値解析は ，

　（1） 行列計算 に 関す るもの

　 （ID　 数値積分 に 関す る もの

　（III）　 微分 方程 式の 解法 に 関する もの

な ど に 大別す る こ と が で き る。（1 ＞は 連 立
一

次方程 式 の

解法や 固有値の 計算， （II）は定積 分 の 近似法 で あ るが，

こ れらは 数値解析 よ りも数値計算 とい うべ きもの で あ っ

て ， 主 と して こ れ か ら述べ る（HD の 基礎 と なる 技術 で あ

る。こ こ で は （III）を中心 に 説 明 す る が ，（1）で は ガ ウ ス

の 消 去 法 が
， ま た

， （II）で は ル ジ ャ ン ドル ーガ ウ ス の 積

分法が と くに 有名 で ある。

　議論を進め る まえに ， こ こ で用 い る例題 を設定 して 置

く。簡単の た め一次 元 の 2階微 分 方程 式 ：

　　　窪 ・∫ω 一・一 ・一 ・・一 ・…・・・…一 ……（・）

をと D上げ る。こ こ で f（x ）は 与え られ た 関数 で あ る。

図
一 1に 示すよ うに ， 領域 の 長 さ は 1 と し， 両端で の 境

界条件 は

　　　 u （0）＝0 ，　u （1）＝0 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（2 ）

と して お く。こ れ は，両端 固 定 さ れ た一
様 張 力 の ゴ ム ひ

もに ， ノ（x ）と い う荷重 が 作 用 した と きの ゴ ム の た わ み

曲線 を求 め る問題 とい うこ と もで きる 。

 

　　　　 f（x）

図
一1　 例 題 と その 境 界条件

2．数値解 と数値解 法

　近似解 の
「
近似 」 とは どの ような意味なの で あろ うか。

じつ は，それ に はい ろい ろな答 え方が あ る。さらに い え

ば，厳密解 で す らそ の 定義の 仕 方に よ っ て は，解が 存在

し な か っ た り，あ る い は 存在 して も
一

つ で な い こ と もあ

る。例 え ば ， f が 不連続関数で あ っ た り， そ の ほ か の 特

異な関数 で あ る場合 に は，その ような問題 が 生 じる。そ
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の よ うな場合，逆 に，「ど の よ うに 解を定義す れ ば ，解

が た だ
一

つ 存在す る か 」 と い う問 い か け もあ り得 る。ま

し て 数値解や 近似解 と い うの は，い ろ い ろ な 解 の 定義 が

あ っ て も不思議 で は な く，また ， それに よ り求 め られ る

解が 異な る こ と も当然 で あ る。

　と こ ろ で 解析解 （厳密解） に は 種 々 の 属性 が あ る。例

え ば，

　a ．境界条件 （2）を満足す る，

　b．2階微分 が 可能 で あ る ，

　c ．支 配 方程 式 （1）を い た る と こ ろ満 足する，

な どの 性質 を有 して い る。こ れ ら の
一

つ
一

つ は，解析解

で あ る た め の 必 要 条件 で あ る。つ ま り， 解析解 で あ る な

らば こ れ らすべ て を満足す るは ず で あ る。近似解 と い う

の は ， こ れ ら の うち ，
い くつ か を弱 く し た条件を満足す

る もの で あ る。その 弱 くさせ る方法 は む ろ ん一
意的 で は

な い 。い うま で もな く， 十 分 弱 くす れ ば解 は容 易 に 求 め

られ るが，そ れ に どの ような 意味 が ある か は 個人 の 価値

判断 に よる。よ り強 い 条件 の も と で は 解 （うえ の 条件を

な る だ け 忠 実 に 満足 す る解）を求 め に くい が，それ だ け

多 くの 価値 を有 して い る。

3．主な数値解析法

　3，1 差分法 （Finite　Di幵 eren ．ce 　Method ＝ FDM ）

　差分法 の 基本は，図
一 2 の ように 接線 （微分商） を幅

h の 区間 に お い て 割線 の 勾配 で 置 き換 え る こ とで あ る 。

つ ま り，関数 u の 1 階微 分 が

　　　磐 ）誣 認 ＋ ゐ

尸
ω ・・…・一……・…・……（3）

の ように 近似 され る。図
一 2 を参 照 しなが ら，こ の 考え

方 を続 い て 2 回用 い れ ば，

u（x ）

図
一2　 差 分 に よ る近似
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鏨 雇 （x 十 h）− 2u （x

　　　　　　 h2
）繍

一h）………（・）

を得 る。上 記の 例題 に お い て 区間 を n 個 の 部分 に 等分

割 し，両端 を除 く節点 で 微分 方程 式 を差分 で 近 似すれ ば ，

各節点 の 値 を未知数 とす る連立方程式 が 得 られる。差分

法 は，与 え られ た微分方程 式に 対す る 直接的な近似式 を

導く。

　こ こ で求 め ち れ た 解は ， 節点 に お い て 値を定義 さ れ る

が ，それ以外 の 点 に つ い て は何 も情報 を与 えな い
。 した

が っ て，微分可能性や 微分 方程式 の 満足度 に つ い て は わ

か らな い 。差分 法 は 歴 史 が 古 く，流 体力学 を中心 に，解

析領域 が 格 子 状 に分割 で き る場合 に しば しば 用 い られ る

数値解析手法 で あ る 。

　3．2 重 み 付 き残差法 （Weighted　Residual　Method ＝

　　　WRM ）

　解 u （x ）を以下 の よ うに 有限個 の 異 な る 関数族 g ガ（x ）

（以 下 ， 基 底 関数 とよ ぶ ）の 線形和 で 近似す る。

　 　 　 N

u （x ）＝ Σ aigi （x ） ……一…・一……・………・・
（5 ）

　 　 　 ピ＝i

こ こ に ，基 底関数 9i（x ）（i＝1，2，…，N ）は， 2 階 微 分

可 能 で あ っ て，か つ ，ge　u （x ）と 同 じ斉次境界条件 ：

　　　9i（0）＝9i（’）謳0　
・・・・・・…

　
一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…

　（6 ）

を満 た す N 個 の 既 知 の 関 数 で あ る。個 々 の g 、（x ）が

（斉 次 の ）境 界条件 を満 足 す る こ とか ら，い か な る未知

係数 α ，に 対 して も，近似 関数 u （x ）は や は り斉 次境 界

条件 を満 た す。こ の 9i（x ）の 選 び 方 に よ ワ解 の 近 似 の 度

合 が 異な るか もしれない が ，基本的 に は 自由 に 選 ぶ こ と

が で き る。

　さて 〃 （x ）が 解 で あ る と仮定す る と，こ の と き任 意 の

関tw　v（x ）に 対 して，
　　　 み　ヒご　　TP　　　i　　　t　　　　　　　　　　　li

　　　頚響
．
・刺 v（肋 一・

…・9− ……・
（7）

す な わ ち，

召禽詔 離〉
・ ノω ｝v （・ ）dU − ・…………（・）

が 成 立 しな け れ ば な らな い 。す な わ ち，解 な ら ば 式 （1 ）

を満 た す こ とか ら， 当然 ， 上式 の 積分値 は 0 で なければ

ならない 。つ ま り，こ の 式 は u （x ）が 解 で あ る た め の
一

つ の 必要条 件 で あ る。し た が っ て，な る だ け 多 くの

v（x ）に つ い て 上 式 を 満 足 す れ ば，よ り精 度 の い い 近 似

解 と い え る し， わ ずか の 数 の v （x ）に つ い て の み しか 成

立 し な い の で あ れ ば 精 度が 悪 い とい え よ う。こ の よ うな

意味で 関tw　v （x ）の こ と を試験関数 と よぶ こ とが あ る、

　さ て 近似 ge　u （x ）を決定す る に は ，
　 N 個 の 未知 係数

ai を決定すれ ば よ い の で あ るか ら，い ろ い ろ な v （x ）を

j＞ 個 （v1（x ），　v2（x ），…，　VN （x ））選 び
， 式 （8 ）に 代入 して

」〉個 の 方程式 を作成す れ ば

8

（
∫Vigftdu 　　

…
　　 ∫彷 9碍ぬ

∫v2gfdu … ∫汐2凶 礁

∫VN9 ｛
ノdx　　…　　　∫” M9 欝礁）（i）

一（
一∫vlfdv

− ∫v2fdv

− IVNfdv）一 ・一 …一
餅

の ように ，未知係数 ai を決定す る連 立一
次方程式 が 得

られ る。こ こ で は ， 9i（x ）と して 2 階微分可能 な関数を

仮定 して い る か ら，近似解 は 境界条件 の ほ か に ，微 分 可

能性 も満 た し て い る。しか し， 支 配 方程 式 を厳密 に は満

足 して い な い 、以下 に お い て，二 つ の 特別 な 重 み付 き残

差法 を紹介す る。

　O ガ ラ
ーキ ン 法 （Galerkin　Method ）

　重 み 付 き残差法 の 基本 式 （7 ）あ る い は （8 ）に お い て

Vi （x ）＝　gi（x ）とす る方法 をガ ラー
キ ン 法 とい う。

っ ま り，

解 u （x ）を近似するの に 用 い た 関数 g ガ（x ）その もの を試

験 関数とする よ うな 重 み 付 き残差法 で あ る。式 （9）か ら

明 らか な よ うに，解 くべ き連立 方程 式 は 以 下 の よ うで あ

る。

1総i驚）（1）
−C鷺）一 ・

一

O 弱形式 に基 づ くガ ラ ー
キ ン 法

重 み付 き残差法 の 基本式 （7 ）を部分積分す れ ば ，

隴 ・ω ］1−∫て窪劣
一
ア（x ）v （・ ））dU − ・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　………一…（11）

を得 る。式 （7）を要求す る こ とと，式 （11＞を要求す るこ

とに ， どの よ うな違 い が あ る だ ろ うか。一
見， 式 （11）は

式 （7）と同じ意味 をもつ ように 思 われ るが，一
つ の 大 き

な違 い が あ る。す な わ ち ， 式 （7）で は 関tw　u （x ）に 対 し ，

2 階まで の 微分 可能性が 要求 さ れ て い るが，上 式 で は 1

階 微分 の 可 能性 だ け で十 分 で ある。そ の 意味 で 弱 い 要求

に な っ て い る 。 ま た そ の 分 ，関ta　v （x ）の ほ うは 1階 微

分 で きる もの に 限 られ る。つ ま O，解 の 近似関数 鼠の

の 範 囲が 広 く な っ た うえ，さ ら に 試 験 関数 の 範 囲 が狭 く

な っ た の だ か ら近似解 の 定義 は ず い ぶ ん 弱 くな っ た とい

え る 。 繰 り返 すが ， 式（11）の 要求 は ， 式 （7 ）の 要求 よ り

も弱 い の で あ る。む ろ ん，も との 微 分 方程 式 （1）と比べ

れ ば ， は る か に 弱 い 式 と な っ て い る。こ の ような意味で，

式 （11）を式 （1 ）の 弱 形 式 と い う。ま た，仮 想 仕 事 の 式
2）

と もい わ れ て い る。近似 ge　u （x ）の 範 囲 は ず い ぶ ん 広 く

な D ， 解が 求 め や すくな っ た とい え る。逆 に い え ば ，
こ

　 土 と基 礎，43− T （450｝
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う して 求 め られ た 解 は ， 本来 ， 解が 満 た すべ き 2階の 可

能性す ら 有 し な い の で，解 とい え ど も
「
弱 い 解 」 に す ぎ

な い
。

　さて， こ の 弱形式 の 試 験 関ta　v（x ）に ，は や り u （x ）

を近似す る の に 用 い た 9i（x ）を代 入 す る こ と も で き る

（こ れ を単 に ガ ラーキ ン 法 とい う場合 もあ る ）。い まの 問

題 の 境 界条件か ら式 （11）の 第 1 項 は 0 と な る の で ，

　　　盞・妬黔咎礁 イ 撚

　　　　（」＝1，2，…　t1 ＞）　　・・一・・・・・・・・・・・・・…　一　　・・・…　　（12）

なる 形 の 代数方程 式を得 る 。 あ る い は

（
∫gfg｛dx 　　

鱒・
　∫9｛gk　dじ

∫96gfdU 　　…　　∫9≦gkde

∫9鼻9｛（な 　　
…
　　∫gkg 長de：）（1）

（
∫9、fdv

∫Ofdv

∫9Nfdv
）

一 一 一 …・・・… 13）

を得 る 。 左 辺 の 係数行列 を

ー
ガ

　

　

　

　

ガ

κ

鳧
・．・

邸

　

　

　

　

　

　

　

ヨ

κ

凡

…

風

凡

凡
・．・

飾ー
　

＝

　

κ

とす れ ば ，

κ・ イ 髪參砒

・・・・・・・・・・・・・・・…　（14）

・・・・・・・・・・・・・…
　（15）

で あ り，あ き らか に 係数行列 K は対称 で あ る 。

　3．3 有限要素法 （Finite　Element 　Method ＝FEM ）

　有限 要素法は，重み 付 き残差法 の
一

っ に 分類 さ れ る が，
よ り詳 しく定義す る と以 下 の よ うに ま とめ る こ と が で き

る。

　a ．（弱形式 に 基づ く）ガ ラーキ ン 法 で あ る。

b．便宜上 ， 領域 を要素と い う部分領域 に 分割す る。

c ．要素 の 境界節点 ご とに 9i（x ）を図一 3 の よ うに 選

　 　 ぶ 。

配

図
一3　有 限要 素法 の 基 底 関数

　こ こ で 有 限要素法 で 用 い る関数 gご（x ）に つ い て 説明 し

て お く。重 み 付 き残差法 に お い て 述 べ た よ うに ，本来，

July，1995

x
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9i（x ）の 選 び 方 は 境 界条件 を満 た す こ と，お よび 微分 が

で き る こ と以外は 自由 で あっ た。お そ ら く，領域 い っ ぱ

い に 分布す る関数 の 集合 を選 ぷ こ とが
一

般的で あろ う。

と こ ろ が，有 限 要素法 に お け る 関ta　9i（x ）は ， きわ め て

特殊 な もの を選 ぶ 。す な わ ち 図
一 4 に 示 すように ，全領

域 を分割 し て作られ た 部分領域 （要素 と よぶ ）の 境 界 点

（こ れ を節点 とい う） の
一

つ
一

つ に 特 定の 関数 ρゴ（x ）が

結 び 付けられ て い る．つ ま り，節 点 iに 対応 して 定義 さ

れ る関数 gゴ（x ）は ，節点 iに お い て 単位 の 大 きさ をとり，

隣接 の 節点 で 0 に な り， その ほ か に お い て は 0 とな る よ

うな折 れ 線 と して 表 され る。したが っ て，大半 の 点 に お

い て 関数値 は 0 で あ る。こ の よ うに 有限 要素法 に お い て

用 い られ る 9i（x ）を と くに 形状関数 と よ ぶ 。こ の よ うな

形 状 関数 を用 い る こ とに よ り，有限 要素法の 係数行列 は

数値計算上 ， 便利な特徴 をもつ こ とに な る。こ れ に つ い

て 簡単 に 説明する。
　 祝

0

図一4　 基 底 関数 と 全体剛性行列

　上 述 の ような形 状 関数　9i（x ）を用 い た 場合，どの よう

に して 式 （14）の 係 数行列 が 計算 さ れ る か 図
一 4 を参照 し

な が ら考えて み よう （なお ， 有限要素法 に お い て 式 （14）

の 係数行 列 を全体 剛 性 行列 と い う）。例 えば，K 、、 の 場

合，

　　κ 1 イ 像釜か ………・………・・………・・（・6）

で あるが，積分範囲 は 要素 e 、 と要素 e2 の み で あ る。し

た が っ て ，

凡 ・
一五貔像礁 ＋ゑ髪審旗 ・・………

く17）

同 様 に し て

K ，・
一 ゑ籌礬か ……・………一…………（・8）

鳧 ・鉱 ｛參駆 一（K ，・）
…・…・…一……（19）

　　　働 一五籌髪ぬ ＋ム籌髪礁 …………（20＞

で あ る 。 そ こ で 要素 ei に つ い て 要素 剛 性行列 Ke’を以

下 の ように 定義す る。

鮓 G隷 触 鱸
ぬ

）一（羅 〉
　

’’”冖’鹽9’9…
　
”・一・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…

　（21）

こ の 要素剛 性行列 を 用 い て 全体 剛性行列 を表現す る と ，

9
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の よ うに 書け る。す な わ ち ， そ れ ぞ れ の 要素 ご との 剛 性

行列 （い まの
一

次元 問題 の 場合， 2 × 2 の 行列）を順次

計算 しなが ら，そ れ ら の 成分 を全体 剛性行列 の な か に埋

め 込 ん で い くこ とが で きる。 こ れ は ， 実際に 全体剛性行

列 を計算する と き に 大変役立つ 方法 で あ る。つ ま り，要

素剛 性 行列 の 計算 プ ロ グ ラ ム を い っ た ん 作 っ て しまえば，

境界条件 を参考 に し な が ら ， 全体 剛 性行 列 を 計算す る こ

とが で きる。しか も，各要素 の 大 きさは 必ず しも同 じで

あ る 必要が な い に もか か わ らず ， 要素剛 性行列 の 計算手

法 は ほ と ん ど 同 じ で あ る。しか もその 結果，求め ら れ る

全体 剛 性行列は対角成分付近 を 除 い て 0 で あ る。こ の よ

うな こ とが 言え る
一

つ の 理 由 は ， 先 に 述 べ た 形 状 関 数 を

用 い て い る こ とで あ る。

4．お わ り に

　差分法 と重 み付き残差法 に 分 け，こ れ らの 手 法 の 概要

に つ い て 述べ るとともに ， 数値解析 の なか で 最 も重 要 と

思 わ れ る有 限 要素法 の 位 置づ けを説明 し た。一
言で 有限

要素法 をい えぱ，「
図
一 4 の よ うな基底関数 を用 い な が

ら，支 配 方 程 式 の 弱形式 をガ ラ
ーキ ン 法 で解 く方法」 と

い え る。したが っ て ， 本来か な り
「
数学的」 な部 分 を 有

して い る が ， 実際 は きわめ て 実用的で あ る。有限要素法

は，理 論 よ り も計算 テ ク ニ
ッ ク が 先行 して い る よ うに も

見 え る。事実，多少あ い ま い な テ ク ニ ッ クで あ っ て も，

そ れ な りに 結果 を出 して くれるの が有限要素法 で あ る。

した が っ て ， 理 論 は
一

次 元 モ デ ル ぐらい で 理 解 して お け

ば 十分 で あ り，実際 に プ ロ グ ラ ム を作る こ とが も っ と重

要 で あ る。

　な お
，

こ こ で 述 べ た 数値 解 法 以 外 に，境界要素法や 個

別要素法な どの 数値解法 が か なり用 い られ て い る 。
こ こ

で 説明 をする余裕 は な い が ， 数値解法 に は それぞれ の 長

所，短所 が あ る の で，こ れ ら を理 解し なが ら賢 明 な選択

をしな け れ ば な ら な い 。

蛇足 1．有限要素法の 導入 に
「

エ ネ ル ギ
ー

」 を用 い る の

　　　 は，初心者 に と っ て有害で あ る。誤差評価 な ど

　　　 に は有効 で あるが ，こ ん な用 語 な し に理解 すべ

　　　 きで あ る。

蛇足 2．「差分 法 が数学的 で あ る こ とに 対 し ， 有 限 要素法

　　　 は物 理 的 な方法で あ る 」 とい う説明 が あ る が ，

　　　 こ れ は 正確 で はな い
。 有限要素法 は 差分法以上

　　　 に 数 学 的 で あ る。

蛇足 3．化学試験 で は 種 々 の 試 薬 を用 い て，そ の 物質 の

　　　 中身を調 査する。ま た
， 深 い 地 球 内 部 の 構 造 を

　　　 知 りた い と き，波 動 や 電流を用 い る。そ の よう

　　　 な 意 味 で 釣合 い 式 に 対 し用 い る の が ， 試 験 関数

　　　 で あ る。だ か ら式（7）や （11）は
「
式 （1 ）の 中身

　　　 の レ ン トゲ ン 写真」 の ような も の で あ る。
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