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4． 数値粒子法 による土の 微視的挙動の 追跡 （その 2 ）
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4．1 最新数値粒子法

　4．1．6　粒 状体の 極 限 解析

　（1） は じめ に

　材料の もっ と も代表的 な 力学特性 は弾性 で あ る 。 高校

で 学 ぶ 「ば ね 」 の よ うに ， 作用す る力 に 比 例 して変形 が

生 じるモ デル で あ る。こ れを拡張す る とばねが速続 に つ

な が っ た 弾姓 体 とな る。例 え ば，1m の ゴ ム は 弾性 的 に

挙 動 す るが ，そ れ を 11nm の 大 き さで 見 て も，や は り，

弾性的 に 挙動する、すなわち，局所的な力学特性が巨 視

的な 力学特性 に そ の ま ま反 映 して い る 。 とこ ろ が代表的

な粒状体で ある乾燥し た砂試料の 特性 を 取 り上 げ る と，

巨視的 に 弾性あ る い は弾塑性モ デル （構成則） で 表現 さ

れ る こ とが 多い が，粒子 レ ベ ル で 見 た とき，必 ず し も弾

性 あ る い は 弾塑性 的 な 挙動を す る とい えな い 。 む ろ ん，

粒子 自体 が 「ゴ ム ま り」 の よ うに弾性体だ と仮定す れ ば，

微視的 に も弾性モ デル で い い の か も しれ な い
。 し か し，

砂 の 集合 の 変形 を 想像す る とき，巨視的な 挙動 が粒子 自

体 の 変形 に 基づ い て い る とは 考 え に くい 。む し ろ，個 々

の粒子の 配置 （formation）の 変化 が 巨視的 な 変形 に大

きな 寄与 を して い る と思う方が 自然 で あ る。で は 二 つ の

粒子 間に は どの よ うな力学的な作用がある の だ ろうか。

粒子 自体 に は わ ず か で は あ っ て も弾 性 的 な性質も あ る こ

とか ら，粒子 と粒 子 の 間 に 適当な 「ば ね」 を 挿入 して そ

の 力 が 相互 作用 の 要因 と 見る 方法 もあ る で あ ろ う。こ の

「ば ね」は非線形的 で あ っ て も よ く，場 合 に よれ ば粘性

を考慮した り，さ らに は す べ りを 表す た め に塑性 を 入 れ

る こ と もで きる 。 例 えば，個別要素法，粒状要素法が こ

れ に 当た る。し か し，こ れ らの モ デル で は弾性部分が主

要 な 役 割 を 果 た して い る 。 す な わ ち ，「ば ね 」 を 完全 に

取 り去 る こ とは で きな い 。 そ うす る た め に は，「剛 塑 性

モ デル 」 に よ る 「極限解析 」 の考 え方が必 要 とな る。す

なわ ち，粒子 は 完全 な剛体 で そ れ 自体は ま っ た く変形 せ

ず，粒子問 に は摩擦力 の み が 作用 す る よ うな モ デ ル で あ

る。鋼鉄 の ような 粒子 か らな る供試体 を そ れほ ど大 き く

な い 応力下 で 試験 し た とす れ ば，こ の よ うな 状況 に な る

は ず で あ る。そ の よ うな 観点か ら粒子 集合 の変形挙動 を

眺 め る と 「粒状体 の 極限解析 」 に た ど り着 く こ と に な る。

そ こ で 粒子 を 円形の 剛体 と仮定 し，一
定 の 大 き さの 摩擦

力に 支配 さ れ る 粒子群 に つ い て そ の 力学的挙動の 解析手

法 を 説明す る 。 摩擦 力は ，

一
般 に 法線方向の 力 （軸力）

に 依存 す る が ， こ こ で は 軸力 に 依存 し な い よ うな 摩擦力
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一4．17　弾 性解析 と極限解析

を仮 定 した 。 こ れ は 本質的な 仮定 で は な く，単に 説明を

簡単 に す る だ け の 目的 で あ る。

　 こ の よ うな 剛 体粒子 を 考 え る理 由 は，粒状 体 の 「粒 子

性 」の み を 考慮 した あ る種 の 「理想粒状体 」 の 特性を明

らか に する こ とで ある。

　   　極限解析 とは

　図一4．16（a）に示 す弾性モ デル に 対 し，極限解析で 用

い る剛塑 性 モ デ ル は，図
一4．16（b）の よ うに 伸 び 速度 の

符号 と力の 関係で 表 さ れ る 。 す な わ ち，伸 び 速 度 が正 の

場 合 に は，引張 り強度 が 負の 場合 に は圧 縮強度が 対応 す

る 力 とな る 。 ま た ， 伸 び 速度 が 0 の 場合 に は ， そ の 中

間 に ある こ とだ け が わか るが，値は決定で きな い。弾性

解析 と比べ て 極限解析 は 難 しい と思 わ れ て い る。しか し，

そ う とも 限 らな い 。図
一4．17（a）の 弾性係数 の 異 な る 3

本 トラ ス の 弾 性 解 析 は，荷 重 P が 作 用 した と きの 部 材

力 と節点変 位 を 求 め る こ とで あ り，そ れ な りに 面倒 で あ

る。一
方 ，図

一4．17（b）の 極 限 解析は ，与 え られ た 強度

を も つ 3本 1一ラ ス に ど の よ うな 大 き さ の 荷重 P が 作用

し た と き，どの よ うな 速度 分布 で破 壊す る か を 求 め る問 ．

題 で あ る。ま ず，す ぐに わ か るこ とは，も っ と も強 度 の

大 き い 3S の 部材 の 伸び 速度 が 0 だ とい うこ とで あ る。
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なぜ な ら，こ の 部材が 降伏すれば，それは 3S の 部材力

とな る こ とを意昧 す る が，強度が 5 の 部材 は S 以上 の

部材力を 持 ち得 な い の で ，．節 点 で の 水 平 力 の 釣 合 い 条件

が 保 て な くな る か らで あ る 。 し た が っ て図：
’
4．17（b）に

示す よ うに，こ の 構造は 3S の 部材 の 伸び速度が 0 で あ

る ように 崩壊 す る。む ろ ん ，強度 3S の 部材 の 部材 力 は

S で あ る。2S の 部材 も伸び る の で 2S の 部材力 とな る。

し た が っ て ，P の 大 き さ は （2 ＋   ）S とな る こ とが わ

か る。仮 定 した 速 度 場 が釣 合 い 条 件 を 満足 す れ ば，そ れ

が 正 解 となるの で 暗算 で 答 が 出せる場合もある。

　（3＞ 極限解析の か らくり

　極限解析の 本質 に つ い て も う少し説 明 し よ う。先 と同

じ構造 で あ るが ，こ の よ うな 鉛直荷重 が 作用する 場合，

崩壊時にほどの 部 材 に も引張 り力 が働 く。だ か ら崩壊時

の 荷重点の ヒン ジの 代表的な動きは図
一4．18の 三 つ で あ

る。こ れらの よ うに破壊時の モ
ー

ドを 「メ カ ニ ズム 」 と

よ ぶ。メ カ ニ ズ ム 1が il解で あ る 。 あ と の 二 つ の メ カ

ニ ズ ム で は 節点 に お け る 左右の 釣合い が 保 て な くな る。

例 え ぱ メ カ ニ ズ ム 3 で は ，す べ て の 部材 は 伸 び つ つ あ

り，引張 り強度 ま で の部材力が 発揮さ れ て い る が，二 つ

の 斜材の 強度 に 違 い が あ るの で ，水平方向に 釣合 い を保

つ こ とがで きない 。 だか ら，メ カ ニ ズ ム 1 しか実現 し

な い の で あ る。（変位法 に よ る）極限解析 とは ，本質的

に 考 え 得る メ カ ニ ズ ム を す べ て 取 り一Lげ，そ の 中 か ら釣

合 い 条件 を満 た す もの を 探す こ と と等価 で あ る。簡単 な

構造で は考え られ る す べ て の メ カ ニ ズ ム を 網羅す る こ と

は 不可能 で は ない が，複雑 な構造 で は膨大 な 数の メ カ ニ

ズム か ら正 解 を 洗 い 出さなけ れ ばな らない 。こ の た め に

何か有効 な手段 は な い の だ ろ うか ？　実は そ れ が 「上界

法」 とい わ れ る もの で あ る。そ の 方法 は 以
．
下の よ うで あ

る 。

　 1） 外力 P の 仕事 が 正 と な る よ うな メ カ ニ ズ ム を一

　　 っ 取 り．ヒげ る 。

　 2） 「外力仕事率」； 「部材 の 塑性仕事率 」　 とい う式を

　　 書 ぎ下 し、t こ れ か ら荷 重 P を 求 め る。

　 3） こ う し て 求 め た P は 正 解値 よ り大 きい （厳密 に

　　 は 「小 さ くな い 」）。つ まり，正解値は，こ う して 求

　　 め齢 値 よ り小 さ い。

　 図
一4、18の 三 つ の メ カ ニ ズム に お い て，荷重 点 の （鉛

直方向の ）沈下速度 を V とす る と，容易 に 三 つ の 部材 の

伸 び 速度 が V に よ っ て表 され る。そ れ ぞ れ の 伸 び 速度 と

強度をか け た 量 が部材の 塑性仕事率で あ る 。 例 えば ，メ

カ ニ ズ ム 1 の 場 合，三 つ の 部材 の 伸 び は ，左 の部材 か

ち 順 に，  尠
，
v お よび 0 で あ る。上 記 2）の 式 か ら

　　 P ノ己Sx 再
7v

＋ 2S × v ＋ 3SxO ・・い・・・・・…　
』・・・・・・・…　

t
（4．9）

とな っ て ，先 に 求 め た 正 解値 P − （2 ＋   ）S を 得 る。
…

方，メ カ ： ズ ム 2，3 の 場合 に は ，同様 に して そ れ ぞ

れ P ＝：：．（2＋ 3  ）S，P 《 2 ＋ 2  ）8 を得 る。明 らか に

配 解 よ り も大 き くな っ て い る こ とが わ か る 。だ か ら上 界

、法 を 用 い て ，荷重 の 大 き さ P を 最小 に す る メ カ ニ ズ ム

を 探査 す れ ば よ い 。こ れ に も っ と も 適 し た 手法 は 線形計

画法 で あ る 。 な お ，

一一．・
つ 注意 して お く と，上 界法 で 用 い
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図一4．19　 二 つ の 剛体要素

る 2）の 式や式 （4．9）は，い わゆ る 「仮想仕事の 式」
・
で は

な い 。こ れ は 単 に 上 界法 に お け る．P の 計 算式 に 過 ぎ な

い 。ま た，上界法 が成 立 す る理 由で あ る 「上 界定理」 は，

仮想仕事 の 式 と 「最大塑性 仕事 の式 」 か ら証 明 され るが，

こ こ で は 述 べ な い
。 興味あ る の は ， 荷重 P が 最小 とな

る条件 を 書け ば ， それが トラ ス 構造の 釣合 い 条件 と
一

致

す る こ とで あ る。つ ま り，P を最小化す る こ と と，構 造

の （静的な，す な わ ち ， 加速度 を考え な い ）釣合い 条件

とは等価 で あ る こ とが 示 さ れ る 。

　（4） 二 っ 粒子要素の 場合

　図
一4．19に示 す よ うに 直径 D の 二 つ の 円形剛 体要 素

が 水平面内 に あ る 。 左 の 要素 は 直角 の 壁 と2 点 で 接 し，
一

方，右の 要素 は 鉛直の 壁 に 接して い る。二 つ の 要索 ど

うし は そ れ らの 中 心 を 結 ぶ 線 分 が x 軸 と π ！6 どな る角

度 で 接 し て い る 。 接触点で は ， す べ り とこ ろが り ， あ る

い はそ れ らが同時 に生 じる。二 つ の粒子間の す べ りに抵

抗 す る摩擦強度 （こ こ で は 定数 と仮定 して い る の で粘着

力 の よ うな 量）を Cp，粒子 と壁 の 摩擦強度 を Cw す る

（Cp＜ （為 と す る ）。こ ろ が り抵抗 は な い もの とす る。こ

の と き，右 の 要素 に 接 す る壁 を左方向に 押す と，は じめ

は 四 つ の 接触点 の 摩擦 力 に よ り静 止 を 保 つ が，や が て ど

こ か で摩擦抵 抗 を超 え る せ ん 断 力 が 生 じ， 粒子 が移動 と

回 転 を始 め る。問 題 は

　1） 外 力 P が ど の よ う な 値 に な っ た と き動 き始 め る

　 　 か ？

　2）　ど の よ うな メ カ ニ ズ ム （運動形式）で 動 き始 め

　 　 る か ？

を極 限 解 析 の 立 場 か ら決 定 す る こ とで あ る。こ こ で い く

つ か の メ カ ニ ズ ム を 考 え る。図一4．20（a ）に 示 す よ うに

左 の 要 素が 左 向 き に 回 転 して ，接 触 点 2 と 4 で す べ
っ

た とす る。こ の と き，こ こ で は 当然，最大 の せ ん断抵 抗

土 と基礎，50− 9 （536）
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図一4．20　三 つ の メカニ ズム
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図一4．2t 正解時 の 釣合 い

力 で あ る Cw が生 じて い る。
一．一

方，二 つ の要素の接触点

で は 最大 Cp の せ ん 断力 し か 発揮 し え な い 。左 の 要素 の

中心 に関 す る力の モ ーメ ン トの 釣合 い 条件 を考 え る と，

Cp ＜ C、。 で あ る こ とか ら右回 りの 力の モ
ーメ ン トが つ ね

に大 き くな っ て ，釣合うこ とは あ り得ない こ とにな る 。

次 に図
一4．20（b）に示 す よ うに，右 の 要素の 接触点 3 で

す べ りが 生 じ た とし て も同様 に Cp〈 Cw で あ る こ とか ら

回 転 に 関す る釣合い 条件を満足 で きな い こ と に なる。し

た が っ て Cp 〈 Cw の 場 合，す べ りは 接触 点 1 の み で許さ

れ る 。 そ の 他の 三 つ の 接触点 で は す べ りは生 じ得 な い 。

つ ま り，図
一4．20（e ）が 正 解 の メ カ ニ ズ ム で あ る。こ の

正 解時の 右の 要素 に作用 す る 力を 示 す と図
一4．21の よ う

に な る 。 こ こ で 接触点 3 で は す べ りが 生 じ て い な い の

で ，摩擦特性 か らは せ ん 断力を 求め る こ と は で きな い が ，

右 の要素の 力の モ ーメン トに関す る釣合 い 条件か ら ，
こ

こ で の せ ん 断力は C
，，
で な け れ ば な らな い 。 未知 の 力 は

極限状態 の 作用外力 P と接触点 1 に おけ る 法線方向 の

力 N で あ る。

　 こ れ ら二 つ の 未 知 数は 要 素 2の x ，y 方 向の 釣合 い 条

件 か ら求 め る こ とが で き る。実際 に 計算 す る とP ・＝1＞＝

（2 ＋R ）Cp とな る。

　（5） 多くの 粒子要素 の場合の 計算例

　 こ こ まで 説明した 剛体要素の 極限解析は，要素の 数が

増 加 し て も本 質的 に は 同 様で あ る。た だ し，計 算量 は増

え る の で 訴 計算 は 面倒 に な る。そ こ で ，計算機 を用 い て

線形計画法の プ ロ グラ ム を組む こ とに なる。通常 の シ ン

プレ ッ ク ス タ ブロ ー
を 用 い れ ば よ い が，初期の 実行 可 能

解が 不 明 な の で，い わ ゆ る 「2段 階単 体法 」 を適用 す る 。

一
方，こ の よ うな 計算が 果 た して どの 程度の 信用 が あ る

か を 調 べ る こ と も重要で あ る。こ こ で は ，簡単 な 実験 と

比 較す る 。 剛体要素の モ デル と して 10円硬貨を 用 い る 。

こ れ を摩擦の 小 さ い 平 面 上 に 並 べ ，右 側の 境界壁 を 通 し

て 左方 に 少 し押 し た 結 果 の変形パ ター
ン が 写真一4．1で

あ る。初期 に は 「12時」 の 方 向 に 目 印の 線 が 引 か れ て

い る が，そ れ を 見れ ば各 10円硬貨 が どの よ うに 回 転 し

た か が容易 に わ か る。ま た，左 の 壁 で 折れ曲が っ た 2

本の 斜め に 走 る 「す べ り線 」 も見 え る。こ れ に 対 し て ，

本手法で 計算 した 結果 が 図
一4．22で あ る。す べ り線の 出
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写真
一4．110 円硬 貨の 実験

図一4．22 数値計 算結果

現 や 各要素 の移動，回転 とも実験 と よ く似 た 結果 とな っ

て い る。こ の 計算 に 用 い た 材料定数 は C
，
と Cw の 2個

で あ る。こ こ ま で の 説明で は，摩擦力 と し て 法線方向の

力の 大 き さ に依存 しな い 定数 を 仮定 し て きた 。こ れ は，

む ろ ん ，現実的で な い
。

10円硬貨の摩擦力 も法線方向

の 力 に依 存 す る は ず で あ る。こ の よ うな 条件 を 加 味 す る

に は，こ れ ま で 説 明 し て き た 方法 を少 し修 正 す れ ば よい 。

線形 計 画 法 に よ る解 か ら，要素間等 の せ ん 断力の み

な らず，法 線方向の 力 も求 め る こ とが で き る。そ こ で

　 1） せ ん断抵抗力 と し て
一

定値を仮定 し，求 め た解

　　 か ら法線方向の 力を計算す る。

　 2） 法線方向の 力 に よ っ て 定 ま る せ ん 断抵抗 力 を 新

5ヱ
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　　た に 入 力 して，再度，計算す る。

　3） 解 が収束 す る ま で 繰 り返す 。

の よ うな 方法 を とれ ぱ ，よ り現実 に 近 い モ デ ル を扱 うこ

とが で き る。

　（6） ま とめ

　極限解析は そ れ ほ ど一
般 に 用い られ て い な い が ， 弾性

成分を考慮 した従来 の計算法 と比べ て，種 々 の 長所があ

る。例 えば，材料定数 の 数が かな り少 な くて よ い 。こ れ

は，個 別 要素法 な ど と比 べ て ず い ぶ ん 楽な 点 で あ る 。

一

方，短所 と し て は，変位を 直接 に 計算 し な い こ とで あ る。

極限解析で は い つ も 「速度場 」 が主 た る未知量 で あ る。

も し，変形 を追跡 す る に は，要素 の配置 を逐次，変化 さ

せ な が ら計算 す る こ とに な る 。 数値計算 は ， い ず れ も長

所 と短所 が あ り，そ れ らを 相互 に 補問 しあう協調 が 必 要

で あ る。
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