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1． 下負荷面 モ デル誕生の 背景

　降伏 面 の 内部 を純粋弾性域 と仮定する古典弾塑性構成

式 （
−Lの Cam −clay モ デ ル も これ に属 す る）は，硬化材

料 の 変形挙動 に つ い て は，か なり現実的 な予測 が可能で

金 属 や 正規 圧 密土 の 変 形 解 析 に寄 与 して きた。し か し，

先行荷重 か ら開放 さ れ 過圧 密状態 に あ る地 球表面 地 盤 な

どに広 範 に観察され る軟化 現象に つ い て は，応力が弾性

的 に急上 昇して 降伏 面に 達 し ， その 後急激 に低 ドす る非

現 実的 な 予測 を 行う。また，諸機械運動
・
振動，地震，

波浪，交通等 に お い て 見 られ る繰 返 し負荷 につ い て は，

第 2 サ イ ク ル 以 降，応力は 降伏面 の 内部 を 弾性 的 に 往

復 す るだ け で塑性 ひず み の 集積は 全 く表現で きな い 。

　古典弾塑性構成式の こ の よ うな限界 を克服す るた め，

降伏 面 の 内部 の 応力変化 に よ る塑性変形を合理的 に 表現

す る非古典弾塑性構成式 とし て 考案 され た の が 「下 負荷

面モ デル 」
1〕・2〕で あ る 。

2． 下負荷面モ デ ル の 基本式

　変形 の 微小な 変化 は次 の ひ ず み 増分 で表 わ され る。

　　暢 （
∂dUl

＋
∂dUj

∂荊　　∂x1 ）
…・・・・・・・・…「・…「「一 ・・（1）

こ こ に，Xi （i− 1，2，3） は 物質点 の 現在 の 位置ベ ク トル，

Ui は変位 で あ る。こ れ を，次の ように応力増分 を取 り去

る と 消滅 す る 弾性 ひ ず み 増分 4ε1と残 留 す る塑性 ひ ずみ

増分 de］j に加算的 に分 解 す る。

　 　 d ε．、＝　dεf．＋ 4ε
P − 一・一……一 ・…・・・・・・・・・………「・（2）

　 　 　 1工　 　　 　 1工　 　 　 　 　 　 　 1］

　 ま ず，弾性 ひ ずみ 増分を次式で 与 え る。

　　 d・
轟
一E1詔 ・ ・1

・・一 ・一一 …一 …・・・・・・・・・………・・
（3）

な お ，σ i］ は 応力，Eijklは 弾性 係 数テ ン ソ ル ，（）
−1 は逆

テ ン ソ ル を示 し，等方 ・増分線形弾性 を仮定す れ ば，

　　E ・ikl
−（・ −1・ ）f・・j・k］・ 蝋 嚇 ・ ・一 「（・・

こ こ に ，K は 体積弾性係数 ，　 G は せ ん 断弾 性 係 数 ，　 tiij

は Kronccker の デル タ （i− 1；δ11
− Li ≠ j：δ1」

＝0）で あ る。

　2．1 下 負荷 面 の 概 念

　 降 伏 面 内部 の 応 力変 化 に よ る塑 性．変形 の 表 現 は，次 の

よ うに 仮定 す れ ば最 も 自然 で 簡単 に 実現 で き るで あ ろ う。

　1） 応 力 が 降伏面 に 近 づ くに つ れ て 塑 性 変形 が 顕著

　　　 に 発生 す る 。

　2）　応力が 降伏面 に 到達 した ら，古典弾塑性構 成 式

　　　 がそ の まま成り立 つ 。
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　さ て ，1）を表現す る に は，応力 が 降伏面 に どれ だ け

近 づ い た か を 表す尺 度 が 必 要で ある。そ の
一

般的な尺 度

は，常 に 現応力点を 通 っ て，降伏 面 （以後，
“
正 規降伏

面
”

と呼ぶ ）に 相似な面 （
“
下負荷面

”
と呼 ぶ） を想定

し，正 規 降伏面 に 対 す る下 負荷面 の 大 き さの 比 C
’
正規

降伏比
”

と呼ぶ ）R （0≦R ≦ 1）で 与 え られ る。以下 で は，

こ の 基 本 概 念 に基 づ い て具 体的 な定式化を行 う。

　2．2 正規降伏面 と下負荷面

　下 負荷面 モ デル の定式化の 基本的理解の た め，最 も単

純な 次の 等方硬軟化の 正 規 降伏条 件 （面 ）を導入 し よ う。

　　 f（σu ）
＝F （H ）　

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…
　
「「『…
　
…・・…・…

　
…
　（5）

こ こ に，ス カ ラ
ーH は等方硬 軟化 変数 であ る。

　他方，下負荷面 は ，先述 の 正 規降伏比 R を導 入 して

次式 で表 され る （図
一 1）。

　　 プ（σ1，）−RF （H ） …・・・・…』』…』「…「・・・…「「…一 一 （6）

　2．3 塑性 ひずみ 増分

　式 （6）を 全 微分 して 次 式 を得 る。

　　 1
呶

．RF
・
dH ． 撚 F

・
。 dF〆dH 「「．．＿ ＿

 
　 　 ∂σrs

　さて，実測結果 に よれ ば，塑性 負荷状態 に おい ては，

応 力 は 正 規 降伏 面 に漸 近 す る とい え る。そ こ で，塑性負

荷状態 に お い て は ，正 規 降 伏 比 R は 1 に 向 か っ て 増 大

す る とし，そ の発展則 として 次式を仮定する。

　 　 dR ＝　U （R ）de1〕　　for　　deP　　≠ 0「「…　　「「・「「・・「F　・』』』』』』』　』』　〔8）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1］

こ こ に，dεP は塑性 ひ ずみ 増分の 大きさ，つ ま り，

　　 dEP≡ 　d　4ε拠　
・「「・・「・・…

　　
「
　　

・…
　
』』』・・』』』・・・・…

　
』』…
　　〔9）

U は 次の 条件 を 満た す R の 単調増加 関数 で あ る （図
一2 ）。

　 　 　 　 　 　 。。　forR＝0（純粋弾性状態）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　・（10）　 　 σ  ＝
　 　 　 　 　 　 O　 forR＝1（正 規降伏状態）

こ の 条件を満た す最 も単純な関数 U は次式で 与え られる。

　 　 U （R ）≡− ulnR 　 Cu；材料定数）　 ………・…』
（11）

巫
∂q ，

研 」

0
　　　 　　　 　qj

下負荷 面 ： ∫（σ 1亅）；RF （” ）

正 規 降伏面 ： 八σ の＝F （H ）

図
一1　 正 規 降伏面お よび 下 負荷面

　 土 と基礎 ，52−．ID （561）
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図一2　止 規 降伏比 R の 発展 則 に

　 　 　 お け る関数 ‘J

o

図一3

　 　 　 　 　 　 　 ひずみ

材料定 数 配 に よ る応 カーひ

ず み 曲 線の 山率の 推移

　

　 ♂R乙【濯互
Pfbr

慮
P

≠ O　 　　　　 U

　　 　
；co 　for　R ＝O，

　 　．。 tb，　R．1，
　 　 ＝O　tbr　R ；1．
　 　 ＜ QfbrR ＞ 1

　

図一4　 「
・
負荷面 モ デ ル に 内包 され た応 力 自

　 　 　 動 制御機能

　式（7）に 式（8）を代 入 して 次の 適応条件 を得る。

　 　 ∂f

　　訂 鰍
＝RF 　dH ＋ 硫 pF ’1−『’’’’’”』’… … ”』”（12）

　こ こ で ，次の 関連流動 則 を導 入 しよ う。

　 　 　 　 　 ∂1
−

　　
dεY，＝4λ

瘋
’… … 「’’’’”… … ’『’’”… 1「

（13〕

こ こ に，dλ（≧ 0）は ［「値の 比例係数 であ る。

　式（13）を 式（12）に 代入 して次 式 を得 る。

　　、瓢姻 F
「
・・一

、謡 踊 ・ ・朏

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　〔14）

　式（14）よ り正 値の 比 例 係 数 dλ は 次 式 で 学え られ る。

　　d・一議 ・…
一 一・・・・・・・・…一 「・・・・・・・・… 5・

こ こ に，塑性 係数 Mp は次式で ．ケえ られ る。

　　 M ・
≡ RF

’
Ji＋ （、r 　

ef 亙 F ．．．．．．．．．＿＿ ．、．．．．
（16）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂σ
，q ∂σ pq

ひず み増分は式 （2），（3）， （13）お よび （15）よ り

　　dE／／
一
勲 ・巖 ・鴪

一 ・・・・・・…一 〔・7・

ま た ，正値 の 比 例 係 数　dλを ひ ず み 増分 で 表現す る と き

記 号 d，4 を 用 い れ ば，式（17）よ り次の よ う に表 さ れ る。

　 　 　 　 　OJ
．

　　　　　　 Eabcd　dε
ed

　 　 　 　 ∂σ ab

　 dA ＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

・
（18）

　　　MP ・読蘇 妾
式 （2），（3）， （13）お よび （18）よ り次の 逆関係を得 る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 E
’
abcd 　dEcd

　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂σ．ab
　 dσ

、j　
一

　Eljk
］
　dεk1

− Elikl　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・c19〕

　　　　　　　　MP ・

、託蘇 激
∂ak ’

負荷基 準は ， 硬 ， 軟化状態に よ らず，次式で 与 え得る 。

鷲 細 ・一・・・・・・・・・・・……一 ・・・・・・・
・…

3．　 下負荷面 モ デ ル の 特徴

　本モ デ ル は，占典 塑 性構成式 に 比して 画期的な改善が

な され，次 の よ うに 多 くの 重要な長所が 付 ケ・され て い る 。

　1） 弾性状態 か ら塑性状態 へ の 滑 ら か な 変化 つ ま り

　　　
“
au塑性遷移

”
を 示 し常 に 滑 らか な 応 カー

ひ ず み

　　　曲線 が 予測 され る （図
一 3）。

　2） 常 に 応 力 が 負 荷 面 の 役 割 を持 つ ド負荷面 上 に あ
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　　　る の で，負荷 基 準 に お い て は，降伏 条件 を 満 た

　　　す か 否 か の 判定 は 不 要 で ， 式（20）の よ うに ひ ず

　　　み増分 の 方向に つ い て の み 判定す れ ば よい
。

　3） 条件式（10）を満 た す 正 規降伏比 の 発展則 を 導 入

　　　 し て い る の で ，図
一 4 に 示 す よ うに ，塑 性 負 荷

　　　状態 で 応 力が止 規降伏面 に漸近 す る 自動 制御機

　　　能 を 内包 して お り ， 数値計算の 高精度化 ・高効

　　　率化が 実現され る。

　なお，材料定数 は，占典弾塑 性 構成式 に 対 して，R の

発展 則 に 関す る 式 （8）の u が 1 個 増 え る だ け で あ る。tt

は 従来の 塑性 構成 式 へ の 漸近 の 速度を規定す る （図
一 3）。

4． 土へ の 適用
・1）・4）

　 k の 正 規降伏 面は，主 応力空間に お い て 原 点 を 通 っ て

長軸 が 静水 圧 軸 に
一

致 す る 楕 円体 5）を 呈 し （図
一 5 ），

ま た，硬軟化 は 塑性体積 ひ ず み ε碧に よ り生 じ る 。 した

が っ て ，土 の 降伏条件は 次 式で表さ れ る （以下，応力，

ひ ずみ ¢）符号 は，す べ て 引張止 とす る ）。

　　｛
P− F（εぎ）！2

F 〔ε3）！2 ｝
2

・ ｛譱 ，，、｝
2

・・1 − 一 ・・
… 21・

こ こ に ，

　　 Pi 一
σ rr 〆3瀦 巨 ・

，
＋PO／1．6

＊
≡ 爾

・・一 ・・・・・…
（22）

　　 dH 　
一・

　de『，　dε3≡ 4ε耳，　h＝＝一∂〃∂σ rr 　・…「・・・・・・・・・…　…・（23）

m は 限界状態面 の （P，δ＊

）面 に お け る 勾配で あ る 。 式

（21）は式 （5）の 形式 で 次の よ うに記 され る 。

　　P｛・・ （学）
Lt

｝一… e・・・…』・』・一 ・・・・・・・・・…』』（・4・

硬化関数 F （εL’） は具 体的 に 次 式で 与 え 得 る
3）。

　　F ・… − F・ exp （
一

ε1｝
ρ
一
y）一 ・・・・・・……・・一 ・・……

（25・

こ こ に，Feは F の 初期値，また ，ρ お よ び γは ，等方

圧密特性 の （lnP，　lnの 面 に お け る そ れ ぞ れ 正 規圧密

（弾塑性）線 お よ び膨潤 （弾性 ）線の 勾配で あ る。な お，

本等方圧 密特性 に 基 づ い て，体積ひ ず み εv，弾性体積

ひ ず み ε信お よ び塑 性 体積 ひ ず み e写は 次式 で ケ・え られ る。

　　e，，±e：・ 留一
・・ （

2Po
）
一

（・
一

・）ln（瓷）・・・…
．（26）

こ こ に ，Poは初期圧 力，ま た ，　 p，
，は 正 規 圧 密圧 力，　PyO

は そ の 初期値で あ る。

　式（4）の 弾性 係 数 テ ソ ソ ル に お け る 体 積弾性 係tw　K は

式（26）の 第 1 項 よ り得 られ ， ま た ，こ れと Poisson比 レ

に よ りせ ん 断 弾性 係数 G は 次式で 与 え られ る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3 ヱ
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　　 　　 　 　　 　　 　　 　 　　δ
掌

y

撫幽
　 　　 　 ．　 　　　　 ゴF ＞ O
　 　 y

げ
ウ

y
尸

CF

玖！　　y

る

’

’

C 石

δ
庫

　 0

−8v

ご
過 圧密状態 　 ∠　・

，

応 力経路 正 規圧密状態

　　　　　　一
εa　　　　　　　　　　　　　O　　　　　O　　　　　　　　o

「
　　瓦　　　　　　　　　　　　　恥　　　　　　　現 p　　　　　p

ゴ・
．／閾

一m 脳 ・　 初期 ，下賄 面　 初期’正 脳 伏面

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 最終
・
正規 降伏面

　 0

一
εv

一
ε a

げ一
∂σ 叮

4ε3 亦 u ルrP鈴 ％

　　 　 最 終 ・正規降伏 面

応カ
ー
ひず み曲線

一一…

靆。 ｝織靉轍   。，）

1
∂σ rr4

ε3dF ひ MP 鈴 転

O

↓
一

十 0
ρ

↓
一 十

で 0 十

↓ 十 一 十
下負荷 面モ デル

　 1
C尸 0 （限界状態）

4・卜 　立 4。
。

垂
Pmax ． min ， 0

↓ 十 一 一
　耀 ∂σ ・s　 　 ∂σ i亅

MP ＝RFF 海＋ σF

　　藷・ 勃 一（
δ

景
ρ
）
2− 1，一 ・ ・，F 一場・xp（講）C 0 （限界状態）

尸 一
み ・

図
一5　側圧

一
定排水 3軸 圧縮変形挙動の 予測

　　K −e・　G −i（溜 …
一…一 一 ・・…「（…

　rk．（11），（24）お よび（25）を 2節の 式（16）に 代入 して ，

塑性 係数 は 次の よ う に 得 られ る。

　　・ ・一一
鵬 議

一
・ 照 即 （

一
εε

ρ
一
7）・・・・・・…（28・

　図
一 5に，以上 の 土の 構成 式 に よ る側圧

一
定排水三 軸

圧 縮試験 に お け る軸 ひ ずみ εa に 対す る δ
＊

お よび 体積 ひ

ず み εv の 予 測特性 を 示 す。本 図 に 修 正 Cam −
clay モ デ

ル
5：1 に よ る予 測 特性 も示 し て い る。下 負 荷 面 モ デル に よ

れ ば，応力が正 規降伏面 に近 づ く に つ れ て 塑 性 変 形 が顕

著に 発生 す る実験事実を適切 に 表現 し得る 。 特 に 過圧

密土 に お い て ，軸 ひ ず み に 対する軸応力の ピー
ク （図中

の 点 p） と軸 ひず み増分に 対す る体 積 ひ ずみ増分 の 極大

値の 発生時点 が一・
致 す る実験事実

6）も 合理 的 に 表 現 さ れ

る 。

一
方，Cam −

clay モ デ ル
5）・7〕に よれ ば，軟化現象 を

生 じ る過圧 密 土 に つ い て は 過大な ピー
ク 応力 が 予測 され

る。こ の 欠 点を 補 うもの と して ，過圧密状態に 対 して 錘

面状 の 降 伏 面 を 代 用 す る Drucker −Pragerモ デル
s〕があ

る。こ れは，降伏而の 内部 を弾性 域 とす る 従来の 塑 性 論

に属 し，関連流動則で は 過大な 塑性 体 積膨張 を予 測す る

の で ，よ り勾配の 低 い 塑性ポ テン シ ャ ル 面を仮定す る非

関 連 流動 則 が 用 い ら れ る。し か し，下 負荷面モ デ ル に 比

して，多 くの 材 料 定数 を 要 し，ま た，非 対 称構成 テ ソ ソ

ル を 含む 複雑な構成 式 と な り，さ らに 非 現 実 的 な引 張 り

降伏強度を 有す る こ とに な り，ピー
ク 応 力 ま で 弾 性 的 に

鋭利 に 立 ち Eが っ た 非 現 実 的 な 応カ
ー
ひ ず み 曲線が 予測

さ れ る
’｛〕。

5． そ の 後の 発 展 （拡張）

　 ド負 荷 面 モ デ ル の 基本理 念 構成 式 に つ い て概説す る

と とも に ，その 土 へ の適 用 に つ い て 述べ た が，こ れ は初

期下負荷面モ デ ル と呼 ば れ る もの で あ る。繰 返 し負 荷挙
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動 の 予 測 の た めの 拡張下負荷面モ デ ル 2：1，下負荷面の接

線方向の 応力増分成 分 に よる非弾性ひ ず み 増分表現 の た

め の 接線下 負荷面モ デル
9）・10），変形 速 度の 影響を考慮 し

た 速度依存性下 負荷面 モ デル
11 ），土の 構造変化を 考慮

した 上 負荷面モ デル
12〕

等 ， 広範 な 拡張が な されて い る。
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