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1． は じ め に

　三 軸圧 縮試験の 結果 か らモ
ール ・クーロ ン の 破 壊規準

で せ ん断強度定数 を 求め る場合 に は ，「土 質試験 の 方法

と解 説 」
1）に 示 さ れ て い る二 つ の 方法 の い ず れ か を 用 い

て 最小二 乗法 を 適用 す るの が一般 的 で あ る 。 と こ ろ が 図

一 1の よ うに 試験結果の ば らつ きが大 きい 場合は，両 方

法 に よる 強度定 数に 無視で きな い 差 が 生 ず る こ とが あ る 。

もちろ ん こ の よ うな場合 に は 機械的 に 最小二 乗法を 適用

す る の で は な く，ば ら つ きの 原 因 を 検討 した k で 4 個

の 供試 体 を 1組 の 試 料 と し て 扱 う こ と が 妥 当 か ど うか

な ど の ［学的判断が要求 され る。

　本稿は，三 軸圧 縮 試 験の 結 果 か らせ ん 断 強度定数 を 求

め る二 つ の 方法に つ い て 説明 し，得 られ る強度定数 の 統

計学 的 意味 を論 ず る もの で あ る。

　 2．　 回帰係数と強度定数の関係

　2．1 圧縮強 さ と側圧 か ら求め る方法

　図
一 2の よ うに，縦軸 に圧 縮強 さ （σ。一σ ，）f，横軸 に

側圧 arf を プ ロ
ッ トし，最 小二 乗法 に よ っ て 直線 回 帰 し

た と きの 勾 配 M1 ，縦 軸 切 片 fiか ら，次 式 で 強 度 定 数 を

求め る （以下，こ の 方法を方法 1 と呼ぶ ）。

　　 φ
＝sin

−1
（M11 （2 ＋ M1 ））・・「・・「・…「…　「・・「・…「「・…「…　　（1）

　　 ・諦 2再 一 一 一・一 ・一 …一 ・一 （2）

　図
一 3 の 回 帰直線 と包絡線 と の幾何学的な関係 か ら，

　　s・n ・÷ ・ 1
一霧 去
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で あ るの で，こ れ らの式 か ら A を消去すれば（1），（2）を

導出 で き る。

　2．2　圧 縮強 さの 1！2と破 壊時 の 軸 方 向 応 力 と側 圧 の 平

　　　 均 か ら求める 方法

　図
一4 の よ うに縦軸に 圧縮強さ の 1／2，横軸 に破壊時

の 軸方向応力 と側圧 の 平均値 （σ。＋ σ，）ff2 を プロ ッ トし，

最 小 二 乗法 に よ っ て 直線 回帰 した と きの 勾配 M2 ，縦軸

切 月 乃 か ら次 式 で 強 度 定 数 を 求 め る （以下 ，こ の 方 法

を方法 2 と呼ぶ ）。

　　 φ
＝sjn

−］

M2 ・　…　　 』…・…・…・…
　　

……
　
』』…』…』…・…

（3）

　　 c −f，1Vii；Jili・一 一一 ・一 ・・一 …一 ・・・・…（4）

　図
一 5 の 回帰直線 と包絡線 との 幾何学 的 な関係か ら，

　　・晦 ÷ 砺 ÷ 考
一
竪

であ るの で，こ れ らの 式か ら A を 消去 すれ ば（3）， （4）を

導出で き る。
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図
一2　 c，φを求 め る方法

　 　 　 （方法 1）
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図一3　 方法 1 の 回 帰直線

　 　 　 と包絡線の関係
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図
一 1　 方法 に よ っ て結果が 異 な るデ…

タの 例
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（方法 2）

図一5　 方法 2 の 回帰直線

　 　 　 と包絡線の 関係

土と基礎，52− lt 〔562）

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japanese Geotechnical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japanese 　Geotechnlcal 　Soclety

　3． 両方法の 統計学的，幾何学的意味

　3．1 最 小 二 乗 法 の 統計的扱 い

　最小「 乗法 と は，説 明変数 と被説 明変 数 の 間 の 線形的

な 関係 を推 定 す る方法 で ある。説明変数 とは ， 制御 で き

る変数 で あ り，言 わ ば測 定条件 で ある。こ れに 対 し ， 被

説明変数は 測定値で あ り，ば らつ きや諸 々 の誤差を含ん

で い る量 で あ る。

　こ の 考 え 方 か らす る と，三 軸 圧 縮試験 に お い て ，説明

変数 は破壊時 の 側圧 σ ，f，被説明変数は 破壊時の 軸方向

応力 σ 。f と考え るの が 妥当で あ る。した が っ て，統計学

的 に 正 し い 最小 「 乗法 の 適用方法 は，σ ，f と σ。 fの 間 に，

σ 、f
＝Mo σ，f＋ん な る関 係 を 仮定 して mo ，fiを 回 帰 す る 方

法 で ある （こ の 方法 を方 法 0 と呼 ぶ ）。

　 こ こ で，arf と σ
。f を 確率変数そ の もの と して 扱 う と ，

傾 きお よび切片 は 以 ドの よ う に な る。

　　　　 Cev （σ，、，σ、、f）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

・・
（5）　 　 mo ≡

　　　　　 vαr （σ，f）

　　fo．
E （a ・1＞　Va「（ar ・）

−E （σ rf）Cρv（a・… a・f） ．．．．…．．．．、（6）
　　　　　　　　　Var（σ，r）

こ こ に，Cov ： 共分散

　　　 Var ： 分散

　 　 　 　 E ：平 均 値

　3．2 方法 1の 統計学的解釈

　方法 1に お い て，

　　 y 一σ。f
一

σ ，f
・・・・・・・・・・・・…一・・一 ・一・……・・・・・・・・・・・・…C7）

とお き，）
’− ml σ

，f＋プ1 の 関係に 最小二 乗法を適用す る と，

（5），（6）式 と同様 に，傾 き と切 片 は 以 下 の よ うに な る。

　　　　 Cov（σ rf，．a。、一σ，、） Cov（σ ，f，　a 、f）
− Var（σ

，∂

　　
M

’
≡
　 Var（。．，）

＝
　 v・・（・ rf）

　　　 ＝；
　mo

− 1 ・一・………・・……・一・…・・・・・・・・・・・・・・・・…（8）

　　　 E （σ
、r
一

σ，f）VarCσ ri）
−E （σ ri）COV（σ，f，・a、f一σ，f）

　 　 fi＝
　　　　　　　　　　 Var （σ ，r）

　　　 E （σ、「）Var（σ，r）−E （σ、f）Cov｛σ，〔，σ。f）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝f，　 　 （9）
　　　　　　　　　Var（σ 1「）

　 した が っ て ，方法 1 は 本質的 に は方法 0 と同じで あ

り，σ。f に 含ま れ る誤 差 を 正 し く扱 っ て い る こ とが わ か

る 。
す な わ ち ，方法 1 は 統計学的に 正 し く最小 二 乗 法

を適用 して い る こ とな る 。

　3．3 方法 2 の 幾何学的解釈

　破 壊基 準 がモ
ー

ル 円群 に接 す る包絡線 とい う考 え方 か

らす れ ば，モ
ー

ル 円 と求め る 直線 の 最小距離を残 差 とす

るの が 妥当で あ る とい う主張 もあ り得 る。

　モ
ー

ル 円の 中心 の X 座標 X お よび 半径 r は 次 の よ うに

書け る。

　　x 一砿 f

吉
σ d

，r 一弩
妬 ・・・・・・・・・・・…一・一 一・…

（1・）

　 い ま，求め る 包絡線 を，

　　 y ＝xtan φ十 c　
・・
　
・・…
　　
「・『・・「・・・・・…

　　
』・・』・…

　　
』・・・・…

　　
「・『…

　　
『…
　　（11）

と置 く。 （11）を 次 の よ うに 変形す る。

　　 xsin φ
一

）
’
cos φ＋ ccos φ

≡0　・・・・・・・・・・・・・・…　』』』・・・・…　（11
’
）

　モ
ール 円 の 中 心 か ら包絡線（11りへ の垂線の 長 さL は，

Novembe ら 2004

T

0 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

図
一6　 モ

ー一
ル 円 と包 絡線の 最 小距離
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　　 L ＝1κ sin φ＋ CCOS φ1

と表せ る 。
こ こ で，x ≧ O，0 ≦ φ〈 π f2，c ≧ 0 とす る と，

　 　 κ sin φ＋ ccos φ≧ 0

と な る 。 した が っ て ，モ
ー

ル 円 と （11
厂
）の 最小距離 ♂は，

　　 ’− 1xsindi＋ ocos φ
一rl ・・・・・・・・・・・・・・・・・…一・F・・…・

（12）

と書け る （図
一 6参照）。

　残差 二 乗和 Sは 次 の よ うに な る 。

　　　　lt

　　 S 一Σ12一Σ （xsin φ＋ cc 。s φ
一

r）
z ・・・・・・・・………・

（13）
　　　　’

　（13）を最小 とす る 条件は

　　箜．0 ＿ ．．＿．．．．．．．．．．．．．．．．．．＿．＿．、「＿ ．＿．．．＿（14）
　 　 ∂c

　　鎧．0 ＿．．＿．．．．．．．．．．．．＿＿ ．、「＿ ．』．＿．．．．＿ ．．．．．（15）
　 　 ∂φ

で あ るか ら，（13），（14）よ り

　　aL9．2 、。，φ（。、 ，i。 φ． ＿ 、φ
一

。 r ）一・

　 　 ∂c

こ こで ，COS φ≠ O で ある か ら ，

　 　 Σxsin φ十 nc 　cos φ
一

Σ：ア＝0

　　 、 ．
Σ・

一Σx ・i・ φ．E （’）
−E ω sin φ．．．．．．．．．．．＿ ．（、6）

　 　 　 　 ncosdi　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 cos φ

　同様 に ，（13），（15）よ り，

　　eLg．2｛
一

。、
・
・si。 φ、。、 φ． （Σ、 、。、

・

φ
一

Σ。 、i。・

φ． Σ，，i。 φ）
　 　 ∂φ

　　　　 xc ＋ ： x2sin φcos φ
一

£ xrcQs φ｝
＝0

　 こ れ に （16）を 代 入 して整 理 す る と，

　　 cos2 φ｛Var （x ）sin φ
一Cov （r，　x ）｝＝O

cos φ≠ 0 で あ るか ら，

　　 VarCT ）　sin 　¢
− Cov（r ，

　x ）一・O

したが っ て ，

　　曲 φ
一c

諜語
） ・・…

　　　　 （・7）

こ れ を （16）に代入 す る と c とし て 次式が得 られ る。

　　 、
．E （漁 ・ω

一E （・）C°v （「・・x ）．．．．．．．．．．．．．．．．、．．．．（18）
　　　　　　1伽 （x ）

2− Co癬 ，　x ）2

　
一

方，方 法 2 の 傾 き M2 お よび 切片 乃 は，（5），（6）に

お い て arf → x ，σ。f→ r と置 き換 え た も の に ほ か な ら な い

か ら，こ の M2 と乃 を （3）， （4）に 代 入 して 得 られ る c と

φは （17），（18）と 同
一

で あ る。ま た ，m2 と乃 に （10）を

代 入す る と，

　　物
一

鴫 纜綜 …留噺

…「・ 』（・9・

　 E （σ、1「）Var （σ ，f）−E （σ ri）肋 （σ
。∂

　　 ＋ IE（σ。∂−E （σ．、）｝C以 σ
。［，　qt ）

ft　；＝
　 悔 厂（σ。f）＋ 悔 γ（σ，匚）＋ 2Cov （σ。〔，σ

ゴ）

・
（20）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 15
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とな り，方法 0 や 方法 1 と異 な る結 果 を与 え る。

　以上 をま とめ る と，モール 円 との 最小距離を 残差 とす

る最小r ．乗法は 数 学的に 方法 2 と 等価 で あ る が，方 法 1

とは 異 な る。

　3．4　両 方法 に よ っ て 得 られる定数の 相互関係

　方法 1 に よ っ て 得 られる 定数 を c1
， φ1，方法 2 に よ っ

て 得られ る定数 を ε2，φz とす る。

　（1），　（2），（8），　（9）よ り

　　　　　 Cov （σ，r，　a、、t）− Var（σ，r）
　　 sin φ1

＝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

・
（21）

　　　　　 Cov（σ，、，σ，、「）＋ Var（σ ，t〕

　 、1
．鼠 叺 ・物 （σ ・1）−E （a，・）c面 画 ・）、

　　　　　 2V αr （σ 11 ）COt）　Cσ，／，　a、f）

ま た ，（3＞，（4），（ユ9），（20）よ り

　　　　　　　 Var（σ
。P − Vax（σ

，f）
　 sin φ广
　　　　 Uar （σ。、）＋ Var（σ，1）＋ 2Cov （σ。穿，σ，∂

（22）

・（23）

　　　　　 E （σ 。f）　Var （σ ．，〕−E （σ，，）Var（σ。∂
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＋ ｛E（σ。t）− E （σ，f）｝Cov（σ 、r，　a ．∂
　 　 c2

　　　 2 ｛Va｝〔σ，f）＋Cov（σ、f，σ，f）｝｛Var（σ 、、）＋ Cov（σ 。，，σ ，正）｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・（24）

とな る 。

　 こ こ で ，φ1 と φ2 の 大 きさを比較 す る。一
π f2〈 θ〈 π 1

2 で は sin θは単調増 加 関数で あ る か ら，φ1 と φ2 の 大小

関 係 は sin φL と sin 　OL， の 大小関係 と 同 じ で あ る。した が

っ て ，

　　　　　　　　　　　 Var（a ，，）　
一
　Var（σ

1∂
　 　 Sln φピ

ー
sin φ1

＝
　　　　　　　　 L’ar （σ／−t’）＋ Vai厂（σ

1
．
「）＋ 2Cov （qtr、σ，1）

Cov（a ，1・，　q ，1
・）　一　Var（σ rt）

Co択 σ
lr．σ 、r）＋ y砂 （σ

1 「
）

2｛Var（σt、，｝Var（σ、f）−Cov（σ ，r，（Tafl1 ｝

｛レ  γ（σ ごセr）＋ Var（σ ，「）＋2C 侃 ，（σ 、f，σ
rt ）｝

　　　　　　　　　 ｛Coz1（σ，f，σ。・）＋ レ加 （σ，、）｝

　　　　　　　・ ｛・一歳鶚縄 ，｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （25）

　　　　v・a・（O．／）Var（o．f・ a・f）｛
c

畿 ヂ・ 1｝
とな り，「σ

，r と σ
、、f の 間 に は正 の 相 関 が あ る 」 とい う

一

般 的 に ほ ぼ成 り立 つ こ とを仮定す る と分 母は 正 とな る。

　　　　 Co舐σ山 σ。t ）一
方｝　　　　　　　　　 ・一一は 相関 係 数 で あ り，相 関係数

　　　　Var （σ
。t）Vai’（σ ，∂

ρ は 必 ず 一1≦p ≦ 1 の 範囲 に あ る。し た が っ て ，ρ
2 ≦ 1

で あ り，分子 は 非負 と な る。つ ま り，σ，f と σ 。fの 間 に

正 の 相 関 が あ れ ば，sin φ2 ≧ sin φ1，す な わ ち φ2 ≧ φ1 が

成 立 す る。また，等号は p2＝1 の 時に の み 成 、フ．す る。こ

れ は，デー
タ に ば ら つ き が な い と きに σ）み，φ1 と φ2 が

一
致 す る こ とを 示 して い る。

　次に ，Cl と c2 を 比 較す る 。

　 い ま，Cl ≧ 0，　c2 ≧ 0 とす る と，（22），（24）よ り，

　　 E （σ 訓）Var ｛σ 、i｝− E （σ
rf ）Cov 〔σ，r，σ”f）≧ 0 ・』…

　　　（26）

　　 E （q 、1・）　Var （σ 、r）−E （σ．r）Var （σ、、1）＋ ｛E （σ。f）−E （σ．∂｝

　　　 × C θ v （σ 。f，σ
lr）≧ 0 ・・・・……・・一 ・「一 ・「・…　 （27〕

で あ る。こ の と き ‘ σ）大小関係 は C2 の 大 小 関 係 と同 じ

で あ るか ら，CI2 と 6〜の 差 を とる と以下 の よ う に な る 。

ヱ6

瞬 1）｛1一
c・v （σ。f，σ，f）

tt

己　ワ冒σ0

砲 厂〔σ，ρ砺 厂（σ 。）｝
4α ，謬（σ 、テ，σ

a 【）｛レα 厂 （σ，r）＋ Cov（σ臼rσ rf ）｝

　　　　　　　 ｛Val
尸
〔σ。∂＋ C頭 σ，1「，σ11〕｝

｛E （σ。、）
2Var

（σ ，1 ）？−E （σ ，、）
L’
・lfar（σ、，）伽 （σ 1卜 σ。r）

＋ E 〔σ。、）
2Vaf ・

（σ，1）C・び〔σ 11，σ。∂−E 〔σ．，）℃・v （σ，1，σ 、，）
t’
　

．
｝

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ・（28）

　こ こ で，φの 議論 と同様 に ，「σ ，f とσ。fの 間 に は正 の

相関 が ある」 とする と分母 は正 とな る。ま た，分 子 の 第

1 ｛ ｝ も φの 場 合 と同 様 に 1−〆 で あ り非負で あ る。

　次 に ，分子の 第 2 ｛ 1 の 正 負に つ い て 考 え る。そ れ

を書 き出 して 変形 す る と以
一
ドの よ うに な る 。

　　 第 2｛　｝＝｛E 〔σ，i）Vα r （σ 、正）−E （σ
1
．r〕Cov （σ 、r，　a／、r ）｝

　　　　　　× ｛E（σ、／）Var（σ，f）＋E （σ。）c・v（σ ，1，σ、，r）｝

　　　　　　＋ E （σ ．f）
ZVar

（σ ，f）c ・ z，（σ，f，．at、f）

　　　　　　
一E （σ、τ）

2Var
（σ，、「）CovCσ，f，σ Rf ）・』』……』（29）

　 こ こ で，（26），（27）よ り

　　 E （σ，f）　Var （σ，、，≧ E （σ．r）cρ v （σ，1，σ。f）

　　 E （σ、，）αot （σ、、，σ ．1−）−E （σ ，f）　Var〔σ 。∂

　　　 ≧E （σ ，f）Cov （σ，，f，σ．1−）−EC σ、f）Var （rf ）

で ある こ と を用 い て，以 下 の よう に変 形 す る。

　　 第 2｛｝≧ ｛E （σ
。f）　VarCσ．1）−E （σ、ρCo面 ，。 σ訓

　　　　　　 x ｛E （σ。／1　Var （σ，1）＋ E （σ ，ゆCoび（σ，r，σ、「）1

　　　　　　 ＋E （σ
、1）Var（σ，、）｛E （σ。．）Cov（σ

1 「，σ、1）

　 　 　 　 　 　
−E （σ，f）　T」ar 〔σ、f）｝

　　　　　 ≧E （σ，i）C］Ov 〔σ，f，　a、・1　｛E （σ ，r）　Val
’
（σ 1r ＞

　　　　　　
−E （σ，f）Cov（σ ，、i，　a、r）｝≧ O 「「…「・・・・・・…

（30）

した が っ て，分子 の 第 2 ｛　1 も非 負で あ る。

　以 上 か ら，「σ，f と σ 。tの 間に は正 の 相関 が ある 」，1
一
C 亅

≧ 0，c2 ≧0」 と い う
．．・

般的 な 条 件 下 で は，01Lc22 ≧ O，

す な わ ち c1 ≧ c2 とな る。また，相関 係 数 が L す な わ ち

デー
タ に ば らつ きが ない 場含に は，Cl＝C2 とな る。

4． ま　 と 　 め

　 三 軸圧 縮試験 の破壊 時 の 応 力 か ら，最 小二 乗 法 を用 い

て c，φ を 求 め る方 法 に つ い て 概説 し，こ れ らの 方法で

得 られ る C，φの相互関係を 明 らか に した。

　  方法 1は 統 計 学 的 に正 し く誤 差 を 扱 っ て い る が，

　　包 絡線 の イ メージ とは乖離して い る。

　  方法 2 は 統 計 学 的 な 意 味 付 け は 難 しい が，モ
ー

　　ル 円 と包 絡 線 との 最 小距 離を 残差 とす る 最小二 乗法

　　 と数学的 に 等価で ，c，φの イ メ
ー

ジに 合致す る。

　 
一

般的な条件下 で は，φ1 ≦ φ2 ，
Cl ≧ 俺 で あ り r

　 t：
’

　　らつ きが な い 場合 にの み φ1
；
φ2，c］

＝c2 とな る。

　今後は，統計学 的 に よ り合 理 的なせ ん 断強度定数決定

法 を追求 して い きた い 。
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