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1．　 ま　 え　が　き

　砂 の よ うな粒状体の 巨視的特性を 理論的に 解 明す る た

め に，剛 体粒子の 集 合 を 考 え，粒子 間の カや 変位 を微視

的に 考察し， 統計的推論に よ っ て 巨視的特性 に結 び つ け

よ うとす る研 究 は ，古くは Reynolds に 始 ま り，　 New ・

land＆ Allely，　 Rowe ，　 Horn ，村 山，松 岡，小 田，小

西，徳江 らに よ っ て 精力的に 進 め られ て い る 。 こ れらの

研究 の 総括 は 龍岡，松岡，小 田 らの 解説
1）動 に ま とめ ら

れ て い る 。 しか し，粒 予間 の カ や 変形を どの よ うに 巨視

的特性 に 結 び つ ける か に 関 して は 研究 者 ご とに さ ま ざ ま

な説 が 提躡され て お り，それ らの 中に は 特定 の 変形 （例

え ば 二 次元 変 形，あ る い は 特 定 の す べ り面 の 仮定 ） や 特

定 の 座標系 に の み 成立す る議論も多 い 。 い うま で もな く，

物質 の 力学的特性 は 座標系の と り方 に 不 変 な三 次元 テ ン

ソ ル 関 係式 に よ っ て 記述 し な け れ ば な ら な い 。 そ こ で 本

報告 で は 従来の 研究 に み られ る 問題点を指摘 し，微視的

考察 と巨 視的特性 とを 結 び つ け る 仮想仕泰 の 原理 を 基 礎

と し て ，テ ン ソ ル 関 係 式 に よ る
一般 的記述 を行 い ，粒 子

モ デル に よ る考察 の 見通 しを よ くする こ とを試 み る。 そ

して ， 従来 の 研究 に い くつ か の 問題点の ある こ とを 指摘

す る 。

2．　 粒 子 間力 と巨視的応 力

　粒状体 の モ デ ル として 剛体球 の 集合 を 考 え る 。 こ れ ら

の 粒子 は 互 の 接触点 に お け る粒子間力 に よ っ て 釣合 い の

状態 に あ る。
こ の よ うな 離散的な 構造 に 対 して 応力 とい

う連続体力学 の 概念を どの よ うに 定義すれ ば よ い の で あ

ろ うか
。 従来の 議論で は 図

一1 の よ うに ，ある平面を考

え て ，粒子を そ の 重 心 の 位置 に よ っ て 二 種類 に 分類 し，
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その 二 種類を区切 る で こ ぼ こ の 曲面を考 え，そ の 面上 の

接触点力をその 面上 で 平均 した もの を，最初に 考え た 平

面 に 関す る 面力 と定義す る とい う立 場 を と っ て い る こ と

が 多い （例えば 橋 口
4
りQ しか し，こ の よ うに 定義 した と

き ， 異 な る方向 0）面 に 関す る面力 の 間 に は 応力 の 満た す

べ ぎテ ン ソ ル 変換則が 成 り立つ の で あろ うか 。ま た，特

定 の 面 に 関 して 平均を とる とすれ ば ， そ の 面上 の 粒子の

統計的性質 （面上 の 接触点 の 平均密度，接触力 の 分布，

そ の 他） を 知 らね ば な らな い が，通常，我 々 が 知 り得 る

量 は す べ て 体 積平 均 の 意味 を も っ て い る （例 えば 間隙率，

配位数 ， 粒径分布）。 体積平均 と 面平均 と は 等 しい の で

あろ うか G 図
一1 の よ うな 考えに 固執す る 限 り， こ の よ

うな 疑問に は 何 ひ とつ 答え る こ とが で きない 。 著老 は 既

に ， 粒状体 の 統計 モ デ ル に 関 し て は 体積平均を基礎 とす

べ きで あ る こ とを指摘 して い るが 5｝， こ の 考 え を まず応

力 に 適用 し て み よ う。

　まず ， 長 尾
6＞動

に ならい ， 全体 の 粒子を代表 させ る 粒

子 を 考 え る 。 そ の 代表的粒子 は 平均半径 σ を もち，その

粒子 の 接触点 ， 接触力 は 全粒子に わ た っ て 平均 した分布

を して い る もの とす る 。 す な わ ち ， 図
一2 の よ うに 粒 子

の 中心を始点 とす る単位ベ ク トル nt の 方向の 微小立体

角 dΩ 中の 平 均接触点数が D （n ）dΩ， 平均接触力th9　ft
（n ）D （n ）dΩ で あ る よ うに，接触 点密度 Z）（n ）と接触力

図一1 粒状体の 巨視 的応力を 説 明する 従来の 考え方
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図
一2　代表 的 粒子の 接触力分布

密度 ft（n ）D を 定義す る 。 以下 ， 直交座標系 に 関す る テ

ン ソ ル 記法を用 い
， 指標 ゴ

，ゴ為 1
，

… を もつ 成分を 1，2，

3 に わ た っ て 総 和 す る総 和記号 は 省 略 す る 。
こ の 粒子は

釣合 い 状態に あ るか ら ， 接触力 の 合力は 0 で な けれ ば な

らない 。 ゆえ に

卿 ・Ω一・ （1 ）

で ある 。 ま た，モ ーメ ン トも釣 り合 っ て い な けれ ば な ら

な い か ら

　　　　　　Efif［tnj ・D・Ω 一 ・

で あ る 。 た だ し 匚 ］ は 指標 の 反対称化を表す 。

　 い ま ，

な変形 を 行 うとす る 。

　　　　　　　　 Xt
’
＝ AtjXj

（2 ）

こ の 粒子集合全体を 連続体 と考えて ，次 の よ う

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3 ）

す なわ ち，座標が Xt で あ っ た 点 が 変形 後 に 式 （3）で 表

され る座標 Xt
’

を もつ 点 に 移 る とす る。
　 AXi ＝ Xt

’− Xt

とお くと

　　　　 」Xt ＝ F
乞jXj，　F 乞j≡≡ ご4乞」

一δ乞，　　　　　 （4）

とな る。 た だ し δtj は Kronecker の デ ル タ で あ る 。　Ftj

は 変形 テ ン ソ ル と よばれ ，次 の よ うに 対称部分 と反対称

部分 とに分解され る 。

　　　　　膿 識 。 。
。 、 ｝　 …

た だ し （ ） は 指標の 対称化を 表す 。
Eij は ひ ず み テ ン

ソ ル で あ り，ΩW は 剛体 回 転を表す
9），le）

。 こ の 変形の 過

程 に お い て 粒子 が すべ らず，粒 子 間 の 接触関係 が 不 変 に

保た れ，か つ 粒子 間の 接触力も変化 し な い とす る 。 こ の

よ うな 応力 や 力 の 関係 を変えな い 変形 は 力学 に お い て 通

常，仮想変形 と よばれて い る 。 こ の 変形 に よ っ て 粒子は

図一3 の よ うに 球 か ら楕円体に 変化 す る 。 もち ろ ん 粒子

は 剛 体 と仮定 して い る の で あ り，こ の よ うに 剛 体 に 変 形

を考え る の が 仮想変形 と よ ば れ る ゆ え ん で もある
。

こ の

とき，先ほ ど考え た 粒子の ni 方向の 接触点の 変位 は

　　　　　　　 ξ五（n ）＝ ＝ aFtjnj 　　　　　　　　　　　　（6 ）

で あ る 。 こ の 方向の 接触点の 接触力 ft（n ） の す る 仮想

仕事は f，ξ乏 で ある か ら， こ の 粒子 に され る仮想仕事は

図一3 粒状体 の 仮想変形

φア・ξ… Ω一・峨 薊 （7 ）

で あ ・ ・ た だ し 全立 鵬 ・ わ た ・ 平均 … ）
−1
φ・Ω

を バ ーで 表 した 。 とこ ろ が モ ーメ ン トの 釣合い 式 （2 ）よ

り ／［tnj ］1）＝ 0 で あ り，五再1）は 対称テ ン ソル で あ る 。

ゆえに Ftj を 式 （5 ）の よ うに 分 解 した と き，Ωij との

積 は 0 と な る の で
， 上式は

　　　　　　　 4rraEtdf （tnj ）五♪

と なる 。
こ の 粒子系 の 充 て ん 率を γ とす る と ， 単位体積

当 た り粒子が r1（413）π α
3
個あ る こ とに な るか ら ， 単位

体積当た りに され る仮想仕事 va は

　　　　　　w 一夢 ・
・緬 D 　 　 （・）

で ある 。

一
方，もし巨 視的 な 応力 σtj を 定義す る なら，

仮想仕事 W が

　　　　　　　　 矼厂＝＝ σ tJEw 　　　　　　　　　　　　（9 ）

とな る よ うに 与 え る べ きで ある 。 式 （8 ）と式 （9 ）とを

比較 し て，応力 σ・Lj は テ ン ソ ル 関係式

　　　　　　　…
一莎晒 の 　　　 （・・）

で与え られ る こ とに な る Q こ れ よ り， 巨視的応力は粒子

の 接触点 や 接 触力 の 平 均 的挙動，粒子半径 に よ る の み な

らず，粒子 集 合 の 充 て ん 率に 比 例 す る こ と も分か る 。 こ

の よ うに 仮想仕事の 原理 に よ れば特定の 面上 の 統計 を考

え る こ と な く，す べ て 体 積 平 均 の 意 味を もつ 量 の み で 記

述で きる。その 体積平均をとる領域 は 任意 で ある か ら，

例 え ば
一
粒 近 傍だ け の 応 力 状態を計算す る こ と も で き

る （a をその 粒子の 半径， γを局所充て ん 率 ， ゐ ，
nt を

そ の 粒子の 接触力，接触方向 に とれ ば よい ）。 こ う して

粒子集合内の 応力の 変動を 調 べ る こ と もで きる 。 ま た，

全領域 で の 体積平均 を 用 い れ ば ， 全体の 平均的応力状態

が 与え られ る 。 こ の よ うな仮想仕事 の 原理 に よ る考え方

は著者 に よ り
一

部分 は す で に 用 い られ て い る が
11 ］・12 〕，同

様 な 結果 は佐 武
「3）の 試 み た グ ラ フ 理 論的考察か ら も導 か

れ る。 しか し，三 次 元 の 場合 は複雑 で あ り，また，平均

N 工工
一Electronlc 　 Llbrary 　



The Japanese Geotechnical Society

NII-Electronic Library Service

The 　Japanese 　Geotechnlcal 　Soclety

粒状体の 粒子モ デル 113

の と り方 に 特別の 注意を払わなけれ ば ならない 。

　3。　 円柱集 合の 接触 力 と 巨視 的応力

　円柱集合 の 場合 の 例を と りあげ，式（10）の 妥当性 を 示

そ う・ た 匙 二 次元 ・ 場合 は バ ーを （・・）ゆ・Ω で ・

なく … ）
一

・

φ・θ・円勵 ・批 ・平均）と藤 す・ べ き・

あ り，単位面積中 の 円柱 の 数 は γノπσ
2
で あ る か ら式（10）は

　　　　　　　・t，
一咢泥 卿 　　　　（・・）

と修 正 さ れ る 。 まず 図
一4 の よ うに 規則的 な配 列 の 場 合

を 考 え る 。
二 種類 の 接触力 を垂直成分，接線成分に 分け

て図叫 の よ うに それ ぞれ V
、，

τ
，

V2
，

τ とお く。 接線成

分の 大 ぎさを等 し くτ とお くの は モ ーメ ン トの 釣合い 条

件式（2 ）を満 た すべ ぎだ か らで ある 。 こ の よ うに お くと，

力 の 釣合い 条件式（1 ）も満た され て い る 。 充 て ん 率 γ は

明 らか に

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）　 　 　 　 　 　 γ＝

　　　　　　　　　4sin （β一α ）

で与え られ る。 式（11）へ 代入 して 計算すれば，バ ーは こ

の 場合 （4 接触点 に 関す る和）12π で ある か ら， 結局次

の よ うに な る o

：：：二喜ll：1ご1∵難難1
や

喩
響

曲 ，

］1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （13）

こ の 結果 を 求 め る の に ，
繕 軸，〃軸に 平行な面で 切 っ て，

円柱 を二 種類 に 分 け る 曲面 を考え，接触力を平均す る方

法を実行す る の は 極 め て 困難で ある 。 式（13）が正 しい 応

力を与えて い る こ とは 次 の よ うに して も確か め られ る。

図・・4 に 示 した 断面 A −B を考え る と， こ の 面 の 上側 が

下 側 に作 用 す る力は v2，τ の み で あ る 。
　 Q 点 で の 接触

力を Ft とす れ ば

　　　　　驚：二懸諤 翻 　 ・・4・

で あ る 。 こ の 接 点 は 断面 A −B に 対 して 間 隔 2a で 並 ん

で い るか ら ， 単位長 さ当た りの 力は （Fx12　a ，
　 Fv12a）で

あ る 。

一
方，応力状態は式 （13）で あ り，断面 A −B は単

位法線 ベ ク トル （− sin 　a ，　 COS α ） を も っ て い る か ら，

式 （13）が 正 しけれ ば，応力 テ ン ソル の 定義 に よ り

　　　［傷翻 一 ［蠶 ］［譜
’

］　 ・・5・

が成 り立 つ は ず で あ る。 実ee．　1・こ式 （13），式 （14）を代入 し

て み れ ば こ れ が成 立 して い る こ と が 容易 に 確 か め られ

る 。
こ れに よ っ て，式（13）が 従来 の 意味に お い て も正 し

い 応力を 与 え て い る こ とが 分 か る 。 な お 図
一4 の 場合 は

接触力が い わ ゆ る静定 で あ り，巨視的応力 の 成分 axx ，

axy ，　avz を与えれば，接触力 τ，　v1，　P2 は式 （13）を解

い て決定する こ とが で きる Q

　 次 に 図一5 の よ うな 密充 て ん の 揚 合 を 考 え る。充 て ん

率 は

　　　　　　　　 γ　r
〜
／
一
3
一

π 16　　　　　　　　　　　　　　　（16）
で あ る。式 （11） へ 代 入す る と次 の よ うに な る。

隷繕 一働

た だ し，
こ の 場合 に は axx 、　 axy ，σ yv を与え て も 4 つ

の 接触力成分 τ
＋ ，

τ一，P
。，
　P

＋，ンーを
一一
意的に 定 め る こ と

は で きない 。 すなわ ち不 静定 で あ り，異な る接触力の 状

態 が 同
一

の 巨視的応力状態を 表 し得 る 。 こ れ を一
意的 に

指定す る に は ，境界面 で の 力 の 加 え方 を 指定 しな け れ ば

図
一4 規則的に 配置された 円柱 の 集合

B

〆
　 　 　 図

一5　密充 て ん された 円柱 の 集合
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な らない 。 なお ，図一5 で は 特殊 な 方向 に x 軸， y 軸を

とっ て い る が，全体 を あ る角度 だ け 回 転 した 状 態 で 式

（11）を 用 い た 結果 は ，式 （17）を テ ン ソ ル 変換則に よ り

変換 した もの と一
致す る 。 それ は 式（11）が テ ン ソ ル 関係

式 で 表 され て い る か らで あ る 。

　4．　接 触 力分布 と巨 視的応力

　代表的粒子の 接触力分布 ftD を 考えて み る 。 十分多

数 の 粒子 に つ い て 平均すれ ば ，こ れ は 粒子表 面 に わ た っ

て な め らか な 関数 で 近似 で ぎ る は ず で あ る 。 そ こ で モ ー

メ γ トケこ よ る展開

　　　 ftD ＝ At 十 BwnJ −
−Ci．iknjnk 十 …　　　　（18）

を考え，第
一

近似と して 二 次 以 上 の モ ーメ ン ト の 項 は省

略 しよ う。 釣合 い 条件式 （1），（2 〕に よ リ

　　　　　ア舌
ヱ）＝＝O　　　　f［tnJ ］1）：＝O　　　　　　　　　（19）

が要求され るが，よ く知 られた 慎等式

筑∵窯：∴ ∵耐
を 用 い れ ば，

　　　　　　　馬 ＝0，　 B 匚tj］
＝O

を 得 る 。 こ れを式 （10）へ 代 入す れ ば

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 γ

　　　　　　　　
σ

・厂 7
『B

り

す な わ ち

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 a2

　　　　　　　∫ρ ＝
7a ・jnj

（20）

（21）

（22）

（23）

を 得 る 。 こ れ は 巨 視 的 応 力 状態 が atj の とき n ・t 方向の

接触力密度が式（23）で 与 え られ る こ とを意味す る 。 充て

ん率 γに 反比 例 す る こ とに 注意 し よ う。

　 さ らに 接触 点 分 布D を 考え て み る 。 小 凪 小 西 らに よ

れば ，接触点分布は 主 応 力 方 向 に ，そ の 主 応力 の 大きさ

に ほ ぼ 比例 して 増大す る傾向がみ ら れ る
t4｝・「5）

。 そ こ で ，

次 の 二 次 形 式 で 近 似 で き る と考 え られ る 。

　　　　　　　 1）＝− catjntn
丿　　　　　　　　　　　　　　（24）

・ だ ・ … 瞰 存す ・ ・ カ ラ ーで あ ・
・ φ・・・… 一

粒 子 の 平均接触点数，す なわ ち配位数 を 与 え る の で ある

か ら，恒等式（20）よ り

　　　　　　N ＝− c σ tj × 4π δり13
　　　　　　　 ∴ 　 o＝− N ！4πク

を得る。た だ し P盖
一

σ 副 3 は 静圧 力 で ある 。 ゆ え に

　 　 　 　 　 　 D ＝． ＿　　　　　　　　　　　　 atjntnJ 　　　　　　　　　　　（25）
　　　　　　　　　 4 πP
を得 る （負 の 符号は 応力の 定義と して 引張 りを正 と決め

て い る か らで ある ）。 以 上 よ り，nt 方向の 接触点の
一

接

触点当た りの 平 均接触力 は

　　　　　　　　4 πα
2
カ　　atjnJ

　　　　 ft・＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（26）
　　　　　　　　γN （γ）　 σ kgnknl

で ｝え られ る 。 分母 の 配位数 N （γ） は 充 て ん 率の 関数

で あ り，そ の 関数形 に つ い て は 例 え ば 小 田 が検討を 彳了っ

て い る
1e》

。 ゆ え に 巨視的応力 atj の ほ か に ，充 て ん 率 γ

を測定す るか，あ る い は 応カ
ーダイ レ イ タ ン シ

ー
関係実

験式か ら γ を 推定 す る こ とに よ っ て fiの 分布が式（26）

に よ っ て計算で ぎる こ とに な る 。

　式（23）を 用 い れ ば，ni 方 向の 接触点が それぞれ 鉦 π ）

だ けす べ っ た と きの 巨 視 的 ひ ず み を逆 に 定 め る こ と もで

きる 。 ξz（n ） が応 力 σ tj を 変化 させ な い 仮想変位 とす

れば，式 （23） よ り，一粒子当た りに さ れ る 仮想仕事 が

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4 π が 　　 　＿

　　　　φ∫鋼 Ω
一

a
・

n ξ・ 　 （・・）

とな り，単位体積当 た りの 仮想仕事 は γ1（413）rra3 倍 し

て

　　　　　　　ur− ÷・ 繭 　 　 （28）

とな る 。 こ れを式（9）と比較して ， 巨視的 ひ ずみ が 次の

よ うに 与 え られ る。

　　　　　　　辱
立

。 、、ξ、） 　 　 （29）

こ の 式が 正 しい こ とは 式 （6 ）を 代入 す れ ば 恒等式 が 得 ら

れ る こ とか らも確か め られ る σた だ し，式（29）は 接触点数

が 変化 しな い と した 場合の もの で あ り，n ⊥ξ（nt ξt
・・：O）

よ り体積変化 は 0 （Eltm＝O） とな っ て い る 。 接触点数の

変化に よ る体積変化 （ダイ レ イ タ ン シ ー） を 補正 す る と，

　　　　　辱 ÷… ξ广 募一・tj 　 （…

とな る 。
dγ は 充 て ん 率の 変化 で あ る。こ の と きの 接触

点分布 0 の 変化 dl ）＠ ）を調べ る Q 接触点数 が一
定 と

す る と ， 蜑触点 数保存関係 に よ り

　　　　　　　dD ＝一∂k （D ξk）　　　　　　　　　（31）

とな る。た だ し 驫 ＝ ∂！∂Xh で ある （式（31）は 連続体力

学 に お ける連続 の 方程式 との 類推 を考え る と理解 しやす

い ）。接触点数の 変化 に よる部分を補正する と式（25）よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 N ’

（γ）A γ
　　　dl）二 ： 一∂虍 （ヱ）ξk）

−
　　　　　　　　　　　　　　　　 aw ” znj

』
　（32）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 4 πカ

で ある 。 た だ し N ’
（γ）＝d！＞（γ）1dγ で ある 。

　5．　 降伏 条件 と巨視的 内部摩擦角お よび粘着力

　代褒的粒子 の nt 方向の 接触点 の 接触力を ゐ とする

と ， 垂直圧縮 成 分 V と，接線方向の 成 分 rt とに 次 の よ

うに 分解 で きる D

　　　　y ＝一
（a2 ！γD ）crtjn ・in ゴ

　　　　τ t　 ： （a21 γ D ）（σ t丿
n ゴ
ーσjkntn丿

nle）　　　（33）

　こ の 粒子 の 摩擦係数を μ
「

， 粘着力を cJ とすれ ば，

Coulomb 則 に 従 う とす る と

　　　　　　　〜
〆璃 ＝ μ

聖

ン十〇
「

　　　　　　　　 （34）

を 満 た す 方向 nt が 存在す る よ うに な っ た とき，そ の 接
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触点の す べ りが 起 こ る 。 しか し，巨 視的なすべ りが生 じ

る か ど うか は 分 か らな い 。 そ こ で 式（34）が 全立体角に わ

た っ て平均 して 満た され る と ぎ，すなわ ち

　　　　　　［τ trt
− （μ

f
μ
一トcs ）

2
：］1）＝0　　　　　　　　（35）

が 満 た され る とき，巨視的 な降 伏 が 生 じる と考 え て み る 。

式 （35）に 式 （33）を 代入 し て ，公式（20）を代入 す る と ，

結果は

4茅漏 一 雄弩詣 力＋÷4、藩 瑟 ・
・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

とな る 。 た だ し 輪 は 偏差応力テ ン ソ ル
10 〕

　 　 　 　 　 　＿　　　　　 1
　　　　　　

σ ・尸
び

・厂 万
δ・伽 　 　 　 （3ア）

で あ り， p（＝ r：− Okkf3 ） は 静圧力で あ る o 式（36）は拡張

v 。 n −Mises 則 と よば れ る 降伏条件で あ る 。 巨 視的な内

部摩擦角を φ，巨視的な 粘着定数 を C と して，平面問題

の 場含 に Coulomb 則 と一
致す る よ うに 式（36）と対応 さ

せ る と
t7）・18），

・・ φ訂、．驀〆 ・ 一 ÷振瘉 、
・

・

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （38）

と い う関係 を得る o こ れが粒子特性 と粒子半径，充 て ん

率 な どの 微視的 な量を巨視的 な φ，C と結 び つ け る鬨係

で ある 。

6， す べ U と巨視 的な変形

　仮想仕事の 原理は 粒状体を 連続 体 と し て 扱 うと きに も

同 じ よ うに 適用 で きる 。 その 一つ の 例 と して す べ りに よ

る変形 を考え る 。 い ま ， 粒状体 が 複数 の 方向の すべ り面

に沿 っ て 同時に すべ りを起 こ して い る とす る 。 第α 種 の

す べ り面 （何層 に も平行 に 存在す る とす る） の 単位法線

ベ ク トル を π
き
  と し，単位 ベ ク トル lt｛a ）

方 向に すべ

りが γ（a ｝ だ け進行 した とす る （図一6）Q た だ し，γ（a ） は

す べ る 前 に 面 の 法線方向 に 並ん で い た 各点が す べ りの 後

に 傾 い て つ くる角度 で ある 。 巨視的な応力を σ tj とす る

と，こ の 面上に は aonj ｛a ） の 力 が 単位面積当 た りに 働

い て い る 。
せ ん断力 （す べ り方向の 成分）τ （C「） は

　　　　　　　τ Ca）＝atjnj 〔a ）lt〔a ）　　　　　　　　　　（39）

で 与 え られ る 。 γ  がせ ん 断力 τ（a ） を 変化 させ ない 仮

図一6 すべ り面 とすぺ り方向

想すべ りで あ る とすれ ば，こ の せ ん断力が τ  γ  だけ

の 仮想仕事 を す る か ら，単位体積 当 た りの 仮想仕事 va

は

　　　　　　 W ＝Σユσ ton （t
（α）lj）（a｝γ〔a ｝　　　　　　　　（40）

　 　 　 　 　 　 　 　 a

で あ る （atj は 対称 テ ン ソル で あ る か ら nj （a）lt（a ） を

n（tC
α）IJ）（a ）で お きか えて よい ）。 ゆえに ， この す べ りに よ

っ て 生 じる巨視的ひ ず み は式 （9 ）と比較 し て

　　　　　　Etj＝ Σ】γくα）” （t
（の’

の
（薩）　　　　　　　　　　（41 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 a

とな る 。 こ の ひ ずみ は せ ん 断変形で あ り，体積 を 変化 さ

せ な い 。 なぜな ら nt（”） と ltCa） とは 直交 し て お り

　　　　　E 党虍
＝ ：Σユγ（a ）nk （a ）lk（α｝＝0　　　　　　　　　（42）

とな るか ら で あ る 。
こ れ は ，変形の 原因が すぺ りで あ る

こ とか ら も当然の こ とで あ る。
い ま，巨視的 な ひ ず み

Et5を観測 に よ っ て 知 っ た とす る 。 こ の と き式（41）よ り，
どの 方向の す べ り面 に どれ だ け の すべ りが 生 じた か を求

め る こ とを 考 え る 。
Etj の 独立な成分 は 5個 （対称性 と

式（42）を 考慮する）で ある か ら， もし 5種類以上 の 独立

なすべ り方 向を か っ て に 仮定すれ ば 式 （41）よ り rCa） を

一
意的 に定 め る こ とが で きる 。 仮定す るす べ り方向は 任

意 で あ る か ら，こ の こ とは ，巨視的な ひ ずみ の み か らは

す べ り面 が 決定 で きな い こ とを意味す る 。 す なわ ち，多

くの すべ り方 が，同
一

の 巨視的 ひず み を生 じ得る の で あ

る 。 従来 の 研究 で は 単純 せ ん 断実験に お い て，特定 の す

べ り面を 暗黙 に 仮 定 して 議論 し て い る もの もあ る hSie），
例 え ば 図一7 の よ うに 異なる すべ りが 同一

の 単純 せ ん 断

変形 を 表す の で，十 分 に 注意 しな けれぽ な らな い
。 こ れ

に 関 して ，変形 に 伴う粒子接触点分布の 変化を調 べ る実

験 に お い て ，全方向の 接触点を 調 べ るぺ ぎで あ る とい う

小 田 らの 意見 と，特定の す べ り面 に 関す るす ぺ りに 関係

す る接触点 の み を 調 べ るべ きで ある とい う松岡 らの 意見

とがあるが
L4）・20），こ れ ま で 調べ て きた よ うに ，後者の 考

え 方 は 不 十 分 で あ り，あ くま で も全体積に 関 す る平均量

をも とに し て ，仕事の 関係に 注意 し，三 次元変形に関す

るテ ン ソル 関係式 に よ っ て議論しな けれ ば な らない と思

わ れ る 。

→

→

図一・7 単純 せん 断 変形を 起 こす 二 種 類 の すべ り
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了，　 ま と め

　本報告 で は 粒状体 の 離散的 な粒子 モ デル を連続的 な蚤

で 記 述 す る た め の 基本原理 と し て 仮想仕事 の 原理を と り

あげて ， 三次元 テ ン ソル 関係式 で 記述す る方法 を論 じた
。

そ して ， 従来 の 研究に お い て 特殊 な 見方を す る こ とか ら

くる 問題点を 指摘 した 。 テ ン ソ ル は 三 次元空間内 の 力学

現象を統一
的 に ， しか も座標系の と り方 に 不 変に 記述 す

るの に 最も適した 道具 で あ り，本報告 で もテ ン ソ ル の 有

効性を 十分に 発揮 させ た つ もりで あ る 。 本報告で述べ た

論法が活用 され て ，今後，粒状体 の 力学 が ます ます 発 展

する こ とを期待 して い る 。
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