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Abstract

　The 　spectral 　analyses 　of　non −stationary 　data　for　plasma　experiments 　are 　reviewed 　for　beginners．　 It　is
shown 　 that，　when 　compared 　to　the 　 conventional 　Fast　Fourier　Transform （FFT ），　better　time− and

frequency−resolved 　spectra 　of　the 　non −stationary 　data　can 　be　obtained 　using 　the　Wigner　distribution　and
Wavelet　transform ．　 However ，　artificial　spectral 　peaks　called　cross −components 　appear 　in　the　Wigner
distribution　of　multi −component 　signals ．　Some 　elimination 　methods 　for　the 　cross −components 　are 　intro，
duced，　 The 　basic　theory 　and 　the　image　of　the 　WaveLet　transform 　are　explained ，　and 　its　time 　and 　fre−

quency 　resolutions 　are 　compared 　with 　the　FFT 　and 　the　Wigner　distribution，
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4．1　は じめに

　前章 で，高 速 フ
ー

リ エ 変換法 （FFT ： Fast　Fourier
Transform ） は 各種ス ペ ク トル 解 析 法 の 中 で も機械的に

実行 す る こ とが 可能で あ り，初心者に も比 較 的簡単 に用

い る こ とが で きる 基本的ス ペ ク トル 解析 法で あ る こ とを

紹介 した．しか し，フ
ーリエ 変換法で は うまくス ペ ク ト

ル 解析が で き ない 場合 も存在する ．そ の 代 表 的 な もの が

時 間的 に ス ペ ク トル の 性質が 変 化 す る 非 定常信号 で あ

る．．一
般 に時 間 に対 して 何 らか の 変化が あるか ら こ そ 測

定す る必 要性が 生 ず る の で あ り，プ ラズ マ の 揺 動解析 に

お い て もそ の 解析対象は 定常 で あ る よ りは非定常信号で

ある場合が 多い ．そ の よ うな信号 の ス ペ ク トル 解 析 を行

う場合 に は，FFT よ りも 「ウ ィ グ ナー分 布」 ［1−7］や 「
ウ

ェ ・一一ブ レ ッ ト解析」 ［7−15］等 の 初 めか ら非定常 な信号 を

対象と した非定常 ス ペ ク トル 解 析 法 を用 い る 方が 物理的

な情報 をよ り豊 富 に含 ん だ結果が 得 られ る．そ こで ，本

章 で は そ れ らい くつ か の 非定常ス ペ ク トル 解析法 を紹介

す る と と もに，FFT と比 較 して の 得失を明 らか にす る．

　なお，本 講 座 は
「入 門講座」 で あ るの で ，大 学 の 研究

室 に 配属 され た 卒研 生か ら修 士 の 学 生 を対象 と考え，で

きる 限りわ か りや す く概要 を紹介す る こ とを心 が け る．

したが っ て，問題 をか なり単純化 して い る 部分もあ るの

で，よ り厳密で 詳細な内容に つ い て は 引用文献を参考に

され たい ．

4．2　高速フ ーリエ 変換法の 限界

　FFT は
， 本 質 的 に 解析対象が 定常信号 で あ る こ とを

仮定 す る ス ペ ク トル 解析法 で あ る．Wiener−Khinthine
儂 魏θ酌 e−ntait ’tehinua＠ eng ．shiauoha ．ac ，1
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の 定 理 よ り，パ ワ
ー

ス ペ ク トル Sf は 計測 デ
ー

タ x （t）の

自己 相関関数 丑遜 τ）の フ
ーリエ 変換 で 表 され る．

姻
一
怏 、｝∫レ伽 （t ・ ・ ）dt （1 ）

副ン調 ・
一
・・zfT ・・・ 　 　 …

　（1）式の よ うに 自己相 関 関数 を求 め る際 に時 間 平 均 操

作 が な され る の で，そ の 結果 と して 得 られ るス ペ ク トル

も解析区間の 中で 時間平均 さ れ た ス ペ ク トル と な る．し

た が っ て ，（2）式 に 示され る よ うに時間 ’に依 存 しな い

ス ペ ク トル しか得 られ な い ．こ れ で は 解析区間 の 途中 で

ス ペ ク トル が 変化 した と して もそ の 情 報 を得 る こ と は ま

っ た くで きな い ，

　そ こ で，FFT を使 っ て も何 とか ス ベ ク トル の 時間 的

変化の 情報を得る た め の 手法が 工 夫 さ れ た，そ れ は解析

区 間 を短 い 区 聞 に 区 分 し て そ れ ぞ れ の 小 区 間 ご と に

FFT を行う手法で あ る．こ れ は，短 時 間 （シ ョ
ートタ

イ ム ）FFT とか ， 区分 FFT 等い くつ か の 名前で 呼ば

れ て い る ［7］．こ の 手法 に よ っ て 定常 ス ペ ク トル 解析法

で ある FFT を使 っ て もス ペ ク トル の 時間変化 に関 す る

情報が あ る程 度 得 られ る．しか し，デ
ー

タ 数 を A 「，サ

ン プ リ ン グ 周期 を At とす る と FFT の 周 波 数 分 解 能 は

lf（NAt）　IHz］と な り時間分解能 は A 」
，tlt［s］で あ る の で，

あ ま り短い 時 間区 間 で FFT を実 行す る と周波数分解能

が 悪 くな っ て しまう．逆に解析 の 時 間幅を長 くす る と，

そ れ だ け細 か な時 間 変 化 を追え な くな っ て し まう．こ れ

は 本質的 に FFT の 時 間分 解能 と周 波 数 分 解 能 の 問 に ト

レードオ フ の 関 係が あ る ため で あ る，

　実際の 例 で そ の 様 予 を見 てみ よ う，Fig．1は チ ャ
ープ

信号 と呼 ば れる 波形で あ る．これ は周波数が 時 間 に比 例

して 増 加 す る信 号 で あ り，当 然，非定常信号で ある ．し

か し，周波 数が 変 化 す る と して も，あ る時 刻 の 瞬時周 波

数 は何 か
一

つ 周波数が 決まり非常 に 鋭い ス ペ ク トル に な

る はずで あ る．そ れ を時 間変 化 に 関す る 情報が 得 られ る

よ うに 短 い 区間に 分 けて シ ョ
ートタ イ ム FFT 解析す

る．そ の 結 果 が Fig．2 で あ る ．なお ，図中の fnは サ ン

プ リ ン グ周 波 数 の 半 分 の 周 波 数 で あ る Nyquist 周波数

で ある．ス ペ ク トル は 予想 に 反 し非常 に幅広 の もの と し

て求 まっ て し まっ て い る．こ れ は，FFT で は あくまで

ス ペ ク トル の 時 間平 均 と して求 まる の で ，その 解析区閲

の 時 間内で 変化 して い る ピー
ク周 波 数 が 全部 平 均化 され

表 さ れ る か ら で あ る．そ れ らの 結果 と して ，FFT の 場

合 は幅 広 の ス ペ ク トル が 求まっ て も，それ が 本当 に 同 時

に 多 くの 周波数 成 分 が存在 す る広 が っ た ス ペ ク トル で あ
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Fig．1　Awaveform 　 of　the　 chirp 　signal ．
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Fig．2　Time 　 resolved 　frequency 　spectra 　calculated 　by　the

　　　 FFT 　 using 　 a　 rectangular 　 window ，　 where 　the　 data
　 　 　 length〜＝256 ，

る の か，そ れ と も，線ス ペ ク トル の ピー
ク 周波数が時間

的に 変化 して い る の か．本 質的 に 区 別 で きな い ．こ れ で

は 分解能が 悪 く，それ ぞ れ の 時刻 の ピー
ク 周 波 数 も精度

良 く求 め る こ と が で きな い ．また
， 時刻 t ＝200 以 前 で

は 信号の 振 幅が 0 で あ る に もか か わ らず ， すで に ス ペ ク

トル に は ピー
ク が現れて しまっ て い る ．こ れ で は ど の 時

刻 か ら信 号が ス タートす るの か 誤 っ た 理解をまね きか ね

ない ．こ の よ うに 周波数分 解能 ・時 間分 解能 と もに 問題

が あ る．

4．3　 ウィ グナ
ー分布

　その よ うな現状 か ら，非定常信号の ス ペ ク トル 解析 に

はそ れ に 特化 した 特別 の ス ペ ク トル 解析法が い くつ か考

案 さ れ て い る．そ れ らは FFT が 解析 区 間 の 時 間平 均 ス

ペ ク トル と して 時 間依 存 性 の な い ス ペ ク トル を求 め る の
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に対 し，時 刻 tの 依存性も残 し て 解析区間 内で の 時間変

化 の 情報が 得 ら れ る 手法で あ る．

　こ の ような非 定 常信号の 解析法 と して 最も有名 な もの

の
．一’

つ が ウ ィ グ ナ
ー

分布 で ある．こ れ は 1932年に Wig −

ner が 提案 し［1］，198G年代 に Claasen，　Mecklenbrauker

に よ っ て 再 発 見 が な さ れ た ［2−4］本質的に 非定常 な信号

を対 象 と した ス ペ ク ト ル 解析法 で あ る．時間関数 x ｛t）

の 自己 ウ ィ グナー分 布 W （t，力 は次 の よ うに 定義 され る．

鋼 一x （t ・i）x
・・

（弓 ）
配

一f二R ・・蜘 ・
一
・・承 …

（3）

（4 ）

こ こ で
’

は 複素共役 を表す．R （t，τ）は 拡張 され た 自己 相

関関数 と呼ば れ，（1）式の 通常 の 自己相 関関数か ら時間

平均操 作 を 省 い た もの で あ る ，こ の 定義 を用 い る こ と は ，

後 で 述べ る ク ロ ス 項 と呼ば れ る 問題 を引 き起 こ す原因 と

なる が，反面 ， 時 間依 存性 が 残 る の で ，それ をフ
ー

リエ

変換 した ウ ィ グ ナー
分布 も時間依存性を持 っ た 関 数 とな

る．したが っ て ，時間変化 に 関す る情報が 得 られ る こ と

と な る．そ もそ も，周 波 数 ス ペ ク ト ル の 定義は
， （1 ），〔2 ）

式 を使 っ て 関数 κ（t）の 自己 相 関 関 数 を フ
ーリエ 変換 し

た もの で ある．したが っ て ， そ れ と は異なる 定義 の 拡張

さ れ た 自己 相関関数 を フ
ー

リエ 変換 して 求 め る ウ ィ グ

ナー
分布 は あくまで ウ ィ グナー分 布で あ り厳密に は 周波

数 ス ペ ク トル が 求 め られ るわ けで は ない ．周波数ス ペ ク

トル と は異 な る もの が 求め ら れ る か ら こ そ 意 味が ある の

で あり，その 結果 が 物理 現象の 解釈に 役 立 つ もの で あれ

ば，限 界 を認 識 して 周波数ス ペ ク トル の 類似物 として 利

用 す る こ とは 意味の あ る こ とで ある．

　サ ン プ リ ン グ され た デ
ー

タ を取 り扱 い 可能 とす る ため

に フ ーリエ 変 換 を DFT に 変換 した の と 同様 に，ウ ィ グ

ナ
ー

分布を離散化 して離散ウ ィ グ ナー
分布が定義 され る．

Un （m ）＝ 2x（n ＋ m ）w （m ）x
’
（n
−

nz ）w
“
（
−

m ｝

聯   覧．幽 画一禦
ん

）

（5 ）

（6 ）

こ こ で w （m ）は 区間
一

n ／2≦ m ≦ nf2 の 窓 関数 で あ る．

（6 ＞式は （5 ）式の DFT の 形 と なっ て お り，その 計算 に

FFT を用 い 高 速 化 す る こ とが で きる．た だ し，　 FFT と

異 な り k ＝O が 直流成分 とな り，k ＝N が 正 の 最 高周波

数 で あ る Nyquist 周 波 数 に対 応 す る ．こ の 式 に よ っ て

計算 さ れ る Fig．1 の チ ャ
ープ 信号 の ウ ィ グナー分 布 を

Fig．3 に示 す．こ の よ うに 直感 と一
致す る時 間 的 に変化
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Fig．3　 Time 　resolved 　Wigner 　distributions　of　the 　chirp 　sig −

　　　 nal 　Df　Fig．1，where 　the　data　length　N ＝256．

す る 鋭 い ピークの ス ペ ク トル が 得 られ る．こ の 図 か ら各

時 刻 の ピ ー
ク 周波 数 を精度良く求 め る こ と も容易 で あ

り，また，信号の ス タート時 刻 もか な りよ く現実を反映

し て い る、こ れ らで 示 され る よ うに ，ウ ィ グ ナー分 布は

そ の 高 い 時間
・
周波数分解能が特 長 で あ る．

　 （4 ）式で 定義 され る ア ナ ロ グ で の ウ ィ グ ナー分 布 で は

無限 時 間 の デ
ー

タ を 用い る の で ア ナ ロ グ で の フ
ーリエ 変

換同様 に周波数分解 は 無 限小 とな る．しか し，離散 デー

タ の 場合 は ， （6）式 を 用い 有限区間 データ に対 し FFT

を使 っ て 計算す る の で 周波数分解能 は レ （21VAt）と な

る．しか し，時 問 分 解 能 は FFT の よ うに NAt で 制約

され る こ とは な い ．た とえ ば，あ る 時 刻 で の み 値 を持つ

デ ル タ 関数型の 関数 を考えて み よ う．FFT で 解析す る

と解析区間 1V∠ltに入 っ て い る 限 りそ の 影響 は 出 るが，
ウ ィ グ ナー

分布 で は，その 時刻以外 の 拡 張 され た 自己相

関関数の 値が 0 とな る の で 影響 は現れ ない ．したが っ て，
理 想 的 に は ス ペ ク トル が 時間方向 に 広が らず，時間分解

能 は サ ン プ リ ン グ 間隔 At程度 と な る．

　プ ラ ズマ の 揺 動解析 に お い て は ス ペ ク トル 全体の 形 も

重 要 で あるが，と くに ピー
クの 周 波 数 ・

高 さ ・半値幅等

が 重要 な物理 的 情 報 を与 え る場合 が 多 い ．した が っ て ，
ス ペ ク トル 解析 で はそ れ らが 正 し く求 ま る こ とが特 に重

要 で あ る．それ らを FFT とウ ィ グナー
分布で 比較 した．

テ ス ト信号として は非 定常信号 で あ る周波数が 正弦波状

に変化 す る FM 波 x （t）＝sin ［0，5 
一5cos（2π × 0．01彦）］を

用 い た．FFT で の 解析結 果 を Fig．　4 に，ウ ィ グ ナー分

布 で の 結 果 を Fig．5 に 示 す．（a）の 図中 の 丸 は ピーク周

波数 を
， そ れ に付 い た縦棒 は半値幅を表す．正 弦波 状 に

変化す る 実線 は 瞬時周波数 の 理 論値 を 示す，（b＞は 理論

値 と比 較した ピー
ク の 高 さ を 表す．FFT で は こ の よ う

に周波数が激 し く変 動 す る よ うな信号 で は，ス ペ ク トル
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（b）

Frequency 　 spectra 　 Qf 　the　 FM 　 signal 　 GalGu ｝ated 　 by

the　FFT ．（a）The 　peak　frequency 　and 　the　half　ampli −
tude ［evel ，〔b〕The 　peak 　 amplitude 　 normallzed 　by

the　true　Ievel．

の 幅が 広 が る と と もに ，時間 ・
周波数平 而 上 の ピ ー

ク の

位置 や 高 さ も不 正確 な もの とな っ て しまう．・・
方，ウ ィ

グナ
ー

分布で は そ の よ うな信号 の 場合で も，正 確 な ス ペ

ク トル を高い 分解能で 求め る こ とがで きる．

　しか し，ウ ィ グナー分布 に は重大な 欠点が
一

つ 存在す

る．そ れ が ク ロ ス 項 と呼ば れ る 問題 で あ る．こ れ は複 数

の 成分 を持つ 信 弓の 場合 に 真 の ピー
ク と ピー

ク の 中央 に

偽の ピークが 現れ る 現象で あ る．ク ロ ス 項 は正 負 に激 し

く振動す る が FFT の 場合 な ら時間平均が 行わ れ る の で

平滑化 され る．一
方，ウ ィ グ ナ

ー
分布 で は 時間平均操作

が 省 略 され て い る の で ，ク ロ ス 項 は ほ と ん ど 真 の ピー
ク

と 同 じ高 さ を持 つ ．Fig．　6 は 2 つ の 周 波 数 成 分 を持 つ 定

常正弦波信号の ウ ィ グ ナ
ー
分布を求 め た例で あ る．真の

ピークの ち ょ うど真ん 中 に正負 に振動す る ク ロ ス 項成分

が 見 える．こ の よ うに ク ロ ス 項 は，時 間 ・周 波 数 平 面 上

の 真の ピー
ク と ピー

ク の すべ て の 組み 合 わせ で 発生 し，

両 者の 中 央に 偽の ピー
ク を発 現 さ せ る．

［．
⊇
く］
≧

1．o0

．80

．60

．4O

，20

ρ
0 　　　100 　　200 　 300 　　400 　　500 　　600

t

（b）

Fig．5　Wigner 　distributions　 of 　the　 FM 　 signaL （a 〕The 　peak
　 　 　 frequency 　 and 　the　half　 amplitude 　Ievel．〔b）The

　 　 　 peak 　amplitude 　normalized 　by　the　true　level．

LOtt

・・5

託 o．o

≧ −o．5

一1．0  
Fig．6　Real 　 parts　 of 　the　Wigner 　distribution　 of　the　 station −

　 　 　 ary　signal 　x （t）
≡
sin 〔2π × 0．1t）＋ sin（2π

× 0．4り．　 Thefe

　 　 　 are　 two　 actual 　 peaks　 and 　cross −compQnents 　 be−

　 　 　 tween 　aGtual 　peaks．

　 ク ロ ス 項 と真 の ピー
ク が 離れ て い る場合 は ，ク ロ ス 項

の 影響 はそ れ ほ ど問題 ない が，ク ロ ス 項 と真 の ピーク が

重 な っ て い た りす ぐ近 くにあ る場合 には，真 の ピーク の

高 さや 形 状 を変 え て しま うの で 問題 で ある ．した が っ て ，

ウ ィ グ ナ
ー
分布 は ，比 較的周波数成分が 少な くて 複雑 な
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講 　座 4．非定常 スペ ク トル 解析 犬塚

ク ロ ス 項成分 が 現 れ な い よ うな場合や，FFT 等何 らか

の 他 の ス ペ ク トル 解析法をあらか じめ 用い て 真 の ピー
ク

の お お よ そ の ピーク周 波数が わ か っ て い る状 態で ，さ ら

に 精度良 くピー
ク周波数を求めたい 場合な どに用い られ る．

　 ク ロ ス 項 自体 を減少 させ た り抑制 し よ うと い う試 み も

い くつ か な さ れ て い る．そ の 巾で ， 最 も有名な の が解析

信号 の 利用 で ある．実数 デ
ー

タ の 場合，負の 周波数成分

は 正 の 周波数成分 の 複素共役なの で 冗 長 な部分で ある．

そ こ で ，負の 周 波 数 成 分 の ス ペ ク トル を 0 に 加 工 す れ ば，

真 の ピー
ク の 数が 半分 に なる の で ク ロ ス 項の 数も亊減す

る．データ x （n ｝の 解析信号 x 。 ｛n ）は次式 で 求め られ る ［2ユ．

Xa （n ）
≡x （n ）＋ j　Σ　x （m ）

　 　 　 　 　 　 nLi ）tsin2

［π （n
− m ）／2］

π｛n
−

mV2
（7 ）

こ れ は 何 ら情報 を損 な うこ とな くク ロ ス 項の 数 を減 ら す

こ と が で きる の で
， ウ ィ グ ナー分 布 を計 算す る場 合 の 標

準的 な 前処 理 と して 行わ れ る．しか し，数が 半減す るだ

けなの で ，さらに ク ロ ス 項 の 影響を減少させ る 手法 と し

て は平滑化 フ ィ ル タ を用 い る乎法が あ る ［16 ，17］．しか

し，ク ロ ス 項を抑制すれ ばす る ほ ど，肝心 の 時間 ・周波

数分解能が 悪化す る 欠点 を 持 っ て い る
，
FFT 等 の 他の

ス ペ ク トル 解析 の 結 果 を使 っ て 真 の ピ ーク と偽の ピーク

を弁別 し偽 の ピー
ク だ け を除去す る 手法もあ る ［6］．し

か し，真の ピーク とク ロ ス 項 が近接 して 存在す る場 合 は

分 離 が 不可 能 で あ る ．周波 数成 分 が 1 つ の 信 号に 限定 し

た 場合は 完全 に ク ロ ス 項 を 除去す る 手法 も提 案 され て い

る ［18］．

　 なお，ウ ィ グ ナー
分布の プ ロ グ ラ ム に つ い て は，サ ン

プル プ ロ グ ラム を掲載 した 文献 もある の で それ を参考 に

され た い ［7］．

4．4　ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換

　その よ うな状況の 巾で ，最近，に わ か に 注 目を集め て

い る の が ウ ェ
ー

ブ レ ッ ト変換 で ある．こ れ は本質的に非

定 常 信 号 の 解析 法 で あ りな が ら，ウ ィ グ ナ
ー分 布等で 問

題 と な る 偽 の ピー
ク を発 生 させ る よ うな 欠点 もな く，ま

た，比較的，機械的に 用 い る こ とが可 能で あ る．したが

っ て ， 欠 点の 少 な い 非定常信号解析法 と して 様 々 な分野

で の 応用が 始まっ て い る ．

　
”
wavelet

”
と は，英 語 で さ ざ波 の 意 味 で，1白：訳 す る と

「さ ざ波 変 換 」 と な る．フ
ーリエ 変 換 が，解 析 対 象の 波

形 を正 規直交系で ある 基本波の 整数倍 の 周波数の 定常正

弦波の 重ね合わせ と して 表すの に対 し，ウ ェ
ー

ブ レ ッ ト

変換で は，非定常 な あ る 時刻 の 前後で の み振 幅 を持 つ よ

　 　 0．50

　 　 0．25

9 　0．00
δ

　 　 ・O．25

　 　 ．O．50
一1　 　 　 　 　 　 0　 　 　 　 　 　 G

　 　 　 　 　 　 　 　 　 t

　 　 　Fig，7 　A 　Morlet　wavelet ．

2

うな基本 波 形 の 重 ね 合 わ せ と して 表す．元 々 ，一
部の 時

劾 に しか 存在 しな い 非定常信号を定常な正弦波を使 っ て

関数展開しよ うとい うとこ ろ に 無理 が あり，非定常 な 波

形 を非 定 常 基 本 波 の 重 ね 合わ せ と して 表すの は まっ た く

自然で あ る とい える ．

　 ウ ェ
ープ レ ッ トは ， 石 油 探 査 の 技師で あ っ た Morlet

が 考案 した もの が 最初で あ る ［8］．人工 地震 を起 こ して

地殻 を調べ る 場合 に，フ
ー

リエ 変換 で の 分解能の 不 足 に

直面 し，Fig．7 の よ うな 波 形 φz（t）と観 測 デ
ー

タ の 相 互

相 関か ら反 射波の 到達時刻 を決め た．そ の 結果，反 射波

の 到達時刻の 測 定精度が 改 善で きる こ とが わ か っ た．こ

の こ とか ら，ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換は，最初，遅延時間や

反射時間の 測定 に も っ ぱ ら用い られ た．φi（t）は
一

般 に

はマ ザ ーウ ェ
ーブ レ ッ トとか ア ナ ラ イ ジ ン グ ウ ェ

ープ レ

ッ トと呼 ば れ，何 も Fig．7 の 形 に 限定 さ れ た もの で は

なく，ある 時刻の 付近 にの み 信 号が 局 在 し平均値が 0 の

波 形 で あ れ ば どの よ うな もの で も構 わ ない ．

　こ の マ ザ
ー

ウ ェ
ーブ レ ッ ト φJ（t）に ス ケール フ ァ ク タ

a と時間 シ フ ト b の 変換 を施す，ス ケール フ ァ ク タ a の

変換 は波 形 を x 方 向 に 伸縮 する こ と に 対応 す る．時間 シ

フ Fb は 波形 を局在 させ る 時刻 を変化 させ る．こ うして，

次 式 を 用 い て ilf（t｝よ りウ ェ
ーブ レ ッ ト基底 関数 iPJ｛t）

を生 成す る．

酷
．÷艦 り （8 ）

フ ーリエ 変換 で は
， そ れぞ れ の 周波 数 の 正 弦波の 係数で

あ る ス ペ ク トル を正 弦波 と計測デ
ー

タ の 相関 を計算す る

こ とに よ り求 め た．ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換で も同様で ，こ

の 生成 され た 各 a，b につ い て の ウ ェ
ーブ レ ッ ト基 底関数

吻｛か と観 測 デ
ー

タ x （t）の 相 関 を求め る．

雌 ∴・・鯛 ・t （9）

こ れ が ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換 と呼 ばれ る．式（9 ）の a の 逆
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数が フ
ー

リエ 変換 の 周波数に，bが 時刻 に対応す る．し

たが っ て，ユ／a と b を変 数 とす る二 次 元 平 面 上 に w （a，b｝

の 大 き さ を プ ロ ッ トす れ ば，そ れ が 時間 ・周波数平面上

の ス ペ ク トル に対 応 す る もの と な る．ウ ェ
ーブ レ ッ ト変

換もウ ィ グナー
分布同様 に 求まる の はス ペ ク トル その も

の で は なく，あ くまで ウ ェ
ー

ブ レ ッ ト変換 で ある こ とに

注 意 が 必 要 で あ る．また，（8）式 を使っ て 求め た多くの

ウ ェ
ー

ブ レ ッ ト基 底関数 は そ の ままで は 直交関 数系 とは

な らな い ．した が っ て ， 直接 ，
FFT で の ス ペ ク トル と

関係づ け る こ とは難 しい．

　FFT で もウ ィ グ ナー分布で も周 波数分 解能は 周 波数

に よ らず
一
定 で あ っ た．しか し，（8＞式を用 い る ウ ェ

ー

ブ レ ッ ト変換 で は 周 波数分解能 は 周 波数に 対 して 変化す

る．す なわ ち，周波 数が 低い とこ ろで は 分解能が 高 く，

周波数が高い と こ ろ で は分解能が 低 くなる 対数的性質 を

持つ 分解能とな る．こ れ は物理 的 ・工 学的に は む しろ よ

り望 ま しい 性質 で あ る．多 くの 場合 に 精度は真 の 値 に 対

す る絶対誤差 σ）比 で 表 され る の で
， 値自体 が大 きい とこ

ろ で は 分解能が 悪 くな っ て も構 わ な い ．む し ろ，FFT

等で は，低 い 周波数領域で 十分な周波数分解能を確保す

る ため，高周 波 領域 で 過 剰 に細 か く計算 して い る こ とに

なる．ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換で の 時間分解能は，周波数分

解 能 の 逆 で 周 波 数が低 い と こ ろ で は 分解能が 低 く， 周 波

数高い とこ ろ で は 分解能が 高 くな る．す なわ ち，FFT と

同様 に時間分解 と周波数分解の 積が
一

定で ある とい う性

質 を持っ て い る．

　 ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換 を用 い る 場合 は ，ど の マ ザー

ウ

ェ
ーブ レ ッ トを用 い るか を選 択 せ ね ば な らな い ．マ ザー

ウ ェ
ーブ レ ッ トの 種類 と して は代表的な もの だ けで も

「Morletウ ェ
ーブ レ ッ ト」，「フ レ ンチ ハ ッ ト」，「メ キ シ

カ ン ハ ッ ト」，「Daubechies ウ ェ
ーブ レ ッ ト」，「Symlet

ウ ェ
ーブ レ ッ ト」，「Gabor 関数」 等，今で は無数 に 考案

され て い る．当然 ，どの マ ザーウ ェ
ーブ レ ッ トを 用 い る

か で 結 果 に は 大 き な 違 い が 発 生 す る．中 で も

「Daubechies」，「Symlet」 ウ ェ
ーブ レ ッ トは直交 ウ ェ

ー

ブ レ ッ トなの で ，直交 関数展 開が 可 能で あ り画像 デ
ー

タ

圧 縮等 に 用い られ る．

　 ウ ェ
ーブ レ ッ ト解析 を ス ペ ク トル 解析 に 用い る 場合 に

は ， 多 くの 場 合 に Gabor 関 数が 採 用 さ れ る ．こ れ は ，

比 較的，フ
ーリエ 変換 の 周波数 ス ペ ク トル に 物 理 的 に対

応 させ や すい 結果が 得 られ る た め で あ る．Gabor関数

φG（t）は，

・c …一端   （
t2

）exp （
一
・tl （10＞

で 表 さ れ，包 絡 線が 指数関数的に 減衰す る 複素正 弦波で

ある ［11］．こ こ で ，σ は あ らか じめ 与 える こ と が 必 要 な

パ ラ メ ータで ，σ の 値 が大 きい ほ ど周波数分解能が 上 が

り，小 さい ほ ど 時間分解能が 上 が る ．した が っ て ，

Gabor関 数を用 い る場合 は解析 データ に対応 して σ の 調

整 が 欠か せ な い ．い くつ か の σの 値 に 対す る Gabor 関

数 の 形状 を Fig．8 に ，　 Gabor 関 数 を使 っ て Fig．1 の チ

ャ
ープ 信号 を ウ ェ

ーブ レ ッ ト解析 した結果 を Fig．9 に

示す．周波数分解能に周波数依存性が ある の が よ くわか る．

　多くの マ ザーウ ェ
ーブ レ ッ トは

一
・・ か ら ・ ・ の 時 刻 の 範

囲 で 定義 さ れ て い る．し た が っ て ，ま ともに （9 ）式 を使

っ て 相 関 関 数 を 計 算す る と 膨 大 な 計 算 時 間 が 必 要 とな

る．そ の た め，ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換 は多大 な計筧時間を

要す る との 誤解が生 じて い る ．しか し，多 くの マ ザ
ー

ウ

ェ
ーブ レ ッ トは，（10）式 に示 され る よ うに t＝0 に 近 い

所で の み 大 きな 値 を持ち，そ れ以 外 で は ほ とん ど 0 で あ

る．した が っ て ，結 果 に 影響 が 出な い こ と を確認 しな が

ら適 当 な所で 演 算 を打ち切 っ て や れ ば演算時間は そ れ ほ

ど FFT と大差 は ない ．さらに，一
般的に ウ ェ

ーブ レ ッ

ト変換の 演算を高速化する 高速 ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換 ア ル

（a
σ
＝310w

　frequecy　resolution

high　tirne　resolution

（b）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 σ ＝10
− 一一一一一一VVVV − 一．一一一一一 medi ”m

　
f「equecy 「es°！”‘i°n

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 medium 　time 　resolution

〔c〕

一

σ ＝30high
　ffequeey　rじs。lution

lOW　tim 巳 reSOIUtiOn

Fig、8　Real　parts　of　the　Gabor 　wavelets ，（a｝σ
≡3，〔b）σ

＝

　 　 　 10，and （c〕cr＝30 ，

　 　1．O
一　〇．8
」
　 0．6
孟
）　0・4

　 0，2

　 0．0

尹
6

Fig．9　A 　wavelet 　transform　 ef　the　chirp 　 signal 　of　Fig．1，
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講　座 4 ．非定常 ス ペ ク トル 解析 犬塚

ゴ リズ ム も提案され て い る ［14］．ウ ェ
ープ レ ッ ト変換 の

プ ロ グ ラ ム も多 くの 文献 にサ ン プル プロ グ ラム が掲載さ

れ て い る の で ，そ れ らを参 考 に され た い ［IO−14］．

　 ウ ェ
ー

ブ レ ッ ト変換 は ，時間 ・周波数分解能の 点で は

ウ ィ グ ナー分布 に劣 る．ま た ， ど の マ ザーウ ェ
ーブ レ ッ

トを使 うか 選ぶ 必 要が あ る こ と，そ して 求 め られ た ウ

ェ
ーブ レ ッ ト変換 の 結果 とス ペ ク トル をどう物理 的に 結

びつ け る か とい う点 で 若 干扱 い に くい 面 を持 っ て い る．

しか し，ウ ィ グ ナ
ー

分布 の ク ロ ス 項 の よ うな大 き な欠点

が ない の で ， そ の 点で は使 い やす い 非定常 ス ベ ク トル 解

析法 とい え る．ウ ェ
ーブ レ ッ トは，数学

・理 学
・工 学等

の 分野で 注目され て お り，基礎お よ び応用 に関す る 多 く

の 研 究 が 現 在 進 展 して い る．プ ラ ズ マ 理 工 学 の 分野 で も，

乱流波動の ス ペ ク トル 解析 や ［19］，反射計 に お ける 密度

分 布再 構 成 等 に応 用 され ［20］， 最 近 で は ウ ェ
ーブ レ ッ ト

変換 を用い た 解析結果も散見 され る よ うに な っ て きた．

4．5　ま とめ

　代表的 な非定常ス ペ ク トル 解析法で あ る ウ ィ グ ナ
ー

分

布 と ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換 を紹介 した．い ず れ も， FFT

に 比 べ て 得失 を持 っ て い るの で ，対象が 定常信号 と近似

で きる場合 は FFT が 機械的に扱えて 問題も少ない ．し

か し，非定常信号 の 場 合 に は FFT で は 正 しい 結 果が 得

ら れ な い 場合 もある．そ の よ うな 場合の 中で もそ れ ほ ど

高 い 時 間
・周 波 数 分 解能 が 必 要 で はな い ス ペ ク トル 解析

の 場合 は，大 きな欠点の ない ウ ェ
ーブ レ ッ ト変換 を用 い

るの が適当で ある．時 間 ・周波数分解能が特 に重要 な ス

ペ ク トル 解 析 の 場 合 に は，欠 点 で あ る ク ロ ス 項 の 問題 が

顕在化 し な い よ うに 工 夫 して ウ ィ グ ナ
ー

分布 も試 し て み

る価値 が あ る．こ の よ うに ， どち らの 非 定常 ス ペ ク トル

解析法も
一

般的 に 用 い 得 る ス ペ ク トル 解析法 で は ない

が，特別な場合 に大 い に威力を発揮 し物理的理解 に 資す

る デ
ー

タ を提 供 して くれ るス ペ ク トル 解析法で あ る ．
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