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Abstract

　Magnetohydrodynamic （MHD ）simulation 　is　a　powerful　methodology 　for　research 　into　fluid−like　phe−

nomena 　in　plasmas．　The　finite　difference　 method 　and 　the　spectral　 method 　 are 　two　 major 　procedures
used 　to　 numer 三caly 　solve 　the 　MHD 　 equations ．　Several　basic　 algorithms 　 and 　important　concepts 　for

MHD 　simulations 　are 　described．　Numerical　stability，　artificial　diffusion　and 　dispersion　should 　be　careful −

ly　taken　into　account 　when 　MHD 　equations 　are 　discretized．

Keywords ：

magnetohydrodynamics ，　MHD ，　MHD 　simulatiQn ，　finite　difEerence　method ，　spectral 　method ，
numerical 　stability ，　numerical 　diffus1on，　TVD 　scheme ，　explicit 　algorlthm ，　implicit　algorithm

6．1　は じめに

　プ ラ ズマ 現象が 複雑で，そ の 理 解 を難 し くして い る第

一
の 原因は 本質的に プ ラズ マ が 膨大な数の 多体系 シ ス テ

ム で あ る こ と に よ る．本 講座第 2 章で 触 れ られ た よ うに，

最新鋭 の 高速 計算機 を用い て も プ ラ ズ マ 粒子 すべ て の 運

動 を計算す る こ と は で き ない ．そ こ で ，プ ラ ズ マ 現 象の

計算機 シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を行う場合 ， 基 本的 に 2 つ の 可

能な方法論の ど ち らか を用い なけれ ば な ら ない ．第 1 の

方法 は，こ れ まで 本講座 に解説 され て きた 「粒子 シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン 」 で あ り，そ こ で は複 数 の プ ラ ズ マ 粒 子 を仮

想的な超粒子 と して 取 りま とめ る こ とで 取 り扱う情報量

を減 ら し ， 計 算 を可 能 と した．

　第．二 の 方法は こ こ で と りあ げ る電 磁 流 体 力 学 （MHD ：

magnetohydrodynamic ） シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で あ る．流

側 疏ε恋 6・maiJ ： hasano＠ sci．　hiroshima−u ．　ac ．ゴρ

体 と し て の プ ラ ズ マ の 概念 は，超粒子 の 概念 と は 逆 に

個 々 の プ ラ ズマ 粒子 を細 か く分 割す る仮想 的 操作 を 無 限

に 繰 り返 す結果得 られ る ［1］．無限 に 粒子 を分割す る こ

とに よ っ て，粒子 の 持つ 離散的 な情報量を統計的に 平均

化 さ れ た連 続 量 に 変 換 す る こ とが で き る．さ らに ，電 子

の 慣性項 を無視 し プ ラズ マ の 準中性性 を仮定す る な ら

ば ， サ イ ク ロ トロ ン 周波 数 よ り非 常 に遅 い 現象に 適用 で

きる 近 似理 論 と し て MHD 方程式 を得 る ［2］．　 MHD 方

程式 は プラ ズマ の 粒子性 に起因する 固 有の 時間空間 ス ケ

ール を含 ま ない ．そ れ ゆ え，適 用 条 件 を満 た す 限 り，巨

視的な プ ラ ズ マ 現象の 解析 に お ける 強力な理 論的方法論

とな り得 る．MHD 方程式 は宇宙 お よ び実験 室 にお け る

多様 な プ ラ ズ マ 現象 の 理 解 に大 い に 貢献 して きた ［3］．

た だ し，MHD 方程式 は非線形 の 偏微分方程式で ある た
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講 　座 6．MHD シ ミュ レ
ー

シ ョ ン の 基礎 草野

め，厳密解 を得 る こ とは
一

部の 特殊な場合を除い て 不可

能で ある．それ ゆ え，そ の 数値解 を得 る こ とは非常 に重

要 な知 見 を我 々 に与える．

　本論 で は，第 2 節 で シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を行 う上 で 理 解

し て お く必 要 の あ る MHD 方程式 の 基礎的性質 を 説明

す る．MHD シ ミ ュ レーシ ョ ン の 代表的方法 と して，第

3節 で は 差分法 を，第 4節 で は ス ペ ク トラ ル 法 の 基 礎 を

そ れ ぞ れ述 べ る．第 5 節 で は発 展 的方法 と し て 陰解法 に

触 れ，第 6節 で は ま とめ と して い くつ か の 注 意点 をあ げ

る．本論 の 囗的 は初学者がMHD シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 基

礎 を理 解す る こ とに あ る．MHD の 理 論的詳細や MHD

シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン研究 の 実際的応 用 に関 して は，本 講座

の 次 章や 文 献 ［3，4］を参 照 して い た だ きた い ．

6．2MHD 方程 式

　MHD 方程式は 密度 p，速 度 V， 磁場 B ， お よ び圧 力

P の 8 個の 変数か らなる 偏微分方程式系 で あ る．・・般

的 な MHD 方程 式 は 連 続 の 式，運 動 方程 式，誘導方程式，

エ ネル ギー
方程式 か ら構 成 さ れ る ．方程 式 の 詳 細 は用 い

る状 態 方程 式 や 考慮 す る外場 の 種類，問題に応 じた エ ネ

ル ギ
ー

の 生 成
・
損失機構 に 依存する．例 え ば ， 理 想気体

の 状態方程式 に基 づ く標準的な MHD 方程式 は 以 下 の

よ うに 記述 で きる ．

霧一一
▽ … ，

　 ∂v
ρ
”
∂厂

一
ρ
v ’▽ v − ▽P ÷ ノxB −

▽’w ・

誓 ▽ ・ （v ・ B 一
碗 ）

∂P

∂广
冖

▽《珊
一

（γ
一1）P▽ ヴ

　　 ＋ R ∬
1
▽ （P／

ρ）＋ 1〜ガソ
2

＋ W ：▽V ，

1＝▽ ×B，

（1 ）

（2 ＞

（3）

（4 ）

（5 ）

W − RJ ・

［・ V ・ （・ V）
・一．1．… ］・　 　 （・）

た だ し，磁場 は solenoidal 条件 ▽ ・B ＝O を常 に満足す

る 必 要 が あ る の で
，
B ＝▽ xA な る ベ ク トル ポ テ ン シ ャ

ル A を用い て （3 ）を

　　釜 ・ ・ B − R嘉 　　　　　 （・）

と書 き直 す場 合 もあ る．特 に，何 らか の 空間対称性 が あ

る 問題で は ベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル を使 う と変 数 の 数 を減

らす こ と が で きる ．また ，流速が 電磁 流体波動の 位 相 速

度 に比 べ て 十分 遅 い 場 合 ，
プ ラ ズ マ を 非圧 縮性流体 とみ

なす こ とがで きる の で ，

▽ ・V ＝0， （8）

と な り， 速 度 γ もベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル を持つ ．こ の

場合，（4 ）は 必 要な く，（8）が解 くべ き状 態方程式 を与

える．

　MHD 方程 式 は物 理 定数 に基づ く固有 の ス ケ
ー

ル を含

まない ．そ れ ゆ え，問題 に 応 じた 単位系を再 構 成 して ，

変数 を適 当 に無次冗 化 す る こ とが で きる ．（1）一（6）式

で は，適当 な空 間 ス ケ ール Lo，質量 密度 Po ， 磁 場 Bo

を用 い ，速度をア ル ヴ ェ ン速度 VA　
＝Bo／（μ opO ）

1／2
で ，

時間 を ア ル ヴ ェ ン 時聞 τA
＝Lo／VA で ，圧 力を磁気圧

Bgf
μ ， で 規 格化 した．こ の 場合，（2 ），（3 ），お よ び （4 ）

式 に お ける拡散項 の 係数 は そ れ ぞ れ

瓦
一響・ Rn 一縛， 罵 一黔 …

と与え ら れ る．こ こ で，レ，η，κ は 粘性，電 気 抵 抗，熱

伝 導率 を，IiO，　kB，　m は 真空の 透磁率，ボ ル ツ マ ン定数，

プ ラ ズ マ 粒子 （イ オ ン ） の 質 量 を そ れ ぞ れ 表す．瓦 ，

Ro お よ び R 、 は，運動量，磁場お よ び熱 の 拡散時間 と

ア ル ヴ ェ ン 時 間 τ A と の 比 を表す 無次 元 量 で あ り，Rv

を レ イ ノ ル ズ 数，Rv を磁気 レ イ ノ ル ズ 数 と呼 ぶ ．拡散

係 数 （レ，η，κ） の 扱 い は考 え る モ デ ル に依 存す る．最 も

簡単 なモ デ ル は拡散係数を定数 とみ なす もの で あり，こ

の 場合，粘性項 と電 気抵 抗項 は線形項 に な る．プ ラ ズ マ

の 散乱過程 の 詳細 を考慮 し拡散係数 の 変数依存性 を モ デ

ル に含 め る と拡 散項 は 高次 の 非線形項 に な る ．・．一・
方，拡

散項以 外 の 非 線 形 性 は最 大 二 次 で あ る．

　 MHD シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン とは 適当な初期境界条件 の も

とで 上 記 の MHD 方程式の 数値解を得 る こ と に よ っ て

実現される ．た だ し，B ＝0 な らば，　 MHD 方程 式 は 圧

縮 性 流体 の 流 体 力 学 方 程 式 に 等 しい ．そ れ ゆ え，流体力

学方程式 の た め に 開発 さ れ た 数 値 解 法 の ほ と ん ど を

MHD 方程式 に も適用 す る こ とが で きる ．しか し，磁場

の 効果 に よ っ て MHD 方程式 は流体力学 方程式 に は な

い 特有の 効果 を持つ こ と に 留意すべ きで あ る．た とえ ば，

流 体 力 学 方 程 式 にお け る線形波 動 は 音波 の み で あ る が ，

MHD 方程式 は ア ル ヴ ェ ン 波，早 い 磁 気 音 波，遅 い 磁 気

音波 の 3 つ の 線形波動 を もつ ［3］．特 に，早 い 磁気音波

の 位 相 速度 は

晦 一豈瞳 噸 ・ 畔 ・ 確）
2−

・碇 噺 ・・
2
］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （10）
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で与え られ ， 常 に音 速 砿 よ り も速 い の で ，磁 場 の あ る

場合，情報 は 中性流体中よ りも速 く伝播す る．た だ し ，

k と hliは波数 とそ の 磁場 方向成 分 を表す．

6．3 差分 法

　 MHD 方 程 式 は連 続 場 の 方程 式で あ り，そ の 厳密解 も

連続的な自由度を持 っ て い る．しか し ， 計算機 に よ る数

値解は 可算有限個 の データか ら構 成 さ れ な けれ ば な らな

い か ら，方程式 自身を有限個 の 情報 の 組 み合せ で 書 き直

す 必 要 が あ る．差 分 法 は こ．の た め の 最 も代 表的 な方 法の

一
つ で あ る ．

　差分法 の 基本 的 な考え方 は連 続 な空 間 と時間 を離散的

な小 領域 に分割 し，小領域の 状態 を一
つ の 値 で 表現す る

とい うもの で ある．MHD 方程式 に適用 で きる様 々 な差

分 ア ル ゴ リズ ム が 知 られ て い る．しか し，実際 に シ ミュ

レ
ー

シ ョ ン を実行す る場合 に は，そ れ ぞ れ の ア ル ゴ リズ

ム の 特性 を理解 し考 える問題 に適合 す るア ル ゴ リズ ム を

選択あ るい は開発 し なけれ ば な ら ない ．以下 で は，差分

解法を行 う上で重要な概念 を説 明す る と と もに，代表的

な ア ル ゴ リズ ム を紹介す る．さ ら に 詳 し く学 びた い 方 は，

差分法 と MHD 計算の 基礎 につ い て は文献［5］を ， 差 分

法の 詳細 につ い て は文献［6−8］を参照 に され る と よ い ．

6．3．1 次数

　微分型 で 書か れ た MHD 方程 式 の 差 分解法 を行 うた

め に は，第
一

に 微分 オ ペ レータ を差分で 近 似す る 必 要 が

あ る．す な わ ち ， 離 散 点 物 づ ∠ （ブ
＝0，1，2，… ，M ）に

お け る 関数 f（x ）の 値 fj　＝f（Xj ）を使 っ て ，微分 fj
’＝

df／dUl
。
一

。i
の 近似値を求め なけ れ ば な らな い ．求 め る 近

似 式 の 精 度 は差 分 幅 」 の 何 次 の 項 ま で 考慮す る か に よ

っ て 決まる．

　そ こ で ， 関数 ∫（め を 紛
の 周 りで ∠ を使 っ て テ イ ラ

ー

展開する と，

　　　　　　　　　　（2A ）
2

　　　　　　　　　　　　　　　（2A＞
3

　　fj− 2
＝
ノ5− 2∠1L弓

广
＋

　　　　　　　　　　 2fj
”一

万 r話
〆”

　　　　　　（2A）
4

　　　
＋ a’

／il；f2・3f2f・
’””＋ 0 （∠

‘

）・　 　 　 （ll）

　 　 　 　 　 　 　 ∠
2　　　∠13　　　　 ∠】

4

f」− i
＝fj−∠吟

’
＋

2 ガ
”一

豆 ガ
”
”

4．3．2fY
’”

　　　＋ 0 （∠］
5
＞，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

　 　 　 　 　 　 　 ∠」2　　　 A3
駈 誘 ＋ Af

」

t
＋
−
li
’fjm＋ 3．2fj

”’

　 　 　 　 ∠」4

　　　
＋

4 ．3．2カ
””

＋ 0 （」
5
）・ （13）

fj＋ 2
≡
乃＋ 2∠1ガ

ノ
＋

　　　・ 鬟鈴

（2∠）
2

　　　　 （2A）3

2 ガ
”
＋

鶯万 力
’”

’
＋ 0 （∠

5
）， （14）

と な る．た と え ば，式 （13）に お い て ∠
2

よ り高 次 の 項 を

無視する と
， 差分 幅 ∠ の

一
次 の 精度で 近 似式

　　が
・・− f・・

詳　　　　　　 （15）

を得 る．上 付 き添 字
ω

は A の
一

次精度で あ る こ とを示

す．二 次精度 の 差分公式 は 式（12）， （13）で A3 以 上 の 項

を無視 し， fj
”
を消去 す る と，

〃
  」 守

一1

（16）

の ように 得 られ る ．同様に ，差 分点数を増 やす と三 次お

よ び四 次精度の 公式 を （11）一（14）よ り

f・
’… 一％ ＋ 1瑚

謹
一

’
＋

執 　 　（17・

が
・・一 ＋2 ＋

￥
” 1。 ｛Uf・一跡 ・

．　 （18）

の よ うに 作 る こ と が で きる．

　 こ れ らの 差分公式を使えば偏微分方程式を差分方程式

に書 き換える こ とが で き る．こ こ で，簡単 な線形偏微分

方程式，

　　 Of（ちx）
　　　　　　　　　

＝0　 　　 　　 　　　 　　 （19）　　　　　　＋ Vo
　 　 　 ∂t　 　 　 　 　 　 　 　 ∂x

に つ い て 考えて み よ う．こ の 方程式 は advectlve 　equa −

tionと呼ば れ，左 辺 は 速 度 Vo を もつ 場 の 対流微分 を記

述 して い る．時間差 分幅 を δ，空間 差分 1嘔を ∠ と し，

時間 微分 を一
次精度の 差分 （15）で ，空 間微 分 を二 次 精度

の 差 分（16）で 置 き換 え る と，

　　ず
＋ 1

　
− fjn　　　　　　　　　　！ア． 一 〃一

、

　　　　　　　　　　　　　　　，　 　　 　　 　 （20）　　　　　　　
＝− Vo

　 　 　 　 δ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2∠」

と書ける ．こ こ で ，上 添字 （＞
n
は 時 間 に 関 す る差 分 点 （tn

＝n δ） を，下 添 字 （）」 は空 問 に 関 す る 差 分点 傷 ＝
ブ∠）

を 表す．上 式 を整理す る と，

　　ぷ
・ ・一

群 協 （f」
’＋ 1

一
ノ罫 1）　　 （・1）

と な る．こ の 式 は 時間差分点 π ＋ 1 の 値 を時 間差 分 点 狸

の 値 で 陽 （explicit ＞ に記 述 す る・．．・つ の 陽解 法 ア ル ゴ リ

ズ ム を 与え る．ア ル ゴ リズ ム が 与え られ れ ば，計算を繰

り返 す こ とに よ り，初期点 （n ≡O） の 値 か ら任意の 時

間差分点の 値を計算 す る こ とが原 理 的 に で きる．

6．3．2　数 値 的 安 定性

　差 分法に よ る 計算結果が 本来 の 偏微分 方程式 の 近 似 解
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で ある た め に は ，差 分幅 （δ，A ） を小 さ くし た 時 に，差

分方程式 の 解が 微分方程式 の 解 に漸 近 しな けれ ば な らな

い ．こ の た め に は，ア ル ゴ リズ ム が数値的に 安定 で ある

必要がある ．こ こ で，数値的 に安定 で あ る とは，従属 変

数 f」・
n

を フ
ーリエ 展開，

　　乃
π≡Σ∫4ei勧 　　　　　　　　　　　　　　 （22）

　 　 　 　 h

した と き，初期 （n ・・O）に おける あらゆ る フ
ーリエ モ ー

ドの 大 きさ が有限で ある 限 り，そ の 後 の 任 意 の 時 間差 分

点 の フ
ー

リ エ モ ードの 大 き さ も有限 で ある こ と を い

う［9］．

　実際 に，ア ル ゴ リズ ム （21）の 安定性 を調べ て み よ う．

（22）を （21）に 代入す る と，それ ぞ れ の 波数モ ードにつ い

て

〃
・ ・

e瞬 …腕
，弘 （・

il・・… 一
…

一・
）．

故 に，

∫濯
＋ L ｛1− i・・sin （k∠）｝∫ず， （23）

と な る．た だ し，

　 　 　 　 　δ

　　α
＝ 玲

∠ 　 　 　 　 　 　 　 　 （24）

で あ る．一
般 に，∫ダ

】≡
g （δ，A ，h）ノ

7

眉 と書ける と き，　 g

を増幅係数 と呼ぶ ．ア ル ゴ リズ ム が 数値的 に安定 で あ る

た め に は lgl≦ 1 で な けれ ば な ら ない ．一
方，（23）に 関

して は

1912＝9’9
＊

　＝1÷ aL
’

sin2 （k∠）　＞ 1 （25）

で あ る た め ，ア ル ゴ リズ ム （21）は 常 に 数 値的 に 不 安定 で

あ り，そ の 誤差 は 指数関数的 に増加 して し まう．

　実は，（21）式の 右辺第
一

項を近傍差分点の 平均 で 置 き

換える こ とに よっ て アル ゴ リズム を安定化 で きる こ とが

知 られ て い る ．こ うし て 作 られ た ア ル ゴ リズ ム

♂
・ ・一
彦鵬 ＋駕

一暢 縣 ・
−ff， 一・） （26）

は Lax ス キ
ー

ム と呼 ば れ ， （21）と 同 じ次 数精度 を持

つ ［10］．Lax ス キ ーム の 増幅係数 e は 上 と同 じ よ うな

方法で ，

1912＝1−　（1− cr2）sin2 （kA），

と与 え られ る か ら，その 安定化条件 は

　　
“ ≦ 1・ °「 δ≦ ’

T
で ある．

（27）

（28）

time

n ＋ 1t

nt
spac

与 1 舌 Xj
・ 1

Fig．11nformation 　flow　in　Lax　scheme ．

草野

　安定化 条件 （28）の 意味 を 直観 的 に理 解 す る こ とは容 易

で あ る．Fig．　1 に示す よ うに，　 Lax ス キ
ー

ム で は ガ
η ＋ ］

を鏐 一
］，理，／ワ＋ 1 の 3 つ の 値 よ り決 め る．こ の こ と は，

数値 的 に情報が 残
冨

〃 δ とい う速 さで 伝搬す る こ とを

意 味する ．一
方，偏微分 方程 式（19）は 速 度 Voで 場 の 量

fが 伝 搬 す る こ と を記 述 して い る．す な わ ち，実際 の 情

報伝搬速度は Ve で ある．もし，数値的 な情報伝 搬 速 度

VN が 微分方程式 に 固有 の 情報伝搬 速 度 Vc よ りも遅 い

な らば，明 らか に数値解 は真 の 解 を表現す る こ とが で き

ない ．一
般 に，ス キ

ー
ム が 安 定 で あ る た め に は，Vc 〈

恥 で な け れ ば な ら な い ．こ の 条件 は Courant−Fried−

richs
−Lewy （CFL）条件 と呼ば れ 陽 的 な偏微分方程式 の

数値解法で一般 的 に 成立 す る ［11］．安定化条件 （28）は

ad ＞ ective 　equation に お ける CFL 条件で あ る．

　 MHD 方 程 式 は複 数 の 物 理 過 程 か ら成 り立 つ ため ，数

値 的 安定性 を保 つ た め に は そ れ ぞ れ の 過程 に 関 係 す る

CFL 条件をすべ て満足 し なけ れ ば な らな い ．た とえ ば，

プ ラ ズマ 流 速 を．γ とす る と，空 間 に 固定され た座標 に

対 して 速い 磁気音波 は V ± Vtastな る速度で 情報 を運 ぶ

の で ，MHD 波 動 に 関す る CFL 条件 は

　　
δ≦

v ． 嘱 　 　 　 　 　 　 （29）

と な る．一
方，散逸 に よ る 情報伝播 に 関係 した CFL 条

件 も同時 に満た す必要が あ る．た と えば，拡 散方程式

　　咎一R
−

・纂　　　　　　 （・・）

にお け る CFL 条 件 は

δ≦ RA2 （31）

と な る．さ ら に，二 次 元 また は三 次 元 問題 に お い て は そ

れ ぞ れ の 空 間 次 元 に 関 して こ れ らの CFL 条件 をすべ て
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満足 しな けれ ば な らない ．

6．3．3 分散 と散逸

　不安定 な ア ル ゴ リズ ム （21）を

　　諺
＋ ・一

〃
一

・

）・二峰
・1 − 2f、

n
・〃

一
・

）

　　　一一薯鰐 ・ 1 ゴ ヲー・） 　 　 （32）

の よ うに 書 き直す こ とが で きる ．こ の 差分 方 程 式 はδお

よ び A の 二 次 の 精 度 で 微 分 方 程 式

　　多・欝 ・

愉 ・ 　 　 （33）

を差 分化 した もの に等 しい ．一
方，安定 な ア ル ゴ リズ ム

（26）は

　　二娜
＋ ・−f・

・
一

・

）・ ÷娜
・ L

罪 ・ 〃
一

・

）

　　　一茎吟 1
− 2fjn・駕 一窘畔 ・

一
∫劉 1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（34）

と変形 で き るの で ，
二 次精度で 微分方程式

　　詈・欝 一莠夥囑 募一・ 　 （35・

を差 分 化 した もの に 等 しい ．

　 こ の こ とは ，

一
次精度の 差分 化 の 結果生 じる （33）式の

左 辺 第 2 項が 不安定性 を生 み 出す
一

方，数値的な拡散項

で ある （35）式の 左辺 第 3 項が ア ル ゴ リズ ム を安 定化 す る

と解 釈 で きる．実 際，波ta　k，周波数 ω
〜私。k の フ ーリ

エ モ ー ドを 考えた と き ，
CFL 条件 （28）は （35）式 の 左 辺

第 3項 の 絶対値が 第 2項 よ り大 きい とい う条件，

　　 ∠12k2　 δω
2

　　
−
2δ

≧
2 　 　 　 　 　 　 　 （36）

と等価で ある こ とが わ か る ．

　（35）式の 左辺 第 2項 お よ び 第 3 項 の 存在 は ， 数 値 的 な

散逸 と分 散 を生 む．数値 ス キー
ム の 分散関係 は フ

ー
リエ

モ
ー

ド

　 f（x，t）− f（k，ω ）ei
（・v ’

”k＝）　 　 　 　 　 （37）

を （26）式 に代 入 す る と

ei
ωδ ＝COS （kA ）＋ iα sin （鳶∠D （38＞

の よ うに 得 られ る．こ こ で ，ω を実 部 と虚 部 に 分 け，ω

＝・　o ＋ iγ と書 くと，分 散 と散逸 の 関係式 をそ れ ぞ れ

　　tan （2 δ）＝α tan （k∠」），　　　　　　　　　　　　　　　　　 （39）

　　e
− 2γ δ

　＝＝　eos2 （h∠1）＋ α
2
　sin2 （k∠］）　　　　　　　　　　　（40）

の よ うに 書 くこ とが で きる．上 の 関 係式 よ り， α
＝1 の

時 の み，差分方程式の 分散は与 え られ た微分方程式 （19）

の 分散関係

　　 ∫2＝Vok，　 γ
＝O，　　　　　　　　　　　　　　　　　 （41）

を厳密 に 満 た す こ とが で きる ．しか し ，
MHD 方程式 を

解 く場 合 に は ， 非 線 形 項 に よる不安定化効果 を避ける た

め一
般 に α 〈 1 で あ る 必要がある の で，数値的な分 散 と

散逸を逃 れ る こ とは で きない ．

6．3．4　 Lax−Wendroff ス キー
ム

　 安定で か つ 数値的 な分 散 と 散逸が小 さい 差 分 ス キーム

を作 る 方法の
．．一つ は差分の 次数精度 を 高め る こ とで あ

る．時間差分幅 δ の 二 次 の 精度をもつ 代表 的 な ア ル ゴ

リ ズ ム と し て Lax−Wendroff （LW ＞ ス キ
ー

ム が あ

る ［12］．

　 こ こ で
， 保存 型 で 書か れ た偏微分方程式

　　霧・

∂

讐 ・一・ 　 　 　 （・・）

を 考えよう．／ が 質量，運 動量 ，磁場，全 エ ネル ギー密

度か らな る ベ ク トル で あ る と考える な らば ， MHD 方程

式 も形 式 的 に 上 の 形 で 記述 す る こ とが で きる ［5］．LW

ス キ ー
ム は Fig．　2 に 示す 2 つ の ス テ ッ プ か ら構成 さ れ

る．第 1 ス テ ッ プで は Lax ス キー
ム

畷 一÷鰹 ・粥
一

，1（・劉 ・

一
聆 （43）

を 用 い て ，時 間差分幅 を ユ／2だ け進 め る と と もに ，

fn
＋

浮 1〆2 を用い て 巾間 点の 流 束

　　FS ‡鴇 一F （厚 1彡塁）．　 　 　 　 　 　 （44）

timell

＋1t

n＋〃2t

nt

■ 1
1 1
1 1
1 暉

1 1
1 匪

■ 1
■ 匚

囚 1
1 1 spac

Xj−1　 等〃2　 杉 Xj
＋〃2　 Xj

＋1

Fig．21nformation　flow　in　Lax −Wendroff 　scheme ，
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を 定義する．第 2 ス テ ッ プ は 中間点の 流 速 と二 次 精 度 の

中心 差分 公 式

　〃
・ 1・f」

n 一葺（FY ‡yg− F7tyg ），

を使い 時間差分 を1進 め る．

F ・・
　Vef の 場合，　 LW ス キ

ーム の 増幅係数 g は

Lgl2− 1一α
2
（1− ’）（1

− c・s （kA））
2t

（45＞

（46）

で 与 え られ る．こ れ は 安定化条件が 再 び CFL 条件（28）

で ある こ とを意味す る．た だ し ，
LW ス キーム の 数値的

散逸 は kA の 4 乗の オ
ーダで 発生 す る こ とが 知 られ て い

る．こ れ は比 較 的大 きな波数 の モ
ー

ドに の み選択的に 数

値的散逸が 影響す る こ とを意 味 して お り，長 波長 モ ード

の 計 算 に とっ て は 都 合 が よ い ．こ れ らの 理 由に よ り，

Lax −Wendroff ス キーム は MHD シ ミ ュ レ 」 シ ョ ン の 解

法 に こ れ まで広 く利 用 され て きた．

6．3．5 　TVD ス キーム

　 数値 的 分 散の 影響 よ り，衝撃波面の よ うに 関数値 が急

峻 に 変 化 す る領 域 で は LW ス キーム は 数値的な 振動を

生む こ とが 知られて い る．こ れ は，LW ス キーム が解 の

単調 性 を維持する こ とが で きない ス キ
ー

ム で ある こ と を

意味 して い る．こ こ で ，解の 単調 性 とは 単 調増加性 また

は単 調 減 少 性 をい う．一
般 に，LW ス キ

ー
ム に 限 らず，

定数 砺 に よ り

　　〃
＋ 1ユΣc♂タ＋ it，　　　　　　　　　　　　 （47）

　 　 　 　 　 h

と書 くこ との で きる 線形ス キー
ム は解の 単調性 を維持で

きな い こ とが 知 ら れ て い る ［8］．そ れ ゆ え，単調性 を維

持す る た め に は何 らか の 非 線 形 ス キーム が 必 要 に な る．

　advective 　equation の 場合，　 LW ス キーム に お け る 中

間点 の 流 束 （44）は

F
」・ vz

＝
　Voレ

・
壱（・

一
礁 ・

−f」・」，
と書ける ．そ こ で ，新 しい 関数 vaを導 入 し

Fj… 2
一唾 ・3（・一 ）  2G 弓・ ・

−fj）］・

（48）

（49）

な る流束を考える こ とで ，LW ス キー
ム を非線形 ス キー

ム に 拡 張 す る こ とが で き る．こ こ で，携
・
． 1／2 は 流 束制

限 関 数 と呼ば れ る ．（49）を （45）に 代 入 す る な ら，

　 　 　 　 2

を得る．た だ し，

ク1÷秀；一 ［1
−
÷・1一α 珊 一1司

．
⊥

。 （、
一

α ）
略 ・ ・／2

，
　 　 　 　 　 　 　 　弓

（50）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 草 野

rj一鍔轟 　 　 　 　 ・…

で あ る．数値振 動 は （50）式 の左 辺 の 値 が 0 以 上 1以 下 で

あれ ば 現 れ な い ．こ の 条件 は ，CFL 条件 （0≦ α ≦ 1） が

満足 さ れ る時，

0≦ ｝Vj・＋ 1／2≦ 2
， （52）

　　　 鴎 ＋ 、fZ
　　　　　　　≦ 2　 　　 　 　 　 　　 　 　 　 （53）　 　0≦
　 　 　 　 　「」

で あ る 限り破 られ ない ．すな わ ち，珊
・
＋ 1／2 を Fig．3の

グ レー領域 をと る η の 関数 とすれば，単調性 を維持す

る 非線形 ス キーム を作 る こ とが で き る．

　 こ う し て 作 ら れ る ス キ
ー

ム は TVD （Total　Variation

Diminishing）ス キ ーム と呼ば れ る．　 Total　Variation と

は 関数の 全変動

　　TV （fn）薈Σ1∫ダ＋ 1
−f，

nl
，　　　　　　　　 （54）

　 　 　 　 　 　 」

で あ り，TVD ス キーム は TV （fn
＋ 1

）≦ TV （fn）を保証

す る．TVD ス キーム に は 多 くの バ リエ ーシ ョ ン が 開発

され てい るが，こ れ らにつ い て は文献匚7］に詳 しい ．

　TVD ス キーム は衝 撃波 を含 む 問 題 に とっ て は非常 に

有効 な方法 を与える．し か し，非線形 ス キ
ー

ム で ある た

め数値的拡散の 大 き さ を 問題 を解 く まで 事前 に 評価 す る

こ と は 難 しい ．それ ゆ え，抵抗不安定性 や磁気再結合 の

よ うに，拡散が 重要 な 働 きをす る よ うな MHD 問題 に

お ける 使用 に は 十 分注 意 が必 要 で あ る ．

w

2

1

00
1r 2

Fig．3TVD 　region 　of　rlux　limiter　function　W．
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6．3．6　高次精度 ス キ
ー

ム

　最 近 で は計算機能力の 向上 に よ り，三 次 以 上 の さ らに

精度 の 高 い ス キ
ー

ム を用い る こ と も難 し くな くな っ た ．

δ に 関す る 四 次の 精度 を 持つ Runge−Kutta−Gill（RKG ）

ス キ
ー

ム は その 代表的な例 で あ る．RKG ス キ
ー

ム は常

微 分 方程式の 数 値解法の た め に 開発 され た ス キーム と し

て 広 く利用 され て い る が ，陽的ア ル ゴ リ ズ ム に よ っ て 差

分化 さ れ た MHD 方程 式 は連 立 常 微分 方 程 式 と 等価 で

あ る た め，こ れ を容易 に 転用す る こ とが で きる．RKG

ス キーム は 下 に 示す 4段 階 の 計算に よっ て 時間差分を 1

進 め る 方法で あ る．

d・
一易（・ク・ ・

一
脚 ・

・＝・fn・ c ・d・，q ・
一・・ （55）

　　d・魂 ［F （glゴ． 1）
− FC9・

」
一

・）］，

gZ≡91＋ C2 （d，
−
q2），q3… 　Ca2 α2 ＋ C

，2d2 ，

…
，1［F （92ゴ＋ 】）

一
瑠 一

・）］，

93 −92 ＋ c、（d、

−
q3），q、．− Cq 、9、＋ c

、、d ，，

d ・
一轟［F （93ノ＋ 1）

一
鴫 一1）］，

fn
’1−1＝

93 ＋ c4 （d4− 2q4）．

た だ し ，

（56）

（57）

（58）

cl ＝1／2
，　c2 ＝1一両7葦

，　c3 ≡1 ＋ Vi7琶，　c4 ＝1／6，　（59）

　　 Cgl ＝− 2，　c
σ2
＝1− 3c2，　Cs2 ≡2c2，

　　Cq3 ＝1− 3c3
，　053 ＝2c3．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（60）

RKG ス キー
ム を プ ロ グ ラ ム す る 場 合，　 fn，　g ｛i

＝1・z3 ｝，

fn
＋ 1

を同 じ変数 に 格納で きる の で ，メ モ リ 領域 を有効

に 使 え る利点 が あ る．ま た，diの 計算手続 き は常 に 同

じで ある ため，プロ グ ラ ム も簡単 で ある．

6．4 ス ペ ク トラル 法

　MHD シ ミ ュ レ ーシ ョ ン にお い て差 分 法 と と もに 広 く

利用 さ れ て い る 方法 に ス ペ ク トラ ル 法が あ る．差分法が

連続 関数 を実空 間 にお け る離散点上の デ
ー

タで 近似す る

の に 対 し，ス ペ ク トラ ル 法 は連 続 関数 を有限 個 の 適 当 な

直交 関数展開で 近 似 す る．どの よ うな関数 系 を用 い る べ

きか は境 界条件や 問題 に依存 して 決め られ る．以 下 で は

フ
ーリエ 関数系 を利用 す る方法 につ い て 解説する．

6．4．1　 フ
ー

リエ 分解法

　こ こ で は，L の 周期を持つ 座標系 x に 関する
一

次元

問題 を例 に と りあ げ解説 す る．円柱 角 度 座 標 の 場 合 には

x を θ に，L を2π に置 き換 えれ ば よ い ．周期性 よ り従

属変数 ／ は

f（x）＝！（x ＋L ） （61）

を満たすとする．

　 こ の と き，従属変数 ノ を複素 フ
ー

リ エ 関数系 で 展開

す る こ とが で きる ．

　 f（x ，t）≡Σ ∫規ω ei
褊 ．　 　 　 　 　 （62）　　　　　 m ≡−co

た だ し，hm　
・・

　2πm ／乙 で あ る．複素 フ
ーリエ 係 数 は

　　・ m （t）一　t／
Ld

・7　（・，　t）・

一
・h・X 　 　 （・3）

と与え られ る．なお，変tw　f は 実数関数 で あ る から，

複素 フ
ーリ工 係数は

fm ＝
／  ， （64）

とい う関 係 を満 た さ な け れ ば な ら な い ．た だ し，記 号

（）
＊

は複素共役 を意味す る．

　も し ， 変数 f が M 個 の 差分 点で の み 与え られ て い る

場合，その 情報 を有限個 の フ
ーリエ 関数で 以 下の よ うに

表現 す る こ とが で きる．

　 　 　 　 　 　 　 M ノz　 　 　 り
　　fv（Xi，　t）＝ Σ fm　eik

・「c， 　 　 　 （65）
　 　 　 　 　 　 sn≡−Mt2 十 1

た だ し，

　　7・ ω 「罐脇 ’）・

− ik・・X・・　 　 （66）

こ こ で ，Xi は 差 分点の 座 標 Xi ＝e
’− 1）L／M を表す．す

る と座標点 吻 ， 時間 tに お け る微分 Of／∂x を

（
OfM

∂x ）、一叢 1i
編 緬 幽 　 ・67・

と近 似 す る こ とが で き る．

　advective 　equation （19）式をス ペ ク トラ ル 法 で 解 く場

合 の 分散関係 を調 べ て み よ う．6．3．3で 考 え た フ
ーリエ

モ
ー

ド（37）式を有限 フ
ー

リエ 関数展開する こ とに よ っ て

得 られ る分 散 関係

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 M 　 　 　 　M

　　ω
＝V・　k・ f・ r

−
2
−
〈 m ≦

2
・　 　 （68）

は モ ードの 数が 有限 で あ る こ と を除い て ，厳密解 の 分散

関係 ω
≡

　Vok と一
致す る．すなわ ち，フ

ー
リエ 展開法 に

よ れ ば少 な くとも空間微分の 近似 に基 づ く数値的分散 は

発 生 しない ．た だ し，展 開 関 数 が 有 限個 で あ る誤 差 は常

に 存在す る こ と に 留意する 必 要が ある ．

　 ス ペ ク トラル 法の 場合も時間 に 関 して は差分 で取 り扱

うの が・．般 的 で あ る．た と え ば ， 時 間差 分 幅 δ に 関す
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講　座 6 ．MHD シ ミ ュレ
ー

シ ョ ン の 基 礎

る 2 次 の 精度 を もつ ア ル ゴ リズ ム は 中 間 変数 g を用 い

て 以下 の よ うに 書 くこ とが で きる．

　　9々觚
＝
ノ髴m

＋ iδk． Vef髭m 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（69）

　　ノ
η

ぬ
1＝f翼m

＋ iδk
．
Ve9

−
k．．　　　　　　　　　　　　　　　　　（70）

α 　
・・

　Okm 　Vo とす る と，上 の ア ル ゴ リズ ム の 増幅係数 ［g1

は

1gl2＝1一α

2
＋ α

4
，

と与 え られ る の で ，数 値 的安定化条件 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　α〈 1， °「 δ≦
「葯砺

・

とな る．

て い る．

6．4．2 非線形計算

（71）

（72）

こ れ は差分法に おける CFL 条件 （28）に 対応 し

　MHD 方 程 式 に は 誘 導電 場 E ＝− V × B の よ うな二 次

の 非線形項が 多く現れ る が，ス ペ ク トラ ル 法 に お ける非

線形項の 取 り扱 い 方 には 2 つ の 異な る 方法が ある．一
つ

は，フ
ー

リエ 空間で 直接 convolution ，

　 　 −　　　　　　　 minC ，VtZ，m ＋MtZ ）　　 A・　　　　　　 −
　　Em ＝一 Σ Vm＿m

・× Bm’ 　 （73）
　 　 　 　 　 m

’可rmaxC
一
ルt〆2，m 一鋸 ノ2〕

を と る方法で あ る．

　もう
一

つ は，高速 フ
ーリエ 変換 （FFT ）を用 い

， 実空

間 にデータ変換

　 　 　 　 　 　 ．w ノz　　へ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　MtZ　　　
　　V （η ）＝ Σ V ．eik

・・Xj，　B （η）
＝

Σ B 挧 ei
痢々 ，（74）

　 　 　 　 　 m1一旦f〆3十I　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ≡一．V／z＋ 1

して か ら非線形積

E （Xj）≡一γ  xB （η）

を計算 し
， 再 び フ

ー
リエ 空 間に 変換

　倉バ 糖E （η）e
一
隔 ，

（75）

（76）

す る方法 で あ る．実空 間 へ の 変換を含 むため，後者を

pseudo ス ペ ク トラ ル 法 と呼ぶ ［13］．

　 1 回 の 時 間 ル ープ を計算す る 場合 ，
ス ペ ク トラ ル 法 に

おける convolution の 演算回数は M2 に比 例す る．こ れ

に 対 して，pseudo ス ペ ク トラ ル 法 に おけ る FFT の 演

算回 数は Mln2M に 比 例 す る．そ れ ゆ え，モ デ ル に含 ま

れ る モ ー ドの 数が 増 え る と pseudo ス ペ ク トラ ル 法 の 計

算効 率 が ス ペ ク トラ ル 法 よ りもは る か に 良くな る ．た だ

し，pseudo ス ペ ク トラ ル 法 は aliasing エ ラーと呼 ば れ

る 固有 の 誤差 を生 む こ とに 留意 すべ きで あ る．pseudo

ス ペ ク トラル 法で は 非線形項 を 実空間で 計算す る た め，

草．野

モ ード問結 合 の 取 捨 選択 が で き ない ．そ れ ゆ え，フ ーリ

エ 係数が 定義 されて い ない 領域 m
−

m
ノ
＜M ／2 と M／2〈

M
−

mt を含 め た convolution （73）式 を計算す る こ と に な

る．有限個 の フ
ーリエ 展開係数 に は

Vm −m
’＝Vm − m

’
± M

な る性質が あ るの で ， 定義領域を越えたモ
ー

ドに代入さ

れた 値 は 定義領域内の 他 の モ
ードに影響を与 えて し ま

う．こ れ を aliasing エ ラ
ーと呼ぶ ．

　aliasing エ ラ
ーを生 み 出 さな い た め に は，非 線 形 項 の

計算 に お い て
…

つ の 項 が 二 重 に 計算 され な い よ う総和

（73）の 範囲を 一N ≦ m 〈N ，

− N ≦ m
’
〈N の ように制 限

する 必要がある ．た だ し，1＞ は aliasing を避ける た め，

m
−

m
’− M ＜

− N お よ び m
−

mt ＋ M ＞N を満 た す よ う

に 選べ ば 良い ．そ れ ゆ え，N ＜ M ／3 と とれ ば よい こ とが

分か る．こ れ は，定義され た フ
ーリ エ 空 間

一M ／2≦ m 〈

M ／2 の 2／3の み を通過させ る ロ
ーパ ス フ ィ ル タ をかけ る

こ とで 実現で き る．

6．5　陰解法

　差分法で もス ペ ク トラル 法で も時間発展 を陽 に 解 く限

り，時 間差 分 に関 す る精度をい か に高 くして も数値的安

定性 の た め の CFL 条件 を免 れ る こ とは で きな い ．　 CFL

条 件 を満 たす た め に は空 間格 子 の 数 の 増 加 と と もに時 間

分解能も向上 させ なけれ ば な らない ．た と えば，m 次

元 問題 で 空 間 差分 点 の 数を n 倍 した 場合 ，

一一・
定 の 物理

現象を数値的 に 再現す る た め に 必要 な演算数 は，（29）式

で δ を 決 め る 場 合 nm
＋ 1

倍 に，（31）式 で δ を決 め る場

合 nM
＋ 2

倍 に な る．そ れ ゆ え，空 間分解能 を わ ず か に

向上 させ る だ け で ， 計算 の 負荷 は急激 に増えて しまう．

　こ の 困 難 を 避 け る 方 法 と し て 陰 解 法 （implicit

method ）が ある．こ こ で 再び，　 advective 　equation （19）

式 を 考え よ う．ア ル ゴ リズ ム （20）の 右 辺 を時 間 差 分 点 （n

＋ 1）で の 空間差分 に 置き換 え る と

〃
・・

＋ 礒 G弓・士
L

砕 げ 　 　（77）

とな る．こ の ア ル ゴ リズ ム は，時間発展の 結果 で ある 時

間 差分点 （n ＋ 1）の 情報 を用 い て n か ら n ＋ 1 へ の 時間

発展 が 記 述 さ れ て い る と い う意味 で 陰解法 で あ る．

6．3．2と同様に こ の ア ル ゴ リズ ム の 増 幅係 数 g を 求 め る

と，

　　1・12− 1． 。、盖・

（1、。）
・ ・ 　 　 （・8）

で あ る こ とが わ か る．す な わ ち，ア ル ゴ リズ ム （77）式 は
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δ の 大 小 に か か わ らず常 に数値的に安定 で ある．

　陰解法が無条件 に安定で あ る 理由は，ア ル ゴ リ ズ ム

（77）式 を形式的 に

Aヂ
＋ Lfn （79）

と書 くこ とで 理解 で きる．こ こ で，A は 空間差分点数

M × M の 行列，fn は時間差 分点 n の 格子点で 定義 さ れ

る 関 数値が 作 る ベ ク トル で あ る．fn
＋ 1

は こ の 行列形式

で書 か れ た連 立 …次 方 程 式 を解 くこ とに よ っ て 求 め られ

る ．それ ゆ え，Fig．　4 の よ うに fj
＋1

は f
”

の すべ て の

要素 の 影響を受 け る．つ ま り， 数値 的情報伝搬 速度 は無

限に速 い ．6．3．2の 議論 に よれ ば，CFL 条件は 数値的情

報伝搬 速度 と 物理 的 情報伝搬 速度 と の 大 小 関係 で 決 ま る

の で，上 の 議論 よ り陰 解法 は絶対安定で あ る こ とが わ か

る．

　陰解法 を使 え ば時間差分幅 δ を 大きくする こ とが で

きるの で，時間ス テ ッ プの ル ープ回数を減 らす こ とが で

き る．た と えば，拡 散係 数が 定数 で あ る 限 り，拡 散項は

線形で あ る の で 容易 に 陰解法 を利用 す る こ とが で きる ．

特 に ， （31）式 に よ っ て 時 間差 分 幅 が制 限 さ れ て い る場合 ，

陰解法 を用い る と CFL 条件 を緩和 で きる．

　また，非線形項を線形項とそ れ 以 外に 分離 し．前者の

み を 陰 的 に 解 く方 法 が あ る． こ れ を 準 陰 解 法

（semi
−implicit　rnethod ）とU乎ぶ ．た と えば ， 流 速 よ り も

磁気音波の 伝播速度が 遙か に 速い 場合，磁気音波 に 関す

る線形項 を選択的 に 陰解法で 解 くこ とに よ り， CFL 条

件 を緩和 させ る こ とが で きる ［14］．さ らに 最近 で は繰 り

返 し 計算 を爪 い て 非線形項 も陰解法で 解 く方法 が 開発 さ

れ て い る ［15］．た だ し，た とえ 数値 的 に安定 で あ っ た と

して も，時間差分幅を増 や す と と もに 誤差 は増加す る ．

時間 差分幅を どの 程度大 きくで きる か は 問題 に依存 して

決め られ る べ きで ある ．

しime

n“ it

t
　舌一3　   2　　

Xj・1　 舌　　
Xj

＋J　
Xj

＋ 2　
Xj

＋3

＄pa

Fig．41nformation　flow　in　implicit　scheme ．

6．6　 まとめ

　MHD 方程 式 の 数 値解法 に は様 々 なバ リエ
ー

シ ョ ン が

存在す る．そ れ ゆ え，与えられ た 問 題 の 解 の 振 る舞 い ，

必 要 な分 解 能，必 要 な精 度，境界条件，計算すべ き現象

時間，次元，利用で きる 計算機 の 性能な どを考慮 して ，

最 適 な方法 を選 ば な くて は な らな い ．た とえ ば，フ
ー

リ

エ 分解法は 空 間微分演算子 に 関 して 差分法 よ り誤差を生

み に くい が，・・
自由 度 ご との 計 算 負 荷 は よ り大 きい ．こ

の た め，フ
ーリエ 展開の 収束性が 良い 場合 は ス ペ ク トラ

ル 法を，そ うで ない 場合 は差分法 を使うこ とが多い ．ま

た ，
二 次元 や 三 次元 の 問題 で は空 間次冗 ご と に 境界条件

が異なる の で ，差分法 とス ペ ク トラ ル 法を組み 合わ せ て

使 う こ と も多 い ．さ ら に複 雑 な境 界 条件 を扱 う問題 で は ，

非構造格子 を用 い た有限体積法や 有 限要素法を利 用 す る

方法 ， 空 間時 間格子 を解 に適 合 させ なが ら ダイ ナ ミ ッ ク

に 変化させ る 方法など も開発され て い る ［16，17］．

　MHD シ ミュ レ ーシ ョ ン に よ る プ ラ ズマ 研究 は常 に 3

つ の レベ ル か ら構成 さ れ て い る．第 1 は 現 象 を微分方程

式 で モ デ ル 化す る レ ベ ル ．第 2 は モ デ ル に 適合 する ア ル

ゴ リズ ム を用 い て ，微分方程式 を離散化する レ ベ ル ．そ

して，第 3 は離散化された 方程式か ら コ ン ピュ
ータを用

い て 数値解 を得 る レ ベ ル で あ る．そ れ ぞ れ の レ ベ ル で 情

報 は 選別淘汰 さ れ る た め ，最終的な 数値解 は 現象 と等価

で は ない こ と に常 に 留意 しな けれ ば な らな い ．そ れ ゆ え，

シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン研究 で は 単 に 数値解を得 る こ とよ り

も， そ れ ぞ れ の レ ベ ル の 妥当性 を慎重に 考察し，数値解

が 捉 えた 現象の 本質が何 で ある か を 理解する こ とが 重要

で あ る．
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