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Abstract

　The 　M ｝ID　system 　of 　equations 　includes　convective 　nonlinearity 　tha亡produces 　a　variety 　of　interesting　phe −

nomena 　in　p［asmas ．　This　article 　is　intelldedt〔〕describe　how 　a　iτlathematical 　theory 　can 　grasp　essential 　char ，

acteristics　of　complex 　behavior．
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4．1　は じめに

　 G，Galileiは ピサ の 僧院で 吊灯 の 運動 を観察 し，振 り子

の 周期は振幅に よらない
一

定の 値 をもつ こ と （等時性）を

発見 した とい わ れ て い ます。等時性をもつ 振動，すなわ

ち 調和振動は ， 振 り子に 限 らず様 々 な振動現象を特徴づ

け る 基本的なパ ラ ダイム の
一

つ で す。例えば ピア ノ 演奏

者 が，鍵 盤 を た た く強弱 に よ らず
一・
定の 高 さの 音 を出 せ

る の は，ピア ノ線の 弾性振動が等時性を もつ か ら にほ か

な りませ ん （音 の 高 さは音波の周期に 反比 例 する）。

　 しか し厳密 に 調 べ る と，吊灯 の よ うな 単純な振 り子で

は 等時性は成 り立た ない こ とがわ か ります。長さ L （定

数）の 糸に 吊された 質量 規 の おもりを考えましょ う．振

り子の 振 れ角を φ と表 し重力加速度 を g とす る と，運動

方程式は

誤・一一
ω

・
s・・ φ （ω r 冠 ） （1）

とな ります．こ の 非線形常微分方程式を「振 り子方程式」

と呼び ます．初期条件と して 初期角φ（0）と初期角速度

dφ（O）tdtを与 え て （1）を 解け ば，振 り子の 運動が決定

されます．

　運動方程式 （1 ）の 右辺 に現 れ る 非線形 関 数 sh1φ を級

数 で 表す と

… φ一φ・吉が噛 φ
5
＋ 一

と書けます．1φk1 の と きに は sil1φ彫 φ と近似 で きる の

で，運動方程式 （1 ＞の 「線形 近 似」 は

ぎ呉φ一一
ω

2
φ （2）

と なります．こ の 方程式 の 般 解 は，三 角関数を用 い て

φ（の
；θsiTl（ω ’＋ A ） （3）

と 与え られます（θ は振幅を表す実定数 ，
A は振動 の 初期

位相 に よ っ て 決まる実定数）．こ うして ，Galiteiの 言 っ た

attthor
’
s　e−maii ’yoshida ＠k．U −tody，0．ac．jp
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等時性が ， Newton の 運動 の 法則か ら線形近似法則 と し

て 証明で きた こ とに なります。

　振幅が 大きくな る と
， 線形近似を使うわ けに はい か な

くな り， 非線形の 振 り子方程式（1）を厳密 に解 くこ とが

求め られ ます．これ は，初等関数の 知識 の 範囲で は無理

で，楕円関数 を用 い な くて は な りませ ん．

　基本的なこ と な の で，計算を見て お きま し ょ う．エ ネ

ル ギー
保存則 を用 い て （i ）を 1 厠積分する と

器 ± ・・V・・　
2 −

・…筈
を得ます（た だし k ≡sin （θ12）， 振 り子が上昇する 部分 に

つ い て は右辺 の 符 号を正 に とる）．sin （φ！2）一ん sin　g と

お き，dφ〆dψ 罵2々 cos ψ1〜圧＝ 聡 1而 を使うと

留一 ω 厩
7
緬

を得ます．こ れを t に つ い て積分 して

蕊・ 評 爾 解 （x ）　＝：（2fm ）［・一・ （・ ）］） （・）

を得ます．これ を

f・t−∫轟 、
（6 ）

と積分すれば運動が求 まる こ とになります．こ こで ，ポ

テ ン シ ャ ル エ ネル ギーV （x ）が （したが っ て W （x ）が ）4

次以 ドの 多項式 で あれ ば（6）の左辺は 「楕円積分」とな

り，これ をtの 関数と して書 くと（つ まり楕円積分0）逆関

数を求め る と）「楕円関数」 を得 る こ とに な ります．

　周期運動 （可積分な運動）を考える基本 と な る の が，楕

円関数で あり，完全 可積分系と して の ソ リ トン 理論の 背

骨 となります．1 次元の 対流型非線形性 に分散の 効果 を

加えたの が KdV 方程式

∂tU ＋ u∂、u ＋ a∂iu　＝i　o （7）

蝦 ）一∬
dp

ゐ
　　
嘔

1一ん
2s

玉n2 ψ

　 　 dξ

ぜ師
2画

’

た だ し ξ騨sinψ ．こ の 中辺，右辺 の積分を第 1種楕円積

分 と呼び F（¢ ，k）と書 き ます．この 逆 関数 が Jacobiの楕

円関数で あ り，sn （
・，k ）と害きます．

　以．ヒの 観察を標語的にい うと，

線形振動方程式　← → 　三角関数

振 り子 方程 式 　←’　楕円関数
（4）

と い う対応が成 り立 ちま す．した が っ て，楕円関数は 三

角関数を拡張す る概念で ある とい え ます．また ， 線形方

程式が 指数関数 （三角関数を含む）を誘導する と考えれ

ば［1，2］，

一
つ の 非線形方程式 は，それ に対応す る特殊 な

関数を誘導する とい うこ と もで きるで し ょ う．指数関数

（三 角関数）が線形理論の パ ラ ダイ ム で あ るな らば，これ

を拡張した楕円関数で どこ まで い けるの か とい うこ と に

なります．　 ・
般 に ハ ミル トニ ア ン が

H 　＝＝
，lh’p　2＋ Y （x ）

と与え られ た と き （P 一癬 は運 動量，V 〔X ）は ポ テ ン シ ャ

ル エ ネ ル ギー），エ ネル ギーの保存則 H ；E （実定数）を

用 い て

で す。tt　（x，　t）は 流 れ の 速 度 （1 次 元）を 表す 実 関 数，

∂μ ＋ U∂、’U は流れ lt に乗 っ た点で 観測 した加速度 を表す

Lagrange 微分で あ り，u∂xu が 本稿 の 主役で あ る「対流 型

非線形項」の
一

次元版 で す．α は分散 の 強さ を表す実定数

で す．さ て，速 度 C で 伝 播 す る 解 を 探 す た め に

u （x，t）− q （x
−

ct ）とお く．∂tep　
−F−　c∂柳

蕭0 を使 っ て （7）

の 中の ∂x を
一
（／1c）∂， に変換す る と

∂tO・
一
÷・e・・

一
多∂薄 一 ・

を得 る．こ れを t につ い て 1 回積分す れ ば

多、艶一一Vl（の・・ゆ）一一
・・

一静
2
・意・

3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （8 ）

とな ります（a は積分定数〉．さらに （5）の形 に書 き換え

る こ とが で きて

苦・
一

・恢 再 瞬 ）一（・cs1 ・ ）［E − V （Q ）］｝ （・）

を得るの で ，こ の 解が 楕円関数で 与 え られ る こ とが わ か

ります．

　楕円関数 は，楕円積分 の 逆関数 として研究が 始まっ た

の で すが，複素関数 と して の 二 重 周期性 に Gaussが気づ

い た と こ ろ か ら新 しい 局面 に入 っ た と い え ます．そ の
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後，AbeiとJacobiに よ っ て現在の 体系が 整え られ ま し

た．数学 的 にい うと ， 楕 円 閧数 とは，複素 平 面 で一．二甫周

期をもつ 有堙 関数で ある と定義さ れ ます （こ の
・方の 周

期を無限 大に し た の が 三角関数）．楕円関数 は代数約加

法定理 を もつ こ と と，楕円関数の 微分 は ま た楕円関数 に

なる とい うこ とが，微分方程式を考える と きの 重要なポ

イン トで す、こ の こ と は，もちろ ん，三 角関数 （指数関

数） に つ い て もい えますが ，
三 角関数の i［1／界 は極 め て単

純で ， 微分 して も形が 変わ らな い とい う特徴 が ありま

す．楕円 関 数に な る と，微 分 して 形 が 変 わ ります．こ の

変形 を楕円 関数の 代数操作で表現で き る こ とが 本質的な

と こ ろ で す．こ の 構造 に つ い て の 洞察か ら，ソ リ ト ン の

理 論が 生 まれ た とい え ます．

　楕円関数に つ い て 少々 字数を費や しました が，数学
・

物理学 の 巨人た ちの 研究に よっ て ，極め て 多産で 美 しい

体系がで きあ が っ て い る こ と が わか っ た と思 い ます、

もっ とも，
こ れ が 4 次以 下 の多項式で 書け る非線形ポ テ

ン シ ャ ル に 関する理論で ある とい うと，い か に も特殊な

感 じが す る か もしれ ませ ん．しか し，まずエ ネ ル ギー
が

2 次 形式に な る線形，次 e：　4 次 以 下の 非線形 とい っ た 具

合に，　
・
つ

・
つ の 数学表現 を J

’
1念 に 研究 して 行く歴 史の

上 に，永久不滅 の 英知が築かれる の で す。むや み に 「
・

般性を研究す る」とい う　・
足飛 び の 考え方は，ち ょ うど

最近 はや りの 「複雑性 の研究」 と い うの と同 じで ，重い

意味的欠陥をもつ とい わざる を得 ませ ん。非線形性 が

「分類」 され 「要素」に還元 さ れ て は じめ て研究の 対象と

な るの で あ っ て，こ れ が 厳 密科学 と して の 「非線 形 科学」

の 基本的 なス タ ン ス で す L2」。

4．2 解析解か ら定性的理論 へ

　本稿 で 諭じるの は，MHD 方程式に現れる 「対
’
流塑」の

非線形性 に つ い て の 理論 で す．こ れ は，前節 で 述べ た

KdV ノ」程式 （7 ）で も現れ た （v ・▽ ）as の 形 の 2 次 の 非線

形性 で すが，こ こ で はまっ た く違 っ た振 る 舞 い を し ま

す．方程式が 少 し違 うと （空1田の 次元 が 違 っ た り，協調

す る他 の 項 の 性質が 違 っ た りする）， 表徴が まっ た く変

わ っ て し まうとい うの が，非線形 理論の 難 し くま たお も

しろ い と こ ろ で す。標 語 的 に い うと

対流 型 非線形性 ＋ 分散効果

　　　　　　 ＝Korteweg − deVries｛KdV ）方程式 ，

対流型 非線形性 ＋ 散逸効果

　　　　　　 ＝Navier − Stokes〔NS ｝ブ∫程式

とな り ます。こ の 両者が，数理物理 の 双 襞 を成 す とい え

ます．分散 （3 階 の 空聞微分）を加え た KdV 方程式 は

「可 積 分系 」を代表す る 方程式 で あり，前節 で 述べ た よ う

に ソ リ トン 解 を もちます。一・方，散逸を加えたNS 方程式

は 「非可積分系」を代表す る 方稚式 で あり，現 象論と し

て は乱流 とい う複雑現象を記述 します．数学 と し て も，

不動点定理や 写像度の 理論 ， 弱解の 方法など重要 な理論

の 多産 な母 で あ り，しか もま だ多 くの 未解 決 問 題 を残 し

て い ます。

　NS 方程式は，流 体運 動 の 複雑性 と対応す る極 め て 多

様 な振 る舞い を包 摂す る もの で す。例 え ば，せ せ ら ぎを

つ くる水 の 複雑な運動を想像する と，NS 方程式を具体

的に 解い て ，流速や圧力を数学的 に表現す る こ とは 事実

ヒ不可能で ある こ とが わ か ります．こ の よ うな方程式に

関する研究で は，「科学 の 方法」の あ り方 に思想的 な変化

が求められます。法則 （方禾
lli
式）と現象 （解）の 双方を

「数式で表す」こ とに は，明 らか に 限界があ ります。解析

力学 で学ん だ 問題や，偏微分方程式 で もKdV 方程式 の よ

うに，「口J
．
積分系」とい わ れ る 方程式の 場合に 限 っ て，解

の 般 的性質を解析的に 表現する こ とが 口f能で す e これ

は，むしろ 特殊な場合で ある こ とがわかっ て い ます．そ

こ で ，数式 に よ っ て 表 され た法則に 対 して ， 「そ の 解 が

数式 で は表せ ない 場合」の 研究 が 必要 に な ります L3」．

Poincar6が 「定性的理論」とい っ た カオ ス の 研究が，こ

の 思 想 の 出発点 とい えます。前節 で述 べ た 「
一つ の 非線

Jl彡方程式 は ， そ れ に対応 す る特殊 な 関数 を誘導す る」 と

い う考え方と は質的 に 異な っ た理 論 を展開 しよ うと い う

の で す。

　解 が 数式で は表せ ない とい っ て も，解がない とい う意

味で は あ りませ ん。したが っ て ， 例 えば数値 シ ミ ュ レー

シ ョ ン に よ っ て （近似的な）解の 振る舞い を観察す る こ

とはで きます．大規模計算機 シ ミュ レーシ ョ ン に よ っ て

叮能 に な る複雑 な現象の 観察 は，理 論 を作 る ため の 重 要

な サ ポートに な り， 「実験数学」と も呼 ば れて い ます．と

くに，流体や プ ラズマ の シ ミュ レーシ ョ ン は，実際 に は

直 接観測 で きな い 流 れ や 竃磁 場 の ダ イナ ミ ッ ク ス を可視

化 して 見せ て くれる の で ，しばしば重要なイン ス ピ レー

シ ョ ン を与 え て くれます．た だ し，シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を

や っ て も，絵 や ア ニ メ
ー

シ ョ ン を作 っ た だ け だ とか，

「こ ん な こ とが起 きて い る，あん な効果が 効い て い る」と

い うよ うな 「定性的な説明」をしただけで は ， 理論とし

て 完成 した とは い えませ ん．上 記 に 「定性的理論」とい っ

た の は，こ うい うこ とで はなく， 抽象的数学 の言語 に よ

る表現 とで もい うよ うな意味で す．

　こ の よ うに
， 現代 の 非線形科学の 主題 は ， 要素還 元 さ
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れ た非線II彡性 につ い て の 「走性的理論」を探求する こ と

で あ る と い えます，次節 で は，定性的理論 とは どの よ う

な も の で あ る の か ， 本稿の 主題で あ る対流型非線形性の

散逸系に お け る振 る 舞い を例に とっ て 紹介します．その

準備 と して，方程式の 基 本形を示 して 本節を終えます．

　NS 方程式は 非圧 縮 な 流 れ を考え る もの な の で ，

「渦」の 運動を記述する こ とが中心的な問題で す．3 次元

空間内の 渦の 運動方程式 とは

∂，U −
▽ × （YxU ）＝0 （工0）

な る方程式です ［2］，こ こ で U は 「渦度 （vorticity）」と

呼ば れ る ベ ク トル 場 で あ り，V は渦を運ぶ 流れ を表 しま

す．こ こ で は ▽・U ＝O，▽・V 二〇を仮定し ます．ベ ク トル

公式を使っ て 書き換える と

Table　l　Examples　ot　three−dimensionai　vortex 　dynamics　equa −

　 　 　 tion（10）．　Forthetwo −fluid　equations ，　see　reference ［4］．

　 　 　 　 モ デ ル
ー．一巾一一广．一配　 一 ヒ 渦度 u 流 れ v

非圧 縮 埋 想 流 硫 速 ：の一皿一凵「1『．．一『广
▽ × ひ ひ

電磁誘導 〔流速：ひ、磁場：8）一内耐广「『」、．一ゴ
8 ひ

　　2 流体 プ ラ ズ マ 　 「 8

（イ オ ン流 速 ：匸，，磁場 ；B 河 8 ← ▽ × ひ

、ひ
一▽ xB ；電 予流 速

1　 ，

Table　2　Exampiesoftwo・dimensiona〜ortexdynamicsequation

　　　 （12＞．Forthe　drift　wave ，we 　show 　the　Hasegawa−Mima

　　　 equation ［5−7］，andforthelow −betapiasma，the　reduced
　　　 MHDequations ［6，

7】．

　 罪圧

一じ⊥濃
  電ポテ ンシャル 1φ，磁束関数の　　　ψ φ

∂
，
u ＋ （v ・▽ ）u ＝（乙

「・▽ ）v （11）

とも書け ます，左辺 は Lagrange 微分，右辺 は 「渦管 の 引

きの ばし」を与える項 です．

　 2 次元 ［（X、Y ）平面とする ］の 場合 に は，渦度 は （X，y ）

平面に垂旗な 2 方向を向い たベ ク トル の 成分 と見なすこ

と が で き，擬 ス カ ラ 場 U に よ っ て 表さ れ ます．よ っ

て ，渦管の 引きの ば し項は 0 とな ります．また，非圧縮

流 は，流れ関数 （流れの ハ ミ ル トニ ア ン ）H を使 っ て

V ＝t
（∂ア H，一∂認 ）とい う形に 書 くこ とが で きます，以 上

の こ とか ら（1ユ）は Liouvilleノ）
iltt

，式

∂tU ＋ ｛H ，u ｝＝〔｝ （12）

に帰着します．た だ し，｛ab ｝＝（∂p α ）
・
（O，

b ）
一（∂pb ）

・（砺α ）

は Poissonの 括弧で す，2 次元の 場合，対流型非線形性は

カ ノ ニ カ ル な表現 ｛（−A ）
− 1

鵜 ｝の 形式で 書 く こ とが で

きる の で す．

　Table　1，2に （10）お よ び （12＞の 形 に 表 され る物理的 な

方程式の 例を示 し ます．MHD 理論の ノ∫程式 も，こ れ に

含 まれる こ とがわか ります．

4u　3　保存則で描く物理法則

　逆説的に聞こ え るか も しれませ んが，「変化」を研究す

る た め に は 「変 わ らない もの 」を調 べ る，とい うの が物

理 の や りか た です．運動の 過程で 変化しない 量 ， すなわ

ち「不変量」を探すこ とが力学の 中心的なテ
ー

マ で す。状

態の 変 化 （変 形）に対 して 不 変 な性質 とい う意味 で 「ト

ポ ロ ジ・一
」 とい うこ と もで き ます．秩序あ る運 動 を意味

す る 「可積分」 とい うの は，不変量を調べ 上 げる こ とに

よ っ て 運動が完全 に 記述で きる こ と をい い ます．もちろ

ん
， 可積分 で ある の は 特殊な場合 で あ っ て

，　
一
般的 に は

非可積分 です （こ れ を 「カ オス 」とい い ます）．つ まり運

動を完全 に 決定す る だけの 保存則は 存在 しない とい うの

が普通です．

　そ れ で も，
い くつ か の 不変量を知る こ とは重要な手が

か りとな ります［8」．保存則は，運動の 具体形 を知らずに

（方程式の 解を具体的に計算す る こ と なく）導か れ る 「先

験的（apriori ｝」な法則 だか らで す．こ れ が，前節 で 述べ た

1定性的理論」 の 核 と なる概念 で す［7，9］，複雑 な運動 を

考える とき，　
一
つ

．一
つ の 解の ふ る まい に は依存しない

，

普遍的な理解が重要で す，保存則 （もう少 し
一
般化すれ

ば，保存則の 破れ 方 につ い て の 法則 ） は，発展 方程式そ

の もの の 構造 に由来する法則で あり， 現象の 普遍的な特

徴を示すもの とい えるの で す．

　純粋 な力学系（ハ ミル トン 系）は，微視的 にみ れ ば，初

期状態の 情報 を完全 に保存して い ます ［10〕．非線形性が

あ る と，こ の 微視的 な初 期 データの 伝播 は極め て 複雑 に

な り， 普遍性 を もっ た保存期 と して 解析的 に 表現す る こ

とがで きる もの は，少数 の 例外的な 「強い 保存量」 の み

に なります。さ らに ，散逸 を加 える と，ほ とん どすべ て

の デ
ー

タ の 保存 ぽ破 れ て し まい ます．しか し，な か に は

近似的に （場合 に よ っ て は厳密 に ）生 き残 る もの があり

ます．すなわ ち，保存則の 「強 さ」（robustness ，ある い
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は ruggedness とい う）に差異が あります．例 えば，多数

粒 子 の 集 団で は，最 も堅 牢 な不 変 量 は 全 エ ネ ル ギ ー
で

す。部分集団が もつ 運動量 な どの 保存は，衝突 に よ る散

逸が 起 こ る と，簡単 に 破 られ て し ま い ます．全 エ ネル

ギ ー
の み を 不変 量 と し て 求 め ら れ る Boltzmann 分布

は，構造をもたない 統計的な均
．・
を記述す る もの で す．

こ れ に対 して，い ろ い ろ な複雑系 に お い て 構造 が 生み 出

さ れ る の は ， 複数の 保存則が共存した り競合した りする

ときで ある と考え られ ます［8］．

　例 と して，2 次元 流 にお ける構造 形 成 を説 明 し ま し ょ

う。x − S 空間の 2π x2 π の 矩形領域 に周期境界条件 を 与

えて 考えます．まず，粘性 に よ る 散逸が 無視 で きる 2 次

元非圧縮流 V ＝t
（∂讃 厂

∂xH ）を考えます。密度 は一・
定で

ある と仮定し， 1 に規格化 します．圧力を
一▽P と書 く

と，流体モ デ ル の 運動方程式 は

∂tLi＋ （v
・▽ ）v ＋ ▽P ＝0

と な ります。渦度

tt＝curlU ＝　
一・AH

（13）

に関す る 運動方程式 は （13）の Curl をとっ た 式で あ り，こ

れ は H をハ ミル トニ ア ン とす る Liouville方程式

∂tU ＋ 瞳，  ｝＝0 （14）

に なります（（12）参照）。H と u は PoissOI1方程式 で 関係

づ け られ て い るの で，今の 場合 （14）は非線形で ある こ と

に注 意 し ま し ょ う，

　（14）は偏微分方程式なの で ，無限次元の 力学系 と解釈

す る こ とが で きますe まだ 粘性散逸 を 入れ て い な い の

で
，

こ れ をハ ミ ル トン 形式 で 表す こ と もで きます．U を

フーリエ 展開して

“ 〔x，y，　t）一Σ観、 （t）exp 　i（kx＋ の），
　 　 　 　 k、ぎ

臨、e （t）＝qk．e （t）＋ iPk、V （の

書 き ます （qk．e （t）と Pk、e （t）は実関数とする）．　 H も阿様

に フ
ーリエ 展開 し

H （x，ツ，t）一Σ鞠 のexp 夢（醜 ・）
　 　 　 　 hM

と 書 き ま す （Poisson方 程 式 を 使 え ば，実 は

Hk，e ＝轟／〆（k2 ＋ eZ））．こ れ ら を（14）に代入 し，各フ
ー

リエ 成 分 を整理 す る と

鑞：1）一 （劉 剛 　 （15・

H − R・ΣΣ繊
一k ’9 ）di、．、　iLI、tyabk−kLg −，

　 　 　 巌 kt．〆

を得ます。こ の 無限連立常微分方程式は，偏微分方程式

（14）を関 数空間 （波数空間）に お け る 「無 限次 元 ハ ミル

ト ン力学系」と して表現 した もの で す．za の フ
ー

リエ 係数

の 実 部 と虚部が 共役 な変数 を与える こ とに注日しましょ

う［ll］。

　流体など連続体 の 運動を表現す る に は，ヒ記の よ うな

波数空 間で 運動を考える方法 と，もと の 座標空間で の 運

動 を疹える 方法の 2 種類の 方向が あります．前者は ， 粘

性散逸を考える場合 ， 散逸が 波数空間で高波数領域 に局

所化す る と考えて よい こ とが大きな メ リ ッ トに な りま

す．そ の た め，
一・
様等方乱流 な どの 波数ス ペ ク トル を求

め るた め の統計的理 論に多く用い られ，Kolmogorovや

Kraichnan の 理論が あ ります［11］。しか し，領域 の 形状

や境界条件 の 影響 を考える と，正準形式の 形 に書 くこ と

は 難しくなり，また粘性散逸を考える非平衡統計力学の

理論 は ，まだ完成 した とはい えませ ん．．．・
方後者 は，巨

視的な保存量を流れ の 構造との 関係 で 議論しや す い の が

メ リ ッ トです．2次元 の 非圧 縮 NS 方程式 につ い て は，数

学 の 立場 か らは理 論 は完成 して お り，こ れ は エ ネ ル ギー

とエ ン ス トロ フ ィ　（後述）の 保存に よ る もの です。以 下

で は，後者の 立場にた っ た理 論を紹介し ます．

4．4　散逸 と構造形成

　流 れ の エ ネル ギ
ーとエ ン ス トロ フ ィ は

E 一壱亅lvli2，　pm−
−s一凵uv2

と定義され る積分量 です．た だ し，1囲2＝∫囲
2

〔レ と定義 し

て い ます．2次元 非粘性流 の 方程式（13），（］4）に 対 し

て ，こ れ ら は と も に 不変量 で あ る こ とが 容易 に 示 せ ま

す，

　次に，粘性散逸 の 効果 を 考 え て （13）の 右辺 に aAv ，

（14）の 右辺 e：　aAu を加え ま し ょ う（a （＞ 0）は 粘性係数を

表わす定数）．す る と ur も E も保存されなくなり，滑 ら

か な解 に対 して

E （t）− E （・）
・．

・f，
’

Hu（t’

）」1・d・’

（16）
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V・・（t）＝・　・ （o）一α五 i▽u （t
’
）112d・

’

4，非線形 MHD 現象

（17）

を得ます．た だ し P；（t），
LV　〈t）は 時刻 t に おけ る エ ネル

ギ ーとエ ン ス トロ フ ィ を表し ます．

　NS 方程式の 数学理論で は，関係式（16＞，（17）は解 の

正 則性 （滑 らか さ）を検証する た め の apriori 評価 と して

用 い られ，こ れ か ら解の
一

意的な存在を証明す る こ とが

で きます［7，　12］．そ の 要点を物理 的 にい うと，雰線形項

（対流効果）が生 み出す渦の 発生 率が粘性 に よ るエ ン ス ト

ロ フ ィ の 散逸率を超える か ど うか とい うこ と が 問 題 で

す。2次元流で は ， 渦管の 引きの ば し効果が ない （つ ま

り非線形効果が 弱い ） こ とが幸い して ， 粘性散逸の 方が

強く働きます．この た め に，渦の 強さが 発散 して微分 で

きな くな る とい うこ とが 起 き ない こ とが 保 証 で きる の で

す．3 次元の 場合 に は，渦管の 引 きの ば しが渦を強 くす

る効果が あ っ て ，そ の た め に（17）に相当す る 関 係式が，

もっ と弱い 不等式 に な っ て しま い ます．こ の た め に，　
・

意的な解が時間無限大まで 存在す る こ とが 証明さ れ て い

ませ ん （初期条件が滑 らかで あれ ば，一定の 時間内で
・

意的な解 が 存在す る こ とは 示せ ます）．本当 に 渦度 の 発

散 （特異性の 生成）が 起 こ る の か，ある い は，もっ と う

まい 関係式 を使 っ て
．・
意 的 な解 の 存在 が 証 明で きる の か

は，極 め て 重要 な未解決開 題 で あ り，こ れ が解け れ ば

フ ィ
ール ズ賞 は 間違い な い とい わ れ て い ます．

　さ て
，

2次元 流 の 問題 に戻 っ て ，エ ネ ル ee
’
　・一とエ ン ス

トロ フ ィ の 関係 につ い て ，もう少 し詳 し く考察 し ま し ょ

う．渦の ス ケ
ー

ル 長を L とす る と，li▽κ12馬 L矧i酬 2
と評

価で きます．流 れ の 非線形効果は 渦 を複雑化 し，ス ケー

ル ft　L の 減少を起 こ します．したが っ て W は E よ りも

強 い 減衰を受ける こ とに な ります．粘性散逸の 効果 に対

流型非線形性が作用する と，E に対して W の 「選択的散

逸」が起こ る の で す，

　線形 モ デ ル （NS 方程式 の 対流微分 を無視した Stokes

方程式）で は，ス ケ
ー

ル 長の 減少 は起 こ らず，E と IV

は 同じ速さで 減衰す る こ と に注意 しま し ょ う．選択的散

逸 は，非線形効果の 成せ る技なの で す，

　 こ こ で ，P；が近似的に保存 して い る 問に W が 最小値 を

達成したと仮定 します．す る と，v は λ をLagrange乗数

とする 汎関数

Q （v ）＝w （v ）
− RE （v ）

を最小とし ます．Q （の の 変分 か ら

一Av＝λv

（18）

（19）

吉 田

を得 ます、す な わ ち，2次元 流 にお け る選択的散逸 は ，

簡単な 固有値問題 （19）で表され る単純な構造を作 り出す

こ とが わ か ります．

　磁化 した プ ラ ズ マ の 2次元運動 （磁力線 に 垂 直方向）

や，自転す る惑星上 の コ リ オ リカ を考慮 した 2 次元流 で

は
， 渦度 と流れ の 関係 を少 し修正 して

u ；一∠遅 十 H

とすれ ば よい の で （Table　l参照），
こ の 場合に も同様な

構造形成が 起 こ る と考え られ ます。ドリフ ト波乱流か ら

帯状流 が 形成 され る こ とが 理論的に 予測 され ［13］，トカ

マ クの 実験で 実際 に観測され た こ とは 記憶 に 新 しい と こ

ろ で す．

　 3次元 の 流れ で は ，渦管 の 引きの ば しに よっ て ，エ ン

ス トU フ ィ の 評価 は 困難 に な りますが，かわ りに ヘ リシ

テ ィ が重要な役割を果たすと考えられて い ます．ヘ リシ

テ ィ と は，ベ ク トル ある い は ベ ク トル 場の 「ね じれ 」を

表す量 で あ ll　，一．
般 的な幾何学の概念で あ るの で ， さ ま

ざま な分野 で 用 い られ ます．例えば，円 偏波した波 に対

して ，振動 の 向 きが伝播 と と もに 回 転 して で きる 「らせ

ん」構造を表現 した り，DNA の らせ ん 構造を定量化す る

た め に も応用 され ます，ヘ リ シ テ ィ の 特徴 は，空間の 向

きづ け を反転する と符号が 入れ替わ る こ とで あり，こ の

ため に，素粒子理論 で は，パ リテ ィの や ぶ れを表現す る

量 と して 重要な 意味をもち ます．ス ピ ン S ，運動量方向

の 単位ベ ク トル p に対 して ；ド ＄
・p をヘ リ シ テ ィ と い い

，

例 え ば ニ ュ
ート リ ノ （v 、・，lyll）に 対 し て は h ＝− 112，反

ニ ュ
ートリ ノ （砿 ぬ ）に対 して は ん＝112と な ります．数

学的に は，ヘ リシテ ィ は 「写像度］とい う数学 の 概念と

関連 して い ます ［7］．ベ ク トル 場 聞 に対す るベ ク トル ・

ポテ ン シ ャ ル を CL．irl
−1ua

とす る と き，

H −∫（・U ・11・ 融

を U の ヘ リシ テ ィ と呼びます（積分 は U が 定義 さ れ た全

領域 につ い て とる）。Curl の 逆作用素 をビ オ ・サヴ ァ
ー

ル

の 積分核K （X ，X
’
）
一パ ーx ！〔4π 1κ ’− xl

“
）を用 い て書き，

H −∬ee （x り× K （x
’

，；x ）・u （x ）dxdx
’

と表す こ とが で き ます．H は ベ ク トル 場 器 の 流線に 関す

る 「まつ わ り数 （リ ン キ ン グ係数）」を意味し，流線の ト

ポロ ジー
を変えない 限 り，U を変形 して もIfは 変化 しな

い こ とが示せ ます．非 圧 縮理 想流体 や 理 想 プ ラ ズ マ で
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は，渦度の 場や磁場に関するヘ リシ テ ィ は運動 の 保存量

で あ る こ とが 示 され ますが，こ れ は流線や 磁力線 の トポ

ロ ジー
に 関す る 制約を表 して い ます。こ の 保存量 を川 い

て ，流体や プラ ズマ の 構造が 特徴づ けられ ます。とくに

プ ラ ズマ 中の 磁場の ヘ リシ テ ィ は，磁場の ね じれ を定量

化す る基本的な量で あ り，こ れ が 近 似的 に保存す る こ と

に よっ て ， プ ラズマ 中の 磁場の構造が 決定され る と考 え

られ て い ます［8，14］．

4。5　おわりに

　 力学系 で あれ生態系 で あれ，そ の ダ イナ ミ ッ ク ス は発

展方程式 に よ っ て 数理的に 表現 され ます．もち ろ ん 発 展

方程式 とい っ て も，常微分方程式，偏微分方程式，確率

微分方程式 な ど，そ れ ぞ れ に百 花繚 乱 で す が，こ れ ら を

横断す る キーワードとして 「非線形」が標榜され て い ま

す．非線形性こそ が ，多様な （複雑，劇的，ある い は 奇

妙 な）運 動 を生 み 出 す原因で あ る と考 え られ る か らで す．

　本稿で 述べ た の は
，
MHD 方程式に現れる対流型非線

形性 に つ い て の 基本的な事項 で す．MHD の 非線形現象

を 「対流型非線形項 （弘 ▽）U 」へ 要素還 元 し，そ の 数理

の
・
端 につ い て考察 したわけです．

　対 流 型 非線形項 は U の 空 間 分 布 を急 峻 化 させ る 効果

をもちます。こ の エ ネル ギー
集中効果 と分散効果 （波束

が 分解する効果〉が バ ラ ンス す る と ソ リ トン が 形成 され

ます （第 1節）．また，散逸 の 効果 と 協調す る と，乱流 を

つ くり，また構造 を生 み 出す こ と もで きます．第 4 節で

述 べ た エ ン ス トロ フ ィ の 選択約散逸は，渦の ス ケ
ー

ル 長

が 非線形効果 （ミ キ シ ン グ 効果） に よ っ て 減少 し ， 強い

粘性散逸を受ける こ とで起 こ ります．エ ネル ギーは大き

なス ケ
ー

ル 長をもっ た流 れ に とり残 され ます．一
方，渦

度に注目す る と，大きな 渦 と渦 との 聞隙に 発生 す る乱れ

た小 さ な渦 に u2 が集中 し，散逸 を 受け ます．つ ま り，エ

ネル ギーは 大 きな渦 に集巾 して 構造を 形成 し，逆に エ ン

ス トロ フ ィ は小さな渦 に集中 して 乱れを作 っ て い るわけ

で す．複雑系にお ける構造 の 形成 は，別の 物理量に注目

す れ ば乱 れ の 生 成過程 で もあります。こ の よ うな 「多面

性」 は，非線形現象 に独特な特徴 です．
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