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　　Basic　concepts 　of　Vlasov　（or　Eulerian）simulation 　methods 　for　the　plasma　microturbulence 　are　reviewed 　in　fo−

cuson 　the　symplectic 　propertiesofthe 　collisionless 　kinetic　equations ．　lmportance　ofthe 　phase 　mixingis 　emphasized

not 　on ⊥y　in　kinetic　simulations 　of　turbulent　transport　but　also　in　construction 　of　fluid　closure 　models ．　The　state 　of

the　art　of　the　gyrokinetic　sim しllation 　codes 　basedon 　the　Eulerian　approaches 　is　also 　introduced．
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3．1　 は じめ に

3．1．1　 これ ま で の経緯 と本章 の構成

　磁場閉じ込め 核融合 プ ラ ズマ に お ける 微視的乱流輸送 の

解析 に ジ ャ イ ロ 運 動論 が 有効 で あ り ， そ の 非 線 形 挙 動 を調

べ る た め に計算機 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を用 い た研究が 活発 に

進 め られ て い る現状 に つ い て 本講座 の 第 1 章で 概観 した．

さ らに ， 粒子 （マ ーカー）の 軌道に 沿っ て分布 関数 の 摂動

部 分を計算す る こ とで ジ ャ イ ロ 運動論的方程式を解 くLa−

grange 的解法，い わ ゆ る SfVlにつ い て 前章 で 詳 し く述 べ ら

れ た．本 章 で は，位 相 空 間 を格 子 点 な どで離 散化 し，そ の

ヒで 分 布 関数の 時間 発展を追跡す る Euler型解法を用 い た

シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 〔習慣的に Vlasov シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン と呼

ば れ る．ま た，最近 は
“
continuum 　gyrokinetic1

’
と称 され る

場合 もあ る．〉に つ い て 解説する．

　位 相 空 間 中の 粒 子 の 1 体速度分布 関 数 を連続体 と し て 取

り扱 い ，そ の 時間発 展 を求め る シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン は，基 本

的 に は広 く行 われ て い る流 体 シ ミュ レ
ー

シ ョ ン と共 通 の 手

法 を 適用 す る こ と が で きる．周知の よ うに 流 体 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン手法 は，非常 に バ ラ エ テ ィ に 富 ん で お り，そ れ らの

表層 を本稿 で 概 説 す る よ りは，多 くの 優 れ た 教 科書 （手近

なもの と して 文 献 ［1］が あ る ）を参照 さ れ る 方が よ り有用 で

あ ろ う．そ こ で
，

こ こ で は プ ラ ズマ の 運 動論 的方 程 式 に特

有の 問 題 に焦点を当 て た い ．本章 で は じめ に解説 され る

splitting法は．現在行 わ れ て い る トロ イ ダ ル 配 位で の 微視

的 プ ラ ズ マ 乱 流 輸 送 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に お い て ，（現 時

点で は まだ）直接応用され て はい ない ．しか し，こ の 手法

は Vlasovシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンの 基 礎 と して 重要 で あ り，前節

で 議論 さ れ た Of法 と 同様 に運 動論的方程式 の 性質 と密接 に

関 連 して い る こ と か ら
，

こ こ で 取 り扱 う意義が あ ろ うと思

われ る．そ こ を出発点 と して，semi −Lagrangian法や，移流

項 を陽的 に 評価する （狭 い 意味 で の ）Eu ［er 型 解法へ と進 む

統
・
的 な説 明 を 試 み た い ．

　まず，次小節で 運動論的方程式 の Euler型解法 に お ける

基 本的 な考え 方を述 べ た後，第3．2節で Vlasov−Poiss（＞n 系 に

対 して 従来 よ り用 い られ て きた splitting法 につ い て解説 す

る．第3．3節で は，ジ ャ イロ 運動論へ の 拡張 に 際 し留意すべ

き点 を論 じる．特 に，splitting 法を ドリフ トま た は ジ ャ イ

ロ 運 動論的方程式系 へ と
一
般化す る 試みや，そ こ か ら派生

する Euler型解法，さ ら に実際の トロ イ ダル プ ラ ズ マ 乱流

の シ ミュ レ
ー

シ ョ ン で 用 い られ て い る手法の
一

例 に つ い て

述 べ る．第3．4節で は，運 動 論 的 方程式 の Euler 型 シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン で は 避けて 通れ ない ，粒子運 動 に と もなう分布

関数の 微細揺動生 成 び）問題 に 触 れ，さ らに 流 体方程式の 完

結 モ デ ル との 関連 に つ い て 論 じる．本 稿 を通 じて ，シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン 手法 が 運 動論的方程式 の 持つ 性質 と 密接 に 関 連

し得 る こ とを 感 じ取 っ て い た だ ける とあ りが たい ．

3．1．2 基 本 と な る考 え方

　 こ こ で は ，次節 以 降 へ の 準備 と し て ，比 較的簡単 な

Vlasov−Poisson系，

多・畷・咎募一・，

籌雪一五『姻 ・

（1）

（2）

を例 に，運動論的方程式の Euler型解法 に つ い て の 基 本的

な考 え方 を整 理 して お こ う．こ こ で
， fは無 次 元 化 さ れ た 電
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子 の 速度分 布関 数 ， ψ は 目瓩巳ポ テ ン シ ャ ル を 表す．素 地 荷．

電子質量，平均誘度をそ れ ぞ れ 無次元 化の 単位として， 上

に とる．また，イ オ ン は
・
様な密度分布に 固 定 され て い る

もの とす る．分布閃数 fは，位置 X と速 度 V に つ い て の な

め らか な関数 で あ り，与 え られ た 境 界条件の ドで ，氏　1

に した が っ て 初期条件 f〔X，V．t ＝0｝か らの 時 問 発展 を 故 1［｝

的 （近 似的 ） に 求 め る こ とが 課 題 と な る．以 ドで は ，そ の

ため の 基 本的 な手 法 を 考えて み よ う．

　 分 布 関数 を位 相 空 間 に お け る連 続 体 と して 扱 う Euler 型

解 法 と は い っ て も，数値 シ ミ ュ レーシ ョ ン で は，分 布し」数

を副i散化 し な くて は な ら ない
L．離散化 に は ，とび とび の II．i

間間隔 で 値 を求め る ［1亅 門 方向 の 離 散化 と，空 間 に つ い て の

離散化が あ る，後首は さ らに，格 r・点 を川 い て 冂11赦的 な空

間f／置で 値 を．lf［i［iす る や り方や ， 有限 項 の 閃 数 展 開 を用 い

て 近似す る方法が よ く使 われ る．具体的 に は，実
』
と間 に お

い て 格 子 1隔』ズ の 空 間 格 子 を 用 い て 分 布 閃 数 を，

五賦 の＝f〔fAx，　i・’．　t）と表 した り（こ こ で ゼは jx 数 ），また は，

周期境 界 条件 の ドで F  urier 級数展開 を施 して 汲数 た ？

引酎

に お い て 離散化す る こ と もある．

　 と こ ろが，迷 度空 間に つ い て は 〔− oe ，＋ DO ｝が 定 義域 と

な っ て い る
2．そ こ で，分 布関 数 を垂み CXp 〔

−
v　

if2
　

’
｝を加 え

た Hernlite関 数 展 開 に よ り近似 す る こ とが 考え ら れ る

が，こ の 方法 は，粒子運動 に よ っ て 作 り出され る 分布関数

の 微細構造 （後述す る ballisticモ ー
ド）に 対 して は収朿性 が

悪 く，あ ま り用 い ら れ て い な い ．実 際 は，例 えば Max “ ell

分 布 に近 けれ ば熱 速 度 の 1〔1倍 程 度 の 高 エ ネ ル ギ
ー

柆 子 は ほ

と ん ど 存イ｝、し な い の で ，あ る 値の 速度空 間 まで を扱 い ，そ

の 外側 で は f− 〔〉と して も i．分 に 良 い 近 似 とな る
：L つ ま り，

ご く単 純 に ［− VMtlX，V／）／1 の 」尉 戈を格 壬 V川（m は整 数 ）を用

い て 離 散化 す る．こ こ で，v、／ は ，／ Cx．　v − ± o。、描の M ）

と近 似 で きる 程 ，十 分 に 大 き な速 度 とす る．格
．
刋 1川 』乙

1 が 一

疋の 場合は，1．・tt ／
− mAt1 と な る．こ うして ，分 布関 数 は，岡 え

ば f，．。 ，
（t）− f｛　9Ax，　JnZll．，，　t　）の よ うに 離改化 さ れ る ．

　位相空閲に お ける 離散化 に よ り，式 〔1）は，

冴 　
』−

v．・
厨

s．厂厂〜
　　 ∂φ　砺　　　　　　　，
ff、。厂 ∂κ

f
∂乙羽 、『

の 様に 書 き衣 され る，よ り シ ン ボ リ ッ クに は，

，｛｝塩
一
馴 ボ

〔3）

141

と して 表 され，H・，；HVtにつ い て の 辿立 常微分 ノ∫矼式 と な る．

こ こ で ，…lf，ni は恪子点賦 1酬 で 評価 され た f直で ある こ とを

意 味す る，また．式（2 ）も以 ドの よ うに 1敏 的 に 表現 され

る，

∂
2
φ

∂xz

一Σf，．． Av
− L

s　　川
（5 ）

空 間微 分 を羌分 で 近 似 す る場 合，（5 ）式 につ い て は，帯行

列が 与える連立
一

次力程式を解けば よ い ．行列の サ イズや

必 妛 な 梢 1支に 応 じ て，LU 分解 や SOR 法，共役勾 雌法，多

耐 各了怯 な どが 有 功 で あ る
5，離 散化 され た VlaSOV 方程式

〔3 ）の 解 法 に は，通 常 の 中性 流 体 に つ い て の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 手法 と 共通 の 方法 を 適用 す る こ とが で きる ．例 え

ば，空 聞微分 を　 分 近 似 で 置 き換 え，また は，Fourier級 数

展 開 さ れ て い る場 合 は ik を乗 ず る と （こ こ で tl は 虚 数 li〜．

位 ）．式 〔3 〕に Rullge−Kutta 法 な ど の 常 微分 方程式 の 数値

解法 を用 い る こ と が で き る．こ の 隙に 時間 方向に も離散化

が 導人 され，デ
ー

タ は 各艮」
・問 ス テ ッ フ iljに 疋 義 され る．ま

た，非粘性の 流 休方程式 CEuler方利 弋）に 対 す る 種 々 の シ

ミ ュ レーシ ョ ン 丁法 も有効で あ ろ う，こ こ で 議論 した 考え

方 は，ジ ャ イ ロ 運動論的方示1 式 に ももちろ ん 適用可能で あ

る．そ の 実 例 に つ い て 3．3節 の 終 わ りで 紹 介 しよ う．

　 ヒ述 の シ ミ ュ レーシ ョ ン 千法 は，位相空 間 格 子 上 で

（Euler表磁され た ）移流項を。 ｝価 し，そ の 値を用い て 時問

積 ノ♪を行 うEuler 型解法 で あ る．　 ・
ノj，伝統的な Vlasov

シ ミュ レ
ー

シ ョ ン に お い て は，本溝圧 の 第 1 羊 で も触れ た

spHtting 法が 広 く川 い られ て き た．こ の 千法 は，　 Vlasov

ノ爺 ．式 の 性質を積極 自t｛jに 利 用 した解 法 で あ り，r］r∫，で 述 べ

ら れ た δズ法 と 対 比 す る と 興 味深 い ，そ こ で ，次 節で は split −

nllg 法 に つ い て まず紹介 し，さ らに そ こ で 導入 され る 牙 子

軌 道 に 沿 っ た分 布 関数 の 写 像 とい う観 点 か らい くつ か の シ

ミ ュ レーシ ョ ン 手法 を 統
一
的 に 理 觧 で き る よ うに ，semi −

Lagrangian 法に つ い て そ の 後で 触れ る こ と に しよ う
Ci，さ

ら に こ の よ う な 疹え 方 か ら、移流 項 を陽 に 評価 す る タ イ プ

の Euler 型解 法の
一
つ を導 出 し，次 に ヒの 段落で 述べ た よ

り
一．一

般的な Euler型 解法へ と繁げ る．

3．2Vlasov −Poisson 系の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン手法

3．2．1Splitting 法

　以 下 で は Cheng と KnQrr ：3］に よ り提案 さ れ た splitting

法 に つ い て 議 諭 しよ う．こ こ で は ，

一．．・
定の 時 間 刻 み 幅 At

を用 い る こ とに す る．そ して ，f”

（X ，　V ）＝f〔x ，　v．　t ” ＝nAt ）

と定義 しよ う．式 （D に お い て ，プの X 微分 に掛 か る 係数

は V の み に，V 微 分 に掛 か る係 数 は X の み に依 存す る こ とに

留．L し，次の よ うな 3 ス テ ッ プ に刀 islJ され た 時間積分 享ユこが

摎案 され た．

1
もと もと離 目攵的で あ っ た 粒 f分布 を連続休 と して 分布同 故

r、衣 し，そ れ を また 叡値解法の た め に 離 畷 化 す る の は，な ん と も画 が

　 ゆ い と こ ろ で あ る．
Lt

相 刔 論 的 な 場
／

は t 運 動 單を 独 馳ン：変赦 に収 るの が 良 い で あ ろ う か ら．そ の 場 合 もや は り 〔一。。，＋ 。。 〕の 唄域 を扱 うこ とに な る．
1｛ eXp ト K 汐2 序 2 刈 〔｝

−22
で あ る．もち ろ ん ，高 エ ネル ギー

｝ ゴの 払　銑い が 本質 的 とな る現 象を扱う場合は，そ れ らが 存在する 速

　 度 1典域 を覆 うに ト分 な上 限仙 を取 る 必 要 があ る．
t こ れ は 2 次元 空 問を升 目状 〔または そ れ と トポ ロ ジー的 に 同 じ も．ノ）： に ノJ 刮す る 描造 恪 子 を用い た 工

1
｝今で あ り、非構造 格子 を使 う

　 易 合は異 な るt 現 となる，以 卜
．
で は，構 虚 格 rを 薗提 と して，　 了す る，

tt こ れ らの 敗値 角卜‘去に つ い て は，文 献 ［2］をは じめ 多 くの 参 考、  か あ る．
fi
　 41 ｝堰で は，こ れ らの 方 法 も，半

1
：Fや マ

ーカ ーを 川い た Lagning 　 ト．と対比 す る た め に ，広 い ．L ：味で Eu［er 型 解 法 に 分 類 し て い る．
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J〔〕urr1 三日け t
．
　P：こ［、1na 　andFusion 　Research　、．．トL　No．9　Scptember 　2005

．f
，k
〔x，〃）＝ブ

厂1
（x
−．

乙，∠i’ノ2，　v ｝

隣諦 灘 ；
・ （6 ）

こ こ で は ， Vlasov方程 式が 粒子軌道 に 沿 っ た fの 移流方程

式 （DfiJ）t＝0）で あ る こ とに 着 目 して，分 布関数 プにつ い

て の 写像を用 い て シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン ・ス キ
ー

ム が 構成 され

て い る （Fig．1 参照 ）．こ の た め位相 空 闘に お ける 微分項 を，

差分 近 似 な ど を用 い て 陽 に 評価す る 必 要が な く，簡便 な 手

法で あ る．しか し一Lで 述 べ た よ うに 位 相 空 間 は 格 ∫
・
点 な ど

に よ り離 散化 され て い る の で ．式 （6 ）の 右 辺 を評価 す る た

め に は，格子点 怯 の で 与え ら れ た プの 値 を内挿す る 必 要 が

あ る．そ の た め の 千 法 と して は，3 次 ス プ ラ イ ン 補聞や

Fourier展 開 な ど様 々 な 方 法 が 試 み られ て い る L4−14」．し

か しそ の ほ とん どが ，峙間積 分 に は 〔6 ）式 の ア イデ ア を 用

い て い る．

　 こ こ で 興 味深 い 点は，式 （6 ）の 各ス テ ッ プ に お け る fに

つ い て の 写 像 は ，PIC （particle−ill−cell ）シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン で

よ く使わ れ る leap−frog法

に：．｝L∵∵
∂cp／ax’

”

，

と等価な時問積分法

x
”．1：1 ＝．1” 「

＋ 〔At 〆2 ）t・”

陛飾 瓢 ∴

〔7 ）

〔8 ）

に よ り作 られ て い る こ とで あ る．こ の 意味す る と こ ろ に つ

い て は，3．2．3節で 改め て 述 べ る こ とに しよ う．

　 こ の r・法の 利 点の 　
・
つ は，移 流 項 ［v （　Of／∂x ｝］を差 分 近 似

な ど に よ り陽 に 評 価 す る 場合 に 比べ て ，時間 ス テ ッ プ 幅 を

大 き く取 れ る こ と で あ る，例 と して ，簡 単 な 移流 方 程 式

∂厂　　 ∂厂　 ニ　
　f’

∂’　 　 　 aピ
（9）

を 考えて み よ う，こ こ で ，移流 速 度 0 は 定 数 と す る．空 問

微分に 差分法な ど を用い ，か つ 陽的な 時間積分法 を採 n亅す

る 場合，い わ ゆ る Courant 数σ　 i 　cMt ／Ax を，σ く 1 の 程度に

しな い と，　 般 に 数 値 不安 定性 が 成 長 し シ ミ ュ レ ーシ ョ ン

を行 う こ とが で き な い ［1：T，こ の 条件 を，CoUram−

Friedrich−Levy （CFD 条件 と呼ぶ ，　
・
方，式 （6 ）に 習 っ て ，

f’
・［

［xl
一
ノ
”
（x
−
cAt ）， 11 田

と して ，移流方程式を数値的に 解 くこ とを 考え る と，こ れ

は 式 （9 ）の ・
般解f（x，t）＝f（X − ct，　t− ｛）　）の II寺問 につ い て の

離散化表現 で あ り，f
”

〔X
−

cAt ｝を評 IIIIiす る 際 の 内挿 が 1う1’

な 精 度 で
’j’え られ る とすれ ば，任意 の ］t に 対

．
して 中・1r：安

v

ParticleOrbit
　 ’

’

！

！

！

！

！

！
ノ

’
’

x

Fig．1　Aschematicpictureofmappingsinthesplittingscheme ，
　　　Horizontal　and 　verticalarrows 　show 　eaGh 　step 　given　in
　 　 　Eq、（6），

定 な解法で あ る こ とが わ か る．も ち ろ ん，VlasOv−Polsson

系へ の 適用 に 際 して は，プ ラ ズマ 振動 を ト分 に 分 解 で きる

程 度 に At を小 さ くす る必 要が ある ．それ で も，そ の 条件

は，At く tO
］rl程度で あ り，格 子幅 を Debyc 長 （λD ）程度に

取 っ た 場合の CFL 条件，　zft く AxfVEi，ax 　一（vttv1、，、x　）ω Fl

．］

，よ り

も緩 や か に な る ．こ こ で ，プ ラ ズマ 振 動 数 を ω p
一帽 λD ，熱

速 度 を Vl と した．こ の よ うに ，　 splitting 法 は，移 流 項を 陽

に 評価す る 場合 に比 べ ．時 間 ス テ ッ プ r隔 を 大 き く取 れ る

が．磁場閉 じ込 め プ ラ ズマ に お け る 微視 的乱 流 シ ミ ュ レー

シ ョ ン で は，こ の こ と は そ れ ほ ど大 きな 利点 と は な ら な

い ．こ れ は ドリフ ト波 の よ う に，波 数ベ ク トル の 磁 力 線 に

．’ド行 方 向 と垂 直方向の 成分 の 比 が 微小 量 （例廴 ） と な る場

合 に は
s，巴，旧、、X を熱 速 度 の 数 倍 程 度 に 取 っ て い る 限 り，磁力

線 に 平 行方向の 粒 子 運 動 に と もな う移 流 項 は，CFL 条件 に

そ れ ほ ど強 く影響 を 及ぼ さ な くな る か らで あ る ，そ れ で

も，次 節 で 見 て い くよ うに，splitting 法 は 運動論的方程式

の
．
数値解 法 を考 え る た めの 基 礎 と して も 重要で あ る．

3．2．2Vlasov −Poisson 系の シ ミ ュ レーシ ョ ン例

　 Euler型 解法 に よ る 運動論的 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ンの イ メー

ジ を掴 ん で も ら う た め に，こ こ で splitting 法 を 用 い た

VtaS〔〕v −PoiSson系 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 例 を 紹 介 し よ う，

Vlasov シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン
・コ ードの ベ ン チ マ

ー
ク 問題 と

して よ く扱 われ る，非 線形 Landau減 衰 を考 え る．実 空 問座

標 At 方向の 系 の 長さを4πλD と し，周期境界 条件 を課 す．速

度空 問 は，v 、11／、N
＝10vtと して ［一一v／／v、Xt ＋ ZP［11、、．」の 範囲の み を

扱 う．初期 条件 は，f［x，v ；t＝o〕＝FM 〔vXl − Ac 〔．，sllx〕，
と し て ，A ＝O．5 お よ び Je− 〔冫．5A

］Jiと す る．こ こ で ，
7 数値 安定性 の しきい 値 は，fli「11々 の ス キーム に よ っ て 異 な る が．σ 〈 1 は 良 い 目安 を

’

チえ る．また．拡 散項 が あ る場合 は，そ れ に よ

　 り安定性 の 条件が 決 め られ る 場合 もあ る．特 に 衝 突項 を導 入 す る場 合，速 度 空 間 の 解 像 度 が 問 1越 と な り，安定性 の 条件 は

　σ ＝2yAt ！Av2 ＜ 1 と見積 もら れ る レ は衝 突 周波 数 ），一一・
方，大振 幅 波 動 に と もな う電場 に よ り大 きな 加速 度 が 生 じ る 場 合 は，

　At 〈 IAvtC∂φ1∂x ）1が数 値安 定性 を決 め る場 合 もあ り得 る．
E

第 1恭で 述べ た よ うに，こ れ は ジ ャ イ ロ 運動論オ
ー

ダ リ ン ゲ の ．．．一
部で ある こ とを瓜 い lli「そ う．
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Fig．2　Contourmaps 　ofthedistributionfunction 　inthephase 　space 　obtained 　by　aVlasov ｛Eulerian｝simulationofthe 　nonl 「nearLan −

　　　daudampingat 　t＝O．10，and40 ω 61（frQmthe 　leftto　right ｝．

FxT（v ）は Maxwcll 分布，　P
’
M （V ｝− exp （一τ

・212
び 1

ビ
〕！》飯 z，［，を

表 ダ．格 子 点 は，x 方 向 64点，　 v 方 向512点 を用 い て い る ．ま

た ，格
．．r一点 問 の データ の 内 挿 に は

，
　 Fourier歴 開 を採 用 し

た．こ れ は 最 も梢度の 高 い 内挿法σ）
一
つ で ある が ，逆 に そ

の た め に，H寺問の 経過 と と もに 解像度が 不足 して くる と，

以 下に 見 る よ うに計算 の 「あ ら」が 目 立 っ て くる．

　 シ ミュ レーシ ョ ン を 開始 す る と，祉 子 の 持 つ 速 度 差 に よ

りノ丿 布関 数が大 きく変形 し，位相混合 に よ っ て密度や 竜場

揺動は 無衝突減衰を受ける ，その 後，共鳴速度近傍で 孝 r一

捕捉 が 起 きは じめ る，こ の 峙の 分布関数 の 様相 を Fig．2 に

カ ラー図 で 表示 して い る．横軸 は κ 座標，紘軸は 1， 座標 を

示し．V 方向 に は ［
一．

ひn，aX ．＋ V、． 1の
一

部の 範囲の み を図示

して い る．まず，粒子運動 （しば しば ballisticと形容 され る ）

に よ り分布関数 が 引 きの ば され，そ の 後，波 に よる 軌 道 変

化 を受け て 折 り畳 まれ，粒 子 捕捉 が起 き始 め る 様子 が 見 て

取 れ る．しか し／t図 を よ く見 る と，tL4 〔｝ω
171 にな る と，特

に速度 空 聞方向 に短波長の 振 動が 囗立 ち，初期分 布の な め

ら か さ が 徐 々 に 劣 化 して い く．こ れ は ，粒 r運 動 に と も

な っ て 分 布 因 数 の 微 荊1購 這 （ballisticモ ード）が 継 続 的 に 作

り出 さ れ る
一・

方，シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 解像度 は 有限 で あ る

ため で あ る，格 ∫サ イ ズ の 振 動 を避 け る に は よ り高 い 角1像

度 の シ ミ ュ レーシ ョ ン を 行うか ，人工 的 な散逸 を 導入 す る

しか な い ．後者の 場含 は，計算結果 の 見 か け は きれ い に

な っ て も，Vlasuv ノ丿程式が 本来持つ 対称性や 保存則など を

破 る恐 れが あ る の で 注 意 が 必 要 で あ る．こ の 位 相 混 合 の 問

題 に つ い て は，第3．4節で よ り 1羊し く 見 て い く こ と に し よ

う．

3．2．3 分 布関数の 写 像 とシ ン プ レク テ ィ ッ ク積分 法

　 運 動論的丿∫矼式 の V！asov （こ の
．
IVI座で は，　 Euler型 と呼

ん で い る ） シ ミュ レ
ー

シ ョ ン解法 を，古典力学 との 関連 を

意 祓 しつ つ 統
．・

的 に埋 解 す る とい う観 点 か ら．こ の 節 で は

もう少 し踏 み 込 ん で splhLing 法 に つ い て 考祭 して み よ

う．Vlasov−Poisson系 で は， 1粒子 の ハ ミ ル トニ ア ン は．

H ＝inv2f2 −−q4i（x 〕で 与 え られ た．そ の た ン），　Viasov方 稈 式

の Oft∂X の 係数は V の み で あ り，Of／fivに は ．V の み に依存す

る 電場 が 掛か っ て い る．これ は，H が，H ［1x，t・トー7豆 汁 B κ 1

に 分 離 で きる こ と に 対 応 して い る．す な わ t 　 P’　（x ）−0 や

T （V ）＝〔｝の 栃 合 の 粒 子 軌 道 は．そ れ 一、れ し
1＝COuS し、

x − const ．の 「亅
．速度運 動」を表す こ と に な る．そ の 軌道 は

そ れ ぞ れ，κ 軸お よび b 軸に 平行で あ る ．こ の 個 々 の 「等速

度 運 動一の 軌 道 に そ っ て 分 布 関 数 プが 連 ば れ て い くこ とを

表 した の が ， ま さに 〔6 ）式な の で あ る （Fig　l 参照 ），（6 ）

式の 各ス テ ッ プ の F・亅間 1隔とそ の 順序は ，こ の 手法が 2 次粕

度を保つ よ うに 工 夫され て い る
V，

　周 知 の よ うに，「等 速 度運 動」は，正 準方杠 式の 角1の ．・つ

で あ り，その 時 問 発 展 は正 4 変換 を与 える ［15］．また，正

準変換を重ねて 作用 させ て も，全体 と して 正準変換 が構成

で きる．つ まり，leap−fr〔〕g 積分法 は，本来の ハ ミ ル トニ ア

ン とは わず か に異 な る ハ ミ ル トニ ア ン に よ り与え られ る 止

準 変換 1よ り　
・
般的 に は，シ ン プ レ ク テ ィ ッ ク 変換 と も呼

ば れ る E と して 理解される，こ の よ うに して 構成されて い

る 運 動方程式 の 時間積 刀 法 は，シ ン プ レ ク テ ィ ッ ク 積 ノ♪法

と呼 は れ，1990年代 以 降，Ilamilton力 学 系の 分 野 か らは じ

ま リ．現 在で は幅広 い 分 野 で 応用 され て い る 「16〕．実 は，

．ヒ述 の le　iP−frog法ま た は式 （8 ）は，2 次 の 陽 的 シ ン プ レ ク

テ ィ ッ ク 積分法 で あ り，4 次楠度へ の 拡張が 1980年代の 終

わ りに 考案 され た ［17］．そ の 手 法 は，運 動 エ ネ ル ギーとポ

テ ン シ ャ ル ・エ ネ ル ギ ーの 利 の よ うに 分離 で き る ハ ミ ル ト

ニ ア ン に 対 して
・
般 化 され，さ ら に 高次 粕 度 の 積 分 法が 考

案 され て い る 「18］．結 局，3．2，2節 で 述 べ た split．Ling法 で

は ，2 次 の 「場的 シ ン プ レ ク テ ィ ッ ク積分 法（leap−frog法）で

生 成 され た分 布関数 の 1与二像に よ り．v ［asov ノ」矼 式 の 時 間積

ノ♪を行 っ て い る と見な す こ とが で きる．こ うした観点 に 1一

つ く と．VlasOV 方 程 式 に 対
．
す る H、澗 積 分法 の よ り高 次 る冂 度

へ の 拡 張を簡．申．に構成で きる．高次の シ ン プ レ ク テ ィ ッ ク

積分法 に よ り作 られ る 分布関叡の 写像 を川い て ，　 般 化さ

れ た 丶p！ittimg法 が 捉 秉され た 「19］．さ らに 4 次 や 6 次 精度

の ス キ
ー

ム が シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン ・コ
ー

ドと して実装 さ れ，

そ の 有効 性が検 阿lhされ て い る ［20］．

3，3　 ドリ フ トまた はジ ャ イ ロ 運 動論へ の拡張
3．3．1　時間積分法 にお け る問題

　 弟 1 弔で 見 た よ うに，ジ ャ イ ロ 運 動論的方程式 は，V ⊥a−

so 丶 ノ丿唱 式に 比べ る とず っ と複雑 で あ る が，形 式 的 に は 1

11  
運 動 の ハ ミ ル トニ ア ン と Poisson括 弧 を 用 い て ，

∂匠 1ノ：IJ｝＝0 と表 され る．な ら ば ，そ の 数値解法 に も共 通

した 科去が 適 用 で きる だ ろ うか．

　；．，」ji項 を 陽 に 汁 価す る 〔狭 い 意 味 で の ）Eulcr 型 解法の 場
9 こ れ は，teap−frog法 が Hu間 に 関 して 2 次 中 心 ノ1、が とな・っ て い る こ とに i［1，

Tl
す る．
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合 ，
Vlasov 方程式 で あ れ，ジ ャ イ ロ 運 動論的方程式 て あ

れ，そ の 手法 に本質的 な違 い は ない ．も ち ろん，よ り多 （

の 位相空間次元 を扱 うの で コ
ー

ドもそ の 分 複 雑 に な る し．

そ の 最適化 に もよ り多 くの 労JJを要する と と もに，計算竪

模 も飛躍的 に増 加 す る，しか し こ σ）場合で も，ス キー
ム の

本質 は，（3 ）式 に 適 川 す る 場
．
合 と共 通 で あ る．　

・
方 で ，

X」lasov方程式 に 対 して 強力な ツ
ー

ル で あ っ た splitting法が

どの よ う に拡 張 され 得 る か を考 え るの も興味深 い ．よ っ

て ，以 ドで は まず，こ の 点 に つ い て 考察 して み よ う．

　Vlasov 方程式 に 対 して splittillg法 が 有効 で あ っ た の

は ，分解 さ れ た 各ス テ ッ プ が 「等速度運 動 」 に 対 応 して お

り，そ れ らに よ り生 成 さ れ る 写像の 組み 合 わせ で 時間積分

法 が 構．成 され て い るか ら で あ っ た．こ う し て 考 え て み る

と，粒 子 の ドリフ ト運 動 を扱 う場 合 に は も う少 し i：夫 が 必

要 とな る こ とが 分か る．例 と して ，一様磁場 B 申 で の ドリ

フ ト運動 論 的 方程 式

多… ▽ ・ 浴・・・ ・ … 喋 ・ ・募1

− ・・ （11）

を考 え よ う．こ こ で ，b は 磁場方向の 単位ベ ク トル と し，
C ，q ，i71 はそ れ ぞ れ 光 速 度，電 荷，そ して ，質量 を 表す．磁

力線方向 に φ，ブが
・
様 と仮定す る と．式 Cll）は さ らに簡

単 に なり，磁場 に垂直方向の 座標成分 X ．y を用 い て，

∂尹 参臥繊 φ
一∂”

’f∂・φ）一（）， （12）

と表 され る．こ の よ うに，E × B ドリ フ ト運 動が ，彑 い に 共

役 な 座標 ぼ ，剄 を用 い て ie
’
．準形 式，

虻 ＝．．
‘
層
∂．t．φ〆β

y＝‘∂匸φ〆B
（13）

で 表現 され，か つ ，式 （12）が ∂，f＋ ｛∫∬ 1＝〔｝と して Vlasov

方程式 と同 型 を保つ こ とが 容 易 に 見て 取 れ る．こ こ で ，

｛i・H ］一一
毒か w ・ ▽ u ・ （14）

で あ り，1粒．
了
一運 動の ハ ミル トニ ア ン は 11− edi［．y，　y）で 与

え られ る．比 較の た め に，第 2 章（33）式で 与え られ た ジ ャ

イロ 運 動 論 的 方程 式 にお け る よ り
一

般 的 な Poisson　t、／
’
弧 式

を思 い 出 して 欲 しい ．

　Poisson括弧 を用 い て 表 され た ド リフ トまた は ジ ャ イ ロ

運 動論的 方程 式 を 見 る と，Vtasov方 程 式 に対 して 有効 で

あ っ た splitting 法 が そ の ま ま適 用 で きる か の よ う に 思え

る．しか し
．．．
般 に は，粒子 の ドリフ ト運動 を扱 う場 舘 こは，

ハ ミ ル トニ ア ン を 共役 な座 標成 分 の 内 の
一

つ の み に 1好 ∫
：す

る 関数 の 和 に分 解 す る こ とはで きな い ．例 えば E ．B ド リ

フ トの 場合 に は ，ハ ミ ル トニ ア ン の
・
部 を与 え る 幹 ．’1．．到

は，一般 に，共役 な座 標成 分｛X ，）
’
）の 両 方 に依 存す ケ 1駿 とで

あ る こ とか ら も納 得 され よ う．つ ま り，ドリ フ ト運動 の 数

値積分 に leap−frog法を適用 す る こ と は で きず，した が っ て

splitting 法を ドリフ ト運動論的方程式の 解法と して そ の ま

ま採用す る に は問題が ある．仮 に 式 〔13）に leap−frog法を無

理 矢 理 適 用 して み る と，本来の ドリフ ト速 度 は φ の 等値線

に沿 っ た もの で あ る はずが，そ こ か らは ずれ る不安 定 な軌

道が 結果 と して 得 られ る で あろ う．実際，粒 f モ デ ル を用

い た ドリ フ トまた は ジ ャ イ ロ 運動論的 シ ミュ レ
ー

シ ョ ン や

モ ン テ カ ル ロ ・
シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン に お い て ，ド リ フ ト軌道

の 積分 に は ．leap−frog法で は な く，（有 限 の 数値 的 な散逸

が あ る が ）prediclor−corrector 法や，よ り高次 精度の Runge
−Kut．ta 法 な どが使 わ れ て い る ，こ うし た ハ ミ ル トニ ア ン の

形 式 につ い て の 議 論 か ら、PIC 法 や 餅 法 に お け る 軌 道 追跡

手法も，Vlasov方程式 の 場 合 と ドリ フ トまた は ジ ャ イ ロ 運

動論的 シ ミュ レ
ー

シ ョ ン とで 異な っ た や り方 を採用 す る必

要が あ る こ とが わ か る ，

3．3．2　他 の 「軌 道 」追 跡法に 基 づ く解法

　 ド リ フ ト運 動論的方程式 に splitting 法が そ の ま ま適 用で

きない となる と，粒子軌道 にで きる だ け沿 っ た 異 な る型 の

写像 を）TJい て 分布関数 の 時間発展 を模擬す る 方法が 考え ら

れ る．こ の 節 で 述 べ る semi −Lagrangianl去且o と呼ば れ る手法

は，欧州，特 に フ ラ ン ス を中 心 と した グル ープ で 積極的 に

試み られ て い る ［2工，22］．こ の 方法 は，ドリ フ トまた は ジ ャ

イロ 運 動論的方程式 よ りもよ り広い ク ラ ス の 移流方程式に

対 す る シ ミュ レーシ ョ ン 手 法 と して 考案 され ［23］，気象分

野 などで も川 い られ て い る，ヒで 述 べ た 分布関数 に つ い て

の 写像を，共役な変数 に対 して 分解す る 代 わ りに ，2種 類

の 時間 ス テ ッ プ を採 用 す る．例 え ば ，←
・，卸 2＋ 1，…〕と，

〔・・… 一
去，・

・
壱・

…1と・・ う聆 に 訊 れ子 に な ・ 塒 r昌1・

テ ッ プ を用 い て ，

ゼ
IU2 ＝♂

− 1〆2
＋ 』’｛Z，〃 ll． ノ

z
’「
−1 一ゴ ＋ At｛2，〃 ｝L 、

．　　 ，
（15）

とい う方 法 で 正 準 方 程 式 〔la！dt＝IZ，Hl を積分す る こ と を

考え よ う．こ こ で は，記 法 の 簡便 さの た め に X ≡ 〔q，p）を用

い て い る ，

　式 （15）で 与 え られ た積分法で 生 成され る
一

対の 写像 に基

づ く解法 ，
semi −Lagrangian法 は，以 ドの よ うに して ドリフ

ト運動論的ノ∫程式へ 適川 され て い る．す な わ ち，．’トス テ ッ

プ ず れ た 2 つ の 時 間刻 み を用 い て，

∫
厂「．Il ド2

（2 ｝＝ノ
厂」
　
u2

［x
− 24／／〔x 月

ズ
．1

回 一∫
”

［z− 2d”
＋】ド2

〔z ）］，
〔16）

と して，整 数 と半 整数 ス テ ッ プ の 値 を交 互 に 求め て い く
11，

L ．　〕　　L 　r

・f’
．「
…

一
害｛ζ刑 、 、、 〜 （17）

と し．广 か ら作 られ る 1粒子運 動 の ハ ミ ル トニ ア ン um

を用 い る 瞬 ＝…．ft’1’t＋ 112，’”）．そ の た め d’n を求め る に

は ，Nexs・ton法な どの 反復解法が 必 要 と な る．こ こ で 表記

le こ の 名前 は ，　Eu ［er 型解 法の よ うに 固 定 さ れ た 空問 格 子 を川 い る に も関わ らず，移流 方程式 の 特 性 曲線 を近似 的 に 追跡 し て い る こ

　 と に 由来 す る，
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の 混 乱 を避 ける た め，式（17）の Poisson括 弧 式の 変数をζ

で表 して い る．式（ユ5）お よ び （16）は，時間 方向 に中心 差 分

とな っ て い るの で ， 2次 精度 を保 っ て い る こ とが わ か る．

また，こ の 型の ス キーム の 性 質 と して ，整数と半整数の ス

テ ッ プの 双 方で 初期条件を与える 必 要 が あ る
／Z，

　
．一
方，semi −Lagrangian法 に類似の 手法 と して ，　CIP（con −

strained 　interpolation　profile）法 が流 体 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の

分 野で 幅広 く応用されて い る ［25］，こ の 方法 で は，対象 と

な る変 数 （例 え ば 分布関数） の 移流 方程式 とあ わせ，そ の

1 階空間微分の 時 間発 展 も同時に 追 跡 し，そ れ らの 値 を用

い て デ
ー

タ の 補 間 を行 う．こ れ に よ り数値的な拡散や 分散

を小 さ く抑え，急峻 な解 の 振 る 舞 い を維 持 す る こ と が で

き，密度や 圧 力 が不連続 に 変化す る多相流 や 流体中で の 物

体の 運 動 な どの シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン へ の 応用 が 盛 ん に行わ れ

て い る．こ の 手法 を，ジ ャ イ ロ 運 動論的方程式が 与え る プ

ラ ズマ 乱 流 輸送問題 へ 適用 す る 試み も は じめ られ て お り，

前章で 述べ た 8f法を用 い た シ ミ ュ レーシ ョ ン との 比 較 もあ

わ せ て 行わ れ て い る ［26］．

3．3．3 陰 的シンプ レク テ ィ ッ ク積分 法 の応用

　さて ，先述の よ うに，陽的 シ ン プ レ クテ ィ ッ ク積分 法 は，
例 え ば H （q，p）＝．　T（P）＋ V（q ｝の よ うに分離可 能 なハ ミ ル ト

ニ ア ン で 与 え ら れ る 系 に 対 して 有効 なもの で あ っ た，
Hamilton系 として の性質 を活 か しつ つ ，ジ ャ イ ロ 運動論的

方程式な どの よ り
一

般的な系 に拡張す る に は どの よ うに 考

えて い け ば よ い だ ろ うか ？以 下で 簡単 に見て い こ う，

　任意 の Hamilton系に 適 用 可 能 な時間積分法 と して ，陰的

シ ン プ レ ク テ ィ ッ ク法 が 知 られ て い る ［27，28］．そ の 最 も

簡単 な例 は，陰的中点法 （implicit　midpoint 　rule ）と呼 ば れ

る古典 的 な方法 で，

zn
− 1 ＝2kl ＋ At｛2，i∬｝Iz−b’，　7 ＝（z11

　1
十 zn ｝12， （工8 ）

と書 き表 さ れ る ．上 式 は，時 間 積分 に よ っ て 求 め る べ

き ♂
＋ 1

に 右 辺 が 依 存 す る ，い わ ゆ る，陰解 法 とな っ て い

る．正 準 座 標 9 ＝（q，p）に 対
．
し， 式 （18＞が （σ

戸厂
，グリ か ら

（ゲ
＋ 1
，が

．トb へ の 正 準変換 を与え る こ と は 容 易 に確 か め

られ る
13．上 式 に よ り，離散化 さ れ た 仮想的 な 粒子 軌 道

（…，ガ
‘−1

，z
“1
，znT1 ，・・・に沿 っ た，分 布関数の 写像が 以

．
ドの

よ うに 導か れ る，

f（g ）≡ f
’i＋ 1

［z ＋ （∠」‘12〕〔z，π｝］＝fn［z
−
（∠lt12＞｛2，ア亨

＝
｝］．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

こ こ で，1粒 子 運 動の ハ ミ ル トニ ア ン H に 含まれ るポ テ ン

シ ャ ル は
， 分布関数f（z ）で 与え られ る 電荷密度か ら Pois−

son 方程式など を解 い て得 られ る もの とす る
14．式（19）で

fを求 め る ため には H が 必要 で あ る た め反復法など を用い

て fn
−1

を探すこ とに なる が ，うまく収束 して解 が得 られ た

として も， か な りの 計算時間がかか る と想像 され，そ の ま

ま扱 うの は 難 しい
15．しか し， 上 記の 考え方か ら以 ドの よ

うな簡略化 さ れ た ス キ
ー

ム が 得 られ る．

　時間 ス テ ッ プ あ た りの 分布関数の 変化が 十分小 さい とす

る と，（19）式の 中辺 と右辺 を Taylor展開して ，得 られ た両

式 の 差 か ら At3以上 の 項を，和か ら At2 以 上 の 項 を無視 し

て，そ れ ぞれ，

f”
−1

〔a ）＝f”

（z ）− At｛f（2 ），　ff｝，

f（z ）− fn
＋ 1

（

誓
配

，

（21）

が 導か れ る．こ う して ，陰 的 シ ン プ レ ク テ ィ ッ ク 積分 法 を

用 い た 分布関 数の 写 像 か ら，移 流 項 を陽 に 評価す る Euler

型 の 2 次 精 度 ス キ
ー

ム が 得 ら れ た ．お も しろ い こ と に 式

（21）は ，式 （18）で 与 え られ た陰的中点法 を プ（z ＞に適 用 した

形 に な っ て い る
］6．こ の ス キーム は 時間反 転 対 称 で あ り，

かつ ，L2 一
ノ ル ム

， す なわ ち ∫f2（x ）dz，を保存する とい う

性質 を持 っ て い る ［19，20］．こ の た め 位相空 間 に お け る 分

布 関数 の ゆ ら ぎの 大 き さを反映 した 揺動エ ン トロ ピー （こ

こ で 述 べ る 揺動 エ ン トロ ピー
の 意 味 につ い て は，3．4．2節

を参照 され た い ）の 定量的評仙 に お い て 威 力を発 揮 し，無

衝突 プ ラズ マ にお け る乱流輸送の 準定常状態 の 確認 と い う
11 文 献 ［24］で は，ユ種類 の 時間刻 み の み を用 い た異 な る 時 聞積分 法 も試み られて い る．
12

実 際 の シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を行 う ヒで ，こ の 点 は 少 し注 意 が 必 要 か も知れ な い ．例 えば，H （x ，y）二〔x2 ＋ y2 ）〆2 とい う ハ ミ ル 1・ニ ァ ン

　で 与 え られ る場合 の よ うに ， 線 形常微 分 方程 式 に （15）を適用 し た場合を考 え よう．chr！dt− y，　dy〆d仁 一
x と い う方 程式 に

一
対 の 初

　期 条件 を与 えれ ば，単 振動 の 解が
’
意 に定 まるの は周 知 の とお りで あ る．しか し．（15）式を用い る 場合，線 形方 程式 に対 して も

　整数と半 整数 ス テ ッ プの それぞ れ に 初期条 件 を与 える 必 要 が 生 じる．し た が っ て，そ の 与 え方が 適 切 で ない と，結果 と して 半ス

　 テ ッ プ毎の 振 動 を伴 う解が得 ら れ る 可 能性 もあ る，
13

　Goldsteinの 教科 書 ［15］に ある・正 準変換を作 る 第 3 種 の 母関数 を∫｛グ
ー1・バ ）；一

ゲ
z．ト1pn

＋ AtH 〔4，fi｝＋ Wt2t2〕∂H 〆∂qla．b∂H ！∂Pla．P
　 と し て，

q
，i ＝一

∂5〆∂pn

グ
n ＋ 1＝一∂Si∂〆

1−1
，

　 と い う変換 を考える と，これ は 式 （18）と同等で ある こ とが 示 され る，
14

位相 空 間を離散 化 した格子点上 で fn
− 1

を
’

）”え られ る 形 に す る に は．式 〔19）で は，点 z に お い て ｛z，　filが 評価 され て い る こ とに注

　 意 して，

　　　f
” fl

（・）− f”

［・
一・d・・〉］，　 ・k ・一咨｛ζ紐 1・一・一・i 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （、。，

　とする．上 で 与え た 写像（20）に お い て．半 整 数 ス テ ッ プ 〔〃
− 1’2 な ど） を考え，ffを ∫

肝 財
か ら決 まる ハ ミ ル トニ ァ ン H ”＋ 1，／z

　で 仮に 置 き換 え る と，前 の 節 で 述 べ た semi −Lallgrangian 法 と形 式的に 同 じ形 にな る．
15

筆者の 知 る 限 り，〔19）また は （20）式 を解 くシ ミ ュ レ ーシ ョ ン は ．未だ な さ れ て い ない ，
Is 第3．2節で 見 た splitting 法 の 場合 と同様 に，こ の 積分法を繰 り返 し適 用 して，4次 精度 の 解 法 を簡単 に構 成す る こ とが で きる．
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Table　l　Summary 　of　numerical 　techniques 　used 　in　Eulerian

　　　　gyrokinetic　simulationcodesfortoroidalgeometry ．

CodeDerivatives Inlcgrator

GS2GENEGKVGYROF．D．＋ spectra ［（2D）

　　　uPwindF ．D．
F．D．＋ spe α ral （2D ）

F．D．＋ spectra ［（IDl

implicit｛hnear ｝＋ ∫

．
、dams −Bashforth

　　　　　　pred ［ctor・corrector

　　　　　　　Runge −Kutta−Gill

　　　　　　　　　RUIlge−K し1tta

F．D，：finite　difference

基礎的問題 の 解明 に活用 され た ［29］，また，（21）式 の タイ

プ の 陰 的 積分法 は，次小節 で 紹介 さ れ る GS　2 コ ードにお

い て も，線形項の 時間積分 に利用 され て い る ［30］．

3．3．4　 トーラ ス型 配 位 へ の適用 例

　前小 節 ま で は ， Vlasovシ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 手法 を ジ ャ イ ロ

運 動論的方程式系 に 適用す る ため に必 要 と な る時間積分法

につ い て ，基 礎的な側 面か ら論 じて きた．そ の 流 れ を振 り

返 る と，粒子 軌 道 を追跡 す る た め の 時間積分法に よ り生 成

さ れ る 分 布 関 数 の 写像 に 基 づ い て ，splitting 法や semi −

Lagrangian 法が構成 され た．次 に，時 間 ス テ ッ プあた りの

粒 壬 位置の 変 化 に と も な う 分 布関 数の 変動 が 小 さ い と し

て ，陰 的 中 点法か ら生成 され た 写像 に お け る 分布関 数 を

Taylor展 開 す る こ とで ，（21）式の 様 に 移 流 項をあ らわ に

評 価す る Euler型 の ス キーム が 得 られ た．こ の 過程 は，粒

了
一
軌 道 に 沿 っ て 分 布 関 数 が

一
定 と な る こ と を 表 し た

Df！Dt − 〔｝とい うLagrange 表記 か ら，砺1∂t＋ 怯 〃 ｝− 0 とい

う Euler表記へ の 書 き換 え に 対応 して い る．

　一’
方，実 際 の プ ラ ズ マ が 持 つ 有 限 の 衝 突 を 考え る 場 合 に

は，前 小 節 で 述 べ た ス キ ーム が 有す る 保 存 特 性 の 重 要 性 は

低減す る で あろ う
］7，こ の よ うに 考 えて 行 く と，（3 ）式 に

象徴 され る よ うな Euler型 の ア ル ゴ リズ ム に 至 る．本 講座

第 1 章の Table　L に お い て，　 Method の 項 に Vlasov と して

ま とめ られ た 4 つ の コ
ード （GS2 「30ユ，　 GENE ［31］，　 GKV

二32］，GYRO ［33］） で は ， 格 子 点 また は 関数 展開 を用 い て

ジ ャ イロ 運動 論 的方程式を（3）式の よ うに 離散化 し，そ の

ヒで Runge−KUtt且法な どa）時間積分法 を適 用 す る とい う方

針 を採 っ て い る ．トロ イ ダ ル 系 にお け る プ ラ ズマ 乱流輸送

を扱う Eu ［er 型 〔Vlasov）解 法を用 い た ジ ャ イ ロ 運 動 論 的 シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン ・コ
ー

ドと して は，現状 の とこ ろ こ れ らが

す べ て で あ る
］s，そ こ で 用い て い る数 値 手 法 を Table　1に 簡

単 に まとめ て お く．

　．L記 の 4 つ の コ ードで 使わ れ て い る 時 問積 分法 や，差分

法，ス ペ ク トル 法などの ，基礎 とな る個 々 の 技法の 多 くは．

流 体 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 分 野 で も共通 に 用い られ る もの で

あ る．しか し，5次
．
元位相空 間を扱 う こ とか ら，その 選択

の 口由度 は広 い ．以 下 で は ，GKV コ ードを例 に 実 際 の ス

キ
ーム につ い て 簡単に 解説 しよ う

】9．
一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
．
　　　　　　　　　

．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

．
ρ

　GKV コ
ードで は，小 半径 方 向に局 所的な取 り扱い を導入

し，［
「

］形磁 気面を仮定 し，さらに フ ル
ート近似 ［34］の 下 で ，

磁力線に 沿っ た小領域 で シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を行う，

い わ ゆ

る フ ラ ッ クス チ ュ
ーブ 配 位［35］を用 い て い る．し た が っ

て ，Maxwell 分布で 5一え られ る 背景 イ オ ン の 密度
・
温度勾

配 を
・
定 と し，分布関数の 揺動部分 の み を扱う．揺動成 分

に対 して は ，トロ イ ダル 方向だ けで な く，局 所近似 の 下 で

小半径方向に も周 期 境 界条件 を採用 する，また，バ ル
ー

ニ

ン グ型 の モ ード構 造 を精 度 よ く再 現 で きる よ うに，実空問

の も う
一

つ の 座標 と して 磁力線 に 沿っ て 測 っ た ポ ロ イ ダ ル

角 を と り，磁 気座標 を採用 して い る．さ らに，磁 力 線 に平

行 方 向 の 速 度 と磁 気 モ ーメ ン トを 速度空間座標 に 選 び，そ

れ ら に 関 して の 拡散項 を 含む 衝突モ デ ル 項 を 導入 して い

る，電子 に つ い て は 断熱応 答を仮 定 し，また準 中性 条件 と

静電近似 を用い て い る．

　フ ル ート近 似 の 結 果 ，
E × B ドリ フ トに よ る 非線形項 は，

磁 力線 ラ ベ ル 方向の 座標 と小半径方向の 座標 に つ い て の

Poisson括弧式 で 表現 され る．こ の，プ ラ ズ マ 乱流 に お い て

最 も重 要 とな る，非 線 形 項 を 高 精 度 で 評 価 す る た め に，

〔擬 ）ス ペ ク トル 法 を用 い て い る．磁力線に 沿 っ た 方向の 微

分は ，移流項 Vll▽fの 形 で 現 れ る の で ，格子ス ケー
ル の 振動

が 数値誤差 か ら成 長す るの を避 け るた め に ， 弱 い 散逸 の あ

る高 次 の 風 上 差 分 か，4 次の 中 心 差分 を数値 フ ィ ル タ と共

に 使 用 す る．拡散型 の 項が 支配的 と なる 衝突項 に 対 して

は ．移流項の 場合の よ うな数値振動 は生 じに くい の で ，4

次 精度の 中心差 分法 を用い て い る．時間積 分 法に は，中性

流体 の
一
様 等 方性 乱 流 の シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン 等で も使 わ れ る

4 次 精度 Runge −Kut ヒa −Gill法［36｝を利用 して い る ．第 1 章

Fig．／で 引 用 さ れ て い る 図 は，上 記 の GKV コ
ードに よ る ト

ロ イ ダ ル イオ ン 温 度 勾 配 （ITG）乱 流 の シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 結

．果 で あ る．

　 GKV コ ードは，比 較 的簡 潔 な モ デ ル の
．
ドで ，5 次 元 位 相

空 間 に お け る 速 度分布 関数の 構造 を，微細揺動まで も含め

て で きる だ け止 確 な シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を行うとい う Jf針で

開発 され て い る．．』
方，他 の コ ードで は，非 円 形 磁 気 面 や

電 磁 揺 動 （GS2 ，　 GENE ，　 GYRO ）な どの よ り複雑 な 効 果 も

考慮 さ れ て い る ．そ の 反 1fi1．　GKV コ
ードに 比 べ て 速 度 空 間

の 解像 度 が 低 い ．ま た
， 局所近似 を 用 い た フ ラ ッ ク ス

チ ュ
ーブ 型 の コ

ー
ド （GS2 ，　 GENE ，　 GKV 〕で は，第 2 章で

も議論 さ れ た よ うに ，背景勾配や 磁気 シ ア の 空 間変化の 効

果 を 取 り 人 れ る こ と は で きな い ．そ の た め に は，GYRO

コ
ー

ドの よ うな グ ロ
ーバ ル な解析が 必 要 と な る．GYRO

コ
ードに は，加熱 な どの ソ ース や 自由境界の 実 装 な ど独 自

の 工 夫が 凝 ら され て い る．しか し，磁力線 に
’F行 方向の 微

分項 に 数値的な散逸が ない と線形近似の
一
ドで ゾー

ナ ル フ

ロ
ーが 単調 に 減衰 しな い と い うベ ン チマ

ー
ク テ ス ト結果

17 有 限の 衝 突 が あ る と，式 〔2P の スキ
ーム で も，1’一一ノ ル ム を保 存す るこ とはな くな るが・predictor

−
c〔エrrect （，r 法 を用 い た場 合 に比

　べ 数値 粘性 を小 さ く押 さ え る こ とに成 功 して い る ［19．，しか し，陽的 な峙 間程ll・♪法 を 用 い た 場 合に 比 べ ，計 算 コ ス トが 数 倍 に な る

　 の が 欠点 で あ る ．
Is　semi −Lagrangiall　i去や CIP法 を用 い た ドリ フ ト波 乱流 の シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン ・コ ードも，ト ロ イ ダ ル 系へ の 拡張をめ ざ して 開発が 進

　め られ て い る ［22，24，26］．
19 他 の コ ードで は 異 な る 数値 手法 を用 い て い る の で，（GKV コ

ードの 実装 は，　GS2 コ
ー

ド と類似す る 部分が 多い が ，こ こ で 紹 介す る

　例 は 普遍 的 な もの で は な く，あ くまで つ の 指 針 と して 参考に し て ほ しい ．
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［33］や ，速度空 間解像度が 低い た め （次節で 述べ る ）分布

関数 の 微細 構造 を再現 し得 ない ，な どの 点 に つ い て 疑問が

残 る．ま た ， 餅 法 を 用 い た ジ ャ イ ロ 運 動論 的 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン を行 うグ ループ との 間 の 論争に つ い て は，第 1章 で

触 れ た と こ ろ で あ る．こ の よ うに，Euler型解法を用 い た

トロ イ ダ ル プ ラ ズ マ 乱流輸送の シ ミュ レ
ー

シ ョ ン は ，い ま

だ考慮す べ き点 が 多 く残 され て お り，現 在 も各所で コ
ー

ド

開発が 進 め られ て い る．今後 は，コ ード間 の 相 II／比較 な ど

を 含め て，シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン結果 に つ い て の よ り定量 的 な

議 論 が 必 要 とな る で あ ろ う．

3．4　位相混合と分布関数構造
3．4．1 分布関数 の 微細揺動 の 生 成

　 こ の 節 で は，運 動論的 プ ラ ズ マ 現象 に 本来的 に 関わ る 位

相混合 と分布関数 の 微細 構造 形 成 につ い て 考察 しよ う．以

下 で 述 べ る 点 は
， 用 い て い る 解法 に よ らず ，

プ ラ ズ マ の 運

動論 的 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン
ー

般 に 共通 の 問題 で もあ る．

3．2．2節 で の シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン 結果 に 見 られ る よ うに ，無

衝 突 プ ラズ マ の 速 度 分 布 関数 は ， 位 相 空 聞内 の 粒 予軌 道 に

沿 っ て 引き延ば され，また折 り畳まれ て 複雑な変形を受け

る．そ の 結果，な め らか な初期分布か ら出発 して も，時間

の 経 過 と と もに，無 数 の 襞 状 に 重 な り合 っ た 分布 へ と変

わ っ て い く（Fig，2参照 ）．よ っ て 初期に 与えた ゆ ら ぎは，分

布関数の 引 き延 ば しや 折 り畳 み に と もな っ て 混合 を受 け

る．その 結果，速度 空 聞平均 を取 っ た モ
ー

メ ン ト量は，安

定 な系 に お い て は 多 くの 場 合 時 聞的 に 減 衰 す る
2°．こ れ を

位相混合と呼ぶ ，一
方，実空 問 ・速度空 間共 に 1次 元，合

計で 2 次元位相空間 を例 に 取 る と，そ こ で の 分布関 数の 等

値 線 は，無衝 突極 限 で は 決 して ち ぎれ た り，新 た な交点 を

生 じた り しない ．つ ま り，比 較 的低 次 の モ ー
メ ン ト量 は減

衰 し定常状 態 に 向 か い 得 る が ，分 布 関数 の 詳細 な形 状 まで

も考 慮 す る と，そ の 時 間発 展 は初 期 値 に 依 存 し，決 して 定

常 状 態 に達 し ない ．そ の 最 も簡 単 な例 と，こ の こ とが 無衝

突 プ ラ ズマ の 運 動論的 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で 持つ 意味 を以 下

で 見 て い こ う．

　 先 に考 え た，1 次元 VlasOv−Poisson系 を さ らに簡単化 し

て，電場の 無 い 中性 ガ ス の 運動論 を考え よ う．無衝 突 極 限

で ，その ユ体速度分布rva数 f（X，　V，　t）は，

∂’∫＋ t，∂ゾ＝u，

とい う線形ノf程式 に 従う．初期分布 を

プ（x，1・，’− 0）− f，、〔v，x ）一Σf，k ｛v ）eXp （ihx｝，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 彦

とす る と， 式 C22）の 解 は，

C22｝

〔23）

∫（x，v，’〕
漏魚

一
びちv．t− o）

一Σf）k　（・）・xp ［齢 一
副

　 々

・ Σんゆ加 p 蹴
　 た

（24）

で 与 え られ る．初期条件 と し て ある 波数 舟 を持つ 実空間 で

の ゆ ら ぎ と共 に，速 度 空 間分布 に熱 速 度 Vt の Maxwell 分布

を仮 定す る と，上 式 の 0 次 モ ーメ ン トで 与 え られ る密 度 揺

動 は ，δnk　oc 　cxp ［
一
（々 Vtt ）

212
］の よ うな 時 間 依存性 に した

が っ て 申調 減 衰 す る．こ こ で 重 要 なの は，式（24）の 指数部

に あ る，ikvtの 項 で あ る．0 次 モ ーメ ン トの 計 算 で 現 れ る

∫fOJ、　（v 〕exp （− ikvt）dv の 部 分 は
，
　 v 空 間 に お け る 「波数」

kt の 成分 を 求め る Fourier変換 と見な せ る，こ の 「波数」が

時間t に 比 例 して 増加する こ とは ，時間の 経過 と と もに bal−

listicモ ードが発 達 し，速 度空 問内に fの よ り細か な構造が

作 り出 され て い くこ と に対 応 して い る．初 期 速 度 分布が，
Maxwell 分布な どの よ うに，主に v 空 問 にお ける長波長 成

分 か らな っ て い る場合
21，時間の 経過 と共 に ，位相混合 に

よ り密度揺動は減衰 して い くこ とに な る．こ の 過 程 は，ま

た，上 述の 分布関数の 引き延ば しに対応 して い る，中性粒

1・の 軌道 を表すベ ク トル 場 （ハ ミ ル トニ ア ン流） は，位相

空 間 に お い て vS で 与 え られ る
・
様 シ ア 流 に相 当す る （f

は X 方向の 単位 ベ ク トル ），こ の シ ア に よっ て 分 布 関数 は引

き延ば され，よ り細 か な構造へ と変形 して い くの で あ る．

　 Vlas〔｝v −Poisson系 の よ うに 電場 の あ る 場合 は 少 し 事情が

異 な る が，位 相 混 合 は や は り重 妾 な役割 を果 たす．初期 に

与 え た 揺 動 成 分 の 振 幅 が 小 さ く線 形 近似 が 有 効 な場 合 ，系

が 不 安定で ある と，揺動 成分 ム 〔V ｝は 線形理 論が 丁える 11“il

有 関 数 に 近 づ い て い く［37］
t’Lt．よ っ て 線形 成 長 が 続 く問は ，

fJiCV〕は （共 鳴 点付 近 を 除 い て は ）比 較 的 な だ らか な分 布 を

もつ よ う に なる が ，揺動振幅が 大 きくなっ て ひ とた び 非線

形 状 態 に 入 る と，微 細 揺 動 の 発 達 と位 相混 合 が 再 び重 要 と

な る．

　 さ て ，式（22）で 与え ら れ る 中性 ガ ス の 振 る 舞 い をシ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン す る こ と を考えて み よ う
13．X 方向に周期境界条

件 を仮定 し， 初 期 に波tw　ieの 揺動 を
hJ一え，速 度空 間格子閊

lal　Av を用 い て，シ ミュ レーシ ョ ン で 再 現 され る 解の 振 る

舞い を表す と，

fk（v“、，t）一廡 （砺 ∂exP 〔
一

瀚 謝 ）， （25）

とな る．こ こ で ，m は 速度空間 の 格子点 を表す整数 で，
Vm ＝ntAv （in ＝0，エ L ＋ 2．…）とす る．一一

見 して わ か る よ

うに，fi“〔v 。，t）は時問 に対 して周 期 2π〆姻 〃 を持つ 周期関数

に なっ て い る ．つ まり，t一τ、− 2π〆kdv に な る と，（25）式

で 字え られ る解 は，初期条件 に 戻 っ て しまうわ け で あ る．
2° BGK モ ードの よ うに 時 間 的に 定 常 な解 も存 在す る．
21Maxwell 分布 の v 空 間で の Fourier 変換 も Maxwel ！（Gauss　l 分 布 となる．
22

線形安定な場 合 は，初 期 条件に 依存 して ，4 倒 に微 細 揺動 が 発達 す る．一方，δtlh は 中 性 の 場 合 と 同様 に急 激 に 減 衰 した後，線

　形理 論 の 与える 減 衰率 で 指数 関数 的 に減衰 す るこ とにな る，
23

もち ろ ん，解析 解 は す で に わ か っ て い るの で シ ミ ュ レ ーシ ョ ン す る まで もない の だが，解の わ か っ て い る 問題 を扱 うこ とで コ ー

　 ドを検 証す る こ とは有用 で あ る．また，同様 の 議論 は 文 献 ：38： で も な され て い る の で，参照 され た い ．
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こ れ は 明 ら か に 式（24）の 解析解 と は ま っ た く異 な る 振 る 舞

い で ある ，その 原因は ，速度空間の 離散化 に ある．上 述 の

ballisticモ ードの 速度 空 間に お ける 波長が 格子間隔 と等 し

くな る と，分 布 は 初 期 条 件 に戻 っ て し まうこ と に な る
24．

した が っ て ，t＞ τ，（よ り正確 に は t ＞ τ，t2）にお い て は，シ

ミ ュ レ
ーシ ョ ン結果に は離散化 に と も な う解像度の 不足 に

よ り，
エ イ リ ア ス 誤 差 が 混 入 す る こ と に な る．Vlasovシ

ミュ レーシ ョ ン の 分野 で は，こ の 問題 は古 くか ら知 られ て

い た ［3］，その 誤差の 影響を押 さえ込む た め に ，種 々 の 内挿

法 が 試 され て きたが ，今 の と こ ろ決定打 は見あた ら な い ．
・
方，こ こ で はAv が

一
定の 場合 を考 え て い る の に 対 し，そ

の 比 が 無理 数 に な る よ うな不 均
一

な 格子 間 隔 を用 い る と，

初期条件 に 戻 っ て し まうこ と は な くな る．し か し解像度の

不足 と い う問題 は，十分 な格子点数 を用 い ない 限 り解決 さ

れ 得 な い ，

　 同様の 問 題 は，従来 か ら広 く行わ れ て い る PIC 法 や ，前

章 で 議論 した 6f法 で も生 じる はずで あ る．こ うした 速 度空

問 に お け る解 像 度 の 不足 は，PIC 法 で は，位 相 空 間 に お け

る 乱 雑 な粒 子 分 布 と して 現 れ る が ， 粒 子 数 を十 分 増 や せ

ば
， 分布関 数の 微細構造が 浮き出て くる で あろ う．以 上 の

よ うな考察 に 基づ くと，第 1 章で 議論した よ うに，PIC シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で Vlasov シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン と （分布関数の

微細 な揺 動 成 分 まで 含 め て ）同 程 度 の 位 相 空 間解像 度 を 達

成す る に は，や は り同 程度以 Eの サ ン プ リ ン グ点数 （すな

わ ち粒子数）が 必 要 となる ．

3．4．2　流 体 方 程 式 の 完 結問題 との 関連

　 よ く知 られ て い る よ うに，分布 関 数を 用 い て記述 さ れ た

運 動論的 方程式の 速 度モ
ー

メ ン トを取 り，空 間座 標 と時間

に依 存 した 流 体的 な 量 （密 度，流速 ，温 度 な ど〉 につ い て

の 発展方程式を得る こ とで ，流体方程式 が導出さ れ る，衝

突が ト分大きく，速度分布関数の Maxwell 分布 か らの ず れ

が 小 さい 場合 は，磁 化プ ラ ズ マ に 対す る 流 体方程式が 得 ら

れ て い る ［39］．しか し，第 1章で既 に議論 したよ うに，こ

うし て 得 ら れ た 方程式 で は ，（低衝突周波数の ）高温 プ ラズ

マ に お け る 乱 流 輸送 を 記述 する に は不十 分 で あ る．そ の 理

由 は，衝 突 周 波 数 が 低 い 場 合 ，揺 動 分 布 関 数 が Maxwell

分 布か ら大きくは ずれ る た め で あり，高次 モ
ー

メ ン ト量 を

そ れ よ り低次の 量 の み で 表現 し，流 体方程式 の 連 鎖 を 断 ち

切る た め の 完 結 モ デ ル の 正 当 性 が 問 題 とな る た め で あ っ

た．一
方，前 節 で 述べ た 位相 混A の 問 題 を 内包す る ジ ャ イ

ロ 運 動論的 シ ミュ レーシ ョ ン は ，現在 で もか な りの 計算 コ

ス トが 必要で あり，よ り簡便 で かつ 微視的乱流 に も適 用 叮

能 な流 体モ デ ル が あ れ ば ， そ れ は や は り魅力的 で ある．そ

の よ うな拡 張 され た 流体モ デ ル を実現する た め に は，プ ラ

ズ マ の 運動論的振る 舞い と矛盾な く低次モ ーメ ン ト量 の 時

間発展 を記述 で きる 完 結 モ デ ル が必 要 とな る．こ うした モ

デ ル の 正 当 性 を検証 す るた め に も，位相空 間に お ける 分 布

関 数構造を直接取 り扱う Euler 型 （Vlasov）シ ミ ュ レーシ ョ

ン の 結果は 非常に 有用 で ある．以 ドで は比 較 的簡単な ス ラ

ブ 配 位に お け る ITG 乱流を例 に
， 前節 で 問題 とな っ た 分布

関数の 微細構造形成 と，流体方程式 の 完結 モ デ ル の 関連を

見て い こ う［40，41］．

　 イ オ ン に つ い て の ドリ フ ト運 動 論 的 方 程 式 （ll）を 考 え

る，背 景 成 分 を Maxwell 分 布，　 FM ＝n
。（mi12 πTi）

u2

eXp 〔．−miVlr12Ti ），と し，そ こ か らの ずれ を f とす る．すな

わ ち ， f＝f＋ FM ．こ こ で no と Tiは背 景 イ オ ン の 密 度 と温

度を表す．磁力線 に 平行方向の 波数を kllとした 時，　 kll　f　O

成分 に つ い て 電子の 断熱応答 と準中性条件 を仮定す る と，

静電 ポ テ ン シ ャ ル 揺動 φ は，

方・・1
− ・

・S9（kl≠ ・）， （26）

で 与え られ る （こ こ で は簡単の た め ，kll− 0成分 を 除い て 考

え る ）．こ こ で e，T， は素 電 荷 と電 子 温 度 で あ り，ま た （11）

式 で の イ オ ン の 電荷 q ＝e と す る．背景 分 布 の 勾 配 は ITG
乱 流 の 波長 に 比 べ 十 分緩や か で ，局所解析が 適用で きる も

の と仮 定 しよ う．す る と，揺 動 成 分 に つ い て 周期 境界条件

樋 用 で きノギ窟 触 お よび φ一
￥dik　eih

’x
と F ・ u ・ier

展 開 する．磁力線 に 平行 な粒子 加速 に と も な う非 線形 性 を

小 さい と し，か つ ，背景分布の 勾配を
一．．一

定として 近似す る

と，以下 の 方程式 を得 る．

誓＋ ik　IVIfh
一
舌 Σ ［か （h ’

× h 〃

）］φゐ殤 〃

　 　 　 　 　 　 　 k
厂
＋ k厂厂一h

一
・丱・帯 1）一・

・
・II　FM

ρ

穿・（・・）

こ こ で，イオ ン 反磁 性 ドリフ ト周 波数 を，ω ．i＝〔cTi ！eB ）h ⊥
・b

x ▽ 1n　no ，温度勾配 と密度勾 配 の 比 を，ηi
＝d　ln　TVd　ln　no ，

と し，それ ぞれ 定数 と して い る，式 （27）の 右辺で ω ．i の 掛

か る項 は，　
・
定に 保た れ た 背景密度

・
温度勾配の 寄与 を示

し，不 安定性を駆動す る ソ ース 項として 働 く．

　 こ こ で ，（27＞式の 0 次，1 次，お よ び ，2 次モ
ー

メ ン ト

を取 る と，密 度 nh ＝∫　dvlf， ，流 速 Uk − ∫  砂 II〆物 ，温 度

Th ＝∫dρ嶇〔i” iVli
− TT｝hlo，につ い て の 以 ドの 発 展 方 程 式

を得 る．

誓・ 蜘 幽 、・ ・

edih7

　　　　
一
云 Σ ［b・（h ’

× k ”

〉］φパ
咒
ド

ー0，（28）
　 　 　 　 　 　 ゐ

厂
＋ ゐ
厂’一た

曜 、幣・ 魏 II晦 一・、
・溢・ 麟 ）

n
°
m

・
c

Σ ［b ・（hlxk
〃
｝］di、’Ull　，，− 0，（29）

　 　 　 　 　 　 パ ＋片
” 一’r

・聯 … II〔・幽 ・ ・、 ）
一
臨 、嚥

24 これ は連続 関数 を離 散的 な点で サ ン プ ル する 際の 問題そ の もの で あ る，分布関数の 速 度空 間に お け る 波 長が 格 子 間隔 の 2倍 よ り

　 短 くな る とサ ン プ リ ン グ に と もな っ て エ イ リ ア ス 誤差 が 発 生す る．時刻 t＝τi・は，速 度 空 問に 対応 した波 数空 間で 折 り畳 まれ た ス

　 ペ ク トル の ゴ ー
ス トが ，直流 成分へ 影響 す る 時 間 と見 なす こ ともで きる．
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一
努 Σ ［b・（k ’

x ゐ
”

〉］dik，Th”一・・．・3・，

　 　 ゐ
厂
＋ パ

’
　 た

また，式（26）か ら，

　　　 edik

　　　　　 （kl≠ 0），nk ＝no
　Tv

cl　311

とな る．式（28）一（31）を 閉 じた方程式系とす る に は ，（301

式 中 の 磁 力 線 方 向 へ の 熱 流 束 qh −∫　dv・fk〔iniV ／1．−3T1　t・　 ）

を，〔nk ，Uk ，Th ）で 表す完結モ デ ル が 必 要 で あ る こ とが わ

か る．Hammc しt と Perkinsは ，運動論 の 与える 線形応答 を

再 現 す る よ う に Landau 流 体 完 結 モ デ ル を考案 した ［42：，

こ の 問 題 は ， 無 衝 突 プ ラ ズ マ に対 す る流体 モ デ ル の 構 成 と

い う，プ ラ ズ マ 物理 学 に お け る 理 論体系 （第 1章 の Fig．2

参照） の 基幹部分 に 関わ る とい う点か ら も関心が もた れ，

そ の 後 も完結モ デ ル の 研 究 が 行 われ て い る ［40，41，43］．

　 こ こ で は完 結 モ デ ル 自体 に は踏 み 込 まず に，運動論 との

対比 につ い て もう少 し考察を進 め よ う．式（27）の 両 辺 に

蔚 FM を掛けて 速度空間積分 と h につ い て の 和をとる （実

空 間積分 に 対応 ）．さ ら に，（28）と （31）式 を使うと，以 ドの

エ ン トロ ピ ー釣 り合 い の 式 を得 る
Z5
，

鐸＠II塗霧 携 り一t／・（一▽ 礁 … 2・

こ こ で，磁力線 に垂直方向 の 乱流 熱輸送 フ ラ ッ ク ス を，

q ⊥
一〔no12 〕Σ Re （丁箆％々

）と し，また ，　VEh − i（t，113）bxhdiie
　 　 　 　 　 h

で ある ．こ こ で （32）式 を見 る と，振幅1軌 1で 飽和 し た 乱

流 に お い て ，定常 な乱流 熱輸送 q一が 維持 さ れ る に は，左 辺

の 揺 動 エ ン トロ ピーΣ ∫　dVll　lf， 1212FMが 時 間 的 に
一定 の 割

　 　 　 　 　 　 　 　 　 h

合で増加し続ける こ とが必 要 で あ る．こ れ は ま さ に前節 で

考祭 し た，ballisticモ ー
ドの 発 達 に よ っ て 実現 さ れ 得 る の

で あ る ．こ の よ うな状 態 を無 衝 突 プ ラ ズ マ 乱 流 の 準定 常状

態 と呼ん で い る ［29］．

　 さて ，分布関数を用 い て 表 さ れ たエ ン トロ ピー
釣 り合 い

を流体 量 で 表現 す る に は ， fk（Vl ）を Vll 空 間 にお い て Her−

mite 展開 すれ ば 良い ．重み 関 数に FM を用 い て直交 関数展

開する と，0 次，1次，2 次な どの 展開係数 は それぞ れ の

次数 に対応 した 速 度モ ー
メ ン ト量 で 表 され る．す な わ ち，

（32）」北1ま，

鐸・暁
た

t

％

り

1
百

十

ワ臼

＋ Σ毟
’
19・hlL

’

＋ 劣『
　 n −4

2
　．1ユ 7渥．

2

＋
11　 4Ti

eφkTe

　 　 　 　 2
　 　 qkl2

　 noTiVt

2

）一箸・（一．・ 1・ Ti　）・　C33　1i

と 書 き直す こ と が で き る （こ こ で Vt ＝凧 ）．こ こ で

g ，k は n 次 の Hermite 展 開 係 数 を 示 し て お り，ep，llt
一

〔n ・〕
− i

∫二・C・11v±〕f、
・H ・　（vll！v ，）・す ・ （H ・

　 e・　Herm … 多項

式）．一
方，流体方程式（28）

一
（31）か ら も，

姫 （e
⊥
2

　

十

2
ゐ

03η

UkVt η

鱈

⊥
4

十

ワ冒

十 ・一▽ 1・・T
・
　）・写

1彊

2

＋酬 ）
鳥 ・・II・⇒，・・4・

と し て 同 様 の 式 を得 る こ とが で きる．二 つ の 式 を 比 べ る

と，少 な く と も 3 次 モ ーメ ン トまで が ほぼ 定 常 状 態 に 達 し

て
，

か つ ，乱流輸送が
一

定 に 維持 され て い る 状況 で は
，

箸
・〔一▽ ln　Ti・一

一
Σ畭 幅 ）

　　　　　　一
距凱 告

！
臨 ド）， （35）

が 成 り立 つ こ とが 要請 さ れ る．こ の 意味す る と こ ろ は，

（32）式 で も見 た よ うに ， 定常 輸 送 を維 持 す る に は，大 きな

Tl が与える高次モ
ー

メ ン ト量に 対応 した 分布関 数の微 細 構

造が 生 成 され続ける 必要がある こ と，さ らに，低次モ
ー

メ

ン ト量 の み で 乱 流 輸送 を再現す る に は，（34）式の 右辺第 2

項 にあ る Ti
、 と qh の 相 関 項 が 本 質的 な 鍵 を握 っ て い る ，と

い うこ とで あ る．すなわ ち，どの よ うな完結モ デ ル を用 い

る か は，流体 モ デ ル を用い て 乱流輸送 を定量的に 評価す る

た め に極め て 重 要 で あ る と と もに，そ の 構成 に は，プ ラ ズ

マ 乱 流 の 運 動論 的側 面 の 理解 が 不 可 欠 で あ る．こ う した観

点 か ら，Euler型解法 を用 い た ド リ フ ト運 動論 的 シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン と，完結 モ デ ル を用 い た 流体 シ ミ ュ レーシ ョ ン

の 比 較 が 行 わ れ，完 結 モ デ ル の 妥 当性 が 議 論 さ れ て い る

L41ユ．こ の ようなア プ ロ ーチ は，計算 コ ス トが 大 きい が 分

布関 数の 微細 な振 る舞 い ま で 知 る こ と の で きる，運 動 論 的

シ ミ ュ レ ーシ ョ ン の 結果 を有効 に 活用 した一
例 で ある．ま

た，流体方程式の 完結 モ デ ル は
，

プ ラ ズ マ の 運 動 論 的振 る

舞い を流体方程式 に 反映させ る とい う意味に おい て，異な

る階 層 間 にわ た る現象の 記述 ［44］を考 える．Lで も重要な要

素とな ろ う．

3，　5　まとめと課題

　本稿 で は，主 に 分布関数の 写像 と い う視点 か ら，split−

ting 法，　semi −Lagrangian法，陰的 ス キー
ム を用 い た Euter

型解法 に つ い て 統
一

的 に眺め て きた．こ れ らは，粒子 軌 道

に沿 っ て 分布閧数 が一
定 となる とい う無衝突 プ ラズ マ の 特

性 に基 づ い て い る．前節 で も触 れ た よ うに，無衝突極限 に

お い て 速 度分布関数 は ，粒子軌道 に沿 っ て 引 き延 ば しや 折

り畳 み の 変 11彡を受 け，位相空 間 内に 微細 な構造 が 際 限 な く

発達す る．さ らに細 か く見 る と，波 に 捕捉 され る粒子 と非

捕捉粒子 の 境 界近 傍 にお い て セ パ ラ トリク ス 点 近 くを通る

軌 道 に 対 して は ，分布 関 数 は 指数 関 数 的 に引 き延 ば され，

z・ 襯 的工 … ピー・Srn・巨視 的・ … ピー・・ を・・ れ ぞ … 舮
一f・t・

lfl・／と・M
− −f・・．IF。

1・ ・
。

の ・ う・ 艤 す ・ ・，

　式 （32）の 左 辺 括 弧 内第 ／項 は，o の の 2 次 の 項 まで で 1dt．〆 、2F
丶1
＝蝋「 （Si，P の よ う に近似 さ れ る．この こ とか ら，式（32）

　左辺 の 括弧内第 1 項 は 「揺動エ ン トロ ピー」 と も呼ば れ る ．
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逆 に ， 2 次元 位相空問に お ける 分布関数の 等値線 の 幅は ほ

ぼ 指数関 数的に 狭くな る場合 が ある と予 想 され る．そ の 様

な分布 を，有限の 幅を持 つ 位相空間格予点上 で 精度良く冉

現する の は 非常に 困難で ある．した が っ て ，実際 の 無衝突

プ ラズ マ の Euler型 シ ミ ュ レーシ ョ ン で 長 時 間 に わ た る非

線形発展を追跡す る に は，データ の 内挿や 数値 フ ィ ル タ に

よる 人 1：的な散逸 の 導人が 不可避で ある．しか し，それを

正 当化す る に は，得 られ た結論 にお い て 人 工 粘性 な どの 影

響 が十 分 排 除 さ れ て い る こ とを検証 す る必 要 が あ る．

　
一

方，実際 の プ ラ ズマ に は有限の 衝突が あ り，その 効果

は 速度空 間の 小 さ なス ケ
ー

ル で よ り強 く働 く，した が っ て

衝突 周波 数 が ドリ フ ト波の 周波 数 な ど よ りず っ と低 く，線

形 理 論 で は ま っ た く影 響 を及 ぼ さ ない 稚 度 で あ っ て も，粒

子 運 動 に よ り作 り出 され た分 布関 数 の 微細 揺 動 成 分 は，い

ず れ は 衝突 に よ り散逸す る．3．4．2節 で 議論 し た系 に お い

て，（27）式 の 右 辺 に 衝突項 C 儀 ）を付加 した 場合 を 考 え，

（32）式 と 同様 に エ ン トロ ピー・バ ラ ン ス を導出 する と，

た

　ヒ
 

T

　
CZ

男

取

2

　

十

2　　　
11

　　
匹

協
塑画＠Σん

d
巫 ー

丿】

一
箸

・〔一▽ 1・ TV ・ D ・・（・6）

と なる．こ こ で ，衝突 に よ る 揺動 エ ン トロ ピー
の 散逸 は，

D、＝Σf　dvlf，；C（fk　）　fliN， で 表 さ れ て い る．ヒ式 の 左 辺が （平
　 　 h

均的 に）ゼ ロ と な る ような，分 布関 数構 造 や 揺動 エ ン トロ

ピ ー ま で を 含 む 定 常 乱 流 状 態 に お い て は ，

q −．・（ ▽ ln　Ti　）1T［
＝一一Di が 要請 され，こ の 状態が 実現 さ れ

る に は，衝 突 項 の 存在 が 必 要 不 可 欠 で あ る こ と が わ か る

L45］．

　 また，衝突 効果の 導人 は，シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に お け る位

相 空 間 の 解像度を節約す る とい う上 で も大きな 意味 を持

つ ．そ の た め に は ，ピ ッ チ 角散乱 だ け で な くエ ネル ギ
ー

方

向の 拡散も含む 衝突 モ デ ル 項 を 導入 す る 必 要が あ る ．　
一

方．衝 突 の あ る 場合 ，無衝 突 で の 粒 子 軌 道 に 沿 っ た分 布 関

数 の 写 像 を基礎 と した splitting 法や semi −Lagrangian法が，

どの 程度有効で あ る か が 問 わ れ る ．こ れ は ，第 2 章 で 述 べ

ら れ た 衝突の あ る場 合 の 6f法に お け る の と類似 の 問 題 で あ

り，今後の 検討が 必 要で あ る．一方 ，3．3．4節で も触 れ た よ

うに ， （3 ＞式 に 象徴 され る ，移流項 を陽に 評仙す る タ イ プ

σ） Euler型運動論的シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 手法 は，衝突 の あ る

系 に もその ま ま適 用で き る，こ の 点 は ， 衝 突 項 だ けで な く，

前章で も議 論 され た 非保存系の 物理 過程，すなわ ち加熱な

ど の ソ
ース や ロ ス を取 り入れ る ため に も有利 で あ り，

Ta −

ble1に まとめ た コ
ードはい ずれ も こ の よ うな 利 点を持 っ て

い る．しか しな が ら，上 述 の 意 味 で の 衝 突項 の 重要性 は、

（GKV コ
ードを除 い て ）現状 で どれ ほ ど認識 され て い る か

や や 疑問が 残 る．

　前節で は．分布関数の 微細 構 造 形 成 と流 体方程式の 完結

モ デ ル との 関 わ りにつ い て 述べ た．分布関数 を位相 空 間中

で 陽 に扱 い ，そ の 時間発展 を 追 う Euler型 解法 （Vlasov

シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン ）は ，こ れ らの モ デ ル に つ い て の 定量的

な 評価 を可 能 と した，一
方，流体 モ デ ル で の エ ン トロ ピー

・バ ラ ン ス を表す（34）式に 現れ る 温 度 と磁 力線 方向の 熱 流

束の 相関 項 は，高次モ ーメ ン トすな わ ち分布関 数の 微細構

造の 生 成率を示す指標 に もな っ て い る ．した が っ て 逆 の 視

点か ら見 る と，適切な完結モ デ ル が構築で きれ ば，それ を

一
種 の 位 相混合 に つ い て の 粗 視化 モ デ ル と見立 て て ，運 動

論的 シ ミュ レーシ ョ ン に取 り人 れ る こ とで計算 コ ス トを減

ら す こ とが ft1
’
能 となる かもしれない ．こ の よ うに，プラ ズ

マ の 運 動論的 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン と流体方程式 の 完結 モ デ ル

の 構 成 は，密接 に 関 連 した テ
ーマ で あ り，今 後 も相 補 的 な

研究を深め て い く必要が ある ．
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