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5 ． 流体お よび プラズ マ 乱流の 普遍 性
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　　本章で は 流体乱流 中 に 存在す る 普遍 性 に 注 目 し，こ の 解析手法 を概 説 す る．流 体 分 野 で は
一

般 的 に知 られ る

Kolmogorov 仮説を説明 し，速度構造関数 との 関わりに つ い て述 べ る．複雑な形状 や 統計量分布 を定量化す る フ

ラ ク タ ル 解析 や マ ル チ フ ラ ク タル につ い て 触 れ ， 最後 に プ ラ ズ マ へ の 応 用 例 を紹介す る．
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5．1　は じめに

　流 体乱 流 は流 れ の 境界 条 件 や 初期条件 に よっ て ， 同 じ レ

イノ ル ズ 数で も異な っ た様相を呈する こ とは 広 く知 られ て

い る．例 えば，後流 （第 4 章，図 1 （a））の 円柱 を，直径 と

同 じ．一．・辺 を もつ 四角柱 に置 き換 え た り，表面 に 小 さ な 突起

を つ け た りす る だ け で，カ ル マ ン 渦列 の 配 置 は 変化 す る．

コ ーヒ
ー

に ク リーム を入 れ た 際に も，ス プ
ー

ン の か き混ぜ

方 しだ い で ，ク リ
ー

ム が作 る 模様が 大 きく変わ る こ と も日

常経 験 と して 把握 して い る ．こ れ は流 体運 動 の 個 性
”

と

考え られ る が，
一

方で ど の よ うな流体 運動に も 共 通 す る
“
普遍

”
的 性 質が 内在 して い る ．こ の 普遍 的 性 質が 期待 され

る 物理 的背景 は，大きな渦 が 小 さ な渦へ と徐 々 に 崩壊 し て

い く過 程 が 溥遍 で あ る と い う描 像 に基 づ い て い る ．

　 流 体乱 流 の 普 遍 性 を特 徴 づ け る統 計 的解 析 法 が い くつ か

提 案 さ れ て い る ，こ れ ら の 手法 を プ ラ ズ マ 乱 流 に 応用 した

場合 に ，どの よ うな新 た な知識 を得 る こ とが で きる か ？ こ

れ が 本章 の テ
ー

マ で あ る．もち ろ ん，プ ラ ズ マ の 普遍 的性

質 に は そ れ を抽 出 す る の に 適 した 手法 を用 い る 必 要 が あ

る．流体乱流 と同 様 の 性質 が 内在 し て い る と仮定す る と
，

こ れ らの 手法 か らプ ラ ズマ 乱流 の 新 た な
．一一

面が 見 い だせ る

こ とが 期待 され る．

5．2　流体乱流の普遍性 と Kolmogorov 仮説

　乱流 の 中 に は 大 きな ス ケ
ー

ル か ら小 さ な ス ケ
ー

ル まで さ

まざ ま な大 きさ の 渦 が 混在 して い る．イ ギ リス の 気象学者

L，F．リチ ャ
ードソ ン が 彼 の 著書 の 中 で J．ス イ フ トの 詩 を も

じ っ て 次 の 散文詩を掲げて い る ［1］．流体乱流 に 普遍性 を

期 待 す る 背 景 に は，こ の 詩 を紹 介す る こ とか ら始 め た い ．

Big　wllirls 　havdittle　whirls （大 きな渦 は小 さな 渦 を抱 え）

That 　feedoI1出 eir 　velocity （その 速度を糧 に 生 きて い る）

And 　little　whirls 　havelesser　whirls （小 さな渦 は よ り小

さ な渦 を抱 え）

And 　so 　on 　to　v 三scosity ．（そ して そ れ が 粘性まで続 く．）

　大 きな渦 の 周 りに はた くさん の 小 さな渦が あ り，大きな

渦 の 運 動 に 従 うよ うに 小 さ な 渦 は 揺 ら い で い る （図 1）．

小 さ な 渦の 運動 は 大きな渦 の 運 動 か ら もた ら さ れ，エ ネ ル

ギ ーが 大 きなス ケ
ー

ル か ら小 さなス ケ
ー

ル へ と伝 わ る イ

メ
ージ を与 え て くれ る ．こ の 過程 は エ ネル ギ

ー
カ ス ケ

ー
ド

と呼 ば れ る．小 さ な渦 は よ り小 さ な 渦 を抱 え て 運 動 し，こ

の よ う な 階 層 構 造 は 粘 性 に よ っ て 渦 運 動 が 熱 に 変 わ る ス

ケール まで 続 い て い る ．

　Kolmogorov は 1941年 に，物理 的 直観 （仮説）と次 元解析

か ら，波 数 空 間 で エ ネ ル ギ ーカ ス ケ ードを特徴 づ け る ス ペ

ク トル 型 を 提 示 した （以 後 ，
Kolmogorov の 仮 説 を K41

と略す る ）［2］．仮説 は 3 つ の 部分か ら成 り立 つ が ，ブ ラ ズ

図 1 　 乱流 中の 渦の イ メ ージ．
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マ デ
ータの 解析 結 果 を 理 解す る．．Eで も有 用 と期 待 で き るの

で
， 簡略に 列挙す る．文 中 で 用 い られ る レ イ ノ ル ズ 数 とは

，

流体 に 働 く二 つ の 力 の 比 ： （慣性力）／ （粘性力）で 定義

される 無次元数 で ，その 値が 大 きい ほ ど，流体 は 変形 を う

け 乱 れ る ，
つ ま り強 くス ケール の 大 きな 乱流 と な る こ と を

意 味 す る，

［局所等方性仮説］　 十分 に 高 い レ イ ノ ル ズ 数 に お い て ，

乱流 の 小 さ な ス ケー
ル （4 《 90）の 運 動 は，統計 的 に等方的

とな る．た だ し ， ス ケール 4。 は ，
エ ネ ル ギ ーを もっ た大 き

な 渦ス ケ ール とす る．

［第
一

相似性仮説］　 い かな る 流れで も， 卜分 に高 い レ イ

ノ ル ズ数 に お い て ，小 さ なス ケー
ル の 運動 の 統計的 性質 は

普遍 的 と な る．また，そ れ ら は エ ネル ギ ー散逸率 （ε 〉と動

粘性係 数 レ か ら 意 に決定され ，特徴的長 さη，時間 η‘，速

さ η， が 定まる．η
＝（ン

a・f〈ε 〉）
IM
，ηt

＝（レ1（ε〉）
II2
，η，，；（1　（ε 〉）

V・t．

［第二 相似性仮説］　 い か な る 流 れ で も，十分 に 高 い レ イ

ノ ル ズ数 に お い て ，小 さ なス ケール （η《 ／《 eo）の 運 動 の

統 計 的性 質 は 普遍 的 と な る．そ れ ら は ，粘性の 影響 を受 け

ず に エ ネル ギー散逸率（ε 〉の み か ら定 ま る．

　 エ ネ ル ギー
ス ペ ク トル E （k）（k は 波数 ［1加 ］，した が っ

て E ｛k）の 次元 は ［in3 ！s2 ］と な る） の 般 形 は，

・ … 一
・ぎ・頭箔

1

），

・

（1 ）

で 与 え ら れ る ［3，4］．た だ し，∫嘱 y ）は 無 次 元 の 関 数 で あ

る．Kolmogorov仮 説 か ら ， 乱 流 の 普 遍 性 が期待 さ れ る場

合 に は，E   は大 きな ス ケ
ー

ル L に も粘性 レ に も依存 し な

い ．次 元 解 析 か ら，プ（x，y）＝ぜ y
瑰 と お く と，　 n ＝0，

解
羸513と な る の で，

E 〔k）　＝ ＜ε＞
213

々　
−5’3

， （2 ）

とス ケ
ー

ル さ れ る ．流 体 中の エ ネ ル ギ ー
は 小 さ な 波数 ko

（大 きな ス ケール ） で 注 入 さ れ，大 きな波数 kd （小 さ な ス

ケ
ー

ル ） で 粘 性 に よ っ て 散 逸 され る．中 間 の ス ケ
ー

ル で は

一
定の エ ネル ギ ー

が 小 さ なス ケ ール に 向か っ て 流 れ，ス ペ

ク トル に
一5／3 乗 が あ ら わ れ る．こ の 領 域 を慣 性 小 領 域 と

呼 ぶ ．図 2に は 模 式 的 に エ ネ ル ギ ーの 移 行 の 様 r一を 示 し

た ．第 2 章 で 示 し た ス ペ ク トル に は ，異なる い くつ か の 流

れ 場 （境界層，噴流，後流，格子乱流 ，大気乱流 ） に お い

て ，確か に 一5／3 乗領域 が存在す る こ とが わ か る．円柱 の

後 ろ に で きる 流 れ （後流 ） と壁 の 上 に発 達 す る流 れ （境 界

層） で は ， 可 視化 され た写真などを比較す る と， 流 れ の 様

相 は ま っ た く異 な る．こ れ は，大 き な ス ケール の 運動 が 境

界条件 の 影響を受 け て い る た め ，大 きな ス ケ ール に は 流 れ

の 個性 が 反 映 さ れ て い る と理 解 され る．しか し，カ ス ケー

ドに よ っ て 渦が よ り小 さ な ス ケ ール とな る と ， 「個性」 は

薄 れ，した が っ て そ こ に は 個性 の な い 等方的 な性質が 現 れ

る．「等方」と は，速 度変動 （u，v，切 の 統 計的 性 質が 座 標軸

に よ らず に 等 し くな る こ とで あ る ［4］．つ ま り，大 きな ス

ケール で は個性 を も っ た 運 動 が あ る に もか か わ らず ， カ ス

ケードを経て 小 さ な ス ケール にい た る と，個性 を 持た な い

等方的 な 運 動 が 現 れ る ．等方的 な運動 を期待 で き る の は，

保遡 ←
垈竺璽堕＿ → ぐ．・＝・・・・… ＝ e …＊ ・・ee　lkvaevnt

→

　　　　　　　　　　　 普遍 領域

図 2 　エ ネル ギ
ー

ス ペ ク トル E   と エ ネル ギ
ー散逸 ス ペ ク トル

ー

　 　 2vk2 　E ｛k）．外 部 か ら注 入 さ れ た エ ネル ギ
ー

は，慣 性 領域 を

　 　 とお り散 逸 領 域 ま で 運 ば れ て，粘性 に よ り熱 エ ネ ル ギ
ー

と

　　 な っ て 流体系か らで て い く．

局所的 な ス ケール 領 域 に限 られ るの で ，こ の 状 況 が 実 現 す

る こ と を 「局所等方性 仮説 」 と 呼 ん で い る ［2］．

　流体乱流 に 普遍性 が 期待 で きる 背景 に は，流 れ 場の 種類

に よ らず，小さなス ケ
ール の 運動が等方的 に なる こ とがあ

る．大 きな ス ケール か ら伝播 さ れ る エ ネ ル ギーは，最終的

に 流 体 の 粘性 に よ っ て 散逸 さ れ 熱 エ ネ ル ギ ーに 変 わ る．

従 っ て，局所等方性が 成 り立つ 波数領域 にお い て，現 象を

攴配する パ ラ メ
ー

タ は，平均 の エ ネル ギ ー
散逸率 （ε 〉と流

体 の 動粘性係数 レ と考 え られ る．エ ネ ル ギー
ス ペ ク トル を

くε 〉とレ で 無次元 化 した 場合，流 れ 場の 種類 に よ らず 1 つ に

な る こ とを予 測 し た もの が，「第
一
柑似性 仮説」 で あ る ．

第 2 章の 図 1 をみ る と，高波数 kn − 1 で は レ イノ ル ズ 数の

大 き さ，流 れ の 種 類 に よ らず，ス ペ ク トル が 互 い に
一

致 し

て い る こ とが わ か る．レ イ ノ ル ズ 数が 高 くな る と，局所等

方性が 成 り立 つ 波数領域 に お い て ，粘性 の 影響 を 受け な い

領域 が 現 れ る．こ の 領 域 に お い て は ，物 理 現象 を 支配す る

パ ラ メ
ータ は くε）と な り，ス ペ ク トル は 次 元 解析 か ら，式

（2）に示 す とお り，− 5／3 乗 の べ キ乗 則 を 示 す ．第 2 章 の

図 1 に お い て も，高 い レ イ ノ ル ズ 数 で は
一5／3 乗 則 が 確 か

に 存在す る こ とが わ か る ．「第 ：相似 性仮説」 は，こ の よ

うな状況 を 予測 し た もの で あ る．

　 プ ラ ズ マ 乱 流 の ス ペ ク トル 構造 に も，普遍 的 な 型 が 存在

す る こ とが 期待…され る で あ ろ う．そ の 際 に は ， Kolmogorov
が 与え た よ うな シ ン プ ル な 物理 的描写が 与 え られ，そ れ ら

を特徴 づ ける ス ケ ール （長 さ，時間）が
一・

意 に 決まる と興

味深 い ．

5．3　流体乱流 の ス ケ ール 不変性 と間欠性

　Kolmogorovの 第．：相 似性仮説 が 成 り 蹉つ ス ケ ール は ，

物 理 空 間 で は ど の よ うに 解釈 で き る の か ．また，多 くの 実

験 で 観測 さ れ る エ ネ ル ギース ペ ク トル は ， わ ず か に 一5／3

乗 か らず れ る こ とが 知 ら れ て い る ．
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5．3．1 速度構造関数

　空間内 に距離 F だ け離れ た 2点 の 速度差 の モ
ー

メ ン ト

S。 （r ）を定義す る．こ れ は 速 度構造関数 と呼ば れ，乱 流 の

速度変動 の 解 析 に 広 く用 い られ て きた ［2」．S。（r ｝は 慣 性

小領域 で r の べ キ依存性 を持つ こ とが 予想され て お り，そ

の 指数 ζn の 値 が 詳 し く調べ られ て い る L3］．

5n 〔〆 ）＝＜［” （x ＋ rt ）− u （x ）］
tl
＞＝Cnr ’9’， （3）

n ＝2 の 場合 に は，K41 からくZt（x ＋ r
’
）
2
＞一（鼠幻

2
＞を考慮す

る と，52（〆）・ c・1 −〈u （x ）u （x ＋ 〆 ）1と な る．従 っ て ，自己相

関 関 数 C （〆 ）＝〈u （x ）u （x ト〆＞1と 等価 と な る．つ ま り，
S2（r

’
）を フ

ー
リエ 変換す る とス ペ ク トル が 得 ら れ る こ と と

な る．Kolmogorov の 次元 解析 に 従 え ば，ζ，t
− n13 とな り，

S2（〆 ）  厂
濁

の べ キ 依存性が 期待 で き る．速 度変動 の エ ネ

ル ギース ペ ク トル に
一5／3 乗 則 が存 在 す る こ と と ，速 度 構

造関数 に 2f3 乗則 が 存在す る こ と は ，数学的 に は 同 じ こ と

で は あ る が，慣性 小 領 域 が 無 限 に 大 きい 場合 に の み 成 り立

つ ．実 際 の 乱流 で は ， 慣 性 小 領 域 の 大 き さ は有 限 で あ るた

め
， そ の 関 係 を 見出す こ と は 難 しい ．特 に 構造 関 数 の べ キ

乗領域 は 狭 くな り，ベ キ 指数の 値 を 特定す る こ とが 困難 と

な る．数学的に 証明 で きる の か 著者 に は わ か らな い が ，速

度構造 関数 よ りもス ペ ク トル を用 い た ほうが ベ キ依存性 を

明確 に定 め る こ とが で きる．図 3 に は，レ イ ノ ル ズ数 の 大

きな大気乱流場 で 計測 された 速度構造関数 の 計算例 を示 し

た．二 点問 の 距 離 〆 が 小 さ な 場 合 か ら 急 激 に 立 ち 上 が

り ，
ベ キ乗 則 が 成 立す る 範囲 が 認 め られ る．〆 が 十 分 に大

きくなれ ば，乱流運動の 相関は な くなる の で ，速度構造関

数 の 値 は 一
定値 に 近 づ く．また，次数 n が 大 き くな る とべ

キ 領域 が 狭 くな る傾 向が あ る．一
方，レ イ ノ ル ズ 数が 小 さ

い 場合 に は，ベ キ乗領域 は ほ とん ど見出す こ とが で きな

い ．その よ うな場A に は，re 次 の 速度構造関数 を 3 次 の 構

造 関数 に 対 し て プ ロ ッ トす る 方 法が と られ る が ，こ れ に つ

い て は 後述す る．

　 速 度構 造 関 数 は 任意 の 指数 鴛 に 対 して 計算す る こ と が で

き，Pl を変え る こ とに よ っ て 速度差の 大 きい 平均構造 や 小

さ い 平均 構 造 を ベ キ 指 数 ζ．の 変 化 と して 把 握 す る こ とが

で き る．速度構造関数に ベ キ 乗則 が 成 り立 つ 範囲は ，実 空

問で の 慣性領域 に対応す る．で は，ベ キ乗則が成 り立 つ と

は，何 を 意味 し て い るの で あ ろ うか ？

　い ま ， カス ケ ードに よ り渦 サ イ ズ が 次の よ うに徐 々 に 小

さくな っ て い く場合 を考える ．

轟 ＝ ゐ1〕δ。 ，　 δ。一δ
”
， （4 ＞

た だ し，n ＝O，1，2，3，…，δ＞ 1 とす る．L〔1 は エ ネル ギ
ー

を

保有す る 最大渦 ス ケ
ー

ル で あ る．渦サイズ 轟 が持 つ 単位質

量 あ た りの エ ネ ル ギ ーを

距 4∵E 贓 一者・峠 （5 ）

で 定義す る ．AUn は，渦 サ イ ズ e。だ け離 れ た 2 点 で の 速 度

差 と す る．し たが っ て ，時 間 ス ケ ール が ’，，−e。IAun とな り，

渦の 特性時間 と な る ．t。 は 渦サ イ ズ e，、か ら ら ＋ 1 に エ ネル

ギーを渡す まで の 時問 と解釈 さ れ る ．単位時間，単位質量

あ た りの 輸 送 さ れ る エ ネ ル ギーは，

　　 En　 （跏 認
εバ

tn
…
　e，、

’ （6 ）

と 見積 も られ る．

　密度 ρ が
一

定 の 場合， 流 体 運 動 の 基礎方程式 は ， 速度

di＝訊 无，　t），圧力 p とす る と，

霧・ （諏 一一
静 ・ v ▽

2
・・ （7 ）

とな る．レ イ ノ ル ズ 数 が 十分 に 大きい 場合 に は，右辺第二

項 （粘性散逸 項） は，他 の 項 に比 べ て小 さ く無視す る こ と

が で き る （厳密 に は レ イ ノ ル ズ 数が 無限 大 とな る こ とを 意

味す る が，こ こ で は あまり深入 りは しない ）．こ の と き，長

さ，時 間，速 度，圧 力 に 関 して 次 の よ うな ス ケ
ール 不変 性

を見 lllす こ とが で きる．

f → λ鷲，　’　》λ
1 −c’t3t

，　諺　〉λ
‘自’llti

，　≠）　＞A2if
．／：二
i）．　 （8）

上 記 の 関係 を用 い る と，

　 los

　i：
　1：
貧 il
詳 1。

　1：
　il
　l：
　 　 10

．’110 ．・
10
．！

10
．l　TOo　 IOI　 LO

・
　 IO

】

　 　 　 　 　 　 　 r
脚
［m ］

　 TO8

　 ］D7

　 106

　 tej

　 104

　 10t
’

倉 1。
・

詳 ID
・

　 100

　 11，
．1te
．21e
’31D410

．E
　 10

．P10 ．810 ．T10 ．610 ．510 ．dIO ．110 ．210 ．1

　　　　　　 s3（r
’
）

図 3　 （a）レ イ ノ ル ズ 数 の 大 き な大 気乱流 中で 計測 され た速度信 号 を用 い て 計算 され た 速 度構造 関 数 ．グ ラ フ が 重 な らな い よ う に縦 軸方 向

　　 に 移動 して あ る．（b）n 次の 速度構造 関数 を 3 次の 構造 関数に 対 して プ ロ ッ ト した場合 （ESS5．5．1 を参照 の こ と）．

785

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



The Japan Society of Plasma Science and Nuclear Fusion Research

NII-Electronic Library Service

The 　Japan 　Sooiety 　of 　Plasma 　Soienoe 　and 　Nuolear 　Fusion 　Researoh

J〔⊃urnal 　of 　Plasma　and 　Fusion　Research 　Vol．85，　No．11　November　2009

畿
一・鮮 畿誰 ・ 争 ・srl・ （9）

こ こ で ，式（3 ）との 対応 を考 え る．Au 。 は 距離 δ。 離れ た 2

点問 で の 速度差 で あるか ら，
r

’
　＝δ。，

　Au 。；u （x ＋ 〆 ）
一一u （x ）

とお け ば，ζn ＝・〈ev＞nt3 とな る．つ まり，
エ ネル ギ

ー
ス ペ ク

トル に ベ キ乗則 が 観測され る ス ケール 範囲で は，流体運動

の 構造 に ス ケー
ル 不変性 を期待で きる こ と に な る．

5．3．2　流体乱流 の 間欠性

　二 点間で の 速 度差 を 」隊 藍 鼠κ ＋ r
’

，t）− uC 〆Zt）とお く

と，Au，，が 時間的に 揺 ら ぐこ と，した が っ て 指数 α も本来

は場所 と時問 に依 存 して変 動 す る こ とが 予 想 さ れ る．Au ，”

の 揺 ら ぎは，そ の 確立密度関数型 を調べ る こ とに よ っ て 詳

しい こ とが明 らか と なる ．指数 α の 揺 ら ぎは 次章 で 説明す

る．5貳 〆 ）と PDF の 関係 は ，

蹄
・
）一∫幽 の

n

瓶 ．）・（・碗 （10）

逐

3．0

2．0

1．0

O．0
　 02 46n 810

図 4　 速度構造 関数の べ キ 指za　n に 対 す る変 化．間欠性 を取 り 入

　 　 れ たモ デ ル との 比較．ESS を用 い た流 体乱流 （X 印） と プ

　 　 ラ ズ マ 乱 流 （● 印 ） との 比 較 ．

とな る ．第 3 章で も触 れ た が ，n を 大 き くす る と P （A ” r
・）

の す そ 野 が 強 調 さ れ搆 造 関 数 に反 映 さ れ る．通 常 の 室 内 実

験 で は ， 指 数 鍵 ＝8 程度 まで が 計算 で き る 限 界 で あ る．PDF

型が 〆 に よ らず ガ ウ ス 分布で ，か つ ζ2
＝213を 満足 す る 場

合 に は，指数 ζn
− nf3 が 成 り立 つ ．　Ko ］mogorov が 与 え た描

像 は，エ ネ ル ギ ーが 空 間的 に一様 に 大 き な ス ケール か ら小

さ な ス ケール へ 流 れ る もの で ， 式（9）か らε 、 が
一
定 に な る

こ と，すなわ ち α
一1 （ζ。

− n ／3） に 相当す る．

　 そ の 後，流 体乱 流 に 限れ ば速度構 造 関数 は 詳 し く調べ ら

れ ［5］，ζ。f　n13 と な る こ と が 明 ら か に な っ て い る．図 4

に は ，図 3 に 示 した 構造関数か ら計算 され た ζ。 を○印で 示

して あ る ．実線 が Kolmogorov の ス ケ ー
リ ン グ ζ。 覗 13

で あ る が，11 が 大 き くな る と，11：i者 は
一

致 しな くな る こ と

が わ か るで あ ろ う．こ の ず れ ζ厂 nt3 は 乱流 場 の 間欠性 に

起因す る もの で ，K41 で 仮定 した一
様なエ ネル ギ

ー
の 流れ

が 時間空 間的に 起 こ っ て い る わ け で は な く，間欠 的 に 強 い

（大 きな）エ ネ ル ギ ーが 分 布 して い る こ とを示 唆 して い る．

つ ま り，式 （9 ）に お け る α が 時問 と 場所 に よ っ て 大 き く揺

ら ぎ，こ の 揺 ら ぎこ そ が 乱流の 普遍的性質 と し て 重 視 さ れ

る よ うに な っ た．Kollllogorovは こ の 間 欠 性 を 取 り入 れ た

新 た な仮 説 を1962年 に 発 表 し て い る ［2］．そ れ は，第 3 章

で ふ れ た 対数正規分布 に 基づ くもの で ，エ ネル ギ
ー

カ ス

ケ
ードを モ デ ル 化 し た もの で あ る ．他 に も間 欠 性 を取 り上

げ た モ デ ル は多数 提案 さ れ て い る ［5］．K41 と の 差 は，　 n

が 大 き くな る に 従 っ て 増大 し て い くこ とが 明 ら か で あ る ．

つ ま り，間欠 性 は AUr’の PDF の すそ 野の 分 布 型 が 大 き く影

響 し て い る と考え ら れ る ．

5．4 普遍性 を解析 する方法

5．4．1 速度構造関数の べ キ 指数

　 速 度構造関数 は，流体 乱流 の 2 点 問 の 速度差 を もと に 計

算 され て い るが ，速度の み な らず温度，圧 力 な ど に つ い て

も同様 なべ キ 乗領域 が 存在す る ．ベ キ 指数ζ、、 を 調べ る こ と

は ， 変 動す る物 理 量 の 統計的性質 を特徴 づ け る うえで ，新

た な情 報 を提 示 し て くれ る．

　流 体 乱 流 の 普遍 的性 質 と して 間 欠 性 が 挙 げ られ ， 速 度構

造 関 数 （式 （3 ））の べ キ 指 数 ζ。が 詳 し く調 べ ら れ て き

た．ベ キ 指数 の 変化 を図 4 に 示す （○印）．直線が K41 に 対

応す るが ，n が 大 き くな る ほ ど差 異 が 大 き くな る．こ の わ

ずか なズ レ が お こ る物理 を 理解す る こ とが，乱 流 の 問欠性

を理解す る こ とに つ なが る と考え，多 くの モ デ ル が 提示 さ

れ て い る ．Kolmogorov 自身 が提示 した 対数正 規 モ デ ル が

あ り，他 に β
一モ デ ル ，P 一モ デ ル ，マ ル チ フ ラ ク タル モ デ

ル
， 対 数 一ポ ァ ッ ソ ン モ デ ル な ど が 報 告 さ れ て い る

［2，3，5］．こ れ らは すべ て ，式（9 ）に お け る α の ゆ ら ぎの 統

計性 をモ デ ル 化 した も の で あ る．図 4 に そ れ らの 比 較 を 示

した．n が 大 き くな る に従 っ て，　 K41 か らの ずれ が 大 き く

な っ て い く傾向が うか が える．プ ラ ズ マ デ
ータ に 関 して

も，構造関数の べ キ指数を調べ る こ と は興味深 い し，その

変化 を説明で き る モ デ ル を構築す る こ と も可能で あろ う．

5．4．2　 フ ラ ク タ ル 解析

　 第 4 章の 図 1 （b）に示 した 複 雑 な 流 体 界 面 の 形 を特 徴 づ

け る 方法 と し て ，フ ラ ク タ ル 解析 が あ る．自己相似性 を有

す る幾 何 学 的 構造 を フ ラ ク タ ル と呼ぶ が ，そ の 相似 性 に は

数 学 的 に 厳 密 の もの と 統 計 的 な 相 似 性 を対 象 にす る もの が

あ る．実験デ
ー

タ の 解析 で は
，

フ ラ ク タ ル は後者 の 意味 で

用 い られ，こ れ は あ る ス ケ
ー

ル の 統計量 と そ れ よ りも小 さ

な ス ケール で の 統計量 が 同
一

則 に従 うこ と で あ る．つ ま

り，コ ッ ホ 曲線 の よ うに 絹部に 厳密 に 同
一・

の 形が 存在する

の で は な く，統 計的 に 見 て 同様 の 形が 存在 す る こ と を い

う．統計的相似性 に は ，必 ずそ の 相似性 が 成 り立 つ 最 小 と

最大 ス ケール が 存在す る．そ れ は 実験装置，測定分解能，
サ ン プ リ ン グ 時聞 とい っ た 外 的 要 因 か ら 課 さ れ る 場含 もあ

る し，最大渦 ス ケ
ール や 最小渦 ス ケ

ー
ル （コ ル モ ゴ ロ フ ス

ケ
ー

ル ） と い っ た 物理 的根拠か ら決 ま る 場合 もあ る．実験

デ
ー

タ の 解析 で は，フ ラ ク タ ル 性 の 成 立 す る 範囲 を明確 に

し て 相似構造 の 複雑 さ を 評価 す る フ ラ ク タ ル 次 元 を求 め る

必 要が あ る ．図 5 に は流体界面 の 模式図を示 した．界面が
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図 5　 （a ）流体界面 の 3次元 的な模 式図 （フ ラ クタル 次元 0 「3丿），（b）平面 との 交 わり （フ ラ クタ ル 次元 Dt2 ｝），（c ）直 線 との 交 わ り （フ ラ ク

　　 タ ル 次iD （i ））に よ っ て で き る図 形．

平板 （2 次元） と交差 した 場合，直線 （1 次 元） と交差 し

た 場 合 を あ わ せ て 示 す．フ ラ ク タ ル 次 元 を 求 め る た め に

は，図 形 を含 む 領 域 を 大 き さ r の ボ ッ ク ス （2 次 元 図 形 の

場合 に は 正 方形， 3 次元 図 形 の 場 含 に は 立 方体） に 等分 割

す る．図形 を 含む ボ ッ ク ス の 数 を N （r ）とす る．r を変 え な

が ら 1＞〔r ）を 求め て ，両 者 の 問 に N （r ）・ cr
−P

の 関係が あ る

時 ， 図 形 は フ ラ ク タ ル 構 造 を 持 っ て い る こ と に な り，
D

が フ ラ ク タ ル 次元 で あ る 「6，
7］．こ の 方法をボ ッ ク ス カ ウ

ン テ ン グ とい う．D は 一
般 に は 非整数 とな る．

　図 6 は 粘性指状体 と呼 ば れ，狭 い 隙 間 に 高粘性流体 を満

た し ， 外 部 か ら低粘性 流 体 を 注 入 し た と き， そ の 置換 に

よ っ て で きる 形 で あ る ．細部 と全体が同じ よ うな形 を示

し，統計的相似性 を有 して い る こ とが わ か る．ボ ッ ク ス カ

ウ ン テ ン グ に よっ て 得 られ た ， N （r ）と r の 関係 を図 6 （b）
に 示 し た．実線 と破線の

一
1つ の べ キ 乗領域 が 観測 さ れ る ．

実線 の べ キ 指数 は 1．74 で ，こ れ が 指状体 の フ ラ ク タ ル 次元

とな る．次 元 が 1 と 2 の 問に な るの は，直線 （
．一

次元） よ

り も複雑 で あ る が，平面 （二 次元 ） を覆 い 尽 くす ま で に は

い た らない と理解で きる．破線 の べ キ指数 は 1 で あ り，こ

の ス ケ
ー

ル で は 各指状 体 は もは や 滑 ら か な 曲線 で し か ない

こ と を表して い る．ボ ッ ク ス の 大 き さ を逆 に大 き くして い

け ば，N （r ）　・C　r
−2

と な る．つ ま り，こ の よ うな 大 き な ス

ケール で み れ ば 平面 と同
一

で あ る と解釈 され る ．

　 フ ラ ク タ ル 図 形 を解 析 す る F．で の 注 意 点 は 2 つ あ る．ま

ず，相 似 性 の 成 立 す る最 小 と最 大 ス ケール を 明確 にす る こ

とで ある ．最小 ス ケ
ー

ル は ，計測器 の 分解能 か ら 決 ま る こ

と も あ る し，物理 的 な観 点 か ら定 ま る 場合 もあ る ．最大 ス

ケ ール は，装置 の 大 き さ の 制約 を うけ るで あろ う．こ れ ら

の 範 囲 を 把 握す る こ と に よ っ て
， 実験 条件等 が 変 わ っ た 場

合 に も，そ れ に伴 うフ ラ ク タ ル 構造の 変化を理解す る こ と

が で きる ．また，多 くの 実験 で は計測器の 制約か ら 1 次 元

も し くは 2 次 元 の データ しか得られ ず ， こ れ らの データ を

用い てフ ラクタル 解析を行 っ て い る．3 次 元構造 の フ ラクタル 次

元 D （3｝ を予測するときに は，DC3 ）＝か 21
＋ 1 ＝Dm ＋ 2 の 関

係式を用 い るが，こ れ は
一

様等方な フ ラ ク タ ル 構造 につ い

て の み 成 立 す る 厳 し い 条件 で あ る （た だ し，DCz ），　 DC1 ｝

は 2次 元，1次 元 空 間 で の 次元 ）．室内乱流 場 で こ の 条件

を 満た す こ と は難 し く，ま た，容易 に 得 られ る 時間信号 か

ら空 間 ス ケール へ の 変 換 （凍結乱流 仮説 ） を用 い た 場 合 に

は，上 記の 関係式 は 必 然的に 満た さ な くな る こ と に 注意す

（u ）

図 6

（b） 5・o

　 4．oO3

，0
鬻
22 ，01

．0

D＝｛、ア4

9゚t．0 赫 至1。 3．O
　 　 　 　 　log　r

（a ）狭 い 隙 間 内 の 高 粘 性 流 体 を 粘 性 の低 い 流 体 で 置 換 し た

場 合に で き る構造 （粘 性指状体），（b）右図の 指状 体 をボ ッ

ク ス カ ウ ン テ ン グで 解析 した 結果 ．ベ キ指 数 は フ ラ ク タ ル

次元 D （2）に相 当 す る，

べ きで あ る．

　 フ ラ ク タ ル の 最大の 効力 は，複雑 な 形 状 や 統計 量 の 分布

をフ ラ ク タ ル 次元 に よ っ て 定量的 に特徴 づ け られ る こ と に

あ る．前者 は 乱流 ・非乱流 の 界面 や 等ス カ ラ
ー界面 の 形状

（染料な どの 濃度が ある 一
定値 を もつ 界面），後者 は 乱流エ

ネ ル ギ ー散逸 率分 布 に つ い て 多 くの 成 果 が 得 られ て い る ．

発達 した乱流 ・非乱流界面 の 形状 は，噴流，境界層，格子

乱流 な ど そ の 流 れ 場の 性質 に よ ら ず，普遍 的 に フ ラ ク タ ル

次元 D （2）＝1．35 を持 ち，相 似 性 の 成 り立 つ 範囲 は最大渦 と

最 小 渦 ス ケ
ー

ル と さ れ る ［8］．乱 流 が 発 達 し て い な い 場 合

に は ，フ ラ ク タ ル 次元は レ イ ノ ル ズ 数の 関 数 に な り，レ イ

ノ ル ズ数 と と もに 増加 し が
2L1 ．35 に 漸 近 す る．等 ス カ

ラ
ー界 面 に つ い て は，バ チ ェ ラ

ース ケ ール と コ ル モ ゴ ロ フ

ス ケール の 範囲 で フ ラ ク タ ル 次 元 D 「21 ＝1．36± 0，05 と 報 告

され て い る ［8］．乱流場 に ど う して フ ラ ク タ ル 構造 が あ ら

わ れ る の か ？今 の と こ ろ の 解釈 と して は，非線形方程式 に

共 通 に備 わ っ て い る 相 空 間 内で の 引 き伸 ば し ， 折 りた た み

機構 に よ っ て，自己相似的な構造が形成 され て い る と考え

られ る．しか し，直観的 な イ メ
ージ と して は，リ チ ャ

ード

ソ ン の 詩 にあ る よな 渦の カ ス ケードが わか りや すい ．

5．4．3　 マ ル チ フ ラ ク タ ル 解析

　 図 7 に 流 体乱 流 中で 計測 され た エ ネ ル ギー
散逸 率 （1 次

元 ） の 分布を示 した．縦軸は そ の 平均値 で 無次元 化 さ れ て

い る．散逸 率 の 分布 は，非常 に 問欠 的 とな っ て お り限 られ

た 狭 い 領域 に 高い 値が 集中す る．速度構造関 数の べ キ 指数

が K41 か らずれ る 理 由は こ の 間 欠 的 な 分布 に 起 因 し て い

る．問 欠性を特徴 づ け る 方法 は ，対数正規分布 や 対数 ボ

ア ッ ソ ン 分布 な どが 提案 され て い るが ，本節で は マ ル チ フ
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図 7　 大 気乱流 中で 計測 さ れ た 1 次元 エ ネル ギ
ー
散 逸 率 の 分 布．

　 　 縦 軸 は平 均 値 で 無 次元 化 し て あ る．

ラ ク タ ル の 手法を用い る ［6，7］．横軸を大 きさ r の ボ ッ ク ス

に 等分割す る ．ボ ッ ク ス 内で 平均化 された 散逸 エ ネル ギ
ー

ε r を ド記 に定義す る．

晦 引 ∵ ε 晦
’・

　　　　　1

（11）

こ こ で ，Xi は 等分 割 さ れ た i 番 目の ボ ッ ク ス の 中心 位 置 を

表す．い ま，崎 を固定 して ボ ッ ク ス の 大 きさ r を変化 させ

た 時，近似的 に ε．〜ra の 関 係 が 見出 さ れ た とす る ．指数

a は 特異性 の 強 さ と呼 ば れ る ．指数 α の 値は，ボ ッ ク ス ご と

に 異 な っ て い る．しか し，回 じ指 数 を持 っ た ボ ッ ク ス が 空

間中に どの よ うに分布す る か を特徴づ け ら れ れ ば ，全体 の

ε の 分布 を知 る こ とが で き る ．指数 α を もっ た ボ ッ ク ス の

分 布 が フ ラ ク タ ル に な っ て い る 場 合 が こ の 手 法 の 特 徴 で あ

り ，
フ ラ ク タ ル 次 元 f（cr）が 与え ら れ る．つ ま り ， 異 な る 指

数 α を もつ ボ ッ ク ス が 各々 次 元 プ〔α ）で 分布 し て お り，そ の

集合体 と して 全 体 が 成 り立 っ て い る と考 え る わ けで ある ．

　 指 数 α が d と 〆 ＋ dα
’
の 間 の 値 を と る ボ ッ ク ス の 数

N （α
’

｝dα
’

は，フ ラ ク タ ル 分布の 場合 に は，

N 〔α
厂
＞dα’〜dα

’
ρ〔α

厂
）r
−fCah ，

Dq −
｝・礎 〆轡

）
，

と導 か れ る．1）q が 求 め られ る と f（a ）は，

f（aq ）− Gae
− （q −一ユ）Dq ，

・ q
一
マ告［〔q − ・＞Dq ］・

（15）

（16）

（12）

と与え られ る ［7］．f（α り は，特異性指数 α
’
の 乗 っ て い る 集

含 の フ ラ ク タ ル 次 元 で あ る．f（d ）は，
一
般 化次 元 De を介

して 求め られ る．

Dq −
！
i1
岳
hl
鯉・ X（ql一甼［・ 耐 ・ （13）

q を 変化させ る こ と は ，い ろ い ろ な確率 の 分布を強調す る

こ と に 対 応 して い る ．q ＞＞ 1 な ら ば 確 率 の 高 い 部 分 を，

q →一
・。 な ら ば 確率 の 小 さ な 部 分 を 強 調 す る こ と に な

る 。式 （13）の i に つ い て の 和 を ゴ につ い て の 積 分 と考え直

して ，

・ （ω一∫・ （・ ）・

一
ル ｝

〔1・ ’・

q ；1の ときα （1）＝f〔α （1）〉，σ
竊0の と きf（α （0））−Do とな

る．ま た，f（α （q））が有 界 で あ る こ と か ら，　 q ；± 。 。 で

α （± ・ 0 ）＝D ，。。で あ る．De に 関 して わ か る こ と は，（1
’

＞ q

な ら ば Dq’≦ Dq で あ る こ とで ある．　 Do は 容量次 元，　D ユ

は 情報 次元，D2 は 相 関次 元 と 呼 ば れ る ［6，7］．実 際 に

f（α ）を 求め る に は，実験 デ
ータか ら一般 化次元 De を求 め

て ，式 （16）か ら数値微 分 に よ っ て得 られ る．

　 マ ル チ フ ラ ク タル 分布 を簡単な例 か ら考えて み た い ．い

ま，長 さ 1 の 線分 を el と 搦 の 長 さ に 分割す る ．線分 の 上 に

は 様 な確率 が の っ て お り，そ の 確率は Pl と p2 に 分割 さ

れ る．た だ し，Pl＋ ρ广 1 で あ る．こ の 操作 を n 同繰 り返

す と，線分 は や が て まば ら な点 の 分 布 と な り，線分 の
一

つ

の 長 さ 41M 穿
吻

に 乗 っ て い る 確率 は 犀 謬
一m

とな る （た だ

し，ln ≦ ff，図 8参 照 ）．した が っ て こ の 区 間 の ス ケーリ ン

グ 指数 は ，p罵ρ搾拶
一m ；留野4‘

レ 醐

）
α

よ り，

α
＝〔mtn ）lnP1＋（1・− m ！n ）lnP2

囲 鴛 ）ln　el＋ （1− m ／n ）lne2
’ （17）

と な る ．左 端 の 線分 で は，m ＝n の た め
，

α L
＝lnPi！ln9／

で あり，右端 の 線分で は m ＝O の た め α
κ
二lnP21　1n　e2 とな

る．こ の よ うに集合 上 の どの 点 を 見 る か に よ っ て ス ケーリ

ン グ指数の 値 は 異なる．一方，41を m 厠，凸 を n − m 回 と

る 組 み 合 わ せ の 個数 は ，。
C，n なの で ，同 じ指数 α をもつ 線

分 の 個数 は ，

N （α ）  C 。， （18）

（14）

と表 わ さ れ る．い ず れ 必 要 と な る r の 小 さ な と こ ろ で ，非

積 分 関 数 は r の べ キ ーf（αり＋ qa
’

が 最 小 と な る 〆 で 鋭 い

ピー
ク を示 す．こ の d を e の 関数 と し て aq とす る ．つ ま

り，畷
＝（df！dα

’

）。，− a、と な る．よ っ て ，式 （13）の
一
般 化 次

元 は

と な る．“1 が 十 分 に大 き い と き，線分の 長 さ flに 対す る そ

の 個数の 増加 が，N （a ）〜9fC ”， と見積も られ る と，ス ター

リ ン グ の 公式 を用 い て

・… 一鯉 黜 詈牆 驚ll’

荒
伽 ）

・ （・9・

と表 さ れ る L8］．　 n が 十分 に 大きい 時，　 m ！n を 変 化 させ る

t）1 −・，・vel
　一　114

・〃 ・
−9〆25S 、脳

一6〆2SP ・Pi −6！2ド
6Lオ，−1〆16 　●

　 　 　 　 ●

　 　 　 　 ●

だ
IE ！− 2〆20 　　乏z8 」＝2〆20

、P・　一・　2f・

　 　 　 　 　 E．＝215

曳韻 判 25

O

●

●

Fle
：
＝4〆25

図 8　 初 期条件 と して，長 さ 1 の 線分 に
一様 の 確 率が の っ た 場 合

　 　 を考 える．長 さ を 114 と 215 に 分割 して，確 率 を 3／5 と 2／
　 　 5 に分 け る操作 を繰 り返 す．十 分 な 回数 の 操作 を く り か え

　 　 す と，間 欠 的 に 分布 す る 点 の 集合 が 構 成 さ れ，その 点 に は

　　 高い 確率 か ら低 い 確 率 ま で が の っ た 分 布 が構成 され る ．
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こ と に よ り ， さ ま ざま な f と α の 関 係 を 見出す こ とが で き

る．線分 の Lに確率 が の っ た場合 に は ， 1 つ の フ ラ ク タ ル

次元の み で は 分布 を特徴づ け る こ とが で きない ．

　図 9 （i）に は，確率 を p 】
− 315 と p2 ＝2！5 の 比 に，線分 を

盗 ＝1〆4 と る 一215の 比 に分 割 した 場合 の マ ル チ フ ラ ク タ

ル ス ペ ク トル を示 した．f（a ）の 最大値 が フ ラ ク タ ル 次元 に

相当す る．つ ま り，点 の 集合 は ゼ ロ 次 元 と 1 次元 の 問の 次

元を もつ ．ス ペ ク トル は f（α 〉一α の 直線 と接 して，この と

き の f（α 〕の 値 が 情報量次 元 D 】 とな る．式 （
．
t3）か ら，　 q

を変える こ とに よ っ て ，確率 の 大 きな部分 と小 さ な部分を

強調 して 取 り出す こ と が で きる ．確率 の 揺 ら ぎの 大き さ

は，α の 変 化 す る 範 囲 と して 理 解 され る．図 9 （ii）に は，確

率 と 線 分 の 分 割 の 比 を 変えた 場 合 の 比 較 を 示 した．（a）と

（b）は ，線分 の 分割 の 比 を 同 じ に し て 確率 の 配 分 を変 え た

場 合 で あ る ．線分 の 分 割の 比 が 同 じで あ る こ とは，そ の 点

の 分 布が つ くるサ ポートの フ ラ ク タ ル 次 元 が 同 じ に な る こ

と に 相 当 す る．一一
方 ， 確率 ρ1 と Pzの 差が 大 きけ れ ば

， そ

の 二 項分布か ら作 られ る 確率 の 積 の 分布 は 変化 の 大きなも

の と な り，した が っ て ，（a ）に 比 べ て （b）の 結果 は a の 変化

す る 範囲 が 広 くな る．（c ）は 分割 の 比 を 変 え た 場合 で， 1

囘 の 操作 で 残 る 線分の 割合 が よ り短 くな る．こ れ は，点の

分布が疎 に なる こ とに 相当 して ，サポー
トの フ ラ ク タ ル 次

元 も小 さ くな る．

5．5　プラズ マ 乱流 へ の応用

　構造関数 や マ ル チ フ ラ ク タ ル 解析 は，流体乱流 の 間欠性

を特 徴 づ け る便利 な 于法 と して 1990年代 か ら広 く用 い られ

て い る，プ ラ ズ マ データの 解析 に お い て も，同様 の 解析 が

利用され始 め て い る ，本章 で は ， 具体的なデ
ー

タ の 解析 を

通 し て ，結果 を解釈す る Eで の 注意 事項 を ま とめ る ．

5．5．1　 Extended 　Self　Similarity

　プ ラ ズ マ 乱 流 巾 で 計 測 され た 密 度変動 ρ （t｝を用 い て ，次

式で 定義 さ れ る 構造関数 を 計算 し た．そ の 結果 を図10（a ）

に 示す ．At はデ
ータ の サ ン プ リ ン グ 間 隔 で あ る ．

ρn 〔T ）≡ 〈！ρ （t十 r∠lt）　ρ （t）ln＞○ ⊂ rgn ． （20）

こ こ で ，式 （3 ）と の 相違 は ，増分 の 絶対値 を川 い て い る こ

と で あ る ［9，10］．流体乱流 の 速度変動 を解析す る 際 に は，

n − 3 の 構造関数 は負 に な る こ とが 理 論的 に わ か っ て い る．

しか し ， プ ラ ズマ 乱流 で は必 ず し もそ の こ とは保障 され て

い な い た め ，絶対値を計算す る こ と とす る ．密度変動 の 大

きさは 有限で あ る た め，τ が 大 きくな る と構造関数の 値 は

・
定値 とな る．τ が 小 さ な場 合 に は ， 緩 や か に増 加 す る傾 向

が 観察 され る．こ の 領域 は狭 い が，ベ キ 乗関数 で 近似す る

と指数 ζ，L を得 る こ とが で きる ．構造関数の 解析 で は，こ の

べ キ 乗 領 域 の 範 囲 が狭 い こ とが し ば しば 問 題 に な る．つ ま

り，正 確 に ベ キ指数 を決 め られ ない の で あ る．

　流 体 乱 流 の 解 析 で は，レイ ノ ル ズ数 が 小 さい とべ キ指 数

の 範囲が 狭 くなり，構造関数自体 も滑 らか に 増加す る ．こ

の よ うな場 合 に は，構 造 関 数 を 〆 に対 して プ ロ ッ トす る の

で は な く，S3（殉 に対 して プ ロ ッ トす る 方法 が 用 い られ

る．流 体 乱 流 0）基 礎 方 程 式 か ら，S3（〆）  〆 と な る こ とが

〔i）o、6

3
ピ

04

02

o・巳．o

図 9

01

α

（Li＞O．6

〔
ご

ピ

04

o．2

2 。　 090
L．0 2．O

マ ル チ フ ラク タル ス ペ ク トル．（i）確 率 を ρ1 ＝ 415 と ρ2 ＝ 1

／5 の 比 に ，線 分 を e1 ＝1／4 と e2 ＝2／5 の 比 に 分割 した 場合 の

ス ペ ク トル ．（ii）確率 と線分 の 分割の 比 を変化 さ せ た 場合，
（a ）ρ 1 ＝3／5 ，ρ2＝2i5，　if1＝1／4，42 ＝2／5，　（b＞ρ1＝4／5，ρ2

＝1／5，41 ＝1／4，／2 ＝215，　（c）ρ1＝2！3，ρ2＝113，if　1＝1〆5，
92 ＝116．

あ る 仮定の も とで 導 か れ る の で ，構造関数 を 〆 に 対 し て プ

ロ ッ トす る こ と も，83〔〆 ）に対 して プ ロ ッ トす る こ と も等

仙 と 考 え られ て い る．こ の 方法 （ESS ：Extended 　Sel［Simi−

larity） を用 い る と ［3，51，狭 い ベ キ 乗領域 が 拡張 さ れ ，容

易 に ベ キ指数 を決定す る こ とが で きる．流体乱流 の 解析 で

は，ESS か ら求ま る指数 と構 造 関数 か ら直接 に求 ま る指数

が よ く
一
致 す る こ とが 確認 され て い る．図 3 （b）に は ， ESS

に よ る 構造関数 の プ ロ ッ トを示して ある．こ の デ
ー

タ は レ

イ ノ ル ズ 数の 大 きな 大気乱流 デ
ータ を用 い て い る の で ，速

度構造 関数 か ら直接にベ キ 指数を計算で きる．両者か ら求

め られ る ζ，，を 図 4 に 示 し た （0 ：直接求 め た 場合，× ：

ESS ）．確か に 両者 の
一

致 は 申し分ない ．

　 図 10 （b）に は，流 体乱流 の 解析 に倣 い ，n 次構造関数 を

3 次 の 構 造 関 数に 対 し て プ ロ ッ トした 結果 を示 す．ベ キ 乗

領域 は拡大 さ れ，広い 範囲 に わた っ て きれ い な直線領域が

現 れ る．し た が っ て ，プ ラ ズマ 乱流 の 変動 デ
ー

タ に 関 して

も ESS を有効 に用 い る こ とが で き る．図 4 に は，　ESS か ら

求 ま るベ キ 数 を流 体 乱 流 の 結 果 と 比 較 した も の で あ る，n

が 大 きくな る と両者 の 差 は 拡大する ．しか し，こ の 結果 の

解 釈 に は注 意 が い る の で ，以
．
ドに こ の 点 に つ い て 述 べ る．

図 11 （a）は構 造 関数 か ら直 接 求め た べ キ 指数 を プ ラ ズ マ ［十1

心 か ら の 距 離 厂 に対 して プ ロ ッ ト した も の で あ る ．ζ2 の 変

化 に 注 llす る と，r ＝Omm で は ζz ＝1 で あ る が
， 外縁 に 向

か うに した が っ て 減少 し，1
・− 6mm で 最小値 を 示 して また

増 加 す る．第 2 章 の 解析 で 明 らか に な っ た よ うに，プ ラ ズ

マ は準周期的 に 回転 して お り， 半径方向へ の 移動も存在 す

る．r − 81nm 付 近 で は 1［［転 の 影響 が も っ と も顕著 に な

る．ベ キ 指数が 小 さい とい うこ とは，微小時問 τ 内 にお け

る密度の 変 化 が小 さ い こ と を表 す ．つ ま り ， 細 か な構 造 に

よ る 緩 や か な変化が存在す る こ と を予測 させ る．一
丿∫，外

縁 に 向か う と指数が 増加す る の は，微小時間内で の 急激な

密度の 変化 が 次 第 に 多 く な っ て くる こ とに 対 応 して い る．
一
様等方 の 乱流場で は ζ2　一　213で あ るか ら，プ ラ ズマ 密度

の 変 動 は そ れ に 比 べ て 活 発 な 変 動 を して い る と考え ら れ

る．一方，ESS か ら求 ま る ベ キ 指数 を図 11（b）に 示す．こ ち

らは，r に よ らず，ほ ぼ
一

定 の 値 を 示 す．流 体乱 流 で ESS
を用い る こ と は， 3次 の 速度構造関数 が S3（r

’
）  〆，すな

わ ち ζ／1
− 1 とな る こ とが 拠 り所 とな っ て い た．しか し，プ
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タ を用 い て計算 され た構造 関数．グラ フ が重 な らない よ う に縦 軸方 向 に 移動 さ せ て

　 　 あ る．（b）同一デー
タ を ESS に よ り プロ ッ トした場 合，
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図 11 プラ ズ マ 密 度 変 動 の 構 造 関 数 に お け るベ キ指 数 半 径 方 向 へ の 変 化．（a ）構 造 関 数 か ら直 接 求 ま る場 合 ，（b）ESS を用 い た場 合 ．

ラ ズ マ 乱流 で は ， 必ず し もζ3
− 1 と は な ら ない の で ESS

か ら求まる 指数 は，速度構造関数の べ キ 指数 を 表す もの で

は な くなっ て しま う．こ の 点は，プ ラズ マ データ の 解析 に

ESS を用 い る場 合 に は 注意す る必 要が あ る．

　文献［／1］で は，直線型プ ラ ズマ 装置の 半径断面内で 計測

され た 密度変動 デ
ー

タ が ESS に よ っ て 解析 さ れ て い る．半

径断面 内 で は，プ ラ ズ マ は磁場 の 影響で 強 い 2 次元性を有

す る の で，そ の 性 質 を 2次 元 の 流 体 乱 流 と比 較 した もの で

あ る ．ス ケ ーリ ン グ 指数 は ，ζρ
＝少13 と な る こ と が 報告 さ

れ て い る ．ま た、文 献 ［12］で は MHD 乱 流 （magneto −hydr 〔ト

dynamic 　flow） に お け る散 逸 （定 義 は 文 献参 照 ） の 構 造 関

数 の 指数を ESS で 解析 して い る．そ の 結果が ， 図 4 に 示 し

た Log −Poisson 分布 に 従うこ とが 報告 さ れ て い る．し か し

なが ら，こ の ESS を用 い た 結果 の 解釈 に は，上 述 の 議論 を

踏 まえ る と，幾 分 の 注 意が 必 要 で あ る こ と を 記 して お きた

い ．

5．5．2 構造 関 数

　大 型 ヘ リ カ ル 装置 （LHD ）で は，計測され た イオ ン 飽和

冠 流信 号 を 用 い て 構 造 関 数が 計算 さ れ て い る （図 12）［13］．

n − 2 の 場合，2 つ の べ キ 乗領域が 観測 さ れ て い る ．2 つ の

領域 を 「領域 1 」，「領域 H 」 と 便宜的 に 表す と
，

ベ キ揣 数

は ，各々 約 0．8，0．5 と見積 もられ る ．（こ の 論文 で は，構造

関 数 の 定義 が 異 な っ て お り ，
ベ キ指 数 は 後 述 の バ ース ト指

数 と等価 とな る．詳 し くは 文献 を 参照 の こ と）．領域 H の
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場合 （τ が 大 きい 場合）は，ブ ラ ウ ン 運動 と同
一

の 指数 とな

り，飽和電流 の 変動 は互 い に 相関 を もた ない こ と に なる ．

領域 1 （r が 小 さ な 場合）に観察 され る指数 は，プ ラ ズ マ 変

動の 物理 的 性質 に起 因 す る 結 果 で あ る．2 つ の 領域 を分 け

る時間ス ケ
ー

ル は，プ ラ ズ マ の 変動を特徴づ ける タ イム ス

ケ
ー

ル で あ り，第 2 章 で 紹介 し た マ イ ク ロ ス ケ
ー

ル や 積分

ス ケー
ル との 関連 づ けが で き る か も しれ な い ．また，興味

深 い の は，領 域 1 にお け る 変 動 の 確 率 密 度 関数 型 が，

ヵ（』らa ）− C、 exP ［（−x
億

〉〆（xi
＋
り］，

！）（x，う）；C2　exp ［− b（κ ．
トθ　

x
＞］，

（21）

（22）

で よ く近 似 され る こ とで あ る （図T3）．式 （21＞は Fr6chet

分布，式 （22）は Gumbel 分布 と 呼ば れ，α
，
　 b は フ ィ ッ テ

ン グパ ラ メ
ータ，Cl，　C2 は規格化定数 で あ る．LHD プ ラ ズ

マ の み な ら ず，他 の プ ラ ズ マ 現 象で も 同様 の 傾 向が 観測 さ

れ て い る こ と は興味深 い ［14］．

　 さて
， 領 域 1 に お い て ベ キ 指 数 が 0．8 に な る こ と を簡単

なモ デ ル を）Nい て 理解 し て み た い ．フ ラ ク タ ル の 概念 を物

理 学
一

般 に広 め た Mandelbrot は ， ブ ラ ウ ン 運 動 の 非 整 数

回微 分 を定義 し て ，非整 数 ブ ラ ウ ン 運 動 を導 入 し た

［7 ，
15］．非 整 数 ブ ラ ウ ン 運 動 BA

， （t）は ， ブ ラ ウ ン 運 動

B （t）か ら次 の 式 で 計算 され る．

・
・ （t）− T （。1，，，）ム（t− t・

）
H …li2dB

（t
’

）・ （23）
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図 13　LHD で計 測 さ れ た イ オ ン 飽 和電流 の 領域 1 （図 12参照 ）に

　　 お け る 確 率 密 度 関数 ［13］，波 線 は ガ ウ ス 分 布，実線 は式

　　　（21），式 （22＞に よ っ て最小 二 乗 フ ィ ッ トさせ た 結果．

こ こ で ，r （x ）は ガ ン マ 関数，指数 H をバ
ー

ス ト指数 と呼ぶ

（速 度 構 造 関 数 の べ キ 指 数 と の 関 係 は，2fl
’
　＝　92）．

0 〈 H く 1 で あ り，ブ ラ ウ ン 運動 は H ＝112 とな る．こ の 定

義 に よれ ば，時刻 t で の BII（t）は，ブ ラ ウ ン 運動 B （の の 過

去 t
’
＜ t で の すべ て の 変 位 dB （t

’
）に 依存 す る．非整 数ブ ラ

ウ ン 運動の 構造 関 数 は，

1［B’li （At）一β ff（0）］
2
＞一・1At「

2JI
， （24）

と見積 も られ る．仮 に LHD で 観測 さ れ た 飽 和 電 流 の 変 動

を 非 整 数 ブ ラ ウ ン 運 動 で 近 似 で き る とす る と，領 域 1で

Il− 0．8， 領 域 H で H ＝0、5 と な る．式 （24）か ら， 時 刻 ∫

と一t で の 相関係数は ，

（Bu （− t）b
’
H （t）

　　　（B 、、（の
2
＞

〉一・・1− 2211’

・・ （25）

と計算され る．つ ま り，H 一
α厂 0β の 場合 に は，負 の 相関

と な る．平均 を差 し引 い た 変 動 を考えた 場合 ， 過 去 との 相

関が 負 に なる とは ，平均値 よ りも小 さな負 の 変動が 急激 に

正 の 変 動 に 変 化す る，も し くは そ の 逆 の 過 程 が 起 こ る こ と

を表 して い る ．つ まり，短い タ イ ム ス ケ
ー

ル で の バ ー
ス ト

的 な 変 動が 活発 に起 こ っ て い る と予 測 で きる．非 整 数 ブ ラ

ウ ン運動 を数値的 に シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン す る 場合 に は，式

（23）で の 積分範 囲の 下 限一一
・ Q を 有限 な値 一M に置 き換 え る

こ とが で きる．M は 過去 との 相関の 及 ぶ 範囲を規定 して お

り，M よ りも過去 に お い て は ，無相関，つ ま りブ ラ ウ ン運

動的 な振 る 舞い を示 す．図 12にお い て ，領 域 1 と領域 且 を

分 け る タ イム ス ケール を M に設 定 す れ ば，実験 で 観 測 され

た 結果 を モ デ ル 化す る こ とが で きる ．構造 関 数 とい う名前

で は な い が，古 くか ら ハ
ー

ス ト指数 は 気温 や 河 川 の 放水

量 ， 降水 量，年輪 の 幅 な どの 時 間 的 変 化 を特 徴 づ け る統 計

量 と し て 用 い られ て き た ［7ユ．バ ース ト指数 は
， 搆 造 関 数

を計算す る こ とか ら求 め られ る が ，R／S 解析 と呼 ば れ る 方

法 も用 い られ，プ ラ ズ マ デ
ータの 診断 に 用 い る こ とが で き

る の で，興味 の あ る 方は 文献［7］を参照 され た い ．

5．5．3　 フ ラ ク タ ル 解析

　図14は，ヘ リ ウ ム プ ラズ マ を用い て タ ン グ ス テ ン材料上

に繊 維状 の ナ ノ 構造 を 形 成 し，単電極か ら放電 を発 生 させ

た ア
ーク ス ポ ッ トの 写 真 で あ る．放 電 軌 跡 は ナ ノ構 造 上 を

ラ ン ダ ム ウ ォ
ー

クす る か の よ うに ，
フ ラ ク タ ル 構造を形成

する．詳 し く見 る と，小 さ な ス ケ
ー

ル で は，放電パ タ
ー

ン

は等方的 に広 が っ て い るが ，大 き な ス ケー
ル で は ある 淀

の 方向 （反 ∫xB 方向〉に伸 び て い る．こ の よ うな フ ラ ク タ

ル をセ ル フ ア フ ィ ン フ ラ ク タ ル と呼 ぶ ［18］．小 さなス ケ
ー

ル で は ，ド地 とな る タ ン グ ス テ ン 構造 自体が ス ポ ッ トの 動

き に 関与す る が，大 き な ス ケー
ル で は 磁場 の 影響が 現 れ る

こ と を 反 映 して い る と 考 え られ る．前 者 で は フ ラ ク タ ル 次

元 1．79，後者で は 1、20 と 見積 も られ て い る ，小 さ な ス ケー

ル で は，ア
ー

ク ス ポ ッ トが ブ ラ ウ ン 運 動 と類 似 す る こ とか

ら，フ ラ ク タ ル 次 元 は 2．0 に 近 づ くこ とが 期 待 さ れ る．しか

し ， 過小 評価す る結果 と な っ て い る，そ σ）理 由は ， 有限 時

問の 観測 で あ る た め か ，磁場 の 影響が 小 さ な ス ケ
ー

ル ま で

浸透 し て い る こ と なの か，今後 の 研究課題 で あろ う．ア
ー

ク ス ポ ッ トの 巾 間 ス ケール の 挙動 は ，
フ ラ ク タ ル 次 元 が

L49 と見積 もられ る．こ の よ うなフ ラ ク タ ル 構造 に プ ラ ズ

マ 装置 に 依存 しない 普遍性 が 期待で きる の か は 興味深 い 課

題 で あ る．詳 しい 解析結果 は 文 献 ［17］を参 照 され た い ．

　 マ ル チ フ ラ ク タ ル 解析 で は，い くつ か の 異 な る 実験 装 置

で 計測 され た イオ ン 飽 和 電 流 を解 析 し た結 果 が 報 告 さ れ て

い る ［19ユ．プ ラ ズ マ 乱流 の 普遍性 を調べ る 先駆け と して 興

味 あ る 成 果 で あ る．お そ ら く， 現 状 の プ ラズ マ データの 解

析 に は，ESS を併用す る しか な く，そ の 際の 注 意事項 はす

で に 述 べ た とお りで あ る．結 果 の 物 理 的 解釈 に は 注 意が 必
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速度 （U．） で
．
ド流 方向 へ 移 動 して プ ロ ーブ を通 過 す る こ と

を意味す る．瞬時の 速度変動 そ の もの に は ，凍結乱流仮説

が 成 り立 た な い の は 自明で あ る が ，統計量 に 関 し て は よ い

近似 に な っ て い る こ とが，多 くの 研 究 者 に よ り報 告 さ れ て

い る．プ ラ ズ マ データ の 解析 に お い て も同 様 の こ と が 問 題

に な る だ ろ う．

【b）

107

106

105

z 　　　　4
　 　 10

 
3

102

10

104 10s104

box 　Iength 【ml104

図14　ナ ノ ス ケ
ー

ル の 繊維状 タ ン グ ス テ ン 層 に 単極 電極 か ら放 電

　 　 　を発 生 させ た 場 合 の ア
ー

クの 軌 跡 お よ び その フ ラ ク タル 解

　　 析 の結 果 ［16，17ユ．

要 で あ る と と もに，なぜ プ ラズ マ 乱流 に マ ル チ フ ラ ク タ ル

性が 生 まれ る の か
， そ の 物 理 的 描写 が よ り

一
層明 ら か に な

る こ とを 期待 した い ．ま た，ス ケール 不変性 とい う観点か

らは，太 陽風 プ ラ ズ マ の 解析［20］な ど もあ り，プ ラ ズ マ の

多様性 は 尽 きな い ．

　最後に，波数 ス ペ ク トル と周波数ス ペ ク トル に つ い て 触

れて おきた い ．流体乱流 の 実験 で は，計測 は 空間に 固定 し

た 数 点 で 時 系列 データ を 取得す る．したが っ て ，ラ ン ダ ム

信号 は 時問の 関数と して 得 られ る こ とに な る．こ れ ら を基

に 計算 さ れる の が，時間周波数 f ［ユ／SCC ］ に 対す る 周波数

ス ペ ク トル で あ る．一
方，Kolmogorov 仮説 で は，空 間 に 局

在す る波，つ ま り波数 々 ［1／m ］をもとに計算 さ れ る波 数 ス

ペ ク トル を用 い る．しか し なが ら，実験 や観測 で 周波数 ス

ペ ク ト ル を計算す る こ と は 大変に 難 しい ．そ こ で ，大 胆 な

仮 説 で は あ る が，時 間 軸 を 空 間 軸 に 変 換 す る こ と を行 う．

つ ま り，x ・＝：敬 財 が 成 り立 つ と して，波 数 k − 2flff　Uc を 計

算 す る．こ こ で ，U、は 対 流 速 度 で あ る．こ の 仮 説 を Taylor

の 凍結 乱 流 仮説 と い う．G．1．　Taylor が 考 案 し た もの で，速

度 変 動 は そ の 大 き さ と方向 を変 え ず に （凍結 し て ），一
定
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