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　　惑星や 小惑星 ・彗星 とい っ た太陽系天 体の 運動はケ プ ラー運 動で よ く近似 で きる．こ れらの 天体 の 多 くは よ

り重 い 中心 天体 を周回 し，そ こ に 働 く摂動 は一般 に小 さい ．ま た現 代 に於 い て は天 体同士 の 衝突 も稀 で あ り， 力

学的に は太陽系を保存系 と看做す こ とも妥当で ある．こ れ らの 性質に よ り太陽系力学 は シ ン プ レ クテ ィ ク数値 積

分，特 に微小摂動系向け の 計算方法 と親和性が 高 い ．本節で は太陽系力学 の 様 々 な局面 で 利用 され る シ ン プ レ ク

テ ィ ク 数値積分法 の い くつ か を紹介 し ， そ の 現 状 と課 題 ・将 来の 展望 に つ い て 簡潔 に 述べ る．
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4．1．1　 太陽系力学の 特徴

　太陽系に は惑星 を は じめ小惑星や 彗星，各惑星 の 衛星な

ど多種類の 天 体が存在して い る．そ うした天 体 の 運動 の 特

徴 は基本的 に 中心 天体の 強 い 重 力 に支配 され て い る こ と，
つ まり中心力場を運動 して い る こ とに あ る．なお か つ 多 く

の 場合 に 中心力 と して の 重力 は相対論 的効果 を考 え な い 古

典的なもの で 十 分 で あ るか ら，結果的 に太陽系天体の 運動

は 重力 二 体問題，い わ ゆ る ケ プ ラ
ー運 動で よ く近 似 で き

る．周知の よ うにケ プ ラ
ー

運動 は可 積分で あ り，解析解が

知 られ て い る．よ っ て 太陽系天 体の 運 動 を知 る には 中 心 天

体 に よる 中 心 力場で の ケ プ ラ
ー

運動を基本 と して 考え，中

心 天体 以外 か らの 重 力 を微小 な摂動 と して 扱う方法が 適 し

て い る．太陽系 天体 の 運 動 に 関 して 古 くか ら様々 な摂動理

論が 発達 し て きた の は こ の こ とが 背景 にある．また，微小

天 体 の 衝突合体 が 頻繁に 発生 して い た 太陽系初期 の 時代 を

除けば 太陽系 は ほ ぼ 保存系 （無散逸 系） で ある と看做 し得

る．即 ち 天体 の 運動が 時間依存しな い ハ ミル トニ ア ン 系 の

力学で よ く近似 で きる の で ある．こ う した意味で太 陽系 天

体の 力学 （太陽系力学）はシ ン プ レ ク テ ィ ク数値積分 を応

用 す る に好適な素材で あり，そこ で は積分可能な問題 ＋ 微

小摂動の 力学 系 に特化 した方法論が 自然 に 発達 して きた．

4．1．2Wisdom −Holman　map

　シ ン プ レ クテ ィ ク数値積分法が 広 く普及す る以前，太陽

系力学の 現場で は 天体 の 運 動方程式の 数 値積分の た め に 多

段 型 の 予測子法や ル ン ゲ ク ッ タ法，また 高精度が 要求 され

る場合 に は補外法な どが用 い られ て い た．1989年 に 行 わ れ

た調査 ［1］に よ る と，当時 は 太陽系力学 を含む天 体力学 の

分野 で使わ れ る数値積分 の 方法 と して ル ン ゲ ク ッ タ法 と多

段法が 70％ 以 上 を占め て い た と され る．無論 こ うした方法

は特段 に劣 る わ け で もな く，21世紀 の 現在で も使 われ る 場

合が あ る．特 に，誤差 の 制御が 容易 で あ り必 要で あれ ば丸

め 誤差水準 に まで 容易 に精 度 を上 げ られ る補 外 法 は現在 で

も需要が 多 く，後述 す る よ うに シ ン プ レ ク テ ィ ク数値積 分

と組み 合 わ せ た方 法 も提 案 され て い る ．しか し 当時 と りわ

け広 く普及 して い た 多段型 の 予 測 子 法 は精 度 は高 い もの の

初 期値の 準備が 面倒だ っ た り数値的安定性 の 問題が 潜在す

る な ど，誰 に で も使 い 勝手が よ い もの と は い えな か っ た．

また 従来の 数値積分法 はハ ミル トニ ア ン系 として の太 陽系

力学の 特質を考慮 した もの で は なく，一
般の 常微分方程式

系 に 適用 され る方法 を借 用 して い る に 過 ぎなか っ た．

　本小特集の 他記事に もあ る よ うに ， シ ン プ レク テ ィ ク数

値積分法の 適用 時 に は ハ ミル トニ ア ン 分割の 方法が 重要 に

なる．様 々 な特徴 を持 つ 様々 な 力学系 に は，各系の 性質 に

特化 したハ ミ ル トニ ア ン 分割 の や り方が あ る は ずで あ る．

太陽系 の よ うな重力多体力学系で 最も基 本的なハ ミル トニ

ア ン分割 は H ・＝T （p）＋ 「（q）で あ ろ う．T と V は 運 動エ ネ

ル ギーとポ テ ン シ ャ ル ，q と p は座 標 とそ れ に 共役 な 運 動

量 で あ り，ニ ュ
ートン 力学の 範 囲 の み を考 えれ ば ポ テ ン

シ ャ ル V は 運 動 量 p に依 存 しない ．する と T は p の み の 関

数，V は q の み の 関数 とな り，個 別 に は積 分 可 能 な の で シ

ン プ レ ク テ ィ ク 数 値 積分 が うま く適用 で きる．しか しこ の

分割は 太陽 系天 体 の 運 動 の 特徴，即ちケ プ ラー運動 ＋ 微小

摂動 とい う性質 を何 ら取 り込 んで い ない ．
伽 t・ゆ ・ C卿 脚 伽 ・♂A跏 殉 5’c郎 伽 ・alAst ・・n・micat 　Ob ・ervat ・ry　・fノα卿 ，　Mitaka，・TOκYO ・181−858猷吻 α π

aUtho 〆 s　e−maii ：　itO．t＠ nao ．ασ〃

149
◎2015　The 　Japan　Society　of 　Plasma

Science
　4UEIiiYeqeaitlinsiQp ［Rc ＄emich ・ y　 Serv ・



The Japan Society of Plasma Science and Nuclear Fusion Research

NII-Electronic Library Service

The 　 Japan 　 Soclety 　 of 　 Plasma 　 Sclence 　 ar ユd 　 Nuclear 　 Fuslon 　 Research

Journal　ofPlasma 　and 　Fusion　Research　Vol．91，　No、2　February 　2015

　太陽系力学の 分野で シ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積 分法が 本格

的 に使 われ 出 した の は1990年代 初 頭 で あ る．そ の 大きな契

機 と な っ た
一

編 の 論 文 ［2ユは上 述 した 太 陽 系力 学 の 特徴 を

取 り込 んだ ハ ミ ル トニ ア ン 分割 とそ れ を使 っ た数値積分 ス

キーム を提案 し
， 具 体的 な実装 まで を行 っ て そ の 高 い 計 算

効率 と実用性 を示 し た．太 陽 系天 体 の 運 動 の 典 型 が 二 体 問

題 に微小摂動を加えた もの で ある と い う事実 は ，
ハ ミ ル ト

ニ ア ン H を中心天体周 りの ケ プ ラー運動を司 る 可 積分な

ハ ミ ル トニ ァ ン Hk
。p

お よ び 中心 天 体以 外 との 重力相互作

用 （摂動） を表す部分 Hi。t に分割で きる こ とを意味す る．

H ≡Hk
，p

＋ Hi。t （1 ）

とい う具合で ある ．で は，H ≡T （p）＋ V（q ）とい う自明 な

ハ ミ ル トニ ア ン分割 に 比 べ て H を式（1 ）の よ うに 分割す

る 利点 は何 か ？そ れ は 太陽系 天 体の 運動 に 於 い て は ケ プ

ラ
ー運 動 に 対す る摂 動 が 小 さい とい う事 実 よ り，Hk

。p
と

Hi
。，

の 大 き さ に H ｛，，t！Hk，1，
〜ε 《 1 とい う関 係が あ る こ とで

ある．一
般 に ハ ミ ル トニ ア ン を H ＝T （p）＋ γ（q）と分 割で

きる系 に n 次 の シ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積 分 法 を刻 み 幅 τ

で 適用 す る と，誤差を担 うハ ミ ル トニ ァ ン の 主 要項 は τ
”

の 大きさに なる．けれ ど もH が 式（1）の ように 分割可 能な

場合 に は その 分割 を適 用 すれ ば ， 誤 差 の 「三要項は ε τ
”
の 大

きさに留 ま る．摂動 が小 さい
，

つ まり E が 微小量の 場合 に

は そ の 分 だ け誤 差 を軽減で き， よ り正確な計算が 可能 に な

るの で あ る．こ れ を逆 に言えば，誤差 を従来 と同 程 度 に保

つ なら ば式（1）の 分割 を施 す こ とで 計算の 刻み 幅を大きく

取れ る こ と に な る．新 しい 刻み 幅を τnew とす る と二 次 の 積

分 法 で あ れ ば こ の こ と は ετ論 一τ
2，つ ま りτ。ew

〜
ε

一V2
τ

を意 味 す る．典 型 的 な太陽系天 体 の 運動 で は e ＝10
− 1

程 度

なの で （こ れ は 最大 の 与摂動天 体 で あ る木星 と太 陽 の 質量

比 に相当す る ），こ の 場合 に は τ。，w
〜32τ とな る．即 ち，ハ

ミ ル トニ ア ン の 分 割方 法 を変 え る だ け で誤 差を増や さず に

刻み 幅 を30倍以 上 に広 げ ， 高速 な数値積分が 可 能 に な る の

で あ る．こ こ で 注目すべ きは n 次の 積 分 ス キーム で は τne 、v

とτ の 関係が τnew
−

． e
−V”

τ と な り， 積 分 法の 次 数が増すに つ

れ て τ。。w と τ の 違 い が 減 じる こ とで ある．つ ま り低次の ス

キーム の 方が 高速化の 効率が 高 い ．上 記 の 事実 よ り，式

（1 ）の 分割を実施す る場合 には 大半の 場合に 低次，特に 二

次 の 方法が 用 い られ る．

　 式（1）の ハ ミ ル トニ ア ン 分割 を元 に した シ ン プ レ クテ ィ

ク数値積分法の 実装 に は，変数 の 選 び方 に関 連す る 二 つ の

課題が あ る．まずケ プ ラ
ー運 動 は二 体問題の 解で あ る と は

言 うもの の ，実際 に は 中心 天 体 を 原点 とす る 相対座標 を

使 っ て 系 を形式的 に 「
一

体問題 」化 して 得られ る解 で ある ．

よ っ て 通常そ の 便宜上 の 原 点 で ある 中心天体 の 運動 は考慮

され ない が ，現実 に は 中心 天 体 自身 も系全体 の 重心 を周回

す る．例 え ば太 陽 もわず か な動 きで は ある が 太陽系全体の

重心を周回して い る．こ れ が 原 因 し ， 単純 に 中心 天 体 を原

点 とする相対座標系で は式（1）の 形式で の ハ ミ ル トニ ア ン

分割が実現で きず ， 中 心天 体の 運動 に 関係す る余計な 項が

発 生 して しまう．第二 の 課題 はケ プ ラ
ー運動を表す正 準変

数の 選 び 方 にあ る．ハ ミ ル トニ ア ン 系の 時間発展 を表すポ

ア ソ ン 括弧演算子 を eF ≡ exp ｛，τ F ｝で 定 義す る と ， 式

（1） の 分割 に 於 い て ケ プ ラ
ー運 動 を表す Hk。p は 座標 q

と運 動量 p の 両 方 に 依 存す る た め ， 正準変数 と して q ，p
を使 う限 りは eK ≡ exp ｛，　T　Hk、，p ｝に よ る 演算が 閉 じ た形 で

表 現 さ れ な い （ボ ア ソ ン括弧演算子 を施す と無 限級 数が発

生す る ）．ケ プ ラ
ー

軌道娑素の 正 準版 と もい うべ き Delau−

nay 要素 を使 え ば Hk
。p

は そ の 作 用 変 数 の
一一
種 L の み に依存

す る か ら，変数 を q，p か ら Delaunay要 素に変換 して お け

ば eK に よる 演算結果は 閉 じた 形 に な る （無限級数が 発生 し

ない ）．しか し一・般 的 な座 標 ・運 動量 q ， p と Delaunay 要

素 を各刻 み 幅毎 に変換す る操作 は 大 きな計算 コ ス トを 産

み ， 深 刻な 問 題とな る可能性があ る．なお 天 体聞の 重 力摂

動 を表 す Hi。t は 相 対 座 標 g の み の 関 数 で あ る か ら

el ≡ exp ｛，τ Hi
。t｝に よる 演算結果は 閉 じた 形で 表 され，こ

ち ら に関 して 問題 は ない ．

　上 記 の 二 課 題 を克服 す る た め に文献 ［2］は以下 の 方策 を

示 した．第
一

の 課題 につ い て は古典的な三 体問題の 理論で

よ く使 わ れ て い る Jacobi座標 ［3な ど］を持 ち込 み，ハ ミル

トニ ア ン を こ れ で 表現 し た．Jacobi座標 は 力学的 に は N

体系の 階層的重 心 を原点 とす る正 準 直 交 座 標 と い うべ きも

の だが，こ れ を用 い る と 中心 天 体の 運 動を陽 に 扱わ なくて

も式（1）の 形式の ハ ミ ル トニ ア ン 分割が 実現 で きる ．Hk
，p

部分 が Delaunay変 数 L の み の 関 数 で 書 け る こ とや Hi
。t

部分 が 天 体の 相対座標 の み に依存す る とい う条件 も満 た さ

れ る．第二 の 課題 は 直交座標 （Jacobi座 標 ） と Delaunay

要素 （ケ プ ラ
ー軌 道要 素） の 変換をい か に効率 よ く実行す

る か だが ， 実 際 に は 六 種類 の Delaunay 要素 を 毎度全 て求

め る必要 は ない ．演算子 eK に よる 時間発 展 を知 る の に必要

なの は或 る 時刻 の ケ プ ラ
ー
軌道上 で 或る 時 間 が経 っ た 時の

天体の 位置変化 の み で あ り，そ れ を知 る の に 必要なケ プ

ラ
ー
軌道要素は 三種類 の み で ある．そ して ，天体軌道決定

の 分 野 で よ く知 られ る ガ ウ ス の f，g 関数 ［4な ど］を使えば

軌 道 上 の 天体 位 置 変 化は 効率 よ く計算 され る ．また，fT　 g

関 数に よ る 軌道 h の 天体位置 変 化の 計算結果は 直交座標 と

して 返 され る た め ， ケ プ ラ
ー

軌道要素か ら 直交座 標 へ の 逆

変換 は 実 施 しな くて よ い ．筆者 自身の 経験 で も，こ の 方法

を 使 っ て 太陽系 の 惑星 運 動 を数値 積 分 した 際 に 変数変換 に

要す る 計算 コ ス トは 全 計算量 の 数 ％ に過 ぎな か っ た ．しか

もそ の コ ス トは 天 体総数の み に比 例 し ，

一
方で 天 体相互 の

重力 を計算す る コ ス トは 天 体総 数 の 二 乗 に 比 例 す るか ら，

扱う天 体数 が 増えれ ば 変数変換 の 相対的 な 計算 コ ス トは

益 々 低 くな る．

　言語的 な説明が 長 くな っ たが，典型的な二 次の 積分操作

を 演算子 eK ，
　 el を 使 っ て 記 せ ば一

刻 み 分 で は e
「e2ele 「e2

と な る．eK で はその 瞬間の 軌道上 の 天体位置変化を計算 し

（三種類の ケ プ ラ
ー

軌道要素 を元 に した f， g 関数 の 適用），

el で は直交座標 （Jacobi座 標）で表現 さ れ る Hl。t を用 い て

各 天体 に 与 え ら れ る 運 動 量 の 変 化 を計算す る ．前記 した変

数変換 は el か ら eK へ 移 る 段階毎 に発 生 す る．　 eW2eleewz

とい う演 算が 真 の 系 の 時間変化 を表す eH （＝　exp ｛，τ HD

を近 似 した もの で ある こ とは い うまで もな い ．こ の 演 算 を

連続実施すれ ば 数 値 積分 全体 は eKt2eleKeleKell ．．6 鯤 と表現
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され る．高次 の 方法も同 様で あ り， 適切な係数 を用 い た

eK と el の 連続演算 に よ り系 の 時間発展 が 表現 さ れ る ［5な

ど］．

　文献［2］は 上 記の 原理 お よび 実 装 方法を示 し ， な お か つ

それ を使 っ て太 陽系惑星 の 長期軌道進化を実際 に計算 して

そ の 有用 性 を実証 した．そ の ため に現在 で は原著者 の 名前

を取 っ て こ の 積分 ス キ
ー

ム を Wisdom−Holman　map （WH

map ） と呼ぶ 人 も多 い ．誤解を恐れず い えば，現在 の 太陽

系力学 に於い て 使 われ る シ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積分法は ほ

ぼ
一

つ 残 らず WHmap に 基 礎 を置 い て い る．筆者自身も太

陽系 天 体 や 太 陽 系 外 惑 星 の 軌 道 進 化 に は 基 本 的に WHmap

を利 用 し，計算精度を検証す る 際 に の み 補外法 を併用 して

い る．WH 　map が 広 く使 わ れ る 理 由に は後述 す る よ うに 使

い や す い 公開ソ
ー

ス コ ードが 流 通 して い る こ と もあ る．だ

が，文献［2］が 基本原理の 提示 の み な らず現実 的 な 問題 を

例 に 取 っ て その 有効性 を精密 に実証 した こ とが 何 よ り大 き

い だ ろ う．当 然 なが ら文献［2］の 被 引 用 頻度 は 現 在 で も極

め て高 い ．近年 で は シ ン プ レ ク テ イ ク 数値積分 の 実装 に有

用なハ ミ ル トニ ア ン の 分割方法 と して 式 （1 ）以 外 の 方式 も

提唱されて い る が，その 概念 の 基本 は依然 と して 式 （1 ）で

ある．

　 とこ ろ で ，太 陽系力学に 於け る シ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積

分 の 初期 の 発展 に は 日本人の 貢献 も大 きい こ とは記憶 に値

しよ う ［1，5
−8］．WH 　map 論 文 ［2］で 提 案 され た 概 念 に つ い

て も日本 の 研 究グ ル ープ が 同 様な ア イデ ィ ア を ほ ぼ 同時期

に 発表 して い る ［9］．だ が 文献［9］で は 重 力 N 体系へ の 積分

ス キー
ム 実装が 行わ れ ず，論文内 で 例 示 され た 数値 実験 は

摂動を受けた 調和振動子 と人 工 衛 星 の 運 動 に 限 られ て い

た．そ の た め，ほ ぼ 同 じ時期に ほ ぼ 同 じ考え を提 唱 した に

も関 わ らず文献［9］の 被引用数 は 文献［2］に 比べ て だ い ぶ 少

ない ．同じ日本人研究者 と して 残念な と こ ろ で は ある．

4．1．3 誤差の低減

　本小特集の 他記事で も述べ られて い る よ うに シ ン プ レ ク

テ ィ ク 数値積分の 特徴 は 系 の 時間発展 が もつ シ ン プ レ ク

テ ィ ク 性が 保存 され，そ の 結果 と して 幾つ もの 望 ま しい 性

質が 導か れ る こ とで あ る。だ が 周知 の ように，そ こ で 得 ら

れ る結 果 は真の 系の ハ ミル トニ ア ン H が 支配す る系 の 時

聞発 展 で は な く，そ の 近 傍で 短い 周期の 振動 を繰 り返す代

理系 の ハ ミ ル トニ ア ン （surrogate 　Hamiltonian）の もの で

あ る．こ の 振 動 現 象 を図 示 す る た め，太 陽 系力学 の 基 本 で

あ る 二 体問題をシ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積分 で 解 い て み る ．

便 宜 上，ハ ミ ル ト ニ ァ ン 分 割 は 最 も 基 本 的 な

H ニT （p）＋ V（q）とす る ．こ の 時の 真 の 解 は も ち ろ ん ケ プ

ラ
ー

運動だ が，数値積分法が 内包 す る誤差 に よ り数値解 は

真の 解 と は少 々 異 な る．そ の 誤差 を摂動 と看倣 し ， Lie変換

に基づ く正準摂動論［10］を適用 して シ ン プレ クテ ィ ク数値

積分 に よる 誤差を解析的に 定量化す る こ とが 可能で あ る ．

これ は も ち ろん 二 体問 題 に限 らず適用 で き る方法 だ が ， 真

の 解 が 既 知で ある 二 体問題 な ら結果 の 検証が よ り容易 に な

る．二 次の 積分法を適用した 結果が図 1 で あ り，天体の 平

均角速 度 に つ い て の 数値解 と真の 解の 差異が 軌道上 の 天体

の 出発 地 点 に ど う依存 し，か つ そ れ が 軌 道 の 離心率 に ど う

関係す るの か を示 した ［11］．こ れ を見 る と天体 の 出発地 点

（つ ま り数値積分 の 初期値） に 依存 し て 天 体 の 平均 的 な角

速度の 誤差が大きく異なる．こ れ が 代理 系 の 短周期振動 を

表す
一

側面で あ る．

　代 理 系の 振動 を 回避 ま た は 除去 して真の系に近 い 解 を得

るた め に幾つ か の 提案が 行 われ て い る．最 も単純 な の は 誤

差 を最小 とす る初期値を探 し出 して そ こ か ら数値積分 を出

発す る方法で，「逐次出発」 と称 され る ［11，12］．図 1 の 例

で は軌道の 離心率があ る 程度 よ り大 きければ平均角速度の

誤差が 0 に な る 出発点が 存在す る か ら，そ こ か ら出発 す れ

ば数値解 は真の 解 にか な り近 くな る こ とが期待 され る．し

か しこ の 方 法 で は そ もそ も誤 差最小 と な る 初期値 を探す作

業 が 面 倒 で あ り ， 実 用 性 は あま り高くな い ．よ り簡便 か つ

機械 的 な方法 と して 「暖機出発」 も提案 され た ［ユ2］．こ れ

はハ ミ ル トニ ア ン の 変化 が緩慢 で あれ ば作用変数は 断熱不

変量 として保存される 性質を利用 した もの で ，数値積分の

刻 み幅を極 め て 小さな値 か ら実用的に 大きな 値 まで 徐 々 に

変化 させ る こ とで作用 変数の 計算誤 差 を極小 に 保つ 方法で

あ る．天体の 運 動 に 関 する計算誤差の 最た る もの は 天 体の

経度 （軌道上 の 位置） に 関する もの で ，通常は 時間 に比例

して増え，その 発生率 は 天体 の 軌道半長径の 誤差量 に 比 例

する．軌道半長径 は ケプ ラ
ー

運動に 於け る作用変数 に直結

する 変数だ か ら，作用変数の 誤差 が 減れ ば 天 体の 経度誤差

も減 る ．図 2 に は 太 陽 と木星 の 重 力 を受け て 運動す る小 惑

星 Ceres の 運 動 を二 次 の WHmap で 5 万 年 間 追 跡 し た結 果

を示 す．通 常 の 方 法 で 出 発 した 場合 に比 べ て 暖機出発 させ

た場合 に は こ の 小惑星の 経度誤差が 二 桁も小 さ くなっ て い

る ．

　 こ の 方面で の 研究で 最 も画期的 で あ り将 来 的 に有望 な の

は，WH 　map の 創始者で あ る Jack　Wisdom 自らが 開発 した

「シ ン プ レ ク テ ィ ク 修正子」を使 う方法 で あろ う［13，14］．
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図 1　 重力二 体問題 を二 次の シ ン プレ ク テ ィ ク数値積 分法で 解 い

　 　 た際 に発生す る天 体の 平均角速度 の 誤差の ，初 期位 置 お よ

　 　 び 離 心 率 θ へ の 依存 性 ［11］．縦軸 の 単 位 は 公転 周 期
一1×

　 　 100，正 確に 言え ば横軸 は 天 体の 初期平 均近点離 角，縦軸 は

　 　 平均 運 動の 永年誤 差 で あ る ．各 々 の 曲線 が 縦軸の 値＝0 の

　 　 横 点 線 と交 差 す る出 発地 点 が，そ の 後の 計算誤 差 を最小 に

　 　 す る はずの 初期値 である．
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図 2　木星 と太陽の 影響 下 に あ る 小 惑星 Ceres の 運 動 を二 次 の

　　 WH 　map を用 い て 解 き，通常の 出発方法 と暖機 出発 に よ る

　 　 その 経度誤差 を比較 した もの ，刻 み 幅 の 極 め て小 さな高精

　 　 度計算の 結果 を基準 （擬似的 な真の 解） と看做 した．

Wisdom は 周 期的 δ 関 数 を使 っ た 独 自の 定式 化 を用 い て 代

理 系ハ ミ ル トニ ア ン が もつ 短周期の 振動成分を特定 し ， か

つ そ れ を除去する た め の 正 準変換 の 母関数を得 る
一

般的な

手続 き を Lie変換に 基 付い て 組み 上 げた．一旦 こ の 変換の

母 関 数が 得 られ れ ば シ ン プ レ クテ ィ ク数 値積分 の どの 局面

に 於 い て もそ れ を使っ て 数値解を真の 解に近付け られ る．

こ うした手続きを取 らない 場合の WHmap に於け る代理系

と真の 系の 差異は 先述 した よ うに ε τ
”

の 桁だが，こ の 手続

きに よ りそれ を ε
2
τ
f！

に まで 低減 で きる （n 次の ス キ
ー

ム ）．

前述 し た よ うに 太陽系 に 於い て は 典型的に ε
一’10

−3
で あ る

か ら，こ の 違 い は大 きい ．こ の 研究 はLie変換 に 基付 く正 準

摂 動 論 と シ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積 分 との 深い 閧係 を示す も

の と して 理 論的 に も興 味 深 い し，昨 今 で は シ ン プ レ クテ ィ

ク 修 正 子 を応 用する こ とで シ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積分法 と

相 性 の 悪 い 可 変 刻 み 幅方式 を実 現す る試 み もあ る ［15ユ．

4．1．4 課題 と展望

　前述の よ うに 太陽系力学で は 式（1）の ハ ミ ル トニ ア ン 分

割が有効だ が，それだ けで 話が済まない 場合もあ る．その

一
例 は ある 天 体が 他 の 天 体 （与摂動天体） と接近遭遇 し，

先の ε が 微小 量 で は な くな る状 況で ある．この 状況は 太陽

系初期に 惑星 の 前駆 天 体が 相互 に散乱 と衝 突 を繰 り返 して

い た 時代 に は 日常的 に発生 して い た と想像 され る し，小惑

星 や 彗星 は 現在で も惑星 との 近 接遭 遇 を頻繁 に起 こ して い

る．e が 微小 量 で な くて も式（1 ）の 形 式で シ ン プ レ ク テ ィ

ク 数値積分を行うこ と は可能だが，その 場合 に は刻み 幅を

だ い ぶ 小 さ くしな い と誤差の 増大が 深 刻 に な る．しか し刻

み 幅を小 さ くし過ぎる と今度 は 通常の ケ プ ラー的な軌道 に

関する 数値積分の 効率が 落ちる．こ の 状況 を打開す る た め

に 幾つ か の 工 夫が 考 え られ て きた．例 え ば与摂動天 体 との

近接 遭 遇 時に は 細か い こ と を考 えず に接近 距離 に応 じて 刻

み 幅 を適宜縮 小 す る 方法で あ る ［16］ （そ の 際 に厳密な 意味

で の シ ン プ レ ク テ ィ ク 性 は 失 わ れ る が，そ れ に は 目を 瞑

る ）．こ の 方法 は理 論的 に美 しい と は到底 い え な い が 太 陽

系力学 に於け る実 用 と して は悪 くな い 精度の 解を与える こ

とが知 られて お り，多くの 研究者が使っ て い る．理論的 に

厳密な方法 と して は与摂動天体が 及 ぼす力を幾つ もの 力の

和 に 再帰的 に 分割 し，そ れぞ れ の 力を被摂動天 体か ら異な

る 距離 ・異 な る頻 度 で 有効 に す る方法が ある ［17，18］．こ

の 再 帰 分 割 は天 体 同士 の 接近 遭遇時 に の み 発生 し，そ こ で

は数値積分 の 刻 み幅も自動的に縮 小 され る が，そ の 場 合 に

もシ ン プ レ ク テ ィ ク 性が 損 な わ れ な い 工 夫 が 編み 出 さ れ

た．そ の 際に必要 となる新 しい ハ ミル トニ ア ン分割 として

式（1 ）の 改良版 も提案 されて い る ．更に 直接的かつ 実際的

な方法 と して は，与摂動天体 との 接近遭遇が発生 して 相互

作用 ハ ミル トニ ア ン Hintの どれ か の 項 が極端 に大 き くな っ

た 場合 に は そ れ を Hk。p に 滑 ら か に 移動 し，修 正 さ れ た

HkcT、下 で の 時間発展を補外法を使 っ て 精密 に 解 く方式 も提

案 さ れ て い る ［19］．こ の 方法 も厳密 に は シ ン プ レ ク テ ィ ク

で は な い が，補外法 に よ る 数値積分 は計算機精度 の 上 限 を

達 成 し得 る か ら，私達 が手 に す る 現実の 範囲内で 最高精度

の 解 析 解
”
を求 め る こ とに相 当す る．

　太 陽系力学 に於 け る シ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積分 が 克服す

べ き課題 は 他 に もある．小惑星や 彗星 の 中に は 離心率が 1

に近 い 長楕円軌道を持つ もの もある が，古典的な WH 　map

はそう した軌道 を扱 うの が 不得手 で ある．その 原因は い わ

ゆ る
“
刻 み 幅共鳴

tt

に あ る とさ れ ［20］，こ の 現象 の 回避 は遠

方か ら飛来す る彗星 な どの 数値積分 に必 須 とな る．そ の
一

対 策 と して文献［19］と同様 に式（1 ＞の ハ ミル トニ ア ン 分割

を改良 し，中心天 体 へ の 接近 を敢えて 中心天 体 に よ る摂動

で あ る と看做す壬法が 考案 さ れ た ［21］．ある 天体が 中心天

体 に 接近 し過 ぎ る 場合 に は 分 割 さ れ た ハ ミ ル トニ ア ン 間 で

適 切 に 項 を移動 し，計算誤差 の 増大 を巧 み に 抑制す る もの

で あ る．しか し理 論的に よ り洗練 さ れ た方法 は座 標 と時間

変 数 を正 則 化 し，中心 天 体 へ の 接 近 （衝 突 ） を非 特 異 点 化

す る こ と で あ ろ う．実際 に
， 天 体力学 の 業界 で は 広 く知 ら

れ る Kusutaanheimo −Stiefel正 則化［22な ど］を WH 　map に

持 ち込 んで 修正 した ス キーム ［23な ど］は超長楕円軌道 の 天

体運 動 を扱う際 に も著 し く高精度で あ り ， か つ 高速 で あ る

［20］．正 則 化を組み 込 ん だシ ン プ レ ク テ ィ ク数値積分法 は

構造が複雑 に なる ためか応用例がまだ少ない．しか し天体

力学 に 於ける 正 則化 の 研究 は長 い 歴史を もち，膨大な量 の

知見が あ るか ら，太「場系力学 の 問題 へ の 適用例 は増 え て い

くだ ろ う．

　WH 　map の 発表か ら20年以 上を経 た 現在で も，太陽系力

学 に 於け る シ ン プ レ ク テ ィ ク数値積分法の 進 歩 は続 い て い

る．例 えば 昨今で は 太陽 系以 外の 惑星 系が 夥 しい 数で 発見

され る 中，連星系を周回 す る 惑星も確認され ［24］，そう し

た 天 体の 運 動を効率良 くシ ン プ レ ク テ ィ ク 数値積分す る 方

法も開発され た 匚25コ．また，天 体の 軌道運動 よ りも時定数

が 短い た め に ず っ と高い 精度 を要求 され る天 体の 自転運 動

に関 す る シ ン プ レ ク テ ィ ク数 値 積 分 法 も発 表 され，衛 星一

惑星 系 の 潮 汐 進 化 計 算 な ど に応 用 さ れ て い る ［26，
27］．ま

た ，WH 　map とそ の 発展型 算法 を実装 した ソ
ー

ス コ ード群

が 幾つ か 開発 され て 無償公 開 され て お り，多くの 研 究 者 に

使 わ れ て い る こ と も注 記 に値 し よ う［16，
28］．今 や そ う し

た 公 開 コ ードを GPU などの 加速演算器上で 動かす試み も

あ る ［29］．また 式（1）の 意味す る ハ ミ ル トニ ア ン 分割 の 概

念は太陽系力学の 枠組みを超え，今や 恒星系力学や 自己重

力流体 に於ける 数値計算 に も導入 され て い る ［30−32な ど］．

　太陽系や 惑星 の 進 化 を探 る学 問 に於 い て は何十億年 も前

に 存在 した天 体の 運動状況を検証す る こ と も多 く，そ の 場
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合 に は 数値積分 の 精度 や効率 よ りも力学 モ デ ル や初期値 の

不定性 の 方がず っ と深刻な場合 もある ．しか し個 々 の 計算

に 於け る数値積分が 信頼 で きるか否 か は研究業界全 体 の 信

頼 に も直結 し，とて も重要 で あ る．そ うした意 味 で，よ り

高精度 ・高効率 の シ ン プ レ クテ ィ ク数値積分法 に対す る太

陽系力学 か らの 需要が 終息す る こ とは ない だ ろ う．
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