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　　ハ ミル トン構造を維持 しつ つ ，正準座標 の制限を取 り去 っ た非正準 Lie摂動論 は，ジャ イロ 運動論 モ デ ル を

構築す る数学 的基礎と して核融 合 プ ラズ マ 分 野 で発展 して きた．こ の 摂動論は ， 同 様 に多様 な磁場 や 電場の 中 で

運 動 す る荷 電 粒 子 系 で あ る加 速 器 や 自由 電子 レ
ーザー中 の 粒 子 ビーム や 高 強 度 レ

ーザーに照 射 され た プ ラ ズ マ 粒

子 の 解析 に も宥力 で あ る可能性 が あ る．こ こで は，この 手法を，収束型 ウ ィ グ ラ
ー磁 場 と ガ イ ド磁 場が 共存した

自由電子 レ
ー
ザ
ー

中で の 相対論的電子 の 軌道解析 や 共鳴近傍 で の ビーム 安定性 の 解析，許容 され る ビーム 電流限

界 の 評価 な どに適 用 し ， そ の 有用 性 と意義につ い て議論する．
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4．5．1　 は じめ に

　電 場 や磁場 の 中 で の 荷 電粒 子 運 動は 複雑 なプ ラ ズ マ の 挙

動を理解す る 基礎過程 として 精力的に 研究が なされ て き

た．磁場閉 じ込め プ ラ ズ マ は そ の 典型例で あ り，磁力線の

周 りを旋 回運 動す る 荷 電粒 子 は，様 々 な 時 空 間 ス ケール で

変 化 す る場 の 中 で ドリフ ト運 動 を行 い
， そ れ が起 源 とな っ

て 輸送現 象 や MHD 現 象 な ど の 様 々 な集 団現 象が 引 き起 こ

さ れ る．こ の 変化す る
」
場

”
は ，外部か ら与え られ る 閉 じ込

め 磁 場や プ ラ ズ マ 中 の 力学均衡 か ら決 まる径 電場 な ど もあ

れ ば ， プ ラ ズ マ 中 に 発 生す る 乱 流 場 もあ る ．こ の よ うな

様 々 なス ケ
ー

ル で 変化す る 場 の 中で の 軌道解析法 と し て 非

正 準 Lie摂動法が ある ［1］．

　 こ の 方法 は正 準ハ ミル トン 理 論 を非正 準座 標系 に対 して

も適用 で きる よう拡張 した非正 準ハ ミル トン理 論 に基づ く

摂動解析法で あ り，前者 で は座標系 の 取 り方 に制限 （正準

座標）が あ るの に対 して，後者で はそ れ を よ り広 い ク ラ ス

の 非 正 準座標 に拡 張す る こ とで解析 に有利 な任 意 の 座 標系

を選択で きる利点が あ る．さらに，新旧座標の 関係を表す

変換式が 関数関係式で 記述 され るた め，そ れ らが 混在 した

変擽 の 母 関 数 を求め る こ と な く座 標変換を行うこ とが で き

る利点がある．さらに，運動方程式に 対 して 直接摂動展 開

を行 う平均化法 とは異なり，非正準Lie摂動論 で は，運動方

程式 の 基 とな る 拡張 され た 2N ＋ 1次元位相空 間 ラ グ ラ ン ジ

ア ン （N は次 元 ） を導入 し，そ れ に 対 して 摂動展開 を行う

た め，摂動 の 各次 で系 を 記述 す る ハ ミ ル トニ ア ン が 定義 さ

れ る．こ の よ うに系の ハ ミル トン 構 造 が 維持 さ れ る こ と

で ，ハ ミル トン 力学 にお け る ネーターの 定理 や リュ
ービ ル

の 定理な どの 重要な定理が 摂動の 各次 で 成立す る．こ れ ら

の 特徴 を活か し，非正 準 Lie摂動論 は こ れ まで 核融合 プ ラ

ズマ に お け る ジ ャ イ ロ 運 動 論 ［2−5］の 基 礎 と して 発 展 して

きた．

　 同様 に，多様な電場や 磁場の 中で 運動す る 荷電粒子 系 と

して 加速器中の 粒子 ビー
ム や 高強度 レ

ーザ ー
に 照射 され た

プ ラ ズ マ が あ る，こ れ らの ビーム 系 や レ
ーザー系 と磁 場 閉

じ込 め 装 置 と の 共 通性 は
， 共 に外部 か ら与え られ る強 い 電

場 や 磁場で 荷電粒子の 基本軌道が デ ザ イ ン され て い る 点 で

あ り，した が っ て ，それ らをゼ ロ 次の 軌道解 と して 高次 の

摂動論 を展開する こ と に よ り長 時間 （周期）の 粒子 ダ イ ナ

ミ ッ ク ス や 安定性を解析する こ とが で きる．こ れ らの 系 に

対 して も，同様 に 非正準 Lie摂動論を適用す る意義 は 十分

に ある と考 え られ る．

　 こ こ で は ， 近 年 ， X 線領域 か らテ ラ ヘ ル ツ 領域 まで の 幅

広 い 周波数領域 に おい て 発振波長が 原理的に 可 変で あ る 自

由電子 レ
ー
ザ
ー

（Free　Electron　Laser：FEL ）を例に，周期

的 に 変化す る ウ ィ グ ラ
ー磁場 中 で 運 動す る 相対論的電 子

ビーム の 軌道解析 に非正準Lie摂動論の 導入 を行う．どの

波長領域 の FEL で も，レーザーの 発振出力を増大 させ る た

め に は 電子 ビー
ム の 電 流 量 を増大 す る必 要 が あ る が ， そ の

た め に は，ウ ィ グ ラ
ー

磁場自身に 電子 ビーム の 収束機能を

もた せ た り，外 部か ら付加的 な磁 場 （四 重 極 や 八 重極磁場
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な ど） を印 加 した りす る必 要 が あ る．しか し，そ の よ う な

付加 的 磁 場 に よ る ビーム 軌道の 変化が レーザー発 振 に 影響

を 及ぼ し た り，場合 に よ っ て は ，高次摂動が 永年的 な発散

を もた ら した りする 可 能 性が あ る，そ の よ うな複 雑 な状 況

下で の 軌道解析 を行い ，非正 準 Lie摂動論の 可能性 や 意義

に つ い て 広く議論する．

4．5．2FEL と相対論的電子 ビー
ムの ダイ ナ ミ ッ

　　　　クス

　 自由電子 レ
ーザー

（FEL ）とは，相対論的エ ネ ル ギ ー
（相

対論因子 r）を もつ 電 子 ビーム が 周 期 的 （波 長 Aw− 2π1んw ）

に 変化する ウ ィ グ ラ
ー磁場 （強度 β w ）を通 過す る際 に，電

磁場 との 共鳴的な相 互作 用 を引き起 こ し，コ ヒーレ ン トな

電 磁 波 を発 生 させ る系 に対 す る 総 称 で あ る （図 1参 照 ）．
　 　 　 　 　 A 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　　 　　　 　 Az

発 振 波 長 は k　・＝　eBw ！mc2kw と し て ，2 一み （1＋ K 　12）12γ2

で 与 え られ る．近 年 で は ，短波長側 で は X 線領域 ［7］，長

波 長 側 で は テ ラ ヘ ル ツ 領 域 ［8］の 自 由 電 子 レ ーザ ーが 注 目

され て い る．

　 こ の 系 で 高出力を 得る た め に は ，電流値 Jl，の 高い 相対論

ビー
ム を，ウ ィ グ ラ

ー
磁場中を安定 に 伝播させ る 必 要が あ

り，その 方法の
一つ と して ，図 2の よ うな ウ ィ グ ラ

ー
表面

を 湾曲させ た （a）収束型 ウ ィ グ ラ
ー磁 場［9］や （b）軸 方向 ガ

イ ド磁 場，あ る い は そ の 併用 な どが 考え られ る ［ユ0， 11］．こ

れ らの 収束磁場は ，
レーザー発振に 直接関 与す る短周期の

ウ ィ グラ
ー

振動 と と もに，異な っ た 周期の ベ ー
タ トロ ン 振

動や サ イ ク ロ トロ ン 振 動 を もた ら し，こ れ ら に よ っ て 高 電

流 ビーム の 伝播特性 を高め る
一

方，異 な っ た 磁場問 で 共鳴

が 発生する こ とか ら，適用可能な磁場構造や 強度 につ い て

t

図 1　 自由電子 レ
ー
ザ
ー

（FEL） の概要 ［6］．

十

y
　 B2
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　 （c ）electron 　motion

十 分 な考 察が 必 要 とな る．また，仮 に ビーム 伝播 が 達 成 さ

れ た と して も，そ の よ うな横方向の 振動 が 縦 （進行方向）

の レ
ーザ ーとの 共鳴条件 に 影響 を与 え る と レ

ーザー発振 を

阻 害す る 可 能 性 も あ る．こ の た め 本 章 で は，自己 収 束 型

ウ ィ グ ラ
ー
磁場 とガ イ ド磁 場 を併用 した系に対 して解析を

行 い ，高次摂動 ま で取 り入 れ た系統的な解析手法と して 非

正 準 Lie摂動法 の 有用性 を議論する ［12−14］．

4．5．3 収束型ウ ィ グラー中の 相対論的電子軌道

　今，対象 とす る系 の 拡 張位相空 間の 座 標 を 〆 ， 対 応 す る

共変ベ ク トル をγμ とする と，そ の 系 で の 運動方程式は 基本

1 形 式畷 分 原 理 ・∫仙
・ 一・ で 与えられ ・ ［1コ・…

μ
一〇 を独 立 変 数 と して ，μ ＝1− 6 を位相空間次元 に 割 り

当 て て い る．時 間 t を 独 立 変 数 と し て 正 準 座 標

ガ ー（t，g 。，Pc ）を 選 択 す る と，対 応 す る 共 変 ベ ク トル は

γ。
＝（− h，p ，，0）と な り，こ の と きハ ミ ル トニ ア ン は，　 A

をベ ク トル ポ テ ン シ ャ ル
， φ を静電 ポ テ ン シ ャ ル と し て，

h − m2c4 ＋ ・
2
（Pc

−
eA 　！c ）

2
＋ σφ， （1 ）

（a）　負）cusing　wiggler 　　　　　（b）axial 　guiding　field

図 2　電 子 ビーム 収 束 の た め の ウィ グ ラ
ー

設 計，（a）自己 収束

　　 ウ ィ グ ラ
ー，（b）一様 ガ イ ド磁 場．（c）は （a）と （b）を 併用

　 　 した場 合の電子 運動 の 様 子．

と な る．q は 荷電粒 f の 電荷 で あ り， 以 下 で は ， 電 子

（q − 一
の を考 え る．基 本 1形 式 は ス カ ラーで あ る こ とか

ら，解析 に 適 した座標系を自在 に 選択で きる利点が あ る．

例えば，図 1の ビーム 系 で は ，ビー
ム に 付随する 種 々 の 物

理量 の 変化をビー
ム の 伝播距離 の 関数 と して 表現 した 方が

便 利 で あ る こ とか ら，時 間 t の 代 わ りに 進行方向 の 座標

（例 え ば z ） を独 立変数 に 選択す る 場合 が 多 い ．そ の 場

合，座 標 の μ
＝0 と μ ＝3 成 分 を 入 れ 替 え て

zポ＝（z ；q，、，t，p ， ）と す る と 対 応 す る 共 変 ベ ク ト ル は

γ。μ
＝

γ．∂zv1 ∂z：の 関係 よ りγ。μ
＝← K 。，p 。⊥ ，Pdt，o）で 与えら

れ る．但 し，（q，⊥，p ， ⊥ ）は （q。，p。）の 垂 直 成 分 で あ り，

p，t
＝− h は 旧 ハ ミ ル トニ ア ン に 対応す る 運動 の 恒 量 で あ

る （定常場 の 場合 ）．物 理 変 数 に 運 動 の 恒 量 を選 択 す る と，

そ の 変 数 は定 数 パ ラ メ ータ と して取 り扱 うこ と が で きる た

め ， ラ グ ラ ン ジ テ ン ソ ル や 運動方程式 を簡単化する こ とが

で きる．こ れ は ジ ャ イ ロ 運 動論に お い て 磁 気 モ ー
メ ン トが

運動 の 恒量 で ある こ とに類似 した利点で あ る とい える．こ

の と き，新ハ ミ ル トニ ア ン は

κ，
一一

α
2 −（P ，⊥

− ed ． 1c）
2 −

eA 。 t・ ， （2 ）

と な る．但し，α
z

≡ （p。t＋ 2φ〕
21c2 − m2c2 で ある．

　こ こ まで は ， 正準変数を用い て きた が，先述 の よ うに ，

そ れ に 限定す る こ となく任意の 非正準変数に 拡張す る こ と

が で きる ．例え ば，正 準運動量 の 代 わ りに 非 正 準 運 動 量

p ⊥
＝・Pc ⊥

一訟 ⊥ ！c や A ＝p，t ＋ eφ を導入 す る と，座標 と対応

す る 共 変 ベ ク トル ，お よび新ハ ミ ル トニ ア ン は 以下で 与 え

られ る．

イ ＝（z ；x ⊥ ，4p ⊥ ，Pし），

γ。μ
；（

− K ；P ． ＋ eA ． 1c，　P一
ep

，0），

K − 一
α
2 − pi −

eAxtc ，

但 し，α
2

≡ ♪3102一剏 ％
2
と な る．

（3 ）

（4 ）

（5 ）
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　文献［12］で は，（3）一（5）式 を基 礎 に ，ε　
一

　rb1λw 　
・一

　Pw1α を

展 開パ ラメ
ー

タとして 図 2 （a）の 自己収束磁場を摂動展開し，

0 （ε
1
）の 理 想 的 な 平板 ウ ィ グ ラ

ー磁 場 c蝉
ll
！c − Pw　sin 　hwz

に 対 す る 軌道解 を最低 次 と し て，0 （ε
3
）の 4重 極 磁 場

α 乱押／6 ＝（pw12）緒夕
2sin

海wz ， お よ び 0 （ε
4
）の 6 重 極 磁 場

c濁
4〕
／c ＝（Pw112）砺（3ay2− x3 ）cos 島 g まで を高次摂動 と見

な して Lie摂動論 を展開 した．こ こ で ，　 rb は典型的なビー

ム 径 ， ♪w
ヨ  1勧 ‘ は ウ ィ グ ラ

ー運 動 に よる横方向運動量，

α
＝研 ＝Tmc は電子 の全運 動量 で ある．こ の展 開 は ，

ビー

ム 系 は装置サイズ （〜ウ ィ グ ラ
ー
周期） に比べ て 十分 に小

さ く，ま た，ウ ィ グ ラ
ー
運動 に よる運動量変化 は粒子 の 全

運 動量 （主 に進行方向運 動量）に比 べ て 小 さい と した もの

で，高エ ネル ギ ーの 電 子 ビーム 程 （γ》 1）近 似精度は高く

な る．

　ここで は，gポ→ Z μ

および γa μ
→ F μ

によっ て 0 （ε
1
）の ウイグ

ラ
ー
中心軌道に移 っ た 後，さらに，Z μ

→ 7μ 一g ポ
ー
Σ 。

　e
”
gl
”）

に よっ て 0 （ε
4
）まで の 高次振動項が Lie変換 に よ っ て 除去

され た 新 ウ ィ グ ラ
ー中 心 軌 道 に 移 る こ と に よ り，0 （ε

4
＞

まで を 繰 り込 ん だ 基 本 1 形 式 （r μ →7 μ

） を導 き， そ の 運

動方程式か ら ビー
ム 粒子が 長周期で 運動す る ベ ータ トロ ン

振 動 π＝π osin （kfiZ＋ θx ），7 ≡　re　sin （kBX＋ θV ）を導 い て

い る．こ こで ，hB ＝Pwkw12α は ベ ータ トロ ン 波数で あ り，

電子 の エ ネ ル ギー
の 増大 と ともに 長周期 に なる こ とが わか

る．ま た注 目すべ きは，求め られ た ベ ータ トロ ン 運動の 振

幅 は初期値 に依存する こ とか ら ，
エ ミ ッ タ ン ス の 大 き さ な

ど に よ っ て は低次 の 振動と同程度 の 振幅 に なる 点で あ る．
つ ま り，長時間の 解析 を行う上 で は，こ の よ うな高次の 項

を繰 り込 ん だ摂動解析 が 重要で ある こ とが この 結果か らも

わか る．

4．5．4　ガ イ ド磁場を導入 した相対論的電子軌道
　 こ こ で は，4．5．3で 行 っ た収束 ウ ィ グ ラ

ー
に さ ら に ガ イ

ド磁 場 Bg2 を印 加 した二 つ の 磁 場 構 造 が存 在 す る場 合 の 軌

道解析を試み る．座標 と共変 ベ ク トル は （3）一（5）式 か ら ス

タートす る．ガ イ ド磁場 が あ る 系 で は，電子 は x 方向 の

ウ ィ グ ラ
ー運 動 と ガ イ ド磁 場 との ロ ー

レ ン ツカ に よ っ て y

方向に も ウ ィ グ ラー運 動が 発生 す る と と もに，ガ イ ド磁場

に よ る ジ ャ イ ロ 運 動 も発 生 す る ．Ag≡2π 1級 は粒子が 1 回

ジ ャ イ ロ 運動す る 問 に粒子が進行方向 に 進む距離を表わ

し ， ウ ィ グ ラ
ー波 数 との 間 に

kg＝eBg ！cα　＝r （Pw／α ｝（Bg1Bw ）kw （6 ＞

の 関係 が あ る．Bg　
’一

　Bw 程度 の ガ イ ド磁場 で は，　 hg《 齢

と な る．ま た，馬 〜± nkg で は，ウ ィ グ ラ
ー

運動 と ジ ャ イ ロ

運動 が 共鳴 を起 こ す 領域 が存在す る た め，4．5。4．2で 議論

す る よ うに，新 た な座標変換を導入する と見通 しが よ くな

る．本記事 で は文献［13］に 沿っ て ，共鳴か ら十分離 れ た 領

域 （4．5．4．1節）と共鳴領域 （4．5．4．2節）に お け る軌道解

析の 結果 に つ い て 紹介す る．

4．5．4．1 非共 鳴領域 の 扱い

　最初 に，平板 ウ イ グ ラー磁場 ．4！
P ＝pw　sinkw2 に ガ イ ド

磁 場 ．4曾＝− akgy が 加 わ っ た 系 に お い て
， 共 鳴 領域

（k．
　一± nleg ）か ら 十分 に 離 れ た 領域 で の 軌 道解析 を 行

い ，座 標変換の 見通 しを立 て る．こ こ で は，hg 《 馬 を想定

して ガ イ ド磁 場 を 0 （ε
2
）と して い る 。こ の と き軌 道 は，

（coskwZ ，　g．　in　kwz）に比 例 す る最 低 次 の ウ ィ グ ラー運 動 と，

（sinleg2，　coskgz ）に比 例 す る ジ ャ イ ロ 運 動 の 線形 結合 で 与

えら れ る こ とか ら， 座標変換 に つ い て は 幾つ か の 選 択肢 が

あ る が，こ こ で は 最低 次 の ウ ィ グ ラー運 動 を基 本 に ，

Z
μ ＝（Z ；X ，y，

　t
，
　P。 ，Pア，Pt）HZ μ ＝（2 ；XK ’，　U，　V，　Pt）の 変換を

考 え る．こ こで，

X − x − Cw （Pw1αlew＞coskwz ，

Y ≡y＋ Cg（Pw1αkw）sin 　kwz
，

U ＝Px＋ CwPw　sin 　kwZ，

V ≡Py＋ CgPw　coskwz ．

（7 ）

（8）

（9 ）

（10）

但 し，Cw ＝緒！〔確一確），　Cg ＝ ん読 g1 〔碍一姥）で ある ．こ

の 座 標 Z μと 1
「
μ
＝

γレ∂z
”
／∂Z μ か ら求 め られ る 共 変 ベ ク トル

に対 して，Lie摂 動 論 （Z μ
→ Z μ ＝Z μ 一Σ 。

♂ 綴
”りを用 い

て 振 動項 を各次数 で 除去 し て 永年項 の み を 残す こ と に よ

り，最 終 的 に以 下 の 0 〔ε
4
）まで の 基 本 1形 式が 求 め られ る．

7 ！
ω

・琢
μ 一万、

dr＋ ・da，　 　 　 　 　 （11）

τ12｝‘ μ 一（π一
・k

、
lb・dr＋ 7dアーC：（P314。）da， （12）

ア瀞 十 
プ ー嚇 簡 プ ）

・
、鰈 声 （・

2
＋ ・

2
）・ C壽

、蹇1，− C；｛Sida．（・3）

但 し，rl
匙ld7 μ ＝iL3）d7 μ ＝0 で ある ．こ こ で ，（13）式 の 右

辺 3 項の lbは電子 ビー
ム 電流 で あり，有限電流 に よ る径方

向電場 （発散力） と 自己 ピ ン チ 磁 場 （収束力） の 効 果 を

0 （♂）と して モ デ ル 的 に 導入 して い る ．

　 運動 方 程 式 は ， 共 に 長 周 期 の ベ ータ トロ ン 振 動 とサ イ ク

ロ トロ ン振動 の 結合系 と して表現 さ れ，そ の 解 は 図 1 （c ）

で 与 え ら れ る 長 周 期 の ヘ リ カ ル 運 動 と な り，

Z’≡（z，X ，y，瓦U，玩瓦）は以 下 の 4 波 数 （」
＝1− 4）を持 っ

た 正 弦波 の 線形結合 と して 表現 され る．

h9’）一± 2艦瑠 ・ 4ん論 ・ 々
，
1・［2，

k、．一 繁 　2eGlbkw

C2 （h。 ・b ）
2
α
幽

但 し，C ＝（mc1 α ＞
2
［1＋ C、1（扁 ＋ 緒）左12緒］で ある ．

（14）

（15）

　 こ れ ら摂 動 論 か ら得 られた 理 論解 とシ ミュ レ
ー

シ ョ ンで 得

られ た数値解を比較 した結果 を図 3 に示 す．こ の ケー
ス で

は展開パ ラメ
ー

タ を ε
＝5x10

−2
に設定 して お り，ウ ィグ ラ

ー

磁場の ピ ッ チ が λw 　＝5　cm ，磁場強度が Bw　＝　Bg　＝1　kG，初

期の 粒 子 位 置 が x （z − 0）− y（2 − 0）−0．0398cm ，ビー
ム エ

ネル ギ
ー

が 4，29MeV の 場合 に相当す る．長 周 期 の ベ ータ ト

ロ ン振 動 を含め，理 論解が 数値解 と よ く
一

致 して い る こ と

が わ か る．

　 さ らに，電 子 ビ
ー

ム が伝 播 す るた め に は （14）式 の 波 数 が

実値 で ある 必要が あ る こ と か ら ， ウ ィ グ ラ
ー磁 場 中 を通 過

で きる ビー
ム 電流 の 最大値 は 文献［10］に従 っ て 以 下 で 求め
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図 3　収束 ウィ グ ラ
ー
磁場 と ガ イ ド磁 場 を併用 した 場 合 の （左）x

　　 方 向 と（右 ）γ方 向 の 粒子 軌道 （実線 ：数値解，点 線 ：式

　 　 （7 ）
一

式 （15）で 与 え ら れ る 理 論 解）t パ ラ メ
ー

タ は，
　　 扇

＝5cm ．飾
＝Bg ＝1kG ，　 x 〔z ＝O）＝y〔z ＝O）＝0．1　 cm ．

　 　 Eb＝4．29　MeV ［文献 ［14］よ り］．

られ る．

へ＿ 一‘
2

辮
ρ∂c ・ ・壯 ）

2

・ （16）

（16）式 か らわか る よ うに ，許容 さ れ る最 大 電流 値 は ガ イ ド

磁場 の 増大 と と もに 増加す る．一
方，次節 で 議論する よう

に，kw　一’± nkg で は共鳴が 発生 して ビーム 伝播 が 困難 に な

る こ とか ら，kgtkw− （ρw1 α ）（Bg1Bw ）が 共 鳴の 条件 か ら外れ

る よ うに ガ イ ド磁場 強 度 とビ ーム エ ネル ギ
ー

の 関係 を調整

す る 必要が ある こ とが わ か る ．

4．5．4．2 共鳴領域の 扱い

　一
方，共 鳴 領 域 で は ガ イ ド磁 場 に よ る ジ ャ イ ロ 運 動

が ウ ィ グ ラ
ー運 動 と 同 等 の 寄 与 を す る こ とか ら，ウ ィ

グ ラ
ー

運 動 を 除 去 し た （7）一（10）式 で 記 述 さ れ る

Z μ ＝（z ；X ，　Y，　t，U ，　V，p， ）か ら，作 用 ・
角変 数 で 記 述 し た

ジ ャ イ ロ 運 動 を 除 去す る 変換 環
≡（z ；Rx，Ry，ちμ，θ，ヵ∂ を

施 す と見 通 しが 良 くな る ［12］．こ こ で ，t と A 以 外の 変数

は 以 下 で 与える ．

＆ ＝X 一凧 cos θ，

五〜y
＝｝

厂
＋ V瀛 sin θ，

μ
＝（ひ

2
＋ V2）12α 。々 ，

θ ＝tan
−1

（ひ1γ）．

こ こ で
， 魂臆   0，歹一（kw ＋ 2k

。 ）z で あ る・こ の 基 本 1

形 式 か ら運 動 方 程 式 を導 出す る と，（瓦 ，鵡 ）と （瓦 の の 運

動 は 分 離 され ， 前者 は ジ ャ イ ロ 中心 の 運動 を与 え，後者 は

以 ドの 関 係式 を満た す．

　　　　　　　　P・癖
、i。 U

l夢一

kw．講舞濃 … ・

・ （24）

　 こ こ で ，右辺分母第 4 項 と分子 は共鳴 に伴う長周期摂動

（非共鳴領域 で は振動成分の た め 除去 され る）に よる もの ，

右 辺 分母 第 3 項 は 永年摂 動 に よ る も の で あ り，共 に

7kt？dz
一

μ

（（23）式）に 由来して い る．これ らは，平均 化 法で は無

視 され る項 で ある．f（の＝一（齢 ＋2kg＋ ρw 扁 cos の 1拒α陀g，

C を 定数 と する と，（24）式 に は 以 下 の 解析 解 が 存在す る．

π
一
侖 ∫（θ）±

　 　 　 9

・・（剰 （25）

（17）

（ユ8）

（19）

（20）

今，最低次 の 共鳴 馬 ＋ kg　”一　O は平 板 ウ ィ グ ラー磁場 とガ イ

ド磁場の 系が 発散 （（7）一（10）式で σw →。 。 ，Cg → 。 。 ）す る

こ とか ら除外 し，こ こ で は 妬 ＋ 2kg　n−　O の 共鳴領域 を考 え

る．こ の 座標 ZだとrRp ＝几 ∂Z ”t∂Z5 か ら求 め られ る共変ベ

ク トル に 対して ，Lie摂動論 （環 → 瑞
ヨZ煮

一
Σ 理

ε
”
g麟り

を用 い る と，対応す る 0 （ε
4
）まで の 基本 1形式 は以下 で 与

えられ る．

r翠ノd7
μ ＝一

αkgRyt　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（21）

囎 一・… 一［k・・・… ：・ cぎ・砦］d… 　 22・

・腫 一一胤… C壽一・cX ・ C3・；・ 1囓 ・ ・cr・

　　　　　・穿 ・髪
2

＋ c。書1顱 羣・ π；）

・黯 （… ∂・ … O・｝da・ （23）

こ こ で ， p は びに対 して （発散 し ない ）振動解 で あ る こ と

か ら，共鳴が 発生 して デ ザイン 軌道か ら離れ た と して も，

その 結果共鳴条件が 破 れ，軌道 は有界領域 に留 ま る こ と を

意味 して い る．ま た，粒子 の エ ネ ル ギーが 十分 に大 きい と

仮 定 して 右 辺 分 母 第 3項 を無視す る と，（24）式 は

＿　 　 　 　 　 　 c
μ
≡

1・w ・ ・kg・濃 面

（26）

と なる．こ れか ら，Bk ≡ 馬 ＋ 2娠 を 共鳴幅 と して 定義す る

と，不 安定条件 は

Lδkl
＜
込 ．趣

lew　 v2α kg
（27）

と見積 も られ る．ウ ィ グ ラ
ー振 動 の 運 動 量 は粒 子 全 体 の 運

動量 に 比 べ て 小 さ い こ と か ら （Pwfα 《 1），共 鳴幅 は 二 つ

の 異 な っ た 共 鳴層 問 の 幅（kg）よ りト分 に 小 さ く，共鳴層 の

重 な りや そ れ に よ る 軌 道 の 彷 徨運 動 は弱 い こ とが期 待 され

る．

4．5．　5　ま とめ と課題

　本節 で は，ジ ャ イロ 運動論 モ デ ル の 数学的基礎 で あ る 非

正 準 Lie摂動論を様 々 な 電場
・磁 場 で 制 御 され る加速器中

の 粒 子 ビーム や 高強 度 レーザーに 照射 され た プ ラズ マ の ダ

イ ナ ミ ッ ク ス な どの 幅広 い 研究 に 展開す る こ とを 目的 に ，

そ れ を FEL に お け る相対 論 的 電 子 ビーム の 軌道解析 に 適

用 し，そ の 有用 性 や 可 能性を検討 した．本手法の 主 な利点

を以下 に まとめ る ．

1 ）
一
般的な摂動法で は，運 動方程 式 （あ るい は ブ ラ ソ フ

　　方程式な どの 運 動論 方程式）に 対 して 摂動展開を行う

　　 の に 対 して ，非正準Lie摂動論で は，運 動方程式 の 基 と

　　な る 拡張 され た 2N ＋ 1次元位相空 間 ラ グ ラ ン ジ ア ン を

　　導入 し，そ れ に 対 して 摂動展開 を行うた め，摂動 の 各

　　 次 で 系 を記 述 す るハ ミ ル トニ ア ン が 定義 され る．本 記
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　　事で は ， そ の ような系で 長 周期 の ベ ータ トロ ン 振動 を

　　精度良 く求め る こ とに成功 して い る．

2）運動 の 恒量を拡張位相空 間 の 変数の
一

つ とす る こ と

　　で ，ラ グラ ン ジ テ ン ソ ル や 運動方程式を簡単化す る こ

　　とが で きる．こ の 利点 は一
般的なオイ ラ

ー・
ラ グ ラ ン

　　ジ方程式で 循環座 標 を用 い る こ とで 方程式系が 簡単化

　　され る こ と と類 似 して い る．一
般 に そ の ような座 標系

　　は ハ ミル トン ・ヤ コ ビ方程式 を解 い て決 定す る必 要 が

　　あ る が，本記 事で 紹介 した 相対論的電 子 ビーム の 軌道

　　解析で は （定常場 を仮定 した場合） エ ネル ギーが ，高

　　強 度 レ
ーザー

場中の 相対論的電 子 の 軌道 解析 に 対 して

　　非正 準 Lie摂動論 を適用 した ケー
ス ［15］で は 進行方向

　　の 運 動量が 恒量で あ る た め ， そ の ような変数 を座 標 の

　　
一

つ と した系 に非正準変換を用い て移れ ば よい ．こ れ

　　は 本手法が 相対論的荷電粒子の 運動 に適 して い る こ と

　　を 示唆 して い る．

3）共 鳴近 傍 で の 軌道 解析 は，一
般 に （0 と な る 分母 の ）

　　摂 動展 開 を行うこ とで 行 われ る。一
方，本手法で は作

　　用
一
角変数を導入 し，共鳴近傍で は位相が 大 きく変化

　　しない こ とか ら関連 した 振動項を永年項 と見 なす こ と

　　で ，共鳴近傍 で の 安定性解析 を 行 い ，不安定 と な る

　　各々 の 共 鳴幅は 隣 接す る 共鳴間の 距離 と比 較 して 十分

　　に狭 い こ と を明 らか に した．こ の よ うに共 鳴現象 に対

　　して も本 手法は 有用 で あ る．

　粒子 の運 動 エ ネル ギーが 増大 して よ り相対論的に な る と

展 開パ ラメータ は小 さ くな り，近似精度が 高 くな る。しか

し，長時間の 運動 を記述す る上で は，なお高次 の 項 は 重要

で ある ．本文献がその よ うな相対論領域 の 粒子 の 軌道解析

の
一

助 と な る こ と を期待す る．
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