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Abstract

　　Atheoretlcal　consideratinn 　of　the　interaction　of 　small 　disturbances　 with 　 the　 time 　 mean

velocity 　distribution　is　presented．　The 　consideration 　is　 restricted 　 to　 the 　laminar　boundary　layer

over 　a　flat　plate　with 　uDiformly 　distributed　two 　dimensional　s重nks 　and 　sources ．　 The 　blowing

and 　 suctiQn 　 rates 　 of 　these 　 sinks 　 and 　 sources 　 vary 　in　 time　 nnd 　 space 　 sinusoidary 　 so　 that　the

sinks 　arld 　sources 　 seem 　to　progress 　with 　wave 皿 otion ．　The　velocity 　amplitude 　of 　these　 sinks

and 　sources 　is　very 　small 　compared 　with 　the　unifQrm 　flow　ve1Qcity ．　 The 　fundamental　equations

for　 this　boundary　layer　are 　Qbtained 　and 　solved 　llllmerically ．　From 　 these 　solut めns ，　it　is　shown

that　the　time　Inean 　friction　rate 　is　very 　different　from　the 　steady 　state 　one ，　 even 　 when 　 the

dlsturbances　are 　very 　small ．　 And　it　is　also　shown 　that　 the　 approximate 　 and 　 the　 numerical

s ・ lutions　ure 　in　go 。d　 a．　gl
・
eement 　 with 　ea じ｝10ther ．

1． 諸 言

　．．
様 な流れ の 中 に壁 面 が一様流 と平行 に置か れ た 平

板 に 沿 っ て 発達す る 境界層は 壁面摩擦や伝熱特性を支

配す る もの で あ るた め ， 工 業 ヒ基本的 で は あ るが 非常

に 重 要 な閻題で あ る 。 そ の た め 従来種 々 の 角度か ら詳

し く 調べ られ て きた．

　平板 の 壁 面 に
一

様 に 分 布す る吸 込 み，ま た は吹 出 し

が 平板境界層 に 与 え る影響 に つ い て は多くの 研 究 が な

され ， 層流 あ るい は乱流の い ずれ の 場合 に 対 して も理

論的 ， 半経験的な解析 あ るい は 実験 に よ り調 べ られ

Schlichting1） な どヵ埆￥説して い る 。 しか し吸込み や吹

出し が 変 動す る 場合に 対 し て の 研究 は あ ま り見 当た ら

ない よ うで あ る。一
方 ， 平板 に 沿 う圧 力勾配 の な い

一

様 流 の 流 速 ，ま た は 平板自身が 流れ 方向 に 時間 と と も

に 調 和 関 数 的 に 変動 す る場 合 で そ の 変動速度振幅 が
一

様流速 よ り小 さ い と き に は Nickerson2） や そ の 他多く

の 理 論的 お よび実験 的 な研究が あ り， 2次元層流境界

層 内の 速度分布等 の 時間平均値は
，変動振幅 ，振動数が

か な り大 きな 場合 に対して も，変動成分の ない 定常値

と ほ とん ど差の な い こ とが 明らか に され て い る。ま た

流れブ丿向に 圧 力勾配 の あ る よ うな と き，例 え ば 流れ が

壁面 に 垂直 に 当た る場合 に 対して も ， 圧 力 勾配 が ない

場合 と 同様 に 時 間 平均 値は 定 常値 と大 差 な い こ と が ，

森，徳田
3）

らに よ り明 らか に さ れ て い る。さ らに 平板

境界層の 非定常な乱れ に 対す る安定性 の 研究は ， これ

ま で 数多くの 研究 が な され 文 献 ユ）に 詳 し く解説 され

て い る。最近 で は 計算機の 発 達 に伴い こ の 方面 の 理 論

的 研 究が 進 み，Osborn4） や Jordinson5） らが 速度分布

や 隔界値 に 対 し て 詳 しい 値 を得 て い る 。

一一方 Miles6）

は 水面を吹く風の 時間平均速 度分布 が乱流速度分布 を

持 つ と し た 場合 に ， 安定方程式 か ら導か れ る乱れ が 波

面 に お よぼ す 影 響 を 調べ て い る。し か し これ ら不安定

理 論 に 対す る 研究 は ， 変動成分 の み に着目 した もの が

ほ とん どで ，そ の 変動成分が 時間平均 の 流速等 に 与え

る影響を 調べ た もの は数少ない 。

＊
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　そ こ で 以下 で は 平板 の 壁面 に 存在す る微小な攪乱が

平均流速や摩擦係数 ， 伝熱量 に どの よ うな影響を与え

るか を理 論 的 に考察す る。特に 本報告で は，一様流中

に 流 れ と平行 に 置か れ た 平板 の 壁面 の 攪乱 と して 波状

に進行す る 微 小 な 2 次元 的 な 吸込 み と 吹出 しを考え

る。た だ し その 吸込 み と 吹出 し量 の 時聞 的 また は 場所

的な平均値 は O ， す な わ ち ， 実質的 な 吸込みや吹出 し

は な い 。この よ うな場合 ， 平板の 前縁 か らか な り後方

の と こ ろで
，

こ の 攪乱 が 平板層流 2 次元 境界層内 の 時

間平均速度分布 ， 摩擦係数，伝熱係数 に どの よ うな影

響を与 え る か を特殊 な場合 に つ い て ，数 値的 な 解 を求

め て 検討す る
。
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2． 主 な 記 号

摩擦係数

平均 温度関数

平均 流 「廻数

変動温度関数

変 動流 関 数

　 　 　 ぬ

＝F 十 一G
　 　 　 2
　 　 　 　

＝f十
一
9

　 　 　 2
変動移動速度

ス
ーヒ ノレ ト姿父

圧力

プ ラ ソ トル 数

変動 振 動 数

温度

時閲

x 方向速度

？J 方向速 度

距 離

α

γ

ε

ET

ζ　 ．

・任意変数

　 変動波数

．　変動速度振11鳫

　 変動温度振幅

　 渦 度

η　．距離

o

λ

り

ξ

ρ

ψ

ω

石

＊

QO

　 温 度

　 変動波数

．動 粘性係数

　 距離

　 密度

　 流 関 数

　 変動振動数

．実部

．共役 ， また は有次

　 元

　 時聞 平均

　 堂流

3． 基 　礎　式

　流 れ の 中に 置か れ た 平板 の 壁面 に 均質に 存在す る吸

込 み 吹出 し の 量が時閤 的 に 変動 し ， しか もそ の 平板 の

前縁か らか な り離れ た後方 で は，平板に沿 う境界層は

普通の 場合乱流 で あ る と考え られ る。しか し本報告で

は微小な 吸込 み や吹出 しが 平均的な値 に どの 程度の 影

響 を お よぼ す か を考察す る の が 目 的 で あ る。した が っ

て 簡単の た め に 流れは ， 層漁 非圧 縮性， 2次元流れ

で あ り ， 物性値 は
一
定 と す る。

　図 1 に 示 す よ うに ， 流速 砿 ，温 度 T。。な る
一

様流

（46 ）

一一一夢 α。。」』

ジ

f
→

　　一 忽
＊一一レ

　 之

α 1　　←　　　　　　｝ 中 ← →

『
：　．一

　炉’ 1．
　　　凵βrP 一
． ’「 ρ　．　　　　　　　．‘ ’．「，　　　　　「 ．

」
‘．

’　　F
．：．rrr’

r　「　．．r　F　r
ρ．r 馳
　rP 「「　　　　「r

辞

舜 ＝ε畜〆
（we 叡．1．lzt ）

舜＝− iCε ＊
ei （wt ’＋ ）xl ）

図
一1 座 標

中に 流れ と壁面 が 平行 に な る よ うに設置され た 平板 上

に 均質 に 分布 さ せ た 吸 込 み ， 吹出 し 量が ei（wt ＊＋2＝ ＊）

の 実部で 示 され る よ うな ， 実質の 吸 込 み あ るい は吹出

し量は 零 で は あるが ， その 量 が時間と と もに 振動数 ω ，

波数 えの 2 次元的 な波状 で 変動す る ときを考え る。そ

こ で 図 1 に 示 す よ うに 平板 の 前縁 か らの 距離を x ＊，

そ れ と垂直な方 向の 距 離を y
＊，11寺間 を t＊ と す る。

ま た 境界層 内 の 流速 の X ＊

，
　v＊

方向の 速度成分をそれ

ぞれ U ＊
，

V＊
圧 力 を p

＊

， 温 度を T ＊

， また 動 粘 性係

数を p，流体密度 を ，e とす る。次 に こ れ ら X ＊，　Y ＊ …

等 を一・様流 速度 α。， 動粘性係数 yr 主流温度 T。。と

平均壁温 Tw との 差 窺 一塩 を用 い て 次の よ うに 無

次元化す る。

　　κ ；聞
＊1仏 ，v ＝ v ＊

！u。。，　 x ＝x ＊u ．1v

　　tJ＝tJ
＊ u．fレ

，　 t＝t＊ u 島／，，　 P ＝P ＊1ρび島　　 （1 ）

・一礁 ・
一礁 ・一．

£≡尭
ま た 流 関 数 と して ψ を 次 の よ うに 定義す る。

　　　　u ＝∂ψ1∂y，　v ＝一∂ψ〆∂x 　　　　　　　　　（2 ）

こ れ らを 用 い て 渦度 を

　　　　　　　　ζ＝− 72ψ　　　　　　　　　 （3 ）

　 　 　 　 　 　 ∂　　　 ∂
た だ し 宀 爾

＋
∂、

・
とすれ ば ・

　 M’
板 に ナ｛｝う境界

層内の 連続 お よび X ，y 方向の 運勤方程 式 ，
エ ネル ギ

式は そ れ ぞれ

連続

∂u 　　 ∂v

万
＋th

＝o （4 ）

運 動 方程式

咢 ・ ・9／・傷 一一・

鶉・ 画 …
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ま た は

÷ ・構一
＋傷 一〆・

エ ネ ル ギ 式

　 　 　 　 ∂θ　 　 　 　 　 　 　 　 ∂θ∂θ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1一
証

耀
万

抽
可

』＝
万

720

（7 ）

（8 ）

と書け る。境界条件と して は 吸込み お よび 吹出 し量 の

壁 面 に お け る X 方向お よび ？J 方向 の 速度変動の 振幅

を ε
物
一爵 とす る。こ こ に c は，（14）式 で 示 す 値

で あ る。ま た 壁面 に お け る温匿変動 の 振幅 を εT とす

る。さ ら に
一．・

様 流 中 に 変動 成 分が あ る 時 ， そ れ が 平均

流速 に どの よ うな影響 を与え るか を見る た め ， 主 流巾

の 変動速度 の m
，！ノ方向の 振幅を εzs。e お よび

一2ca．．と

す る 。 ま た 時問平均を した 定常成分に 対 して は，壁面

か ら離れ た と こ ろで 一様流速度 ，

一
様流温度 と な り ，

壁面で 壁温 とな る とす る。一方， 速度の 定常成分 は 吸

込 み や 吹出 し の た め に 壁面 で ス リッ プの 状態で あ る と

考え られ る が，こ こ で は簡 単の た め に 壁面 で ス リッ プ

が ない と して 壁 面速 度 を 0 とす る。し た が っ て 境界条

件に対す る 式は

y・＝O； u ＝eueiCse ＋ 「x ）
，
　 v ＝− ittEetCSt＋「m ）

　　　 θ＝ 1一トfTet （St＋ 「x ）

y → Oo ； tt→1十 εu．e
’i（st＋「＝ ）

，
　 v −・・− ice．．ei （St ＋ 「＝）

　　　 O−・0 　　　　　 　　　　　 （9 ）

と書け る。こ こ に 前述の よ うに 1汲込 み ， 吹出し量 は
一

様流 よ り非常 に 小さい の で ε，　ezs…《 1 で あ る、

　次 に 舊 ち θ
，ψ，ζ等 は 境界条件 （9 ）， す な わ ち攪乱

で あ る 壁面 の 吸込み や吹出 し が 波状 に 進行す る とい う

こ と を考慮す る と ，

况
＝u 。十 u 正ei

（sじ＋「m ）
，
　 v ＝Vo 十 Vlei （st ＋「x ）

ψ＝ ψo 十 （f） let （s 昌＋「x ），　 o ＝ OD十 〇lei （s‘＋「の

ζ＝ζo
一
トζ1et

（Str卜「x ）　　　　　　　　　　　　　　　　（10）

等 と， 時悶 と x 方向の 局所的な場所 に 関 して 平均 さ

れ た 定常成分 Uo，　Ve，θ。，ψ  ，ζo，…　と ， 時間的場所的 に

波状 に変化す る変動成分 Ul
，
　Vl

， ψ1
，

θ1
，

…と の 和 の 形

で 近似的 に 表 さ れ る も の とす る 。 そ こで （10）式 を

（4 ），（5 ），（6 ），（8 ）式 に 代 入 し，こ れ らの 式 を時

闇 的 ， ま た は X 方向の 局 所 的 な 場所 に 関 して 平均す

れ ば ，
κo，砺 θo 等は ， 袈動成分 π 1，翫 θ1 ，

…
等 を含 ん

3

だ 形で
，

　　 ∂Uo　　　　　 ∂四。

　　万
＋
一
∂t7

＝ o

　　物 誰柚 舞一幽 竃・ ｛・ ・（籌・i・Ui）
＊

　　　　　・ v ・（
∂UI

∂y ）
＊

｝

　　評 一 音画（
∂Vl 　 ．

∂x
＋ 2rvl）

＊

＋ 紹銑）
＊

｝

　　踟 診 愉 弥一弄厂
・
砺一壱

　　　　　畔 ・・（誰… の
＊

＋ v1（晉）
＊

｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （11）

と書き表せ る。こ こ で 平板上 の 境界層 で あ るか ら ， 定

常成分 に 対 して は Ue 》 Ve で あ り，∂Po／∂xr 　O と し た 。

　次に 変動成分 に対する方程式 につ い て 考え る。変動

速度は 主 流速度 に 比 し て 微小 で は あ る が ， 壁面 に お い

て 吹出 し お よ び 吸込 み が 分 布す る境界層 で あ る こ と を

考え る と ， 定 常成分 Uo ，ψD ，

…
の 大 きさ と 変動 成 分

Ul ，幽 ，

…
等 の 大 き さが 同 じ 程 度 に な る 場所が存在す

る，しか も境界層内の 流れ は （4 ）〜（8 ）式 に 示 さ れ

て い る よ う に 非線型項 が 含 まれ て い る。こ の こ とを考

え る と （1Q）式 の 表示 は 必 ず し も最 良 の も の と は い え

ず ， さ ら に高次 の 項を級数の 形 で 追加する方が 良い よ

うに 思 わ れ る。しか し ながらその よ うに した場合に は

級 数 は 無限に長 くな り， しか も収束性の 吟味も し なけ

れ ば な ら ない た め ， 労力的 に もあ ま り好 ま しい もの と

は い え ない 。そ こ で （10）式 の よ う な簡単な 近似的表

示 で も ，
Uo

，
　Ul

，
　Ve

，
　Vl，… の 適当な組合わ せ の 仕方 で

，

要 求 され る もの が 可能な限り良い 近似を示す よ うにす

れ ば 良い 。そ こ で 本報告 で は （10）式 を （4）， （7）， （8）

式に代入 し ， それ らの 式に （ei
（St＋ 「の ＋α 騨 偶 ＋「

勘
＊

を

掛 け て 時 聞 平均 を行 う、す な わ ち α に よ っ て 変化す

る波形 で フ ィ ル タ リ ン グを行 う こ と に す る。こ の よ

うに して 変動成分 に対する方 程 式 と して ， 定常 成分

Uor　Vo ，
　Oo

，

’”等 を含ん だ形 で

∂u1　　　　∂Vl−
十
一

＝ 0
　　　　∂y∂x

細 鵡 糊 （箸・殉・劉 箒・ 殉
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 α 　 ∂ζ風　　　　　　　　 ∂ζ1　　　　∂ζ。

　
÷ v ・

−
5iJ
−
＋ v °

可
＋
ア

1
万

　　　　一 ・
・
ζ・＋ ・鴫 ・ （i・）・

ζ・

（47 ）
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i・el＋ u ・ 1穿・ u ・儲 ＋ ir・・）＋号・ ・儲噺 ）
　 　 　 ∂Oo　 　 ∂θi　 α　　　　　　　　　　　　　 ∂θ1
　 十v エ

ー
マ
ー

十 Vo　 　 　 　 　 　 　 　 　 十 T 　VI 　
一’

：
一．一

　 　 　 　 　 　 　 　∂ty　　　　　　　　　　　　　 ∂y　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2　 　 　 0tJ

　　　　　一 弄・触 瑠 ・ （・・・… ｝（1・・

の よ うに 得られ る。 上 式 は ，
α の い か な る 値に 対 し て

も成立す る よ うに U1
，
　Vl，01，… 等を決 め る こ とが 望 ま

しい が，それ は非常に 困難 で あ るた め可能な隈 り多 く

の α の 値 に 対 し て 成 立 すれ ば よ い とする 。 本報告 で

は cr　uO （1）の 大 きさの 可 変量 で あ る と して以 下 の 考察

を 行 う。そ こ で 定 常 成分に 対す る 流関数 を η
＝

影ハ／万

な る変 数 を用 い て

ψo＝〜
／証プ（η，

Xo
，
∫
，

ε
，

…
）

θo＝F （η，
Xo ，s，ε，　Pr・一）

（19）

と
， LF を用 い て 書き換え る。こ こ に Xo は 定数 で あ

り ， 平板前縁 か ら Xo の 点 に 清 目 して い る こ と を 示 し

て い る。さ ら に 変 動 成 分 に 対 し て は ，X 方向の 変 化

は ， 定常成分 に 対す る 変1匕よ りも充分大 きい と考 え て

（11　V万 《r）， 前述の よ うに ある点 x ＝ Xo の ま わ りの

局所的な部分の み に注目す る こ とに する。した が っ て

鵡 y の 代わ りに

x ＝Xo 十　、／房6ξ
y ＝4諭
c ＝r 、

／鬲

（14）

な る，ξ，η を用 い て ，変 動成分 に 対す る流開数 幽 お

よ び
， 温度関数 Ot を

　　　　 ψL ＝ 》商 9 （rl，　Xo ，　
s，　e，　c…）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　（15）
　　　　 〃1＝G （η，毋 い ，ε

，翔 ε
…

）

と g，
G を用 い て 書き換 え る。こ れ ら （13）， （15＞式 を

（11），（／2） 式 に 代 入 し ， 平 板 前縁か らか な り離 れ て

い る こ と （Xo 》 1）を 考慮 す る と （11），（ユ2）式 は 近

似 的 に

f ’〃

＋÷ガ
〃

一 一蹙 E ［i・（9・）・］ （ユ6・a ）

診 ・去アF ・一寧 働
・ 一・・G ’・

］（16・・）

gu
〃コ 誓

∫
び

〃 一
［・sxo ＋ ic　ViiElt’

・ ・c・1gtf

　 　 　 C2

　　
＋SCf

’

，
− f）9’

＋［i・x ・c2 ＋ ぎ・34 竭∫
’

　　
一
トicA／豌乃’”

ヨ
ーc4 ］9 ＝o　　　　　　　　　　　（17 ．a ）

（48 ）

1− G ” −
P「

ア
’

η
一ア

　 2

＝− ic　VMigHtG

・一
［
　　　　 ．　　＿　　　　　c2
iSXo十 lc

、
／Mlt， 一 ］G

　　　　　　　　　 （17・b）

こ こ で h・ f・ 号・・　． ・ F ＋艶 ・ す ・・一
方 ， 境

界条件 （9 ）はア，F，g，　G を用 い て ，

　　　η
＝＝O ： f ＝ f！

＝ o
， 9＝ εJgt

＝ εu

　　　　　　 F ＝／，　G ＝ε r 　　　　　　　　　　　　　（玉8）

　　　η
→ 。 。 ： ア

ノ
→ 1，σ→ ε。．，9

’
→ ε，、。。

　　　　　　 F → 0
，
C → 0

と書 き表せ る。以 上得 られた （16）， （17）式 を （18）

なる 境界条件 の も とで 解く こ とに よ り， 微小な吸込 み

吹出 し変動 の ある 平板境界層 の 挙動を知 る こ とが で き

る。こ こ で k ＝ CIS　V酉 な る パ ラ メ ータ を新た に 定め

る。これ は 吸込 み 吹出 しが 波動状 に 移動す る 際の 移動

速度 を表 す パ ラーメ ー
タ で ある が 以下 の 考察 に お い て

は な簿 0（／）， すなわち変動 の 移動速度 は一様流速度 と

同程度 の 大 きさで 移動す る とす る。ま た簡単の た め に

S や r は 実定 数 ， す な わ ち 変 動成 分 の 形や大きさは

場所的 に も ， 時間的 に も変化 し ない と し て 取扱 うこ と

に す る。

4． 数 　 値　 解

　 以 ．ヒ （16）， （17）式 の 基礎式を 電算機を用 い て 厳密

に解い た も の と， すで に 文献 7）に 報告 し て あ る 近似解

が 適 用 で き る範囲内で は どの 程度の 一致を見 る か
，

ま

た 適用 で きない と こ ろで の 隔た りは ど の 程度 で あ るか

を検証 し て み る。そ こ で （18）式 の 境界条件 で E。e ＝εth。

＝ 0，すな わ ちt 流 に 変 動 成 分 が無 い 場合 の 速、度 成分

の み に 対して 着H し， （16．a ）， （17．a ）を 数 値的 に 解い

て ，文献 7）で 得られ た 近 似解 と比 較 す る。こ の 際 ，

近似解 よ り得られ る Cf や Nu は ex　 ：O（1）程 度 の 大

きさ で あ る ならば ， α に よ る変化 は ほ とん ど無 い こ と

を示 し て い る の で 以 下 の 数値 計算で はす べ て α ＝O と

し て 幇算を 行 っ た 。

文献 ・）・ 近嫌 耐 ・ … 9 は ・
一 ・（諞 ・

る領域 と η
＝0（1）と η≧0（ユ1c）な る領域 の 3 つ の 領域

に 分か れ て 変化す る こ とが わ か る。ま た f に対して も

・tlv… ）・ 礁 ・・ 示 す ・ … ， f は ・
一・（±t． ）・

η
＝ 0（1） の 2 つ の 領域 で 変化す る 部分に 分 か れ て い

る。す なわ ち速度成分 ∫お よび g は η
＝0 （1ん1覊 ），

η
＝0（1） と η≧ （1！c） な る 3 つ の 領域 に 分か れ て 変化

す る こ とが 知 れ る 。 した が っ て 数値計算 を行う際の 分

N 工工
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？
＝
偽 図 o

7z72

7一
ク1

　　　　　　　　　　　　
一

ぞ
一〇

　　　　　　 図
一2 η に 対す る分割

割 は 各領域 に 対して 図 2 に示す よ うに ， 壁 の 近 くの η

→ 0 の 部分で は 細 か く， 壁か ら離 れ た η の 中間 の 部 分

で普通 に ， 壁 か らか な り離れ た η→ CO の 領域 で 組 く し

な け れ ば な ら ない 。本言［
．
算で は SXo や k 等 の 値 に よ

っ て 異な る が η を 0 か ら η　t30 〜40 程度 ま で を 採

り， その 問を先に述べ た よ う な仕方で 145 に 分割 し

た。こ の よ うな η の 分割 を用い て ， g に 対す る基礎式

（17 ・a ）式が
， 線型 で あ る g に 対 し て は ル ソ ゲ ・ク ッ

タ 法 を用 い て 解い た。／ に 対して は ， 基礎式 （16・a ）

式 が 非線 型 で もあ り， g を計 算す る際 に は f を 用 い る

必要が あ る 。
し た が って 計算途中で の ∫ の 値 は ，求

め るべ き解 か らあ ま り大 き く離れ な い よ うに しな け れ

ば な らな い。さ ら に f に 対 す る境界条件 は （18）式 に

示 され る よ うに η
＝0 と η

一一．。 。 の 両端 で 与 え られ て

い る。 こ れ らの こ と を考慮して f は緩和法を用 い て

解 く。まず （16・a ）．式を

　　　　P ＝プ
”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

　　　　爵 吉∫・
一一 c

野恥 幽 　 （・・）

と書き換 え る．さ ら に 図 2 に 示 す よ う に η に対す る

分割 は 等間隔で は ない の で i番 目の 前後の 分割 の 間隔

を 図 に 示 す よ うに Jt・，亀 と し， そ の 前後の 点の 諸量は

i− 1，i，　i十 1 で 表す 。 ま た 各 分 割 の 中 で は諸 量は 線型

的 に 変化 して い る と考え て （19）式 を

　　1
励 、（h，十h2）Pt 一 嬉 ＋ 、＋ 励 ．、

一
（h、＋ 剛 、

　 　 2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （21）

5

と書き換え る 。 上 式 は 前述の よ うに緩和法を用 い て 解

くた め に ， （21）式 の 収 束 性 に つ い て 次 に 述べ る。まず

n 回目の f の 誤差 を S（n ） とすれ ば ，
ε に 関す る式 は

（21）式 よ り α を緩和係数 と し て

　　　　ε野＋1）；ε1％ ）＋α 〔γεi孕宝＋ βε1邑‡1）一曝τの

　　　（22）

た だ し　 r十β＝ 1

と得られ る。さ らに k（α ）を演算子 と して

　　　　　　　 E〔n＋ 1）＝k（α ）ε
〔n ）

　　　　　　　　　　　（23）

と す る。こ こで ［［k（α ）11〈 1 で か つ o に 近 け れ ば 収束

上 よ り好ま しい もの で ある。また 誤差 ε は （2i）式 に

対応す る固有関数系 ε
「

を用い て 表す こ とが で きる。

　　　・・一 蝋 劉 （・一 ・ ・…・
− 1） （・4）

こ こ に P は 分割 の 仕方 に 対応 し て 定 ま る 定数で あ る 。

した が っ て （22）， （24 ）式 よ り

　（k・・
一

弊 軟劉

　　　　一・ ｛漣
＋ 1s ・・（争・＋・））

　　　　　　・P・At− ts ・・（
γπ

（i＿lP））｝ （25）

こ こ で cos （rπ」加〉と節点香号 に 関 係す る 項 が で るた

め

　　　　　　　　 rA2 ＝βk

と す る。す る と （25）式 よ り

　　　AZ ＿2crβ　cos 　
−1竺／i．A ＋ （α

一1）
」皇

＝ O
　 　 　 　 　 　 　 　 　 P 　　 　　　　 r

とな る。そ こ で い ま α ＝ 1 とす れ ば

と なり

A − 2β。。誕

嘛 （・Q・ 努）
2

（26）

（27）

（28）

（29）

とな る。一
方 （29）式 は γ

＝1 の と き最大 と な りそ の

と きの Jcす な わ ち IC＊ は

　　　　　 k＊
＝ 4rβ｛1− （rr／P）

2
｝　 　 　 　 （30）

と求ま り α
＝1 とすれ ば （21）式 は分割 の 方法に 関係

な く 臣
＊

［く 1 と な っ て 収 束 す る こ とが わ か っ た。さ

らに 収束を 最 も．早 くす るた め に は （27）式 に お い て A

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（49 ）
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が 重 根 を持つ 条件 よ り定 め る こ とが で きる。すなわ ち

　　　　（・β… 瓢 爭（・ 一・）一 。

こ れ よ り 1閾 1＜ 1 とす る α は

　　　　　 1− 41− 4γβ（1− ft21P2 ）
　 　 　 α 0漏
　 　 　 　 　 　 　 2r β（1一π

21P2
）

とな る。そ の 際の k＊
は

　　　k・

　・・｛　｛i− V1− ・rβ（1− ・
・1・・

）｝

（31）

（32）

（33）

と な り ， 不 等分割 を す る こ とに よ り緩和 係 数 も収 束 速

度も異な っ て くる。こ こ で は （30）式 の と こ ろで述べ

た α お よ び （32）式 よ り α を適当に 定め て 計算を 行

っ た 。一
方 （20）式 は

（P 广 P 詞 職 一 1｛［∫P ＋ ・ 》認 初 触

　　　　　十 【fp十 c　ViEER（ig9”＊
）］乞＿1｝　　（34）

と な るが ， 先 に 述べ た よ うに 境界条件は η
＝ 0 と η

→

oo で 与 え られ て い る，ま た （34）式 と 同 様 な式 が i

と i＋1 の 聞で も成立す る。これ ら の こ とを考慮 して

〔20 ）式 を

・P＜÷＋潟一（
2 乃＿エ

hl 　 2 ）・・−t

　　＋儲＋雫）P ・＋ 1

　　＋
c
塾笋恥 ＋ ・g衛 一卿 1償 ｝ （35）

と書 き表す。こ れ ら（21 ）式 ， （35）式 を用 い て 定 ま る，

五 p の i番 目の 分割の k 回 H の 近似 ∫ξ，pi と前述

の よ うな適当な緩 和 係 数を用 い て f，p を 収 束 さ せ

た。本報告で は η の 分割 の 各点で の ∫砦 の 値 が 一
回

前の 近似 ノ砦
一1

の 値 と 3 × 10−5
以 下 の 差に な る ま で 計

算を行 わ せ ，そ の 際 の プ｝ を収 束値 と した。

　 こ こ で ， た だ ち に わ か る よ う に （34）式だ け で も

i＝0 か ら出発 して 計算を 進め て 行 く こ とが で き るが，
i＝ o に お い て εo な る誤 差が 存 在 すれ ば

， 端 の i＝ 11

の と こ ろ にお い て は 誤差 は （34）式 よ り

e・… e・（i− t＜ f＞） （36）

の 程度 の 大 き さ に な る。こ こ に ＜f＞ は i＝ Ot− n の

聞 の f の 平均的な 値 を示 す も の で あ る。同様 に 旗 あ

に お ける もの も これ に 重 ね 合わ さ れ る。また ノ が 負

　（50 ）

の 1直を取 る よ うな場 合 に は ， p の 誤 差 は 非常に 大 き く

な る
。

一方 （35）式 の 形で 数恒言［
．
算を行 うな らば （21）

式 の とこ ろで 述べ た よ うに （27）式に 対応す る 〔35）

式 の 誤差収 束評 価 に 対す る式 は

　　　　　　　A2 − crtA 十 α
一1＝0　　　　　　　　　（37）

と書く こ とが で き る 。 こ こ に （26）式 に 対応す る もの

と して A2 ・；k を用 い た。また t は 砺 ，
　h2

，f， 節点 i

の 関数で あ る。（37＞式 は α を各節点， f に対 し て 適

当に 選べ ば，すべ て の t に対 して 囮 く 1 とす る こ と

が で きる。す なわ ち （35）式 を各点 に お い て 誤差 を小

さ くす る こ とが で き る。ま た ブ は g の 計算に お い て

も重 要 な 量で あ るた め ， （34）式に 比 して時間 は か か る

が ， 誤差 の 少な くな る （35）式 を用 い て 解か なけれ ば正

し い 解 は 得 る こ と はで きな い
。 ま た 文献 7） の 近似計

算 の 結果か らも推定 され る よ うに，SX ・ が 大なる 場 合

に は g の 値は f に そ れ 程大 きく左右 さ れ な い の で
，

プ が 求め る解 よ り少・ヤ 離れ て い て も ， g が一
度定まっ

た後 は ， f の 計算だけ を か な り進め る こ と が で きる。

　ま た （16）式 ， （17）式 に 示され る よ うな境界層方程

式 は一般に ，
a 》 1 と し て

　　y（n ）十 af （ycn
− 1）

，
7JCti

−2 ）
，

……
）＝0

　　η
＝ o ： 7」

（

？
…＝ Cr・…　 η

→ OQ ： y （s）…→Cs…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）

の よ う な形 を して い るの で ， y の 挙動 は特異点の か な

り近 くの 解 の 形 に 近い と考えられ る。した が っ て （38）

式 で 示 され る よ うな方程式 を誤差が 必 ず 生 ず る 数値的

な方法 で 解く際 に は ，
こ の 誤 差 の 部分を充分に 考慮 し

な けれ ば な ら ない 。 そ こ で （38）式の y を 求め た い

止 解の 部分 Yr と ， や む を得ず生ず る 誤差 の 部分 ε と

に分け て ，

　　　　　　　　 y ＝Yr十 E　　　　　　　　　　　　　（39）

と書き表す。こ の 際，当然 なが ら tJr》 ε で な け れ ば な

らな い 。こ の （39 ）式 を （38 ）式 に 代入 す る と，境界

条件を考慮 して η
一

ト0 の 付近 で は

　　 冨
π ）十 af （齢η

一1）
遭 陟 2），…）十e〔ε）＝ 0　　〔40）

な る式 が得られ て
， 第 3 項日の 誤差部分 は， 第 1 ， 第

2 項 目 に比 し て充分小さい と考 え られ る。

　
一一

方 η
→ oO で は 境界条件 を 考慮す る と af （歹艶

一1）
，

擁π
一2）…）→0 とな るの で

gy｛n ）十 af （ε〉＝0 （41）

N 工工
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な る式が得られ る。すな わち （38）式を数値的 に解く

際に は η
→0 の 付近 で は 解 くべ き方程 式 （38）式 と ほ

ぼ 同 じ （40）式 を解く こ と に な るが ， η
→ 。 。 の 付近 で

は 必然的に 生 ず る誤 差 の た め に 解 きた い 方程式 と は 関

係 の な い （41）式 を解く こ と に な る。こ の た め （16）

式，（ユ7）式 を先 に 述べ た方法で そ の まま数値的 に 解 く

こ と は で き な い の で 阿 らか の 工 夫 を要す る。本報告 で

は簡単に ， 前述の よ うに η の 部分 を 図 2 に 示 す よ うな

3 つ の 領域 に 分 けた。第 1 の 部 分は η
二〇〜η1 ま で の

壁 に
一
番 近い 部分 で ，

こ の 領域 で は

f’〃
・詞 一

一孳 跏 ＊
］ （・・）

9
ノ〃 ノー

告（∫
’

η
一f）9〃 ’一

［isxo→・ic　Vth，ptノ＋2c ］gn

　　＋妥（f・
・7− f）gr＋［i・x ・即 ・

・

砺 广

　　十 ic，　Vi8h” ’
十 σ

‘

］9＝Q　　　　　　 （43）

か ら 先の ブ丿法 で 得 られ る式 を そ の ま ま 解 き， 第 2 の

η
＝

η1〜η2 ま で の 中間の 領域 で は

プ
’〃

・去”
〃

一
一一蹙 跏

〃 ＊

・　 （44 ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c2
− ［編 緬 砺 ” ＋ 2c2］9

’r
＋ 7 （狗 一∫）9

’

　十 ［iSXoc2十 ゴc3 ぜ酉∫
ノ

十 ic〜V価6h’”

十 c4］g＝0

（45）

よ り得られ る式を 解 く。衷 た 第 3 の η
二

η酬 η。。の 壁

か ら充分離れ た領域で は

　　　　　　　 f ’
二 〇　　　　　　　　（46）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 c2
−
［icx・＋ic　Vthih’　＋　2　cL

’
］9

”

＋
万

（殉
一f）9

’

　十 ［iSXoc2十 ics　VtaEf’十　ic〜VthEh’”

十 〇】9＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（47）

よ り得られ る 式 を用 い て 解 い た 。ま た前述の よ うに 9

に 対 し て は ル ン ゲ ・ク ッ タ 法 に よ り解 い た の で f に

比 して それ 程 精度 は 良 くな く η の 分割 の 方法等に よ

り多少変化す るが ， その 誤差 が f に 与え る影 響 は gt
／

が η
→0。 で小 と な るの で 小 さい と考 え られ る 。

　 ま た こ の 際の 境 界条件 は ，η
； 0 で ，σ＝ ε，g

’＝εUJ

f＝0， fノ
＝ O と し，η

＝r エ で g
” ”

十g
ノ”

二 〇 で あ り，

η
； η2 で f’

＝ 1 と し ， η
＝

η。， で g＝0 とな る よ っ に

解 い た 。 ま た 文献 7）の 近似解 の 結果か らもわか る よ

うに ，ηエ や η2 の 値は SXo や k 等の パ ラ メ
ー

タ の 値

7

表
一1 ηエ，η2 の SXD ，彦 に よ る 変化

・列 ・5・ 100 75 10 ［

・一 ・・58 0．67 0．8 2．0

島 1 一
〇．03

v2 7 9

に よ っ て 変化す る 。 そ の 値を木報告で は 計算途中の 様

子 か ら表
一1 に 示す よ うに SXo

，
　 Jcに対 して 定 め た。

こ の 表 か ら も わ か る よ うに η1 の 値 は ぜ面 01 に 反比

例 し て 変わ っ て い るが ， こ れ は 文献 7）の 近似解か ら

推定 され る こ と ど
．．・
致 して い る。

　以上 述べ た よ うな方法を用い て 得られ た 数値解 の
一

部 を 図 3〜図 6 に sx   ，
ε孟 等の パ ラ メータ を図 に 示す

よ うに 変 えた 場 合 の 速 度の 定 常 嘆 分 f’

と非定常成分

g！ε，g
’1ε を η に 対して 示 した。こ こ で 前述 の よ うに

g！ε の 値は 図 2 に示す η の 分割の 闘 隔の 取 り方や方

法 ， η1 の 取 り方 に よ り多少変 わ るが ， そ れ が f に 与

え る影響 は 本計算の 範囲内で は ほ と ん ど無か っ た。ま

た こ れ らの 図や，い ま ま で の 記述 か ら も推定 され る よ

うに
， 本報告の 条件内で は 速度 の 変動成分 は ， 定常成

分 ∫ に 対す る境界層 の か なり外 側 ま で 存 在す る こ と

が わ か る。ま た 図 5 （c ）に は ，
SXo 》 1，

　 k≧ 1
，

ε e　eu 《

1， の 場合に 近似的 に 得られ る 定 常 速度 成分 ftlを

文献 7） よ り求め 示 して あ る、こ の 図か ら明らか で あ

る よ うに ，定常速度成分 に 対す る近似解と数値解 は か

な り良 く合 っ て い る 。 ま た 図 7 に は ，
SXOI 　k ，

ε 等 を

種 々 に変化させ た 場合の 定常速度成分 f「
を η に 対 し

て 示 し た。図 中 SXo ＝ユo，　k＝1，
ε・＝o．O」

「，　c ＝ o．1，　 eu1 ε

；− 3i に対す る f’
の 分布 は 定常 の 場合 に 得られ る

ブ ラ ジ ウ ス の 解とほ ぼ一
致 し て い る 。 こ れ らの 図か ら

明らか で あ る よ うに 壁 面 の 非定常的 な 吸込 み や吹出し

の 変動量 ε や 勉 が か な り小さ な とき で も，そ の 変動

の 振 動 数 SXo が 大 き く な る に つ れ て 平板 境界層内の

速度分布の 定常成分 は 定常の 際 の 分 布か ら大 き く変化

す る よ うに な る。その 変 わ り方 は e や εtb，　k 等 の パ

ラ メ ータ に よ り変 わ る の で ， 特に 壁面摩擦係数の 定常

成分 に 関係す る f ”

（0＞の 値を ， 振動数 SXo に 対して 図

8 に ，吸込 み 吹出 し変動量 ε に 対 して 図 9に 示 した。

図 中○ ， ◇ で 示 し た値 は 数値計算 よ り得られ た 値 で あ

り， 実線で 示 した もの は文献 7）の 近似計算の 結果得

られ た 値で ある。こ れ ら図 8
， 図 9 が 示す よ うに ， f

”

（0）の 値 は本数値計算 の 範囲内で ，定常時 の 値 の 10倍

（51 ）
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以上 に 大 き くな る結果や ，k＝
− O、3 の 場 合 に 示 され

る よ うに 定常時よ り小さくな る結果も得られた。また

これ らの 図か らも明らか で ある よ うに，近似計算の 適

用が 可 能 で あ る よ うな ，
ε や bj が 小さ く，

　 SXo が 大

きい 領域 で は，f ”

（0）の 近似計算の 結果と数値計算の

結果は 非常に よ く一致 し て い る。ま た そ の 他 の 近似解

の 適用範囲外 の e や fU が大き くな っ た場合 に は ， こ

れ ら近似解と数値解か ら得られ る結果は あま りよ く
一

致 しな くな るが ， そ の 変 化の 傾向 は 両者 と もか な りよ

く
一

致 し て い る とい え る。

6． 結 論

　非圧縮 な
一
様流 「［1に ， 流れ と平行に置か れ た 平板 上

に 非定常的 な 微小 な吸 込 み とLX 出 しが 均 質 に 分布 す る

場 合の 平板層流境界層に 文1
．
して の 基礎方程式を導き ，

この 方程式 を数値的 に解く こ と に よ り，壁面 に ある 微

小 な 変動が 主 流 の 時間 的 ， 局所的な場所 に 関す る平均

値 で あ る定常成分 に どの よ うな 影響を与え るか に つ い

て 考察を 行 っ た。その 結果微小な 変動 で あ っ て も ， そ

の 与 え 方に よ り，定常成分 に 対して 与 え る変 動成 分 の

影響 は 非常に 大 きく，本報 告の 数 値 計 算の 範囲内で

も，壁画に お け る定常成 分 の 速 度勾配 は 定常時の 1直の

ユ0倍以 ヒま で も 大 き く なった り ， 逆 に 定常値 よ り小 さ

く な る 結果も得 られ た。また 近似解と数値解 は 近似解

の 適用範囲内で は よい
一致 を見 た。
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