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Abstract

　　P，F．　Jordan1）
〔1escril〕ed 　the 　nature 　of 　the　upwash 　 singularity 　occuring 　at　a　para1）olic　wing

tip 　ln　the 　lineaTized　formulation　of 　the 　Iiftilユg．surface 　problem ．　In　this　 paper 　 a　 method 　is

developed　for　obtaining 　a　n 　lmerical 　solution 　fL11丘11ing　the　condition 　
‘‘

tip・uPwash 　fmite
”
・

ま　え　が 　き

　現在 の 揚力面 の 数値解法で 放物 型翼端を もつ 翼を計

算 した 場合 ， 翼端近傍 で 解が 確定 しない はずで あ る。

そ れ に もか か わ らず，こ の こ とが 特 に 間題 と し て 取 り

上 げ られ な い の は ， 実用計算 の 標点数 の 範 囲 で は 外 見

上 確定解 と思 わ れ る もの が 求 め られ ， 特 に 不都合 な事

態に 遭 遇 し な い た め で ある。し か し プ ロ ペ ラ の キ ャ ピ

テーシ ョ ン と か ダ ク テ ッ ド ・プ Pt ペ ラ の 問題 の よ うに

翼端 近傍の 流場 を や や 詳細に知 りた い も の に 対 し て

は ，現在 の 計 算法 に は 難点が あ る とい わ ざ る を得 ない 。

　数値解法 と して ， 確定した解を得た い とい う日的 に

対し て は，二 つ の 方法を考え る こ と が で き る。そ の一

っ は翼幅方向の 圧 力分布関数 B （N ）（η）（（3・1）参照 ）が

翼端 で 無限 大 に な る と仮定す る。他 の
一

つ は B （N ）（η）

が 翼端で 有限 で か つ 吹下 し も有限 と す る。翼端 で

B 〔N ）（η） が 0 で 獄くて も， 有限 な らば ， 圧 力 は 0 に な

る。Kinnerの 円形翼 の 解析解 z） よ り類推す る と， 前者

は 単に 確定 した 解 を得 る た め の 手段 に 過ぎず ， 後者 が

妥当な方法 とい う こ と に な る。

　 円形翼 の 解析的研究は Kinner以後二
，

三 の 例 は あ

るが
3）・O

， 彼 の 解 と 異な る もの は見出さ れ て い な い
。

　 最近 Jordani） は 放物型翼端近傍 の 解 を再検討す る

た め ，
KiDnerの 理 論 を 研究 し，翼端近傍 で 圧 力分布と

吹上 げ の 素解に 特異性 の 現 れ る こ と ，
お よ び そ の 処理

法 を示 した。吹上 げ の 特異性 とそ の 処 理 法 に つ い て は

Kinner の 論文 の 中に も記載されて い るが ， た だ 彼 は

そ れ に特別 の 関心をもたなか っ た よ うで あ る。Jordan

が こ の 問題 を取 り上 げ た の は有意義な こ とで あ るが，

数値解法に対す る具休的応用法 は述べ て い ない 。

　も とも と解析 的解法と数値解法の 間に 断層の あ るの

は あた りま え の こ と で あ る 。 しか し ， 例え ば Kuttaの

流出条件 が 2 次元流 の 解析解を利用す る こ とで 3 次元

流 に 導入 さ れ て い る よ う に ， 両 者 の 理 論 的 連係 は な る

べ く濃い 方が よい
。

こ の よ うに 考え て
， 前記の 吹上 げ

の 処理 法 を 工夫した の が本論文 に 述 べ る数 i直解法 で あ

る n

　 こ こで 取 り扱うの は 前後対称 の 平面形 で 放物型翼端

を もつ 定常揚力面 の 場合で あ るが ， そ の 解法 は 非定常

翼 ， プ ロ ペ ラ の 場合 に 拡張 して 利用す る こ とが で き る
。

揚力 面は X 軸の 負の 方向 に
一

定速度 V で 直進 して い

る もの と し，揚 力 の 働 く方向を 2 軸 の 正 の 方向とす

る。

　　　　　　　　　 記　　　号

X 」　 Ψ ，　 z

x
ノ

， yt，
〆

ρ

r＝・llf（ρv ）

wvb

任意点の 座標

特異点 の 座標

流 体密度

揚 力 分布密度 （圧力分布）

翼面上 の 吹 上 げ速度

翼の 前進速度

半翼幅

＊
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　　　　　　　1． Jordan の 問題

　Jordan1） は 放物型 翼端 を もつ 翼 に つ い て 数値計算を

行う場合，圧力分布お よ び吹上 げ に 対す る在来の 考え

方 に は 難 点 が あ る こ と を指摘 した 。 そ れ を こ こ で

‘‘Jordanの 問題
”
　と呼 ぶ こ と に し ， 少 し説明を加 え

て お く。

　翼 の 平均矢 高面 の 座標 を と し 2
， また 翼表面 の 吹 上

げを W とす る と ， 翼面上 の 境界条件は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂2
　　　　　　　　

w （x ・y）＝y
万 　　　 （1・1）

で あ る。tV の 表 示 式を速度’fテ ソ シ ャ ル か ら求 め る と

一tV（… y＞一一t．
　iL、　IL，、（i．lt，，，，一

　　　　　　・ し蘚，一轟鑑 赤
＋／1d・td

・・
t

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1・2）

で あ る。

　翼の 形状を与え て
， 翼表面 の 揚力分布密度 （圧 力 分

布 と もい う）を求め た い とき は ，（1・2）を r に 関 す る

積分方程 式 とみ な して そ れ を解 か ね ば な らな い 。こ れ

が揚力面理 論 の 中心 問題 とな っ て い る。一・般の 平画形

の 翼 につ い て は 解析解が 知られて い ない の で
， （1・2 ）

（76 ）

を数値的に解く方法が行わ れ て い る。精度 よい 解を得

るた め に r の 解 の 関数形をあ らか じめ仮定 して お い

て ， （／・2） よ りそれ の 係数を求 め る よ うに す る。そ の

γ の 関数形 を 試験 鬨 数 とい う。 試験 関数 と し て 現 在

一
般 に 用 い られ る 形は ， 翼弦方向に は　Ackermann ・

Birnbaum 級数
5）荘 ）を，また 翼幅方向 に は揚力線理 論

の Prandtl の 試験関数
6＞を利用 した も の で

養一 ・ ・（・〉癢 1
　　一

トa1（η）勺
／f：：ξ歪「

十 a2 （η）ξ A／1一ξゴ

　　十 a3 （η）ξ
2

角／1一ξ
2
十
・・・…　　　　　　　　（1・3）

　　　　　　　　　　　　　 oo

　　　　　　 砺 （η）
＝s／τ＝ ヲΣ s，、rr

）

r 　　 （1・4）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r＝o

で あ る。こ の 式 は理 論的根拠 が薄弱 で あ るた め ， 角型

翼端 ， 補助翼端 の よ うに翼形状の不連続部分の 圧力分

布 に つ い て 研究 され た 例が ある
7）：a）。

　JQrdan　の 研究 は 放物型 翼端 に つ い て 同様の 問題 を

取 り上 げ た もの で あ る。そ の 中で 彼 は まず an （η）に 相

当す る素解 と し て V1一
η
21n 　41一

η
2

の 形 の もの を 導

い た。数値解法の 場合 に は ， 特 に こ の 形 の 試験関数を

販 り上げ る 必要 は な く， そ れ らは （1・4）の 中に 含 ま れ

て い る も の と理解 し て 差 し 支え な い。彼 の 解析の 中

で ， 数値解法 に と っ て 重要なもの は ， 圧力分布 の 素解

に 対応す る吹上 げに 特曲性 の 現 れ る こ と ， そ れ を消 し

去 る方法等を示 した部分 で あ る。しか し ， そ こ で は概

観的 に 解の 形 を示すだ け に と どま っ て い る。

　次 節 以 下 は Jordanの 問題 を 数値解法で 解決 し よ う

とす る と ， ど うな るか と い うこ と を述べ た も の で あ る 。

　　　　　　　2． 連立積分方程式

　揚力 面 の 積分方程 式 を 数 値的 に 解 く方法 は 多数あ る

が ，
こ こ で は 筆者が 以前提案 した 2次元の 積分方程式

を 1 次元 の 連立 積分方程式 に 変換 して 計算す る方法
9）

を採用す る e こ の 方法に よ る と ， 連立積分方程式 の 核

関数が 完全楕 1コ1積分とい う性質 の よ く知 られ た関数の

和 で 表 され るの で ，解析 的 な 運算に 好 都合 な こ と が 多

い 。

　連 立 積分方稈式 は （1・2）の 両辺をξに つ い て Taylor

展開 し た も の の ξの 同次 の 項 の 係数開 数 を 等 置す る こ

と で 得られ る。す な わ ち

注）　 こ れ は
一
般 に Birnbaum級数 と呼 ば れ て い るが ，

当時 の GUttingen学派 で は Ackermann の 名 を併記す

るの が慣例で あ っ た。そ の 由来は Birnbaum の 原論文

に 記載 さ れ て い る。
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一・… （・・η）一 岩ll＆1簧｛》Y藁 一・即 η
’

− w （1）（O， η）
一凝 、IL、 （P 輩）

、1、 齦 ・
’

　　　　　一韜1、レ β轟（
　　 ξ

’

y2 〜
〆｝
厂2

＋ξ瓸）卿 ガ

ーw ・・）（… ）一妾Lll、 （鐘糞勘耀 プ

　　　　　ー 一犇Lレ β
・

諾，（
　　 ξ

！

Y2vY2 ！
一
ξ
m ）… 朔

一
・

…
（・，・・一 岩ll、！L、

・β
・

｛演 1騨 一
，。轟i

、
，／、｝齣 ・

　　　　　一岩IL1レ β
・訓 爺 ． ，

，、）醐
一・・・ ・・… 一岩1：、レ β

・1、譯1；ザ 、夛咢糊 だ ・・
’

　　　　　一 一i：iL、レ β
・

劃 凹 妄≒・・）婀

（2・1）

等で あ る。た だ し

　 z｛ノ（D ）
（ξ，　η）三 z〃（ξ，　η）

とす る。

tV… ）（・・…    ・・・…

　　　　　　　　　 （2・2）

　　　　　　　 3． 試 1験 関 数

　直 交座 標 系 を用 い る限り ， 試験関数 は 本質 的 に は

（1・3） と大同小異の 形 に な る。しか し確定解が得られ

る よ うに 計算法 を 工 夫 して い く と ， 試験 関 数に 附与す

る 条件を在来 の もの よ り多少変更す る必要 が 生 じて く

る。また 翼弦
．
方向 の 分布形 を 次 の よ うに 組み か え る

と，運 算上 好都合な こ と が 多い 。それ で 試験関数 を

看一・ ・噸 ・（ξ）・ A （”
（・）烹・（ξ睡

2
帳 （ξ〉・・…・・

　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　十 B （o ）（η）λo（ξ）

一
トB （1）（η）2，（ξ）

一
トB 〔z）（η＞A，（ξ）十

・・・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・1）
　 た だ し

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　AN（ξ）＝ （i一ξ

2
）rv
一1／E，　AN（ξ）＝ξ（1一ξ

2
）N
一1／z，

　　（1＞＝O，　1，　2，　・…　一）　　　　　　　　　　　　　　　　　（3・2）

と書 く。

　各断面 で Kutta の 流出条件 を1献｝た す よ うに

　　　　　〆1（o）
（η）＝− B （o ）

（rt），　− 1くη〈 1　　（3・3）

とす る。普通 ，
こ の 条件式 は 翼端を含め て 成 り立 つ も

の と し て い る の を 本文で は 翼端 を除外 した。（3・3）は

2 次元流か ら類推 し た 断面内の 必 要条件 で あ るか ら ，

翼端は除外 して も差 し支 え ない 。

　また A （N ）（η）， B （N ）（η）の η
＝± 1 に お ける状態 は こ

こ で は 与 k て な い が，後 述 の 解析の 過 程 で 自つ か ら定

ま る 。

　 　 　 d？．N
aN “ ）＝

4ξ

一

と書 くこ と に す る と

　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　21C1）＝

一λO，
　−　　　　　　　　　　　　　　　A
　22〔D ＝− 3P．1，

　−　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
　λNCI

）＝ 一（2／V− 1）え1r＿1，

A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
Al（1）諏2λ1

一λo，
A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
λ2

｛1）＝ 42z− 32i，

ハ　　　　　　　　　　　　　　　A
1ハ

r （t）＝2N λハr

（3・4）

一
（21V− 1）IN＿正，

　　　　　（3・5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　A
の 性質が ある 。 すな わ

’
ら 2N

，
2N は 1V 回微分 し た と

　　　　 A　　　　　　　　　　　　　　　
き初 め て 為 ま た は 20が 現れ る。した が っ て

， （3・1）
　　　　　　　　　　　　−　　　　　　A
を （2・1）に 代入 し た と き ， 御 ，2N を含 む項 は ξ

t
に

つ い て N 回 まで 部分積分を行うこ とが で き る 。 高次

導関数 で 表され る核関数は計算が 繁雑 で あ るか ら ， 可

能 な限 り部分積分は多く行 っ て お く方 が あ と で 具合 い

が よ い。

　　　　　　　4． 核　 　関　 　数

　（3・1）を （2・1）に代 入 し，試験閣数の 配歹1∫に した が

っ て 整理 す る と ，

一雫
〕

一毒都11… w ・MN ）（・・ガ圃

・藁 ．！t、

B … （1…
｛MN ・

（・ 朔 ガ （… ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （77 ）
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と書 か れ る。断 面 形 に 不 連続点 の な い 普通の 翼 で は ，

R ＝＝2 の 程度に とれ ば精度 と して は充分で あ る。こ の

式 の 核関数 f（MN ），　 K （MN ） を

9s…
（Y ・一爿11肩 ・，

、諾再
・・ ・・…

で定義され る関数を用 い て 表す と

ノ
・・。 ・一一

詈養 f・e1 ）； 一
咢畜

ノ… ）一一1齢 ．

丿
’
｛M「「v）＝ 0，　M ＝2n （n ＝ 1，　2，　3，　・・・…　）

　ノ〈1の ；Aβ9S（°），　ノ〔11 ）＝＝Rβ｛93〔0〕− 93（・ ）｝

　ノ（12 ）＝2β〔93（。）− 29u（ユ）
＋ 93（2〕｝　　　　　　　　（4 ’3＞

　ノ（30 ）＝2β
3
〔重29s（o）− 15Y2gT（o＞｝

　ノ
（3［）＝ λβ

3
［12 ｛9s（o）一

⊆Ts
（D

｝

　　　　
− 15Y2 〔97（o）− 9了

（D ｝］

　ノ〔32）＝ AfiS［12｛9s（°）− 29 ，
（1）

＋ 9、
〔2）

｝

　　　　
− 15Y2 ｛g7〔o）− 297（1）十9T（

2）
｝］

　K （ifN ）＝0，　M ＝2n 十 1　（n ＝ 0，　1，　2，　・・…　）

　K ・・ 』 孟σ・… K ・… 舌｛9・
（・・一

σ・
（a）

｝

K ・…
一 舌｛9… ）一・・1（

・）＋ 9・
…

｝

　　κ ‘2°）＝ 32P2σs
（正）

，　 K （21 ）＝ 3λP2〔9，
・・ ）− 9、

（・ ・
｝

　　K
（22 ）＝3えβ

2
｛95（1）− 2σ5

（2）一ト95（s ）｝

　　K
〔40 ）＝ 2β4

｛6097（1）− 105Y29g （1）
｝

　　∫（〔41 ）＝2β
4
［60｛9〒

（【）− 97（2）
｝

　　　　　
一ユ05 ｝

厂2
｛9v（1）− 99⊂2＞｝］

　　」〈（‘2 ）− 2薩 60｛97ω 一2σ，
  ＋9 了

（3）
｝

　　　　　
− 105 】

／ 2
〔9g（

1 ）− 29g（z）
十 9g〔

3）
｝］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・4）
で あ る。

　こ こ で 部分 積 分 の 行 え る も の は そ れ を繰 り返 し行

い
， 附録 1 に 示す 9s〔n ］ の 循環式 を利用 して 整理す る

と

ノ・・1）一鍔9 ・
（・・’　 f‘… 靄 ｛

− y ・9 ・
（・ ・

　　　 十（1十 2Y ：
）91（t）｝

f（31）＝− 3λβ
39s （1），丿

「c32）＝λβ
3
｛
− 393（o）十69a（1）｝

　 　 　 　 R
K 〔°2 ’＝

／5y ・
｛
− Y2 （6＋4Y2 ）91（

°’

　　　 十 （3一ト13Y2 十8Y4）91（「）｝

κ （21 ）＝ Rβ
2
〔93（°）− 293（1）｝

K ・… 一書｛
一・・… （・・＋（1＋… ）・、

（・）
｝

（78 ）

　　K （40
．． 2β

4
｛12gs（の 一2495（1）

　　　　　
− 15Y297（o）十 30　Y297〔1〕

｝

　　K （42 ）＝λβ
4
｛99s（t）− 1293（o ）

十 2493（1）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・5）

とな る。

核関 数 ノ
（MN ），　K （MN ）

の 特異性 を調 べ た り， また数

値計算を 実行す る に は ， それ らを Legendre・Jacobiの
第 1種 お よび 第 2 種の 完全楕円積分 K （k），E（k）で 表

して お く と好都合 で あ る。それ に は 附録 1 に 示す恒等

式 を利用す る と よ い 。 途中 の 運算を省略 して 結果だ け

記載す る と

J（i・・＝ 謁讐｝r

・… ）一
。、、饕。

、 ｛（1＋ ・・
）・（・）一照 ）｝

∫・1・）一λ

蟹
「2

｛（1＋ ・Y ・

）E （・）
一・照 ）｝

・・… −
P 講 、

）
5、， ・（・一・Y2・・・・・・ ・・ ・・ ・…

卿 一 一
y 、

（

2β3

　　　　　　　｛（1− Y2）E （k1＋ Y2）
3／2

）÷ y ・K   ｝

J（… 一一
ア・浩 、 ｛（1＋… ）・ 

一2Y2K （fe）｝

　 　 　 　 　 　え
K （°°）＝

y2　V1＋ 玄デ ｛σ＋ Y2）E   一Y2K（k）｝

（4・6）

… 迦 墨
2

｛（・＋・Y ・
）E・・）一・Y ・

燗

・ ・… 一λ

醤」
呂

｛（・＋ ・3Y … Y ・

）・（・）

　　　 − v2（9一ト8Y2 ）K （k）｝

・・… −

y 、

（1翌鼻訓 （1− YZ・・  ・ Y ・K ・k・｝

・   一

。、差 。、
｛（・＋ ・Y ・

）・   一… K   ｝

K ・… 一
。，澤寅 ｛（・＋・Y ・

）（1＋ Y ・
）・（・）

　　　
− Y2（5一ト8Y2 ）K （k）｝

K ・… 一
。・

（

32β41

十 Y2），／， ｛（・一・4Y ・
＋ Y ・

）E （k・

　　　 十 Y2（7− Y2）K （k）｝

・ ・41 ）一
。、

（

λβ
41

十 Y2），／， 〔（・＋… ）・・＋ ・
・

）・  

一2｝
72

（3十 ｝
x2

）K （々）｝
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欝 』

二瓣認
脳 隅

」
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・7）

で あ る。 た だ し

　　　　　　　　 k＝ユ！气／1一トY2　　　　　　　　（4・8）

とす る。

　後述す る翼端条件 を少 しで も精度よ く調ぺ るた め に

は ，
N の さ らに 大 きな 値 に 対す る K ｛ifN ） の 関 数 形 を

求 め て お く必 要 が あ る。1＞＝3とす る と

K … 一

酌 晶軍

　　　 × 〔
一
〔55一ト53｝

／ 2− 22V4 − 16｝
f6
）

　　　 × （／十 YL，）E（le）

　　　 十 Y2（30十 31Y2 − 30Y4 − 16Y6 ）K （ん）｝

K ・2s 』
え

噸
1・塁 〔

一
（・・＋… 一・6Y ・

）E（le）

　　　 十 ユ6Y2 （1− Y2）1（（k）｝

K … 〉一一弱纓戸
｛（・・＋ ・Y … Y ・

）・（le・

　　　 − Y2（3H−2Y2 ）K （k）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4・9）

で あ る。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 kt2＝ 1− k2

と書 い た と き，K （勅，　E   の let＝0 の 近傍に お け る

展開式 は

・〔・）− n＋≒！let・＋蓋峠 ）kt
・
＋
……

E （k）一・＋艶一告）le
・・

＋｛ぎ（
　　　 ユ3A− 一．．−
　　　 12）k

・・

＋・・…・

で あ る
1°）。た だ し A ； ln　4！セ とす る。les2＝Y2f（1＋ Y2）

の 関 係 お よ び 上 式を 利用 す る と，y ＝ O に お け る K （k），

E   1r2の 特異性 は

絮，ゴ菷洲　 ｝剛

で ある こ とが わ か る。これ か ら核関数の Y』 0 に お け

る特異性を導くこ とが で き る 。 す な わ ち

　

き

λ

y
π

τ
一＝Dωノ

　

2

λ

r
π

百

　一漏の0

λπ3 一
2セ61

一＝汾 ノ

ノく1の ＝ 1β｛ジ2
一圭一ln［Yl｝

ノ・1… λβ債＋÷1・ 凹 ｝
∬

1

州 毒・号1・ 1・ 1］
ノ・・

… 酷 一号1・ 岡
陣

一・β
・1毒盡1・ 1・ 1｝

陣 一劉責・号1・ ［・ ［｝

・・

幗 量、
＋か・ 呵

K ・ ・）量屋，
＋茎1・ lyt｝

・ ・・
… 無 ・号1・岡

K ・・3・
＝
一争既＋去i・ 国 ｝

腿 ・β
・

｛ジ、

一：1・ 【・1｝
・・21 ）・ ・β

・

債・含1・ 1・ ll

K … ）・ ・β
・

｛責・号1・ 1g！
・   ・ 一・β

・

｛鍔 1・ 1・ 1｝
・ ・槻 ・β

・｛街 芸1・ 1・ 1｝
一 ・β

・1表・号1・ 1・ 1｝
・・… 一・・β

・

｛毒・号・・ 1・ 1｝
」C… 〉・1 − 24・・β

・

｛鼻
一1・ 1・1｝

で あ る。
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（4・11）

（4・ユ2）

　次に 翼端近傍 に お け る核関数の 状態 を調べ て み る。

lim　 ct ＝ 0 で あ るか ら，
　 lim　 Y ＝。 ・ で ある。（4・3），

η
’→± 1　　　　　　　　　　　　　　η

厂→± 1

（4 ・4）に 附録 の （1
−12）を 適用す る と ， η

’＝± 1 の 近 傍

で は

謬：i「i：；：：：畿：諺  ：雌  ：海：：：：：．｝
　　　・　　　　　　　　　　　　　　 （4・13）

の よ うに ∫
CMN ） は ct の 奇数次 ，

　 KCMN ） は ct の 偶

数次 の べ き級数で表さ れ る。ct ＝ 0 の 近傍で

　　　　　　　　　 ct　 ：tsin　g）
’

　　　　　　　　　（4・14）

の よ うに表 し ，
t の 値は ，

　 t＝ dc’

！dg ’ ip・＝。 とす る。放

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（79 ）
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物型翼端 の 平面形の 近似式 と し て は実用 上 こ れ で充分

で あ る 。 た だ し ， 〆 は （5・4） に 示す変数で ある。

　い ま核関数 ノ
（MN ），　 K ωMN ） を

1：：1：：：：：：：潔：識：lll｝一

の よ うに 表 し てみ る 。 （4・ユ1）， （4・12）， （4・13）を参照す

る と ， ノ（ifN ），κ （ifN ） は η が 翼端 に あ る と きを 除 く

と ， 翼面 の 全領域で有風 特 に 翼端 で は 0 で ない 有限

確定値を と る こ と が わ か る。数値解法 に お い て は普通

こ の よ うに 核関数 の 特異性を分離 し て 数値積 分 を 行

う。

　 ct＝0 の と き

．一　 　 π 　t　 　 ＿　 　 　 　 π 　t
ノ（°°〉瓢

7   ノ（°1）＝−
i 了・

−　 　 　 3π　 　 　 　 　 　 t
ノ

（° 邑）＝
r6

．
万

7
’
c ・の 一

窪多高 ・み・ 』 号錆≡er「
ノ… ）一影

う゚

詳騎
亟・，

一　　　　 π cnt　 　 　 　 　 　 　 　 3bo
ノ醐 置一

万 著τ 1η＿。
、

t
］
・

丿
「
（、1）＝ ＿．T．c3t3 （b・

− b・

　　　　2b41 η
一

η
ノ lu

）
・

ノ… 一一搾
3（わ

諤1声
勾

k （・・）＝旦 豊　ゐ2　 rt（・ 1）＝互 晝』・＝ 醒一
　　　 2　b2　1η一η

11 ’
　　　　　　　　　　　　　　 2　∂

21
η
一

η
ノ 1

κ，・2，＿丑 費血二
2b・＋ ∂・

　　　 2 ∂2
　1η一η

ノ1　
’

κ・・。、＝11．3ig’iti2t2　 e？．一一
　　　 2b41

η
一

η
’13

1｛（
　　　　　π 3c2t2　 〜
2「）＝：：

一一 ）2
− b，

　　　 2　 が 　 1η一η
ノ

】
3 ’

π… ）＿93 °
2t2

．b・
− 2b・＋ b・

　　　 2 ゐ4 　 1η一η
’13

κ・… ＝ 一王 91
‘

1t？− 45b・

　　　　 2　ゐ6 　1η一η
’i5

，

k ・・ 1）＝。＿1 豊 垂5（b・
− b・）

　 　 　 　 2　 b6　　　　　　　　 1η一η
’15

π   ＝ ＿丑 塑 45（b・
− 2b4＋ ∂・乏

　　　　 2b6 　 1η一η
’

｝
s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （4 ・ユ6）

とな る。た だ し 1
’＝± 1，また bn は」；ll録の （1−13）に

示す常数で ある。

（80 ）

　 5． 圧 力分布の 翼端条件と吹上げの 特異性

　揚力面 の 数値解法 は揚力線 の 解法を 踏襲 し た も の

で ，特 に 揚力面 の 理 論解析か ら演繹 さ れ た 計算技 法 と

い うほ どの もの は な い。計算結果を見 る 限 り， 不 都合

が あ ま り見当らない た め か ， 計算理 論をその 根源 に さ

か の ぼ っ て 検討す る こ とは ほ とん ど な か っ た。

　 こ こ で は 圧 力分布 とそれ を 数値積分 して 得られ る 吹

上 げの ， 翼端 に お け る状態を調査 し ， 数値解法と して

の 問題点を 吟味す る。

　（4・15） の 記法を （4・1）に 適用す る と

・VA ・一・）一毒都11且 呪 漣
一

窓肇
瞬 砺

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5・1）

… if）一毒違．
　ll、 B … （・

’

）
（1一

学罪
（η・ が）d・

’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5・2）

た だ し

　　　　　　
一w （π ＞1V＝＝tVA（de「♪十 ZVB （iif）　　　　（5・3）

と書か れ る。

　こ れ の 変数 η，η
ノ

を

　　　　　　　η
＝c ・ sg ， η

’
＝ c・ s グ 　 　 （5・4）

に よ っ て ， g ， 〆 に 変え て 数値積分を行う。そ の 場合，

最小 二 乗法 に よ る 有限 Fourier 級 数

　 　 　 　 　 　 　 2　 　 m 　 　 　 　 肌

　　
F （g°

「

）＝
m ＋ ユ　s≧≡lF （Ps）≧≡⊥

sin
　rePs　sill　1

’
pl

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5・5）

　 　 　 　 　 　 27rt ＋ 1 　 ” 1＋ 1

F（9
’

）＝
m ＋ 1 菖

ε・F （Ps）濯。

e・ … rg ・ c・ s ・〆

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （5・6）

を利用す る と好都合 な こ と が多い 。た だ し

　　・・s
一
播 ・ E ・・r − （

112，　 s，r ＝0，　m 十 1

　1，　　s，7キ 0レ　 m 十 1）

とす る。

揚 力面 理 論 で は こ れ ま で

　　　　　　　　 ノ9（N ）
（η＝± 1）；O

　　　　　　　　 B （N ）
（η
＝± 1）＝0

（5・7）

（5・8）

（5・9）

と仮定 して い るの で
， 圧 力分布の 積分 に Fourier級数

を利用す る 場合，例 外 な く （5・5）が 用い られ て きた 。

こ れ に よ る と計算は非常 に 簡単 に な る。貝体的 に は

（5・1）， （5・2） の 中の A （N ）（rlt）　A／i＝評ア（MN ）（η・ηり，

B （N ）
（Olf）（1一η

’2
）K （ffN ）（η，η

ノ

）を （5・5）で 置きか え ，
　 a7t

の 積分 を行 うとい う方法を とる 。 その 結果 は
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一ω
〔

粤 一 逢。 論 肇、

｛・・N ・（O・・）・・呵 ・一 ・（鰯

　　　　　＋ ノ3CN）（Ps）sin2 　ePstt（
ifN ）〔P ，　Ps）｝　筆　sin　rgs 一學

重n 「ep

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r ；1　　　　　　　　S重n9
（5・ユO）

で あ る。

P ；9 ．＝レ π！（m 十 ／） （5・11）

と し て
，

r の 総和 を ま とめ る と

zv（

竿
の 一鱸 田 … （・s ）・i・… f・MN ）

（・・ 　9s）・ B … （・s）・i・ ・　
・・k ・MN ・瞬 ・）｝b・s （・・ 2）

と書かれ る。た だ し

・・
− Llii

，jl｛
（
一 ＋

”iデて，。、畫呈籌， ，，）
2 … s

　 　 　 m 十1
b。、＝ −
　　　 4sin ψ． ｝

（5・13 ）

で あ る。

　圧力分布 γ を得 るた め に は ， （5・／2）の 連 立方程 式

を A 〔N ）（9s），　B （N ）（Ps）に つ い て 解け ば よい 。 これ が 従

来 の 解法 の あ らす じで
， （5・8）， （5・9）を理 論 の 支柱 と

して い る こ とは容易に理解で きる で あ ろ う。

　次 に 圧 力分布の 翼端条件を これ ま で よ り緩和 し ， 仮

に

　　　　　　　　ノ1（「vつ（η二± 1）キ 0　　　　　　（5・14）

　　　　　　　　B （N ）
（T）；：ヒ1）≒ 0　　　　　　　（5・15）

と す る。す なわ ち A （N ）（η），
B （N ）

（η） に は ほ とん ど束

縛 を与 え ず ， た だ有界と仮定す るだけで ， 数値解法 の

構成を考え て み る。

　ま ず WA （if） の 場合を取 り上 げ る 。 言1算を簡単に す

る た め A 〔N ）（p
’

）ノ（MN ）（p ，　gt）を Fourier 級数 で 置き

か え る。（5・6）を 用い れ ば ， （5・15）の 条件 は 損 わ れ る

こ と な く導入 され る。その 結果は

WA ・if・（P）一 誰。 彫  、慧鈎 且 ・N ・（9s）ノ・踊 騨 ）

　　　　　・ 降 ・Q ・ ・吋 £ 、竿 評 ・・

　　　　一 誰、 m ≒藩 ・
A ・嘲 ・… （9 ・9s）

　 　 　 　 　 　 　 1　　 1　 m ＋ 1

　　　　　・｛7 ・
、呻 瀞

… rgs

　　　　　・ （… S　rg 　S・… ＋ ・ln　rg ・… ）1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5・16）

で あ る。
こ の 式 の 右辺 は O≦ g≦ π の 区 閥 で 有限確定

値をとるの で ， （5・10）と本質的 な相違は な い
。 す なわ

ち tVACif）に 関す る限 り， （5・10）， （5・16）の い ずれ を用

い て も結果に大差は な い はず で あ る。た だ翼端条件を

（5・14）とし，
A （N ）

（η＝± 1）の 値を求め た い と きは ，

翼端に お け る 流 れ の 方向 ， 曲 り等 を詳細 に 指定す る必

要 が 生 じ て くる。境界条件 の 実際 と して
，

こ れ に は無

理 が あ る の で ， A （N ）
（η）に つ い て は ， （5・8）の 条件 を 採

用 し，（5・10）に よ っ て 吹 上 げ を計算す る の が 合理 的で

ある こ とは 疑い ない 。

　次は WE （M ）の 場合 で あ る。　 B （N ＞
（gt）K （ua ）

（g，　g
’

〉を

（5・6）で 置きか える。sotで 積分 した 結果は

　 　 　 　 　 R 　 　 1
”・

CM’（P）＝濯。π 吻 ＋ 、）

　 　 　 　 　 　 m キユ　　　　　　　　 ＿
　　　　　× Σ εsB

（N ）（9s）K 〔ifN ）
（9 ，Ps）

　 　 　 　 　 　 s＝0
　 　 　 　 　 　 7n．＋ 1

　　　　　×　Σ】　εrcos 　rgsTr 　　　　　　　　（5・17）
　 　 　 　 　 　 r＝0

で ある。附録 IIに 示す よ うに Tr に は ln（1＋η）！（1一η）

が含まれ る の で
， 吹上げの 素解 WB （M ） が η

＝ ± 1 に

対数特異点を もつ 関数で 表され る こ とに な る 。 す な わ

ち B （N ）（η）が翼端 で 0 で ない とす る と ， そ れ に対応す

る 吹上 げ の 素解に 特異性 が 現 れ る。 し た が っ て
，

（5・10）に よ っ て解 い た 場合 ，
B （” ）

（η）が η
二± 1 の 近

傍 ま で 0 で な い と き は，精度 を上 げ るた め ， 標点の 数

を増す に した が っ て 解が 発散 の 方向に 向か うこ と が あ

る は ず で あ る 。 小山 の 計算結果
tD

は こ の
一
例 と考え ら

れ る。

　（5・17） に よ る吹上げの 表示式は翼端に 特異性 を も

ち， しか もそ れ が ln（1十η）1（1一η）で あ る とい う点で

は Kinner の 解 析 解 と相似 で あ る か ら ，
　 WBCif ＞ の 計算

に は，（5・10） を 廃 して （5・17）を採用 し ， その 特 異

性 を 消 去 す るの に Kinner−Jordan理 論 の 方法を踏襲す

る とい う手段を と る の が 妥当 と思わ れ る。

　結局，刮算理論 と して確定解を得るた め の A （N ）（η），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （81 ）
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（N ）（η）の 翼端条件は （5・8）， （5・15） が 適当 とい うこ

と に な る 。 （5・15）の よ うに B （N ） が 0 で なくて も ， こ
　　 A

れ に λN を乗 じた 圧 力は 翼端で 0 に なる か ら， こ の 理

論 の 場合も Kinner の 解 と同様 に 7（η＝ ± ユ）＝O を 条件

と して い る こ とに なる。従来の計算法にお け る翼端条

件 （レ 4）は 束縛が強 よ過ぎた とい え る。

　（5・8＞，（5・15）を 採用す る と ， 翼端で は Kutta の 流

出条件 （3・3）が 満 た されない。しか し，も と も と そ れ

は 2 次元流 に 関 す る も の で あ る か ら，流場 を幾何 学 的

に見 る と ， 翼端 で は Kutta の 条件の 代わ りに次節に述

べ る吹上げ有限 の 条件をと る方が む しろ自然 で あ る。

（3・3） で 翼端 を そ の 適用範囲 か ら除外 した の は こ の た

め で あ る。

　　　　　　 6．吹上げ の翼端条件

　 こ れ ま で の 計算結果を利用すれ ば ， 積分方程式を連

立 1 次方程式で表す こ とが で きる。A （N ）（飼 に つ い

て は （5・12） を 採 り，
B （酌 ＠s）に つ い て は （5・17）を

用 い る こ と に す る と

一zv（

肇
勉 一謹。

　　　　　　　　 m

　　　　　　　× Σ ・4（N ＞
（Ps）sin 　9．f（MN ）

（9v ，
　Ps）瓦ε

　 　 　 　 　 　 　 　 s＝l

　 　 　 　 　 　 　 　 R 　 m ＋ 1

　　　　　　　＋ Σ Σ B〔N ）（Ps）KCMN ）（9・．，9s）D ．s，
　 　 　 　 　 　 　 　 tlT ＝0　8；0

　　　　　　 1≦ レ ≦ m 　　　　　　　　　　　（6・／）

　　　　 A （o）（Ps）＝ 一B （o）
（9s），　s ≒ O，　m −t−1　（6・2）

で あ る。た だ し

　 　 　 　 　 　 　 　 es 　　 7TL十 1

　　　　
圦 ・

＝
伽 価 濯。

ε・・ces ・「g ・恥 ・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6・3）

とす る。

　ヱ）。s は，　 ep，　 ・O，π に 特異点を も つ 関lft　Tr（p ．）を係 数

に も つ の で
，

v ＝0，” 1 十 1 で oo に なる。し か し v ＝0
，

m ＋ 1 の と きで も ， （6・1）の 方程式 の 中の 特異性 が互

い に 消 し合 うよ うに 計 算を工 夫すれ ば ， 吹上 げ と して

有限 な値 を導 くこ とが で き る。こ れ を翼端 に お け る吹

上 げ有限 の 条件 と呼ぶ こ と にす る。

　翼端近傍の 吹上 げ は，（5・17）よ り

即 幽 一 誰。 π ，帰． 、、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＋ 1

　　　　　　　× Σ εεβ（N ）ゆs）K （ifN ）
（9 ，9s）

　 　 　 　 　 　 　 　 s＝o

　 　 　 　 　 　 　 　 m ＋ 1

　　　　　　　x Σ ε rcos 　rgslim 　Tr 　 （6・4）
　 　 　 　 　 　 　 　 r ＝D　　　　　　　 サ

→1

　（82 ）

で あ る。We （M ） の 中の ln（1＋η）1（1一η） を係数に もつ

項を 齲
（M ）

で 表す こ とに す る。

　附録 IIIを参照す る と ， η
；1 の 近傍 で は

Tr＝ t　21n （1一壬一η）！（1一η）→
−Ur

u ・
一一8［1暗結＋ −

　 　 　 　 1　　　 　　　　　 　 「

　　
＋

・（r
− 1）

｛1− （　1鬥 」
　 　 　 　 r 十 2　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 r2 − 2

　　　
− 『

厂 ｛1− （− 1）
「
｝−

72ごf｛1
−
（− 1）

7−1

｝・

　 r ≧2

　Uo＝− 4，　 こfl＝− 6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6・5）

で あ るか ら ， 翼端近跨 で は

鵠婿 ・

＠囎 謹， π ，賄
　 　 　 　 　 　 　 　 　 キ 　

　　　　　　　 × Σ esB （N ）（9s）K 〔MN ）
（9 ， 9s）

　 　 　 　 　 　 　 　 s一〇

　　　　　　　・ 鞋：一 塗
・・1・ ｝≒ ・・…

と書か れ る 。
こ の 式 の Fourier級数の 部分 は （5・6）で

g
’＝O と し た もの に等しい か ら

lim　wX ・の   一lim⊥
　 F→o　　　　　　　 pre π

　　　　　　　　・ 誰。

B ・N ・
（・）k ・” N ）

（… ）1・ ｝lt：i
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （6・7）

と な る。

　　　　　撫 ≒
ガ ー1パ謂薯一 ・

で あ るか ら，（6・7）の K （UN ）
は y＝0 の と き の 値 を

と るの が 妥当で あ る 。

　　　　　　・一
一［1・！・ ・− W ・L 。

（・・8・

と≒尋く と ， （6・7） は

　　　 lim　tV査（M ）

（P）＝ liInΣ B （N ）
（0）CMN

　 　 　 屮
→O　　　　　　　　　 幹

吋oN ≡O

　　　　　　　　　　・tt， gl
・揖鬻 （・・9・

と な る。CMN は （4 ・12）よ り求 め る こ とが で き る。

　（6・4）の 右辺 が 有限で あ るた め に は ， （6・9）の 右辺

が 0 ， すなわち
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膿1鶴1叢1三i｝圃

な らば よ い 。これ が 吹上 げ有限 の 条件式 で あ る。た だ

し 上 式の B 〔N ）
は B （N ）

（O）を意味す る 。

　再び （6・4）に も ど っ て ， 翼端近傍 の 吹上 げ を考え る。

（6・10） が 満 足 さ れ る な ら ば， Tr の 中の ln（1＋ η）！

（1一η）を係数に もつ 吹上 げ は 消え る の で

　 　 　 　 　 　 　 　 κ 　 　 1

鶴物
〔め   ；

。署。ヨ砺而
　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＋ 1　　　　　　　　 　
　　　　　　　　× Σ εsB

（N ＞
（Ps）K （ifN ）

（O，9s）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 S＝1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 m ＋ 1

　　　　　　　　 × Σ εr　cos 　rgs ・Ur
　 　 　 　 　 　 　 　 　 r＝0

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1　 　　 E

　　　　　　　　
＋

灘 。（m ＋ 1）浬。

B 〔N ’
（°）C・・N

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t　　 m ＋ 1

　　　　　　　　
Xi

，呻 濯。

ε・　Ur

で あ る。右辺 第 2 項 は （6・10 ）に よ っ て O で あ るか ら，

翼端の 吹上げは

　 　 　 　 　 　 　 R 　 　　 1

　　鞠
（M ）（°）＝譯。 π ＠ ＋ ・）

　 　 　 　 　 　 　 ：n ＋ 1

　　　　　　 x Σ εsB
（N ）（9s）K （跏 の （O， 9s）

　 　 　 　 　 　 　 S＝1

　 　 　 　 　 　 　
’
rn ＋ 1

　　　　　　 x 　Σ：　εrcos 　rgs ・｛ノト　　　　　　　（6・11）
　 　 　 　 　 　 　 　 r −＝：O

と な る。

　B （N ）
（0）の 中の一つ が 定

．
まれ ば ， （6・10）に よ っ て 他

の す べ て の B（N ）（0）が定 ま る か ら， （6・11）の 連 立 方程

式 の うち一つ の M に対す るもの だけを残 し ， 他 は省

略す る こ とが で きる 。
M ・＝ O の 場合だ け を 残す こ と に

す る と ， 翼端 の 境界条件 と して は 流 れ の 方向だ け を与

え れ ば よ い こ とに な る。

　　　　　　　 Xv ＝ B 〔N 〕（O）1B（o）（0）

と 置 くと ， （6・10）は

　　　　　iii≡lii黜ii鯊ill≡i｝
　

臥

　
＄

　

11L

　

　

謂

二

＝

と

　
232

　

0

　

3

　

｛

る

CCC

よに

胤

，

，

　

11

亡
D

幻

＝

＝

＝

　

エ

　
エ

　

ユ

伽

QQ

α

0

　

113

る

＝

＝

≡

漁

砺

伽

働

喀

（6・12）

（6・13）

Co3　＝ ＝ − 1117

C23＝− 23

（）t3＝＝− 1200

39．

で あ るか ら，1＞；3 ま で と っ て XN を計算する と ，

　　　 x ⊥ ＝ − 5．05，　 x2 ＝ 3．09 ，　 xa ＝− O．04　（6・14）

と な る。圧 力 分布の 計算 に は N ＝2 ま で とれ ば精度 は

充分 と思われ るが ，
XN に 鬨 して は （6・12）で N ＝2

ま で に 止 め て 計算す る と x ！
＝− 6，x2 ＝ 5

， とい う よ

うに ， （6・14 ） とは か な り異 な る結果 に な る の で ，Mlv

の 計算 に は N ≧ 3 とす る必 要が あ る。

　ま た 試験関数 と して ，Xl ，
　 x2 が 1 に 近い もの を選

ん だ方が翼端附近で 精度よ い 計算結果が得られ るは ず

で あ る。試験関数を （3・1）で は な くて ， （1・3）の形に

す る と，
Xl ，　 x2，　 XB に 相当す る 係数 の 値 は 2．002

，

− 3．008，− G．042 と な る。さらに 試験関数が

釜一

、、隻  … si・ θ＋ c・
・
　sl … ＋ … i・ 5〃・

……

　 　 　 　 　 co50

　　　　　　　 十 βisin 　2a十βz　sill　4θ　　　 ＋ β・

　 　 　 　 　 siD θ

　　　
一
トβ3sin 　6θH−・・・…　　　　　　　　　　　　　　　　　（6・15）

の と き ， βn1 βo ＝ Xn の 値は Xl ＝− 1．26 ，　 x2 ＝ − 1．13
，

x3 ＝　 − O．01 と な るの で ， （6・15）が 翼端附近の 計算 に

適 し て い る よ うに 思わ れ る。た だ し cos 　o＝ξで ある。

　XN の 値に は翼の 縦横比その 他翼平面形 を表す パ ラ

メ タ
ー

は 関数 と して 含ま れ て い な い 。

　　 7．圧 力分布を与える連立 1次方程式

　（6・1）， （6・11） の 方程式に （3・3）， （6・14）の条件式

を 添 え る と，圧 力 分布を求め るた め の 連立 ユ．次方程式

が 得られ る。理 論の 構成 を わ か りや す くす る た め ， 記

号 を 整理 して

zvcif）
（9。）＝　tV）

（M ），・4⊂N ）（Ps）＝ANS ・

B （N ）
（9s）＝BNs

・卿 、ノ
（’ fN ）

（伽 卿 ∂、・＝瀦 ）

左（M 「v
’
）
＠。，9s）D ．s ＝ K諺〜

蕭  、）
rt（°π ’（0詞

　 　 　 キ　

　 X Σ εrcos 　rPS ・砺 ＝K 鰡，

　 　 r ＝o

（7・1）

と書 くと ， 左右対称 の 翼 に関す る連立 1 次方程式 は

一磐 ＝

。罍。瀏βπ・礁 慮 罍、

ム恥 臘

一ギ＝

慧叢副
（83 ）
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　 Wv （工）　　 R 　視

一
y

＝

濯Q ，署！π ・fSll

　 Wv （2）　 丑 肌 ＋ 1

　　　 需 Σ Σ β配 sκ 需）
s

　 　 　 　 埋 ＝Ob’邑O

　 tVり（3）　　 R 　 皿

『
y

＝
認。 s4 、

　
AN ・Jue

＿蔓
（の

＝ £ 琶
1

飾 、鷦 l
　 　 　 　 N ＝o ε幕o

り ＝1，2，・・…　，
” t

Aos；− Bos，　　ノ310＝− 5．05β DO，　　B20＝ 3．09βoo

（7・2）

で あ る。こ れ を ・4Ns，　BNs に つ い て 解けば ， 圧 力分布

が 得 られ る。左右 非対称の 翼の 場含 は （7・2）の 第 1式

の 次 に v ＝＝m 十 1 に お け る 方
．
程 式を加 え，

　 Bl，ma ＋ 1＝− 5．Ott　Bo，　m ＋ エ，　B2，m ＋ r ； 3．09，Bo，　m ÷ 1

の 条件を 添 え て ， （7・2）を解 くこ とに な る。

8． む す び

　本報告 は 計 算法 理 論 の 骨組み だ け を 述べ た もの で あ

る。 数計値算を行 う場合に は対数特異点の処理法
12 ）

な

どを 挿入す る必要が あ る し，また実際問題へ の 応用 を

考え る と き ， 最適 標点法 に 対す る 翼端条件の 導入 法 の

工 夫 が 必要 に な っ て くる。

　プ ロ ペ ラ の 場合 は ボ ス 側 の よ う な矩形翼端 と 外側 の

放物型翼端 と を組 み 合わ せ た もの の 計算法を考え ね ば

な らな い。

　こ れ らは次の 研究課題 で あ る が ，い ずれ も数値計算

の 積み 重 ね に よ っ て 解決 へ の 道が 開か れ る 。
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附録 1 σ、
σり（r ）の 循環式

9s（m （Y ）は

　　　9s・叩 ・一去L 、噸 裟． ，制
・

・ξ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1−1）

で 定義 され る 関数 とす る。

　核関 数の 値 を計 算す る 場合， 個 々 の もの を直接数値

積分そ の 他 の 方法 で 求め る よ り ， 9s（n）
の 循環式 を利用

す る方が 計算が容易で あ る。

　（1−1）よ り直ち に

　　　　　　　　r2gl罕≧＝9s（n ）− 99罕才，）

　　　　　　（1−2）

の 関係を導く こ とが で きる。

　　農［（サ媽翻一
4f竺鍔羃i）、／、

ξ研 工

v1−
．
ξ百（Y2 十 ξ

2
）
s／2

　　∫ξ
泥＋1

（1一ξ2
）

「〆1一ξz
（Y2 十 ξ

2
）（

s＋ 2）／呂

で あ る か ら ，
これ の 両 辺 をξに つ い て 一1 よ り 1 ま で

積分す る と ， 左 辺 は 0 とな る。そ の 式で lt　− 1＝2n と

書くと

　（2n 一
ト1）9s（70）− 2（n →−1）9s（n ＋1）＿s ｛gI孕オ

1）＿gF罕12）｝＝ O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1−3）

が 得 られ る。

　（1−2）の n を n 十1 で 置 きか え る と

　　　　　　 σ粋才
2）＝ 　9s（n ＋ 1）一｝

72

外孕才
1）

で あ る 。
こ れ と 〔工

一3）とよ り， gl雑
2） を 消去すると
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　　　　 （2n 十 1）9s（
n ）十〔s

− 2（n 十 1）｝9sCn＋ 1）

　　　　　 − s（1十 Y2）99罕Si）＝ 0　　　　　　　　　　（1−4）

が得られ る。（1−2）， （1−4）よ り gEre！
i）

を消去す る と

　　　　（2n 十 1）9s（n ）十 ｛s
− 2（n 十 1）｝9s（

7｝．1．1）

　　　　　− s（1十 Y2）〔9s〔
n ）一｝

7Zgl

罕1｝＝ O

とな る。｝
厂 2g 鯤 の 代わ りに （1−2）の 右辺 を用い る と

　　　　（2n 十 1）9s（n ）
十 ｛s

− 2（n 十 1）｝9s（n＋ 1）

　　　　　− s（1一トY2）giePSi）＝0　　　　　　　　　　　（1−5）

が得られ る。こ の 式 を用 い る と，σs＠
）

の n の 2 つ の

値 に対す る 9s〔の の 値が 知 られ て い れ ば ， そ れ か ら

σ紹 の 値を 計算す る こ とが で き る。

　次に （1．．2）を用 い て （1
−3）の g ．

cn）
，
　gln

＋ 1）
の s を

s ＋2 に 移す と

　（2n
一
ト／＞y2 σ§罕弖H−｛2n 十 1− 2（n 一トユ）Y2 − s｝gl？d

．
ユ）

　　−1−｛s− 2（n
一
ト1）｝gS？；2）

＝＝ 0

が 得 られ る。こ の 式の S 十 2 を S で 置きか え る と

 

環鵬 誰 肋
η ＋ ’！y21gE”

Z ’”

　1
ま

鬱欝 鋳甜毎謄 列
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1−6）

が得 られ る e

　gl（o）， 91co の 値が 知 られ て い れ ば ， 〔1−5）， 〔1−6）を利

用す る こ と に よ っ て ，
n ，S の すべ て の 正 整数に 対す る

9sCn） の 値 を計算す る こ と がで きる。

　 Legendre−Jacobiの 第 ユ 種お よ び 第 2 種の 完全楕円

積分の 表示式 は

　　　　　：：認：1｝；蜘
で あ る。

と置く と

le＝1ハ／1十 ｝η

・… （Y）一！1
／
’2
　v ア、睾釜、，

，。
一 涯讐、

（工
一7）

（1−8）

（1−9）

91〔1）（｝
一
）一

，／1圭｝
厂 呂 11

／2

《／圭≡葦『≡i書2 θ
dO

　 　 　 　 　 　 1

　　　
＝

》1＋ r ・
｛（1＋ Y2）E   一y21（  ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1−10）

41

で あ る 。

　した が っ て σ一5）， （1−6）の循環式を利用すると， 次

数 S が さらに 大きい と き の 9soo を完全楕円積分 で 表

すこ と が で きる 。 結果の み記す と

9… 』
YZ、畿 ・1・・ 93（正）一魯挈謬

・・
（の 一

脚 辛嗣 （詞 ・・le・一画
　 　 　 　 　 　ユ

　　　　　　　　　 ｛（1− YZ）玖 々）十 Y2K （々）｝9s（D ＝
　　　 3Y2 （1十 V2）31z

gT… 一
、5Y4、、fO． 、

）
・。f2｛（畜＋ 23 ＋ ・・Y2）・・le）

一・〔1＋ ・r喇
　 　 　 　 　 　 1
・・

（1）＝
15Y ・

（1＋ Y ・
）
・1・　｛（2＋ 7Y2 − 3Y4 ）EC ）々

　　　− Y2（1− 3Y2 ）K（k）｝

　 　 　 　 　 　 1
・・

（1

气 5r ・
（、＋ Y ・

）
・／・

〔（8＋ 33　Y2＋ 58Y4

　　　− 15Y6 ）E （k）− YZ（4十13 ｝
「2− 15 ｝

「4
）K （k）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1−11）

で ある。完全楕円積分 の 計算ブ P グ ラ ム を利用すれ ば

9s（n ）（Y ）の 値は 容易 に 求 め られ る。

　 111｝Yi ＝o の 近 鯵に お け る 9s 
（Y ）の 展 開 式 は

9… ）（Y ）一訴 1∴1＋諾謡 ）
d・

　　　　一晋丁銅 娠 一音
δ

搾 ＋茜

　　　　　・ （
5
「

一
十 ／

2 ）讐

　　　　　一翻 号・ ・）（9・ ・）讐 ・・・・…｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1−12）

と書か れ る 。 こ の式 は翼端近傍の 核開数の 性質 を 調べ

る と き必．要に な る 。 た だ し

　　　嵯 1；
／2C

− ・− 1−S’ilil．，
“

．，…1…嬲
Σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1一五3）

と す る 。

　　　　　　附録 II　臨 の 漸化式

　Tn は

　　　　T… s：艦誓罪鵠野 
’

で 定義 され る関数で あ る。こ れを計算す るに は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （85 ）
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　　　　　　　Sn− Sl。 鐫踟， 
・

で 定義され る 関数の 性質を利用す る と好 都合 な の で
，

ま ず Sn の 計算式 を求め る。

　　　　Si一歪論嵩 ，評
’

　　　　　一ずL、，讐一 1・i圭1　　（II−・）

で あ る。

　　　S ・ ＋・＋S ・一・
一一

・ii・衂 … ＋ ・嚥

で あ るか ら，Sn の 漸化式

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
　　　 Sn

＋正
一2cos　pSn −｝−Sn＿1＝一

〔（
− 1）n − 1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（IL2）

が得られ る。Sz に 対 し て は

　　　　　瀬 潔器｝謡 ，
・・

　　　　　　 コ2｛（− 1）− 1｝十2cos　gSl　　　（II−3）

で あ る。SO＝・O とみ な し て も不都合は ない か ら， （II−

2）は n ＝1 の 場合に も適用 で き る と考え て よい 。

　 （II−1）と （−
−2）を 利用す る と ， 任意 の 正 整fa　n に

対す る 亀 の 値を計算する こ とが で きる。

　以 上 の 結果を用 い て Tn の 計算式 を求め る。　 Tn の

式 で 部分積分 を行 う と

Tn −÷1；（吐 2画 離

畿叢 1団 陥
一2）S！

’

L　・・
t

　　− ｛　li，。，饗，1三。 ・〆

で あ るか ら

　　　　Tn −
t！1＋

2E2
　S ・ ＋ ・＋

12

才
2

∫一 芸・・ （・1−4）

が得られ る。こ の 式 は n ≧ 2 の と きに 適用す る こ とが

で き る。
n ・＝O，1 に対して は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 l

　　　　　　
Te＝S ・・

tTi＝r
τ

（3∫・
− S・）　 （II−5＞

で あ る。

　（II−4）は ま た

　 　 　 　 　 　 1

　　　 T・
＝t｛（・ ＋ 2）（s・｝＋ z＋ s・）＋ （・ − 2）（s・

　　　　　 十Sn＿2）− 4nSpm｝

と書か れ るか ら， （II−2）を 用 い る と

　（86 ）

Tn − ÷［・r・（n ・ ・）（・… ＋・・一・）一… S・ 一・・
一… S・

　　　　・・離 ・ 舞三1）・（一・・
t・
一

・− 1｝］
となる。さらに （II−2）を 用 い る と

Tn − ・・（n ＋ ・・［・S・ ＋蕩｛（一・）
・ 一・・］

一
…S・ ・

− nS ・

　　　＋告｛錆 ＋1ゴ｝｛（
一1）n

−1− 1｝

で あ るか ら，

−
整理 す る と

　　　Tn ＝ 　｛（n 一ト2）r12− n ｝Sn − 2ηS π
＿1

　　　　　　 ny（n ＋ 2＞
　　　　　　　　　　｛（

一ユ）
n − 1｝　 　 　 　 　 十

　 　 　 　 　 　 n2 ＿2
　　　　　　　　　 〔（

− 1）n
−1− 1｝　　　　 （II

−6）　 　 　 　 　 十
　 　 　 　 　 　 nZ − 1

が 得 られ る。こ の 式 は n ≧ 2 に 対 して 適用す る こ と が

で き る。

　　　附 録 IIL　η
＝1 の 近傍に お け る Tn

　 （II−2）　よ り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
　　　Sn＋ 1

− TI　Sn＝ηSn− Sn−1 十
一一

｛（
− 1）n − 1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （III−1）

で あ る。こ の 式で η＝1 と置 く と

　　　　　S・
一
… − r

・
・S・

一
・− r・1・ Bl・ 一・ （・1−・）

で あ る。η
＝ 1 の 近傍で は （III−1）は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
　　 Sn＋ 1

− Sn≒Sn− Sn＿1十．一一一
｛（
− 1）n − 1｝　　（111

−3）

とな るか ら， （III−2）を参照す る と，　 r？＝ 　1 の 近傍 で は

・・＋ t − Sn≒ 1・ 1晝1・ … 一・・− 1｝・号｛（
一・）

：一・｝

　 　 　 　 　 　 　 2　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

　　　　　　＋
す ｛（

− 1）3− 1｝＋
… tt＋tt　｛（・−1）” − 1｝

　　　　　− 1・普 ・［1＋÷・ξ… t −t・÷

　　　　　　・⊇・1− ・
一・… ］　 ・II…

で あ る。

　（II−6）よ り， η
嗣1 の 近傍 で は Tn は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n 十 2
　　　 Tn ≒2（Sn − Sn−1）

一
ト　　　　　　　　　　　　　　 ｛（− 1）

n − 1｝

　 　 　 　 　 　 　 n2 − 2

　　　　　　＋
爾こ丁｛（｝1）

’b−1− 1｝
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で あ るか ら， （III−4）を利用す る と

T… 1・ ｝圭1− ・［・＋三・t・
・・・…”一ユ

　　　・ 告｛レ （
− 1）・・

一
・｝］

　　　一甼 ｛1＋ 1）・ ｝一髴1ゴ｛1
−
（
− 1）・・一・

｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（IIレ 5）

と書か れ る。
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　n ・・O，1 の と き は （II−5）を利用 す る。η
＝ 1 の 近 傍

で は

　　　　　　　　　　　　　　　 1十 η
　　　　　To＝ S2≒2ηS1− 4≒ 21n　　　　　　　　　　　　　　　　　　

− 4　 （III
−6）

　　　　　　　　　　　　　　　 1一η

で あ る e ま た

　 　 　 　 　 　 1

　　　　T ・
＝
T ｛3（S厂 S2）＋ 3（S・

− S・）＋2S1｝

で あ る か ら， （III−4）に よ り

　　 　 　　 　 　　 　　 　 　　 1十 η
　　　　　　　　　T，≒21n　　　　　　　　　　　　　　　 − 6　　　　　　（III−7）
　　　　　　　　　　　　　1一η

が 得 られ る。

（87 ）

N 工工
一Eleotronio 　Library 　


