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Abstract

　This　paper 　presents　the　transient　 vibrations 　of　a　 beam 　subjected 　to　the　 variable

rotations ．　Taking　account 　of 　rotary 　inertia，　the　fundamental　equations 　of　motion 　for　the　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ
rotating 　Timoshenko −beam　are 　derived　from　the　Hamilton ’

s　principle．　They　are 　sim

plified　by　assuming 　that　the　shear 　deformation　and 　rotary 　i1ユertia 　can 　be　negligible ，
　The 　siihplifieCl　equations 　become　the　same 　the　ones 　for　the　Euler−Bernoulli’s　beam．
　The 　natural 　frequenciesω can 　be　represented 　by

　　　　ω
2

＝
ω   十 φΩ

2

where ω D　is　the　natural 　frequency　for　the　non −
rotat ｛ng 　beam，Ω is　the　angular 　speed 　of

the　rotating 　beam 　and φ is　called 　the　Southwell　coefficient 　depending　on 　the　geometries
of　the　beam 　and 　the　mode 　shape ，　The　Southwell　coefficient 　is　calculated 　by　the　several
methods 　which 　have　been　proposed 　 so 　far．

　Finally，　the　time −responses 　of　the　rotating 　Euler−Bernoulli　beam 　are 　analyzed 　numeri ・
cally 　when 　the　beam 　is　subjected 　to　the 　impulsive −1ike　rotations

，
　which 　is　given　by

　　　　Ω （t）＝Ωo ［1 − exp （− ct）］

The 　fundamental 　 equation 　 is　 transformed 　 into　 the　 finite−difference　 equation ，　 The
dynamic　responses 　of 　the　beam 　are 　obtained 　for　the　variuos 　values 　of　c　in　the　above
equation ．　The　variations 　of　the　deflection　 at 　the　beam −tip　with 　respect 　to　time　are

discussed．　The 　amplitude 　and 　period　of　the　cyclic 　deflection　at　the　beam −tip　are 　obtained

for　c．

匿1 ま　え が き

　蒸気，あるい はガ ス タービ ン 等の ブ レ
ー

ドの 設計 に

は，ブ レ ー ドの 固有振動数 を求め る 必要が あ る。プ レ ．

一
ドは図

一1の 如 く三 次 元 的に 複雑な形状 をして い る う

え に，ター
ビ ン の 運転時 に は遠心 力 に よ っ て見か けの

曲げ剛性 が変化する。こ の 様 な状態 で の ブ レ
ー

ドの 固

有振動数 を厳密に求め る こ とは困難 で あ る 。

一
般に，

解析 を容易に す る た め 図
一2の 様な数学 モ デ ル が 使用 さ

れ て い る
1）。 i）ブ レ ー

ドが 比較的長 く， 厚さが 薄い と

した 片持は りに よる
一

次元 モ デ ル， ii）有限要素法 の

使用 を前提 と した板や シ エ ル に よる 二 次 元 モ デ ル ，iiD

ホ

機関開発部

　原稿受付 昭 和 60年 12月23日

ア イ ソ バ ラ メ ト リ ッ ク要素を使用 した 有限要 素
．
法 に

よる 三次元 モ デ ル 。 現在まで の 研究は，こ れ らの モ デ

ル を用 い て 固有振動数や モ ー ド形状 を求 め る 問題 に 限

られ て い る
2）3）4）。しか し， タービ ン の 起動や停 止 時 ，

ブ

レ
ー

ドの 折損事故時 に 生 ずるような回転 が 急変 する場

合，ブ レ
ー

ドの 振動挙動 は定常振動 とは．著 しく異な る

こ と が 予想 さ れ る。こ れ まで用 い られ た運動方程 式 は，

い ずれ もこ の 回転変動 の 効果 ， す なわち角加速度 の 項

が 考慮 されて い な い 。5朋 B〕9）

　本報告 は 回転 するブ レ
ー

ドの 過渡状態 の 挙動 を明 ら

か に す る た め に一次 元 モ デ ル ，す な わ ち ブ レ ー ドを均

質 ， 等方性 の
・一

様断面 の 片持 は り と し，こ れ が 変動 回

転 を行 う場合 の 曲げ 振動 の 基礎式を導き，初期 に静止

状態 に あ っ た は りが 時間 と共 に あ る
一

定回転 まで 指数

関数的 に 増加す る 回転過程 に つ い て 数 値解析 を行 い ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1 ）
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場
一 一

一 一

図
一1　代表的なブ レ

ー
ドの 形 状

一 一

3 − dim ．　 Tintle　EXehaent 　MetR ワ d

図
一2　プ レ

ー一
ドの モ デ ル 化

は りの 時間応 答を求め る。最初 に ， TilnoshenkQ 型 の

は り を対象に し，は りの せ ん 断変形 を考慮 し， さらに

回転 慣性 を含 ん だ Lagrangian を組 立 ，　 Hamilton の

原理 を用 い て 運 動 方程 式 を導 く。得 ら れ た 式 を Euler−

Bernoulli 型 の は り に 適合 す る よ うに 簡略化す る と 共

に，は ワの 軸方 向 とた わ み 方向 に 働 く加速度成分 の う

ちで Coriolisの加速度を含む若干の 項 を無視 して，た

わ み の 基 礎 運 動 方 程 式 を求 め る。次 に，二 ・三 の 方法

を用 い て 固有振動数を解析 し， Southwel1係数を求め

る。最後 に，基礎式 を差分化 し，は りが
．．．・
定 回転 まで

指数関数的 に 増加 回転 を行 う場合 を数値計算 し，回転

の 増 加 割 合 をパ ラ メータ に 採 用 し て，は ト）の た わ み の

時間応答 が ど の ように 変化す るか を求め，過渡挙動 を

解明す る。

2． 基礎式 の 導入

　図
一3に示す ように ， 空間 に 固定され た 慣性標 系 （X ，

Y ）に対して 角速度 Ω（t）に て 回転 して い る座標 系 （x．

y）を考 え る。変 形 前 の
一

般 点 を P。，変形後 の そ れ を P

（2 ）

y

Ω（t）

図
一3　座標軸 と位 置 の 変化

×
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とする 。
X

，
　 y 方向 の 単位 ベ ク トル を ex ，　 ey とする と ，

P 点 の 位置ベ ク トル P は

P ＝xex 十 v

た だ し， V は変位 ベ ク トル で 次式に て与え ら れ る 。

z ＝
耀 x ＋ tVEe

：y

（1）

（2）

u と zv は x と y 方向 の 変位 を表わす 。 式ほ）を時間 に て

微 分 す る と，速度ベ ク トル P が得 られ る
1 °｝。

　　P＝7十 ΩxP 　　　　　　　　　　　　　　　　　（3＞

た だ し，x はベ ク トル 積 を表 わし，　 x
−
y 平面 に直角方

向の 単位ベ ク トル を e
。 とすれば Ω と V は 次式の よ う

に 与 えられる。

Ω＝Ω亀

ヱ
；

砥 十 乱墜 ｝
式（3＞を各軸方 向の 成 分 に て 表 わ す と 叩 2〕

P ＝ ［u
−

zv Ω］ex 十 ［w 十 （x 十 u ）Ω］ey

（4）

とな る。

　一様な片持は りが，図
一4の 如 く角速 度 Ω （t）に 回転

して い る場合 を考え る 。 L をは りの 長さ ，
A を断面積 ，

1 を断面二 次 モ
ー

メ ン ト， 加 をは りの 単位長 さあ た り

の 中立軸 に 対する慣性質量モ
ーメ ン トとする 。 また ，

は りの 材料 の ヤ ン グ率を E ，密度を ρ とす る。基礎式

を導 くに あた っ て ， 次 の 仮定を置 く。

　　　　’
　 　 　，〆

　　 丶

　　　 丶

　　　 、

　 　 　 　 、

　　　　 、
　　　　　 L
乙　　　、

　　　　　 、

　　　　　　、

　　　， ヘ
ノ
’
　　 、’

　　　　　　、
　　　　　　 レ

’

　　　　　 ！ 、

　　　　／　　、
　　　　，　　 　、

　　　！　　　 、
　　 ノ　 　　 　 、

　　’　　　　 、
　　’

　 ’

　 ’

　　 ノ グ

ノ
’
　 ！

　　　！
　　 ！

　　’

　 1
　 ’

’

’

’

’

竃’

’

／

識 n ｛tl

図
一4　回 転する 片 持 は り

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 3

i）線形弾性論 が 成立。

ii）Timoshenkoの は り理論が適用可能。

iii）回転慣性 の 影響を考慮。

　せ ん断力 を無視 した時 の たわみ曲線 の 傾斜 を ψ，同

じ断面で の せ ん断角をβ（図一5参照 ）とする と，た わ み

曲線 の 全 傾 斜 は
13 ｝

　　書 一 ψ・β 　 　 　 　 　 （・）

遠心力等 に よ っ て 生 ずる軸力 P （x ）を考慮する と，曲

げ に よ る ひ ずみ エ ネ ル ギー U ，は

　　u
・
一吉脚 （

∂ψ

∂x ）
2dU

　　　　・私
1

殉 （
跏

∂x ）
ZciX

　 　 （・）

せん断によるひずみ エ ネル ギ
ー

は仮定 ii）を考慮すれ

ば 次式に て 与えられ る。

　　Us一訌瀛

　　　　一雛 （讐
一
伽 　 　 　…

k は ， は りの 断面 内で の せん断応力分布 に依存す る係

数 で，矩形断面 の 場合に はせ ん断係数 G と次 の 関係が

あ る。

k ＝ （2／3）AG

軸方向変形 に よ る ひ ずみ エ ネル ギ
ー

は

　　Ue一 告∫嵐 警海

（9）

（10｝

運動 エ ネ ル ギ
ー

は回転 と移動 よ り成 る。移動 に よ る運

動 エ ネル ギー KT と 回転 に よる運動 エ ネル ギ
ー KR は 次

式 に て 与えられ る。

Q

＼
＼ 、

Lこ
　　　

dx
＼ 刈

β

89
σ仂

　　＼ 9廼Q

図一5 せ ん 断力 に よる は りの 変形

（3 ）
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　　・・
一 吉ゐ影・｛［書一 Ω］

・

　　　　・ ［
∂徂

1

　　 ＋ （x ＋ u ）Ω
∂t ］

・

｝dx 　 　 （11）

中立 軸 と振動面
．
に 垂 直 な 軸 の ま わ りの 単位 長 さ あ た D

の 回 転 に よ る運 動 工 ネ ル キ
．一

は

　　・
、
一甜 ・ （

∂ψ

∂t ）
2d

．x 　 　 　 〔1・）

保存力 を仮定す る と，外力 に よ る ポテ ン シ ャ ル エ ネル

ギ
．一

は

　　Ap ＝
− M ψ Ix．L ＋ M ψ Ix−e

− Q 副 x −L

　　　　＋ QzvIx．．e − Pulx ＝L ＋ Pe‘Ix＿。 　　　　 （13）

た だ し，M は 曲げ モ
ーメ ン ト，　 Q は せ ん断力 ，

　 P は 軸

力 を表わす。Lagrangian関va　L は 次式に て 与え られ

る。

　　五二（σ ．−K 十 Ap）＝（（J，

一
ト （Js十 Ue）

一
（κ r ＋ K ． ）十 A

ρ （14）

任意 に 選 ん だ 時問問隔 を a，〜t， とすれ ば Hamilton の

原理 に よ り次式が 成立 す る。

小 ・’一・∬
1
（σ

一K ・ A
、）・dt 〔15）

式（7）， （8），   ， （ll），働，（13｝を式（15｝に 代 入す る と，

　　・£ ∫袖 （
∂ψ
跏

）
2

＋ P ω （咎）
2

　　碗 咢
一
ψ）

2
＋ 酬 警）

2

｝

　　
一

｛・4 寄
一

・vΩ）
2

　　・
・A ［警

’

・ （点 ・⊃
・

＋ ・p （詳）
2

｝・ 飆

　　・ ・∫1’｛− M ． vS。 ・ 孀
一C？1．・ ．

＋ Q 。 za’e

　　 − PL　zaL　H．．　P 。tfO｝dt＝0 　 　 　 　 　 　 　 〔16｝

た だ し，第 2番 目の 積 分 に お い て suff 正x　 L は x ＝L
，

0 は x ＝0 に おける値 を意味す る 。

式  の 変分演算を実行する と，

嘉 旻｛一蕃画 審）・書 ［・4 寄

　　
一
砌

一
副 留翫 ＋ u ）蜘 ｝・Zt

　　＋ ｛
一
昜［

　　　∂ψEI
　　　∂x

］− lu（霧一
ψ）

〔4 ）

藩 （加讐）｝酬 ｛ 畜 陬 ） 
一
昆［

　　 ∂wk
（　　　　

一
ψ

　　 欲 ）］… ［警
一

w Ω］・

・ 昌〔副 警 ・ （x ＋ ・）・］）｝・・v ＞ 飆

・
。 窪　 　 　 a．r

・ ［・ ω 毀
’

・ k（窪
L

ψ）
− Q ］、δw 。

一
［・ ω 書 ・ ・磯

一
ψ）．．Q〕e ・UT

・

＋ ［崩 警
一P ω ］・cr… 一’

［EA 警
一P （x ）］り δUu ｝（ノ’＝ 0

fttユ

佃
一 一na」、δψ、

一
瞰

弖廴
躍 ］c）・・v。

（17）

最 終 的 に 運 動 方 程 式 と 境 ．界条件 は 次 の よ うに 求 ま

る
14｝。

　　音 ［劭 蜜3一昜［・・ （寄
一

・・Ω）］

　　
一
副 讐 ・（賊 ・］・

書［EZ 童
　 　 欲

］＋ 々c讐一
ψ）一各（lp一芻）

£ ［
　　 　　∂w
P （x ）
　　 　　欲

］壕 ［・蹼
一
ψ）］

一 副 蕃
一

・・Ω］・

揚 ｛副 寄・ 〔x ＋ ・ ）・］｝

　 　 　 　 　 　 　∂u
　P （x ）＝EA　　　　　　　　　 あ る い は cStt＝ 0 （u を．指定）
　　　　　　　Ox ，

　　　　　　　　　　　　　 at 　 x ＝0 ，　 L

蕗 酊 讐読 る ・ は ・ψ
一・ 瞬 指定）

　　　　　　　　　　　　　 at 　x ＝0 ，
　 L

Q − P ω 讐 ＋ fe（警
一

ψ），

　あ る い は atV＝ 0 （u．， を指定）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ag 　 x ＝O ，　 L

　　　　 3． 基礎運動方程式の簡略化

式（1S＞は，

（18）

（19）

 

（21）

ω

 

　　　　　 は りの 軸方向の 運動方稈式 で あ トり，式（19）と

  は た わ み 運 動 に関す る もの で あ る 。こ れ らの 式 は お

N 工工
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互 い に 連結 して お ワ，こ の ままで は取扱 い が 非常に困

難 で あ るの で 簡略 化 を行 う。式  ，  よ り ψ を消 去 し ，

た わみ zv　 Cこ よ っ て 運動方程 式 を表 わす と次式 の よ う

になる。

　　・・ 誰 ・副 掌 ・ （淑 釜
・ ・Ω 警一

顧 暑 陬 ）讐］

一一挈二｛ρA ［
∂堯；畿2 ＋

一
『穿一一

詳
一（x ＋ u ）

・・Ω
、建i琴「 券 瞬 ）］

一
蓄 ［・ （x ）誓］｝

一 髣｛ん
、壽；籌 ・

、th．s。 ［P ω 警］

一
・噌 望・ 靠匚（点 咢］

・ ・嘉（
　　∂u
Ω
　　 ∂t ）

一嘉 圃 ｝　 　  

式  に て 微分演算 を実行す る と，

齟 誰一副 暢蟹一
・ 讐一・Ω」

詳
一

（x 十 u ）Ω
2
］ （25）

一
方，式圏 に お い て 回転1貫性 とせ ん 断変形 の 効果を無

視 する と ， 次 式 の よ うに簡単に な る。

　　・體 ・ ・A ［
∂
2w

　　 ＋ （x ＋ u
∂t2 ）咢

　　・ ・Ω｛勢
一

wa2 ］
一
妾匚碗 働一・ 　  

式  ，  に て与えられる微分 方程式系は，Euler−Ber−

noulli 仮定 に 基づ い て導い た変動 回転するは りの 運動

方程式 に
一

致する。15）16 ）

　一般に，軸方向の 最小振動数は回転速度 （ロ ー
タ
ー

の 角速度〉の 10倍以上 も大 きい た め
9｝

， 式  に お い て 遠

心力 の 項以外 は 無視 で きる。変位 と軸力 との 関係 ，

　 　 　 　 　 　 　 ∂u
　　P （x＞＝EA
　 　 　 　 　 　 　 ∂x

を用 い る と，式  は 次 の ように簡略化 さ れ る。

　　誓 ＝ 一
・A ・

・

x

P （X ）に 対す る境 界条件

P ；0

を用 い て 式  の 解 を求 め ると，

at 　 x ・＝L

 

 

 

5

　　P 一 壱・An2 （L ・− x2）　 　 　 〔・ 

．一
方，た わ み の 運動方程 式  に お い て ， 軸 方向変位 u

は微少 で あ る と仮定すれば ， 次 の よ うな加速度分 に対

する不等式が 成立する。

∂
2w

∂t21 ，1瑶 》
　 dΩ
u 一

厩
一

式  を考慮す る と，式  は

　　矼 窪
一
蕩（

　　∂wP

　　∂x ）

　　一 副 掌 ・ ・咢一
wfl2 ］

， ・Ω一審 （31＞

〔32）

と書 くこ と が で き る。回転数 が 非常 に 大 きい 場合 を 除

い て ， 式  の 右辺 の w Ω2
の 項 は無視 で きる。式  0）を用

い る と ， た わみ運動方程 式は

　　研 齢一
面 妾 ［

L2− x2 ∂w

　 2 　 ∂x
］

　　一一
・A ［

∂
Zw

　 　 dΩ

∂t2
十 xdt ］　 　 Cl・）

境界条件は中心 に て固定 ， 他端は 自由 で ある の で ， 次

式に て与えられる。

　　w − 」諤一 〇　　　 atx − o 　 （34）

　　誰 一 券一〇 　　 atx − L 　  

は りは 初 期 に停止状態 に あるの で，初期 条件は 次式の

ように なる。

　　卿
＝垂 ＝O　　　　　 att ＝ 0 　　 

　 　 　 　 ∂t

4． 固有振動数解析

　過渡振動 を解析する にあた っ て 固有振動数を求 め て

お く と便利 で あ る。た わみ の 基礎運動方程 ）t（33｝の 右 辺

の 第二 項 は 強制外力項 に 相当する の で，固 有振動数 を

求 め る 基礎式は 次式の よ うに な る。

　　EZ 券一
融 昆［

L2− x2 ∂w

　　2　　 ∂x
］

　　一一
ρ且 讐　　　　　　　 （・・〕

一
般に ， は りが 回転 して い る場合に 固有振動数が増加

する こ とは 良 く知 られ た事実 で ある。角速度 Ω で回転

して い るは りの 固有 円振動数 ω は 次式の よ うに表わ

される 。

ω
2 ＝

ω 。

2
十φΩ

2
　〔38｝

（5 ）
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6

ただ し， ω 。 は非回転時 の は りの 固有円振 動数 で あ り，

φは Southwell係数 と呼 ば れ る。次  の 左辺 第 2項 の

た め，通常 の 解析的手順 に て式  を求 め る こ と は 困難

であり，種 々 の方法が提案さ れ て い る 。

4．1　Schilhansl の 方法
18〕

　調和振動 を仮定 して ，
た わ み w （x ，

t）を次式 の よ う

に 置 く。

　　w 　（x ，　　t）　＝x （x）si7tω 」　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39｝

式倒 を式（：切に 代入 して ， 次式 の ように 変 形す る。

班 襟 一

・・噛 ≒響 ・・9哩 ・・1・
反復 ス キー

ム を 採 用する た め，n 回 目の 反復計算 で の

た わ み を Xn ， （n ＋ 1 ）回 目の それを X 。− t とすれば ，

∂
4X

・・ 1 ．・A
｛Ω

・窯
L2− X2 ∂Xn

］
∂Lr4　 　 EI ∂x2 　 　 ∂x

　　＋ ω
2Xn

｝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4D

第 1 次の 固 有 振 動 の モ
ー

ド形 状 を境 界 条件   ，（35）を 考

慮し て，次 式 の よ うに 仮 定 す る。

　　Xo ＝ x2
−

（2／3L ）xs
一
ト（1／6L2）x4　　　　　　　　　　　C42）

式  に お い て 12＝ 0 と置き，式幽 を代入 して積分 を実

行 し，位意定 数 を 条件翩 ， 鰍 こ て 決 定 す る と，次 の よ

うな第 1近似 が 求 ま る。

　　x
，
一盤｛・・［ 論酬 古貨 一

驫…

　　
一
志 糾 古チ

ー
Llo8甚］＋ ・

・

［景 五
・

ノ

　　噛 灘 ・諭 ・
一

、1，、諺
　　＋

1。歯管］｝　　　　　 ｛43｝

た わ み X
。 と X ， の 最良 の

一致 条件は

　　蓋瀛 一∫瀛 　 　 　 　 幽

で 与え ら れ ， 式  に た わみ ω，  を代入 して 積 分 を実

彳了す る と，次式が 彳尋られ る。

・ → 14瀞 ・ 1・17・n2 　 　 ・・ll

した が っ て，曲げ に よる 1次 の た わ み モ
ー

ドに対す る

Southwell｛系姿攵1ま

　　φ
＝ 1。173 　　　　　　　　　　　　　　  

と な る。

〔6 ）

4，2　Ritz の 方 法
1s）

　エ ネ ル ギー法に 基づ い て 固有振動数を求め る 。 全運

動 エ ネ ル ギ ーは 次 式に て 与え ら れ る 。

　　T 一 判
匸

1（
∂w

∂t ）
2

−
・Ω鵬 箟）

2

副 瀟

一
方 ，

ポ テ ン シ ャ ル ・エ ネル ギ
ー

は

　　弓
ノ

∫笑誰）
2dU

　 　 　 （・・81）

一
次 モ

ー
ドの 形状関数 を Am して，た わ み を次式 の よ

うに 仮定 す る。

　　 u ノ
；Amsin ω t　　　　　　　　　　　　　　　c49）

た だ し，形 状 関数 A 皿は境 界 条件（34＞，  を考慮する と ，

次 の ようなポ 11
ノ ミア ル 関数 を置 くこ とが で き る。

　　Am ＝Al　［6（x／L ）
z − 4（x ／L）

3 一
ト（x ／L ）

4
コ　　　　　（5 

Lagrangian 関ta　L は連動 とポテ ン シ ャ ル
・

エ ネ ル ギ

ーの 時間平均 を用 い る と

　　レ 聖 ・曙 ・3一撃 言撫

　　　　
一
望訟 甼 ・1

・

Ritzの 方法 に よ り

　 　 ∂L
　 　 　 　 ＝0
　　 ∂A ，

を式  に 適用す る と 次式 が 得 られる。

　　・
・ 一誓番 ＋ 圭1誕

それ 故 ， φ一1．173 とな っ て，式  に
一

致す る。
4．3　 有限要素法の 適 用

（51）

働

（53）

長 さ L，巾 b の 回 転 す る板 を 三 角形 要素 を用 い て 分

割 し，要素内で の た わ み 関数を

　　z厂 α 、 ＋ α〆 ＋ α 、ノ ＋ α 、x
’2

＋ α ，
x
’
y
，
＋ 喝

〆2

　　 f α 7x

’3
＋ asx

’2y ’
＋ α gY

’3
， （ぺ，ヅ ：局 所 1坐標，

　　 α广 偽 ：定数） （5・t）

と仮定 して Dokanish ら
19〕

は 解析 し，
　 Southwell係数

と して

、
。 鵬 ：膿 　 、、、、

　　　　［Ll86 ・ム
〆b − 3

を得 た 。 こ れ ら は 式C46）で 与え られ た は ワの 場合 の 値 と

非常 に近 V  

　Brown ら
2 °）

は LXb ＝ 15× 5cm，厚さO．25emの 平板
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が 回転する場合 の Southwell係数 を NASTRAN に

よ る計算と NASA の ス ピ ン
・
リグを用 い た 実験 に よ

り比較 した 。

擦 鑿罫　  

　Timoshenko は F）の 場 合
21）に は Southwe11係 数は

大きな値 と なる こ と有限要素法に よっ て初め て 明 らか

に さ れ た 。

φ
＝ 3，6118

5．　 Euler −Bernoulli は りの 過渡振動 の

　　　　　 数値解析
’S）16 ）22 ，

〔57）

　 は りの 変形 は Euler−Bernoulli仮定 に従 うと し，回

転慣性 の 影響 を無視す る と ， 図 6 の 如 く回転す る は り

の た わ み の 運動方程式は

　　・・ 窪
一
面 妾 ［

LZ −
xz 　 ∂u．］

　　2　　 ∂x
］

　　一
一
副 掌 ・弓夛］　 　 　 （・・）

と な る。変動 回転過程 として ，ある
一定回転まで指数

関数的 に上 昇 す る場合 を考 え る。

Ω（・）　　 §
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

o 一

　　　　 L

図
一6　回転す る は りの た わ み

Ω （の＝ Ω。 ［1 −
exp （

−
oの］ t＞ 0

X

（59）

た だ し、Ω。 （rad ／s），c （s
−1
）は 定数 で ある。境界条件は，

は りの 中心 で 固定 され て い て，他端 は 自由 と す れ ば

・議 総 こ1　 艦 ：s’1　 …O・

は りは 初期 に停止 状 態 に あ る の で ， 初期条件 は 次 の よ

うに な る。

w ＝∂zv ／∂t＝ o at 　 t＝0　　  

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 7

　一般 に ， 運動方程式鬮 を条件  ，   の 下で 解析的 に

解 くこ とは ， 軸力 に よる見かけ上 の 剛性変化の影響項

（式〔58）の 左辺第 二 項）に よ り困難 で あ る。こ こ で は，座

標軸 と時間軸 を離散化 し，差分法に よ り数値解析を行

う。

↑

i＋1

，

亅
一1

tt＝o
　 （X −O ）

煢

｛i，
’
）

△X

i− I　 i　　 i＋ 1 （X 冨L）

図
一7　 は F

）の 長 さ と 時閭 の 分割

X

　図
一7に示す よ うに横軸には りの 長さを， 縦軸に 回転

開始直後 か らの 時間を採 り，長さ に つ い て は微小長 さ

△ x に て 全 長 L を分 割 し， 時間 に つ い て は微小 間隔△

t に て 分 割す る。こ れ に 基づ い て運 動方程式  を時間

に つ い ては前進差分，長 さに つ い て は 中心差分 を用 い

て差分 方程 式に変換す る。iを長 さ方 向 に 離散化 した

一
般 点 ， ゴを時間軸 の 離散化 した一

般 点 と し，（i，ノ）点

まで の たわみ 瓢 ガ，のが 既知で ある とすれば ， （i， 」＋

1）点 で の た わ み w （i，ノ十 1）は 次式 に て 計算 され る。

w （i，　ノート1）＝ − w （i，　ノ
ー1）一（為

一
［Ciw（i十2，　ノ〉

一（｝w （i＋ 1，の＋ C3　w （i，ノ）
− C、zv （i− 1，ブ）

＋ CiW（i− 2
， ノ）］

た だ し，係tw　Ci− （］5 は 次 の よ うな形を有する。

Ci一景器
G − ・釦会lii・t［Ω（の］

・

｛L2− ［x （の］
・｝（会1）

2

一
壱［Ω（ブ）］

・
・ （の

（
会梦

2

G − ・景｛鴿1・ ［・ （ノ）］
・

｛L2

（62）

（63）

（7）
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一［x （の］
・

｝（会1）
2

− 2

・ 一・景器 ・吉［・ω ］
・

｛L2

　　− ［x （i）］・

｝（会1）
2

・孟［Ω（ノ
’
）］

・

x （の
（
会窒

2

c』＝x （のΩ （の（△ t）2

は りの幾何学形状，機械的性質は次の値を用 い る。

　　 L ＝  、8m ，　A ＝0．15xO 。05m2 ，

　　 1＝1．5625XlO
−6M4 ，

　　E ＝ 196．1　GPa 　（2．O × 106／ig／em2 ）

　　ρ
＝ 7．8× 103　kg／m3

変動 回転過程   として，図
一8に示すように

一
定 回転 は

Ω 。
； 1047．2rad／s （104rPm）と し，　 c （1／s ）の 値 を種 々 に

変 えて 数値 計算 を行 っ た 。刻 み 巾 は双 曲線 型 方 程 式 に

対す る安 定条件

濫一蹄 ≦ 1

を満足する ように 選択 した 。

− 　　

巨
と BQQOZ

’
　　　　

§
お 400D

留コ
ニ 　　　　

暑
ぼ

　　
OO

20Q

（64）

o．1 Q．2　　 　 　 　　 0．i
Trme 　 ，　 ［seo ）

図
一8　は りの 変動 回転過程

O．4

　 図一9は c ＝1．Os−i
の 場合， 回転開始直後 の は り先端

の たわ み 変動 を示 した もの で ある 。 二 点鎖線 は回転数

の 増加 を表す。点線間 の 距離は た わ み 変動 の 振巾を表

す。先端 の た わ み は 回転開始 と共 に 正 弦状 の 変動 を圭

に負の 領域 で 行 う。 しか し，時間の 経過 と共 に変動 は

徐 々 に 正 の 側 に 移動す る傾向 が 見られ る。図
一10は 図

一

9に 続 い て 生ず る は り先端 の た わ み 変 動 を 示 し た もの

（8 ）

壼
｝

−L6

£
−1・2

奮
一・ ・

葦
一
α 4

§
羃
o 　 O，4

図一9　C ＝1．Os
−1

の 場 合 の た わ み 振動

鰤

官
E冒

　

Do
　

8Z

鱒
　
oO

　
6B9

Ω

の

　

　

0

　

　

40O

⊆

；

o←
o
匡

　

oQ
　

2
　

　
　

0

一

　　　
25°o

　　　
　 　 　 　　 　

　

蒼　 　　矗
；　 15… z

註
『1盆

1。。。
　9

ぎ：：： 耀
：　 　 　 8

§
° °

蠢
゜・4

　　
α 8L ° 1・21 ・4

　
L61 ・82 ・° 22

　
Z42 ・6

　
ze

語告1

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丁ime 置 t 俗 eo ［

図
一10　C＝1．Os

− 1
の 場合 の た わ み 振動

で あ る。周期変動 の 振巾 と周期 は ， わず か なが ら時間

経過 と共 に減少 して い る こ とが わ か る。こ れ は，式鮒

の 減衰項 に 相当す る 第 二 項 が，回転数の 増加に よる軸

力 の 増大 を招 く事 に よ っ て 増加 す る 結果 で あ る。

　 図
一11は 6 ＝ LOs

『
五
の 場合 ，三 種類 の 異な る 時刻近傍

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 t ＝

　　　　　C ・ 1．0 　 　 　 −
： 。．83xv62，t．65翼1δ气seCl

葺　 　 　 　 　 　
一一…

・ α 293 ，α3

；
冒
「・6

喜
“i’2

品一α8

墓
一
・ ・

猷
0 20　　　　　　　40 　　　　　　　60 　　　　　　　80

　 Begm 　Length　，　x 　tcm｝

図
一11　C ；1．Os

−1
の 場合 の た わ み 曲線 の 変化

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



National Maritime Research Institute

NII-Electronic Library Service

National 　 Maritime 　 Researoh 　 工nstitute

に お け る た わ み 曲線を示 す。 実線 は 図
一9に 示す た わみ

変動 の 第 周 期 目， 点線は 図 9 に 示す変動の 最後の 周

期 に お い て ， 先端 の た わ み が 山 と谷の 位置 に達する時

の たわ み 曲線 で ある。一点鎖線は 時間が 十分 に経過 し，

ほ とん ど
一

定 回転 に 近 い 時刻 で の た わ み 曲線 で あ る。

曲線上 の 数値 は そ の 時点 で の は りの 回転数で あ る 。

一

点鎖線の 上側 の 曲線は t；3，299s，下側は3．302∫ の 時

点 の た わ み 曲線で あり，この 経過 時刻 で は回転数 はほ

とん ど変化 せ ず， た わ み は 零軸 を中心 に し て非回転は

りの 振動 の よ うに 上下対称 に 変動 して い る。

6

　

2

　

B

　

4

　

0

　

4

，

州

　
司

　一

　一

【
§｝
≧

己
F

§
Φ

m

も
⊆

。

竃
 

；
。

O

己

O一←
OO

一
脂

OO

o

　

　（
三」｝
Z

が

ゆ

　

8

”
U。
 

亀

の

2
軍

2
星

642

K

a ◎4　　　　　 0．08　　　　　 ql2　　　　　 α 16

　 　 　 　 　 Time　： t　【5ec）

Q20

図
一12C 一工0．Os

−1
の 場合 の は り先端に お け る

　　　 た わ み の 時間応 答

丶
丶

　
、

丶
、、

　　　妻
　 　 　 ぐ

　　井 2

、、　、 、

　 ≧
　 ぐ

、
、、
　

、、
　 　 　

、、、
Time

噛 一一一雪

図
一13　は り先端 の たわ み の 代表 的な時間応 答

　図
一12は 回転上昇 の 割合の 係 ta　c を10s

− 1
に した 場 合

の ，は り先端 の た わみ の 時間変動 を示す。c ＝ 1．Os
”i

の

場合 に 比 較 し て 急 激 に減 少 し て 零 に 近づ く 。 振 巾は 初

期 に 13．8cm あ っ た が，定常状 態 で は7．1cm に 減少す

る。周期 に つ い て も回転 開始直後 の 場合 と比較す る と，

見か け上 の 剛性増加に よ り短か くなる 。

　は り先端 の た わ み の 周期振動 の 振 巾 ， 周期に対する

時間変動を調べ る た め ，図
一13に 示す ご と く， は り先端

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 9

の 振動振 巾を△ w ， 特 に 回転 開始直後 の 振 巾を△ w 。，

ほ ぼ
一

定回転 （104ゆ祝 ）に達 した 時点 に て 定常振動 と

見なされ る状態で の 振巾を△ Ws ，周期 を Tfに て 表す。

角速 度 Ω に て 回転 して い る
一様なは りの

一
次 の 固有

円振動数は式  ，  よ り

ω
2＝

ω 02 十 1．173Ω2 （65）

で与え られ ， 非 回転 は ワの 固有 円振動数 ω 。は次 式 の よ

うに 表わせ る
23 ）。
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図
一14　C二1．Os

−1
の 場合 の 振 巾と周期の 時間変動

　図 14は 図 9，10に て 示 した c ＝1．Os−’

の 場合，は り先

端の た わみ 振動 の 振 巾△ w ， 周期 Tf， 回転数 1＞ の 時

聞に対する変化を示 した もの で あ る 。 横軸に は 回転開

始直後 か らの 経過時間 の 対数 を採用 して い る。振 巾△

w の 値は初期 に 1．304cm で ある が ，ほ ぼ 定常状 態に達

した 時点 で は 0．707cm と， 初期 の 約1／1．8に減 少 する 。

一
方，周期 Tfは回転開始直後 に 1．65× 10−Zs，定常状態

で は O．56× 10−2s とな り，初期の 約1／2．9に減少 して い

る。回 転開始直後 は 回 転数 もそ れ ほ ど高 くない の で ，

近似 的 に 非回転 は りと見な し得 る。そこ で ， 式  よ り

周期 Tfを計算すると，7ン＝L58xlrs とな D，図14

の 1．65× ID−2s
と比較する と若干 の 短 い 値 と な る 。

一

方 ， 定 常 回 転 時 の 周期 を式  よ り 求 め る と ， Tf＝

O．523x10
−2s

どな り， 図 14の 値 0．56× 10
−2s

に 比 較 し

て わ ずか に 短 い が ，計算誤差 を考慮すれば近似 的 に
一

致 して い る 。

　図
一15は 図 12に て 示 した c 二10∫

−1
の 場合 の は り先端

の たわみ 振動 に お ける振巾 △ w ， 周期 T．， 回転数 1▽
の 時間 に 対する 変化 を示 した もの で あ る。図 14の c ＝

1．Os−1
の 場合に 比較 して △ w ，・T．

は 時間と共 に 急激 に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （9 ）
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図
一16　係数 C の 振 巾へ の 影響

似的 に 次式に て 与えられ る

△ ZVo ＝ 1．382c　　　，　△ ZVs＝ 0．706c

6， 結　 　論

〔67）

　同転する ブ レ
ードの 過渡状態 の 挙動を解明するため

の 基礎的 研 究 と して，ブ レ
ー

ドを
一

次元 モ デ ル で あ る

一
様断面 を有す る 片持 は りに 置 き換 え，こ れ が変動同

転する場合 につ い て検討 を加 え た。最初に，は り断面

に 働 くせ ん 断力 に よ る 変形 を考慮 し た Timoshenko

型 の は O に つ い て ， 回転慣性 を考慮し，
Hamilton の 原

理 を用 い て 基礎方程 式を導い た。次 に，幾 つ か の 仮定

を導入す る こ とによ っ て ，
Euler−Bernoulli型 の は り

の 方程式 に 簡略化 した 。

　最 後 に，短 い 時間間隔 で 工 
ヰ

7PM ま で 衝撃的 に 回転

上昇する は りに つ い て，基礎運動方程式 を差分 化 して

数値 計算 を行 い ，次 の 結果 を得 た 。

　（1） 周期変動す る は ワ先端 の た わ み の 平 均 値 は，時

間 と共 に 漸 近的 に 零 に 近 づ く。こ の 傾 向は c の 増加 と

共 に著 しくな る。

　  　た わ み 振動 の 振巾と周期は 時間 と共 に 滅少 し，

（，が大 き くなるにつ れ て，こ の 減少 は早 くな る 。

　（3） Southwell係数 φ＝ 1．173を用 い た 式  に よ る

周期 の 計算値に 比較して，本研 究 の 結果 は 若干高め に

出 て い る が ， 計算誤差 を考 えれ ば 近似的 に
一

致す る と

見な しうる。

　（4） 式（59）に お け る c と振 巾 と の 関係 は 式  の よ う

な線形関係 と な る。

　 は りの 曲げ 剛 性 〔EI ）と遠 心 力 （LρA Ω
2
〕との 比，式 （3Z）

中の w Ω
2
の 影響，た わ み 変動 に 及 ぼ す軸方向 の 振動 の

影響 につ い ては さらに検討 を加 えた い 。

ア． 文　 　献
減少す る。回転 開始直後 の 振 巾 △ w は 13．82cm と 大

きく， c＝1．Os− i
の 場合 の 10倍に も達する。　 t＝0．5∫ で

ほ ぼ 定 常状態と な ワ，△ w は ZO6cne に 減 少 する。周

期
’
Tfは初期に ， 1．6× 10

−2
∫， 定常状態 に て 0．56　x 　10

−2

∫ とな り，回転開始 直後 の T
．
は 式  か ら求 め た値 に近

似的 に
一

致する。

　図
一14，　15の 結果 よ e，は りの 振動振巾は 式（59）に て 与

え ら れ る C の 値 ， すな わ ち dfl／dtに 著 し く依存 す る

こ とが わ か る。図一16は 縦軸 に 回 転 開 始直 後 と定常 回 転

状 態 で の 振 巾△ er）。，△ Ws ，横軸 に 回 転上昇率を表す パ

ラ メー
タ c を採用 して ， 両者の 関係を描 い た もの で あ

る。図 より，は り先端 の た わ み 振動 の 振 巾△ tV 。，△ w 。

と c との 問 は 線形関係 とな る こ と が わ か り，そ れ は 近
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