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数学 と変数

竹　内 泉

1　 序

　変数の 使用 は 数学 に特有 で あ る ．変数が使用 され て い る こ とは，他 の 言

語 と比 べ た 際 に数学の 言語 の 特徴 とな っ て い る ． 本稿は，数学の 言語哲学

と して ， 変数の 使用 を分析す る ，

　数学の 中の 変数の 使用 は文献 ［1］で 議論 され て い る ．本稿 で は 以下 の

よ うに分類す る．

・恒等式の 中の 文字

・方程式 の 中の 未知数

・座 標変数 と確率変数

・多項式論の 中の 変数 と命題 変数

・独 立変数 と従属 変数

・自由変 数 と束縛変数

　こ の 分類 の 内， 座標変数 と確 率変数 に つ い て は文献 ［1］ に は 座標 変数

の み が 議論 され て い て t 確率変数が 議論 され て い なか っ た． しか し，本稿

で 議 論す る よ うに ， 座標変数 と確率変 数 は同類 の もの と見做 され る．

　また 文献 ［1］で は 多項式論の 中の 変数 と命題 変数 は議論 され て い なか っ

た． 多項式論の 中の 変数 とは ， 因数分解

x2 ＋ 3x＋ 2 ＝ （x ＋ 1）（x ＋ 2）
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に 現れ る 変 数 x で あ る． こ れ は独立 変数 へ の 前段 階 を成す もの と して 重

要で あ り，
一 つ の 項 目 と して 立 て る必 要が あ る よ うに 思 われ る．

　本稿 で は 先の 列挙の 内 T 座標 変数と確 率変数 まで を議論 し，特 に座標変

数 と確率変数に つ い て 詳 し く議論す る、 多項式論の 中の 変数以 降 につ い て

は ，未 だ議論が尽 くされ て い ない 、 こ れ は今後の 課題 で ある ．

2　 恒等式 の 中の 文字

　変数 は文 中で 同
一

の もの を指 す． 恒等式 の 中の 文字は全称量 化 され る 変

数 で あ る． 例 と して は以 下 が ある ．

恒等式 ； a ＋ b ＝ b ＋ a

意 味 ： ∀ ab ．　 a ＋b＝ b＋a

量 化子 は各変数 に対 して そ れ ぞ れ
一

つ しか登場 しない の で ，変数の 式中で

の 値 は皆 同 じで あ る． よ っ て 《文 中で 同
一

の もの を指す記号》で あ る．

　こ の 《文 中で 同
一

の もの を指す記号》は変数の 重 要な機能で ある． また ，

数学 に は ， 自由 に現 れ る 変数は 意 味上 は全 称 束縛 され る ， とい う傾 向が あ

る．

3　 方程式の 未知数

　方程式の 未知 数は ，解 との 同値式が 全称量 化 され る． 例 と して は 以 下 が

あ る ．

方程式 ：x2 − 1 ＝ 0　解 ：x ＝ 1 と x ＝
−1

意 味 ： ∀ x ． x2 −1 ＝ 0 ⇔ x ＝ 1 ＞ x ；
−1

方程式 ：x
−2y ＝ 0

，
　 x −

y ＝ 1 解 ：x ＝ 2 ，
　y ＝ 1

意 味 ： ∀ xy ．　 x −2y ＝ 0 〈 x
−
y ＝ 1 ⇔ x ＝ 2 〈 y ＝ 1
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量 化子 は各変数 に対 して そ れ ぞ れ
一

つ しか登場 しな い の で
， 方程式 と解の

中で の x の 値 は 同 じで あ る． よ っ て こ れ もまた 《文 中 で 同
一

の もの を指

す記号》 と も言 える．

　方程式を解 く作業 とは， あ る意味で 最 も簡単 な同値式 を求め る作業で あ

る． 詳 し く言 い 換 え る な らば， 同値式 記号 で 繋 い で 未 知数 を全 称 量 化 し

た 命題 が真 とな る よ うな もの の 中で ， 最 も簡単 な もの を求 め る ， とい う

作業で あ る．最 も簡単な ， と い うこ となの で ，方程式 x2
−1 ＝ 0 の 解 と して

lxl＝ 1や x2 ＝ 1 は不適で あ り，＜x ＝ 1 と x ＝
−1 ＞ と答えるの が正解で ある ．

　また一 方で ，方程式 x2
−1・ O を解 く作業 とは， 性質性 Ax ．（x2

−1 ＝ 0）と

外延が 等 しい 性質の 中で 最 も簡単な表現 を求め る作業で ある， とい う
一

面

を持 っ て い る．解 は ＜x ＝ 1 と x ＝
−1＞で あ っ て 〈1 か

一1で あ る こ と〉で

は ない が ，暗黙 的に 〈1 か 一1 で ある こ と〉 とい う性 質が 意識 され て い る ．

数学 で は 性 質 よ りも集合 を好 む の で ， 集合 ｛xlx2 −1 ＝ 0 ｝の 最 も簡単 な 表

現 ｛1，

−1｝を求め る と言 い 換 えて もよい ．

　即 ち， 方程式 の 未 知数 とは ， 暗黙 的 に ラ ム ダ抽 象 され る こ とが 意識 さ

れ て い る 変 数 と見做 す こ とが 出来 る ． それ は飽 くまで 暗黙 的 な意識で あ

り， 束縛 変数の 名前換 えが 許 され て い る訳 で は な い ．方程式 x2 ＋ 1 ＝ 0 と

y2＋ 1 ＝ 0 は
，

そ れ を解 く作 業 は 同 じで あ る が ， そ の 解 は 片 や 〈x ＝ 1 と

x ＝
−1 ＞で あ り， 片や 〈y ＝ 1 と y ＝

−1＞で あ り， そ れ は相 異 な る．

4　座標変数

座標変数の 用 例 に は文献 ［2 ］に こ の ような記述 が あ る ．

y ＝ 4x の グ ラ フ を書 い て み よ う．

か き方

x ＝ 1 の と きy ＝ 4 だか ら y ＝ 4x の グ ラ フ は 点 （1 ，
4）を通 る ．

した が っ て ， 原 点 と点 （1 ，
4）を通 る 直線が 求め る グ ラ フ で あ る．

文献 ［3］に も同様の 記述 が ある，
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　＜x ＝ 1＞ と 言 い くy ＝ 4 ＞ と 言 っ て い る が ， ＜y ＝ 4x ＞ と い う式 は 単

に 4 ＝ 4 × 1 とい う掛 け算の み を表 して い る の で は な い ， 即 ち， こ こ で の

変数の 機 能は 《文中で 同一
の もの を指す記号》で は な い ．

　 こ こ で の 〈y ＝ 4x ＞ は ，　 y ＝ 4x を充 たす個 々 の x と y の 組 に 注 目 して い

る の で は な く， x と y の 問の y ＝ 4x とい う関係に言及 して い る ． こ れ は根

が 二 つ あ る 方程式に似 て い る ． x ； 1 もx ＝ −1 も式 x2
−1＝ O を充 たすが ， 方

程 式 x2 　
−1 ＝ O の 解 は 〈x ＝ 1＞ で も ＜x ＝ −1 ＞で もな く， ＜x ＝ 1 と x ＝

− 1＞

で あ る ． 同様 に ， ＜y ＝ 4x ＞ は， 〈x ＝ 0 か つ y＝ 0 ＞〈x ＝ 1 か つ y ＝ 4 ＞＜x ＝ 2

か つ y ＝ 8＞の よ うな
一 連の x と y の 組 に 言 及 して い る．

　〈y ＝ 4x ＞の 中の 変数 x と y は， 方程 式の 未知 数 と 同様 に， 暗黙 的 に ラ

ム ダ抽象 され る こ とが 意 識 され て い る変数 と見做 され る， 飽 くまで 暗黙

的 な ラ ム ダ抽 象で あ っ て 丁 変数名 に意味が あ る こ と，即 ち， ＜y ＝ 4x ＞ と

〈x ＝ 4y＞は 区別 され る こ と もまた， 方程式の 未知数 と同様で ある ．

　更 に また 〈y ＝ 4x＞は y が x に依存 して 動 く変数 で ある こ と をも意 図 し

て い る． こ の 点は独立変数 と従属 変数 と して議論 される もの で あ り， 本稿

の 範囲 を超 え る．

　 さて ，座標変数 に は 図形 を表す とい う機能が ある ． こ れ は方程式の 未知

数 と違 い ， また独立変数 と従属変数 と も違 う機 能で ある ． こ こ で は そ の 点

を強調 した 仮想的 な例文 を挙げる ． こ れ は実際の 文献 の 文面に 現れ て い る

もの で は な い が ， 十分 に 意味の 通 る例 文で ある ．

x ； 1， y ＝ 1 で あ る よ うな点 P と

x ＝ 2， y ＝ 3 で あ る よ うな点 Q を通 る直線は

直線 y ＝ 2x −1 で ある，

こ こ で ，
一

行 目で は x ＝ 1，y ＝ 1 と言 い ， 二 行 目で は x ＝ 2，　 y ＝ 3 と言 っ て

い るの で ある か ら，矢張 りこ の 座標 変数は 《文 中で 同
一

の もの を指す 》の

で は な い ． また 三 行 目で は ， あ る特定の x と y に つ い て 言及 して い る の で

は な い ．

　座標 とは，
t−一般 に は，空間の 点と数ま たは 数の 組 との

一
対

一
対応 で あ る ．

直線の 座標 とは， 直線上 の 点 と実数 との
一 対一対応で あ り，平面の デ カ ル
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ト座標 とは ，平面か ら X 軸 と Y 軸 へ の 射影 で あ る ．

　平 面の デ カ ル ト座標 に 於 い て ， X 軸 へ の 射 影 を X と書 き，　 Y 軸 へ の 射

影 を Y と書 くと， 点 p の X 座標 とは X （p），点 p の Y 座標 と は Y （p）で

ある． これ が
一 対一 対応で ある とは

・任意の 点 p に 対 し，X （p）と Y （p）が 定まる．

・任意の x ∈ R
， y ∈ R に対 し，X （p）＝ x ，　Y （p）＝ y となる点 p が唯一定 まる．

とい うこ とで ある ，

先の 例文 に 於 ける座標変数の 意味 は こ の よ うな もの で ある ．

一
行 目 ：点 P で は X （P）＝ 1，Y （P）二 1で あ る．

二 行 目 ：点 Q で は x （Q）＝ 2，Y （Q）＝ 3 で ある ．

三 行 目 ：その 直線は点集合 ｛plY （p）； 2X （p）
−1｝で ある ，

　即 ち， 座標 変数 x ， y の 意 味は ， そ れ ぞれ の 文脈 で 注 目 して い る地 点 p

で の
， 座標系 が 定め る 函数 XO ，YO に 対す る函数値 X （p），Y （p）を表す ．

　ま た
， ＜y ＝ 2x −1＞は ，構 文上 は論理 式で あ る が ， そ の 意 味は 地 点 に 対

す る性 質で あ り， あ る い は また その 性質が 成 り立 つ 地 点 の 集合で ある ． こ

こ で は地点 は 意味論上 東縛 され て い る．数学で は性 質 よ り集合 を好 むの で ，

一
般 に は ， こ の 式 は 点集合即 ち直線を表す．

　見掛 け の 文が 性質 を表す の は 一般 の 言語で は普通の こ とで ある．例 えば

出身が大阪で ある 人は 言葉が 関西弁 に な りが ちで ある．

で は ， 〈出身が 大 阪で あ る 〉 は見掛 け上 は 文 で あ るが ， そ の 意味は くλ　x ．x

の 出身は 大阪で ある 〉 とい う性 質を表す ．誰の 出身地で ある か を表す語句

が 欠け て い て ， そ れ に よ っ て 人 に 対す る性質を表す よ うに な っ て い る ． こ

の 誰 の 出 身地か を表す語句 は ，省略 され る こ と もあ るが ，意味上 は 不 可欠

な語句で ある ．

　一 方，座標変数 を含む式 は ，構文上 は欠けて い る 要素が何 もない に も拘
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らず ， 構文上 現 れ よ うの ない 地 点が 意味論上 束縛 され て
， 性 質 また は 集合

を表す． こ の ，構 文上 現れ よ うの ない 暗黙 の 変数が意 味論 上 束縛 され る ，

とい う点が 座標 変数 の 特徴 で ある ．

5　確率変数

確 率変数の 用 例 に は こ の よ うな もの が あ る ．

普通の 賽子 を二 回振 る．

一
回 目に 出た 目を x と置 き， 二 回 目に 出た 目 を y と置 く．

2x ＝ y で あ る確 率は 1112 で ある ．

こ の x と y が確率変数で あ る．

　確率変数の 値 は 《確率的 に 変化す る 》と言 わ れ る ，確率変数が 登 場 す る

式 〈2x ＝ y ＞も 《確率的》で ある と呼 ば れ る ．真偽が 《確率的 に 変化す る》

か らで あ る ．

　
一

方， 〈2x ＝ y で あ る確率 は 1112 で あ る〉は 《確率的》で は な い 、 こ の

命題 の真偽 は 変化 しない ．

　確 率論 で は ，確率変数は 事象空 間か ら値域 へ の 函数で ある ，と教 える ．［文

献 4 ，5 ］先 の 例 で は ，事象空 間は

｛1 ，
2

，
3

，
4

，
5

，
6 ｝× 　｛1，

2
，
3

，
4

，5 ，
6 ｝

で あ る． 確率変数 x が表す函数 X （）とは

ω ＝ （ω
。 ，

ω
y）に 対 して X （ω ）＝

ω
．

で あ り，確 率変 数 y が 表す函 数 Y （）とは

ω
＝ （ω 。 ，

ω
y ）に対 して Y （ω ）； ω

，
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で あ る．

　確率変数 を使 っ た表記 と， そ れ が 表す もの を以下 に 示す．

・＜x ＞の 意味 は X （ω ）で ある

・＜y ＞の 意味 は Y （ω ）で あ る

・〈2x ＝ y ＞の 意味 は 2X （ω ）＝ Y （ω ）で ある

・
＜2x ＝ y で ある 確率 は 1112 ＞の 意味 は

　　　　　　 μ （｛ω 12X（ω ）＝ Y （ω ）｝）＝ 1112 で ある

但 しこ こ に μ は事 象空間の 上 に定義 され た確率測 度函数 を表す，

　〈x ＞t ＜y ＞， ＜2x ＝ y ＞の 意味論 的値 が 《確 率的 に 変化 す る 》の は
，

そ

の 意 味 の 中 に ， 根 元 事象 を動 く変数 ω が 自由に 現 れ て い るか らで あ る．

一
方， 〈2x ＝ y で あ る確 率は 1112＞の 真偽値 は 《確率的》で は ない ， そ の

意味の 中で は根元事象 を動 く変数 ω が 束縛 され て い る ，

　確率変数 を含む表現の 値 が確率 的 に 変化す るか否 か は，構 文上 は登 場 し

ない 根元 事象を表す変数が意味論上束縛 されて い るか どうか ， に依 る．構

文上 登場 し得 ない 暗黙 の 変数が 意味論上 束縛 され る， とい う点 は 座標変数

の 場合 と同様で ある ．

6　 座 標 変数 と確率変数の 類 似 点

　 座標変数 と確率変数の 類似点 に は 以下 の もの が ある ．

　 まず， 双方 と も， 見掛 けは 変数で ある が ，意味 は 函数で ある ． 座標 変数

は地点か ら数へ の 函数で ある ．確 率変数 は
， 事 象空 間か ら， その 確 率変数

の 値が動 く範囲へ の 函数で ある ．

　 第二 点 と して は
， 文中に 座標変数や 確率変数が 現れ た場 合 ，

そ の 函数値

を表すが
， また 同時 に

， そ の 式が 成 り立 つ とい う性質 ，
また はそ の 性 質が

成 り立 つ もの の 集合 を表す、

　例 え ば， ＜x ＝ 1， y ＝ 1 で あ る よ うな点 P ＞で は，　 P に 対す る X （P）＝ 1，

Y （P）＝ 1 とい う性質に 言及 して い る と も言 え る． ま た式 〈y ＝ 2x −1＞は
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Y （p）； 2x （p ）
−1 が成 り立 つ 点 p の 集 合，即 ち直線 を表す． 〈2x ＝ y で あ

る確 率 は〉 と言 っ た場 合の 式 2x ＝ y は， 2X （ω ）＝ Y （ω ）が 成 り立 つ ω の

集合 を表 し，全体 と して
， その 集合の 確率測度 を表す．

　 こ の よ うに，暗黙 の 変数が 存在 し，構文上 は論理式で ある もの が ，意味

と して は 性質， また は 集合 を表す， とい うこ とが ，座標変 数 と確率変数 の

特徴 で ある ，

　　　　　　　　　　　　　 7　指標詞

　座標 変数 と確 率変数は ある意味 で指標詞 に似 てい る．

　指標詞 の 典型 例 は 《私》《今》《此処 》で ある ． そ の 他丁《明 日》《昨 日》《貴

方》等 も指標詞 に含 まれ る， ［文献 6 ］

　《私 》《今》《此 処 》は ， 発話 者 と 発話 時 と発 話地点 を表す もの で あ る，

例 えば ，

　私 は 今は 此処の 教員で す，

とい う文 は
， 野本氏が 1988 年 に北大で 発言 した場 合 に は，

　野本氏 は 1988 年 に北大 の 教員だ っ た．

とい う意味 とな る ． また．野本氏が 1992 年に都立 大で 発言 した場合に は，

　野本氏 は 1992 年 に都 立大の 教員 だ っ た．

とい う意味 とな る． また ，野 本氏が 2002 年 に創価大で 発言 した場 合 に は ，

　野本氏 は 2002 年に 創価大の 教員 だ っ た、

とい う意味 とな る ．斯様 に して ，指標詞 は発話 に依存 して 値が 変わ る ． そ
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の た め に， 《私》は発話か ら発話者へ の 函数 《今》は発話 か ら発話 時へ の

函数 《此処》は発話か ら発話地点 へ の 函数で あ る と見做 され る．

　指標詞が 座 標変数と違 う所は，指標詞 が 表す函 数の 入 力は 必ずそ の 発話

で ある T とい う点で あ る．

　こ の 発 話 は実 は唯
一

とは限 らな い ． 例 えば ， 野 本氏が 1992 年に ，現実

に は北 大に 滞在 して い る に も関 わ らずそ の 場所 を都立 大 と錯誤 し、

私 は今は此 処の 教員で す．

と発言 した と しよ う．客観的に は こ の 文は

野 本 氏 は 1992 年 に北大の 教員 だ っ た ．

とい う意味にな り，偽 の 文 で ある ， しか し野本氏の 発話の 意図は

野本氏 は 1992 年 に都立 大の 教員だ っ た ，

とい うもの で あ り，
こ れ は真の 文 で あ る． また， こ れ を聴 い た 人が ，野 本

氏 は 1988 年 と 1992 年 を錯誤 したの だ， と解釈 し た な ら， そ の 人 に と っ

て この 文 は

野本氏 は 1988 年 に 北大 の 教 員 だ っ た．

と い う意味 に なる　斯様 に して ，発話 をどの よ うに解釈 す る か に よ っ て ，

函数 と して の 指標詞の 入力 た る発話 は 変わ る ．

　 しか し函 数の 入 力は ， 発話の 解 釈が 決 まれ ば
一

意 に 定 まる ． 〈私 は 今は

此 処の 教 員で す．〉 とい う構 文上 の 文 は 必ず 《発話者 は発話 時に 発話地 点

で 教 員で ある 》 とい う意味の 決 ま っ た 命題 を表すの で あ っ て ，何か の 性 質

や 、 そ の 性 質が 成 り立 つ 集合 を表すの で は ない ，

　一
方， 座 標 変数 は任 意 の 地点 で の 函数値 を表す。 式 y ＝ 2x −1 で は ， 各

点で こ の 式が 成 り立 つ か どうか に 注 目す る ．確 率変数が 表す函数の 入 力は
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事象空 間の 各点で あ る． 〈2x ＝ y が成 り立つ 確率〉 と言 っ た場合 に は， こ

の 式が 成 り立 つ 事象 ， 即 ち事象空 間の 部分集合 に注 目す る ．

　即 ち， 指標詞 を含 む見掛 け上 の 文は常 に命題 を表す の に対 し， 座標変数

や確 率変数が 現れ る式 は 見掛 け上 の 地点や根元事 象に対する性質， また は

その 集合 を表す．座標変数や確率変数は 意味論的は 函数で あ り， その 入 力

とな る 暗黙 の 変数が存在す るが ， 指標 詞 には 暗黙 の 変数 は存在 しない ．

　 しか しなが ら
， もし指標詞 の 出現 が 発話 と切 り離 され た場合 に は， そ れ

は
一

般 の 発話か らの 函数 とな り，見掛け 上 の 文は 性 質を表 し得 る ． 例 えば

「明 日は 月曜」と言 える 日は 日曜 日で あ る ．

で は ， 指標詞 《明 日》は 引用符 に括 られ て い て特 定の 発話 か ら切 り離 され

て い る ， こ の 場合 に は， 指標詞 《明 日》は 〈翌 日〉 とい う意味 に な り， 日

付か らH 付 へ の 函 数 と な る ． こ の よ うな用法 は座標変数 確率変数 と同様

の働 きをする ，

8　 結論

　本稿 で は数学 の 中で の 変数の 使い 方 を観 る為に，恒等式の 中の 文字 ， 方

程式の 未知数 座標変数 と確率変数 を取 り挙 げ ，特 に座 標 変 数 と確 率変数

に つ い て 議論 した．

　座標変数 と確率変数の 特徴 は．
一 つ に は構 文上 は 現 れ得 な い 地 点や事象

空間の 点か らの 函数 を表す こ とで あ り，二 つ 目に は ，座標変数や 確率変数

を含む論理 式で は地 点や根元事象が束縛 されて 性 質や 集合 を表す こ とが あ

る とい うこ とで あ る．

　こ の 特 徴 の
一

つ 目は指標詞 と共通する ， また二 つ 目の 特徴 は 指標詞の あ

る種 の 用 法に も見付 け る こ とが 出来 る ．

　座 標 変 数 と確率変数 に は暗黙の 変数が 存在 した． こ の 暗黙 の 変数 と，恒

等式の 中の 文字 や 方程式の 未知数 と に 共通す る変数の 特徴 と して ， 意味論

上 束縛 され る ， とい う点が挙 げ られ る ，
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　恒等式の 中の 文字 は 全称束縛 され た ，方程式の 未知数 は ，外見上 は 解 と

の 同値式が 全称束縛 され 、 暗黙 に は ラ ム ダ抽象され た． 地 点や 根元事象を

表す暗黙の 変数は，ラ ム ダ束縛 され て性 質や その 外延 とな る 集合 を表 した．

　変数 の 機能 と して 《文 中 で 同
一

の もの を表す》と 《意味論上 束縛 され る 》

の 両者 は共 に重 要で あ る ．

　本稿 は数学 の 言語哲学で あ っ た ．言語哲学で は意味論 に は通常 ， 量化論

理 を用い る ，量化論理で は 変数 は 自由変数 と束縛変数 しか登 場 しない ． し

か し数学で は，以 上 の よ うに ，多様な 変数が登場す る ．
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