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＊

　 1 ．は じめ に

　 データ同化は，観測データと予報 モ デ ル を使 い ，大

気 の 最 も確 か らしい 状態 を推定 す る もの で あ る．日々

の 数値天気予報で は，よ り よ い 初期 値を与え る こ とが

予報精度の 向上 に 重要 な役割を果たす．また，気象や

気候 の 研 究 で は，よ り高精度 な大気 や 海洋 の 状態 を知

る こ とが重要な研究基盤を与え る．実際 再解析デー

タ は 過去 の 大気 の 最も確 か ら し い 状態 を推定 した もの

で あ るが ， こ れ を用 い て 多 くの 気 象や気候 の 研究 が な

さ れ ，重要な発見も多 くな さ れ て き て い る．こ の よ う

に ，よ り よ い データ 同化手法 を開発す る こ と は，日 々

の 天 気予報 の み な らず，気象や 気候 の 基礎研究 に も貢

献 す る，重要 な課題 と言 える．

　 ア ン サ ン ブ ル ・カ ル マ ン フ ィ ル タ　（Ensemble 　 Kal ・

man 　Filter：EnKF ）は，最近話題 とな っ て い る最新の

データ同化手 法 の 1 つ で あ る，カ ル マ ン フ ィ ル タ は

1960年 に Kalman が 提唱し た ア ル ゴ リ ズ ム で ，時間発

展が線形 モ デ ル で 与え られ ， 誤差の確率分布関数が ガ

ウ ス 分布 で 与 え ら れ る 場 合 に ，推定誤差 を最小 と す る

最適な解 を与 える （Kalman ，1960）．こ の ア ル ゴ リズ ム

は コ ン ピ ュ
ータ プ ロ グ ラ ム に 適 し て い る た め，衛星追

跡な ど幅広い 分野 で 用 い ら れ て き た ．し か し ， 自由度

が 非常 に 大 き い 現実的 な 大 気 モ デル で は ，こ の ア ル ゴ

リズ ム を直 接実装 す る こ とはで きな い ．こ れ を解決 す

る 先駆的 仕事 と して ，1994年 に Evensen が ア ン サ ン ブ

ル 予報 を用 い て カル マ ン フ ィ ル タを近似的に実現す る

EnKF を提 唱 し た （Evensen，1994）．端 的 に 言 え ば，

気象庁予報部数値予報課 （現在，University　 of 　 Mar 一

ア ン サ ン ブ ル 予報が提供す る予報の ば ら つ き に 関す る

情報 を使 っ て，近似的に カル マ ン フ ィ ル タを行 うとい

うもの で あ る．

　本稿 は，ア ン サ ン ブ ル 予報 と データ 同化が 融合 し た

最新の データ同化手法 ， EnKF に つ い て ， 理論的な導

入及 び そ の 物 理的解釈 に つ い て 明快な解説を行お う と

する もの で ある （露木 （2004）に も解説がある）．最近

の 論文 に 取 り組む際 の 準備 と な りうる こ とも目標 とす

る が ，EnKF に 関 す る研 究 を網 羅 的 に 紹 介 す る レ

ビ ュ
ーで は な い ．レ ビ ュ

ーは ，Hami11 （2003）や Even −

sen （2003）な どが あ る．本稿で は，は じ め に推定問題

の 最適解 と し て の カ ル マ ン フ ィ ル タを導 入 し， こ れ か

ら自然 に EnKF が導 か れ る こ と を示 す．そ の 後，現実

的な 大気 モ デ ル を考慮 し た場合の 効果的な EnKF の

実現法に つ い て 述 べ
， 最後に EnKF の 問題点や利点，

その 将来性 に言及す る．

yland，　College　Park 滞 在 中 ）

miyoshi ＠ atmos ．umd 、edu

◎ 2005　 日本気象学会

■

　
− 2004年 6 月21日受領

一

　
一2004年11月22日受理

　 2．カル マ ン フ ィ ル タ

　本節 で は， カ ル マ ン フ ィ ル タ を構 成 す る 5 つ の 方程

式 をなる べ く簡 潔 に 導入 する．それぞれ の 式 の 導出 な

ど細 か い 点 は付録 A に 記述 し た の で 参照頂 きた い ，ま

た ， 数学的 に よ り厳密な解説等 は Jazwinski（1970）を

参照頂 き た い ．簡単な導出や ，よ り詳細な解説 は Gelb

et　al．（1974）に 記述 が あ る． こ の 他，数値予報 モ デル

の デ ータ同化 に お け る カ ル マ ン フ ィ ル タ に つ い て は ，

露木 （1997， 147ペ ージ ， 第 5．5．8節）に も解説が ある．

　 カ ル マ ン フ ィ ル タ は ，線形 モ デ ル ，ガ ウ ス 分布の 誤

差統計 ， とい う 2 つ の仮定の 下，統計的な推定問題の

最適解 を与え る．そ の アル ゴ リズ ム は，大 き く 2 つ の

部分か ら な る．そ れ は ，時間発展及 び解析で あ る．時

間発展の プ ロ セ ス は ，線形な モ デル M を用 い て 1 時刻

前 の 状 態 x 瓢 を 現 在の状態 x ∫に写す ．
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x ∫＝Mx 乳 1 （1） モ デ ル M を x 。 の ま わ りで Taylor 展開す る．

こ こ で ，下の添 え字 は時刻 を表し，上 の添え字 は解析

（a ），予報 if）を表 す （以下 同じ）．状態 と呼 ん で い る

の は ， 具体的に は モ デル 変数 と同義 で あ る ．予 報及 び

解析 に は 誤差 が 含 ま れ る と仮定 し，そ の 誤差 は 2 次

モ
ーメ ン ト，すなわ ち，誤差共分散行列 P と し て 表現

さ れ る． こ れ も時間発展す る．

Pデ＝ MP 郵、MT ＋Q （2）

M （Xo 十 δx ）＝ ルf（Xo ）十 MXDδx 十 〇（δx2 ）　　　（6）

こ の 2 次以 上 の 項 を無視 す る こ と で 線形化す る．す な

わ ち ，第 2 式の M の代わ り に非線形 モ デ ル M の ヤ コ

ビ ア ン （接線形 モ デ ル と い う）

　　　　LM ・．

一鰹 （7）

こ こで ，Q は モ デ ル の誤差の 2 次モ ーメ ン トで あ り，

線形モ デル の転置 M 　

’
J
’
は ア ジ ョ イ ン トモ デ ル と呼ばれ

る もの で あ る．

　解析の プ ロ セ ス に つ い て は，予報 を観 測デ
ー

タ yVで

修 正 す る プ ロ セ ス

xg ＝ xf ＋ K ∫（y？− HxD， （3）

及び ， 観測データ を用 い る こ とで 状態 の推定誤差 が 小

さ くな る プ ロ セ ス

pg ＝ ［豆
一K ，1｛］P∫ （4）

か ら な る．1 は 単位 行列 で あ る．観測 が モ デ ル の 全格子

点⊥ の 全変 数 に つ い て得 られ る こ と は通 常あ り得な い

た め，観測 データ は モ デ ル 変数 と必 ず しも
一

致 せ ず，

こ こ で は観測データ が モ デ ル 変数の 線形写像 H で 表

さ れ る と仮定 し て い る．H は観測演算子 と呼ばれ る ．

K は観測の影響 を決定する線形変換で ，

Ki ＝ P｛，HT ［HP ｛H τ
十 R ］

−1
（5）

で与 え られ る．R は観測誤 差 の 2次 モ
ーメ ン ト （観測

誤差共分散行列） で あ る． こ れが ，解析 の 推定誤差 を

最小 と す る カ ル マ ン フ ィ ル タ の最適解を与え ，カ ル マ

ン ゲ イ ン 行列 と呼 ばれ る （カ ル マ ン フ ィ ル タ の最適性

の 証明に つ い て は，例 えば Jazwinski（1970）や Gelb

et　 al ．（1974） を参 照）．以上 に 示 した 第 1式 か ら第 5

式が カ ル マ ン フ ィ ル タの ア ル ゴ リ ズム で あ る （付録 A

で こ れ らの式の簡単な導出を行 っ て い る）．

　大気モ デ ル は非線形で あ る た め ，こ の ア ル ゴ リズ ム

は近似的に しか表現 され な い ．そ の 近似を行 う単純 な

方法 が 接線形化近 似 で あ る ．こ れ を行 う に は，非線形

を用 い る こ とで ，カ ル マ ン フ ィ ル タの プ ロ セ ス を非線

形 モ デ ル に も適 用 で きる．こ の 近 似 を行 っ た もの を，

拡張 カ ル マ ン フ ィ ル タ （Extended 　 Kalman 　 Filter：

EKF ） と い う．

　 3．ア ン サ ン ブル ・カ ル マ ン フ ィ ル タ

本節で は，前節 に 基づ き，EnKF を理論的 に 導入す

る　 物理 的解釈 に つ い ては，次節で扱 う．

　誤差共分散行 列 の 平 方根 を考 え る．

P 乳且
＝E 乳1E 乳IT （8）

共分散行列 P は非 負 の 実対称行列で あ る か ら ， 実行列

の 平方根 E を持 つ ．な お，こ の 平方根 E は，uuv ＝1

を満た す行列 U だ け の 自由度が あ っ て ，一意 に 定 ま る

もの で はな い （EU も第 8式 を満た し，平方根 と な る）．

誤差共 分散行 列 P は誤差 の 2 次 モ
ーメ ン トで ，状態の

誤差ベ ク Fル δx の 共分散 を意味す る．式で 書 くと，

P ＝〈δX δX
τ
〉

−
N と、

Σ諭 ・
・…

（9）

の よ う に な る． こ こ で ，記号 〈● 〉 は 統 計期待値 を表

し，右 辺 2 行 目は期待 値 を統計 サ ン プ ル の 平均 を使 っ

て 表 した もの で ，N は サ ン プ ル 数，添字 iは統計サ ン

プ ル を表す ．こ れ を用 い て ， 平 方根 E は，具体的 に は

E − ［、告
…

．若 ］ （10）

の ような行列 とな る．第 8 式 が 主張す る の は，完全に

P を 表現 す る の に N は モ デ ル 変数 の 次 元 の 数 あ れ ば

4
“
天 気

”52．2．
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十分 で あ る と い う こ と と， 〔蹴 ω は
一

意 に は 決 ま ら な い

とい う こ とで あ る．

　第 8式 を第 2式 に代入 す る と，

Pで＝ M ．g、E乳、M ．g−，
−
i

　 ＝Mxf−
、
E乳1 （Mx 乳、

E 乳 1）
γ
馳 （11）

ア ン サ ン ブ ル メ ン バ ーが 必要 と さ れ る た め ，
モ デ ル 変

数の 次元が 100万を優 に 超 え る よ うな現実的 な大気 モ

デ ル を想定 した場合 ，
こ の 計算は 実際に は不可能で あ

る．しか しなが ら，通常 ，誤差共分散行列 は 縮退 し て

お り，その ラ ン クは モ デル 変数の 次元 よ りもず っ と小

さ い ，つ ま り ， 共分散行列の 固有値分解

と な る． こ こ で ，実際 の 大気 モ デ ル が そ うで あ る よ う

に，非線形 モ デ ル を仮定し，そ の ヤ コ ビ ア ン を使 っ た．

ま た ，モ デル 誤差 の 共 分散行列 Q は 無視 し た ．左 辺 は

予報誤差共分散行列で ある が ， こ の 平方根を考 え る と，

E∫＝M ．乳 1E 乳 1 （12）

とな る，こ れ は ， 第 10式の よ うに ，誤 差共分散行列 P

の 平方根 E の 各列 を状態 の 誤差 ベ ク トル と 見な し，そ

れ を時間発展させ るプ ロ セ ス を表 して い る．す なわち，

第 12式は，行列 E の 各列をア ン サ ン ブル 摂動ベ ク トル

と 見な した ア ン サ ン ブル 予報 と考え る こ とが で きる．

こ こ で，E は正方行列であ る か ら，ア ン サ ン ブ ル メ ン

バ ー数 （列の数）は，モ デ ル 変数の 次元 の数 （行の数）

と等し い ．こ こ に 至 っ て ，第12式の時間発展に，接線

形 モ デ ル で は な く，元 々 の 非線形 モ デ ル を 用 い る こ と

が で き る．非線形 モ デ ル を使 っ て誤差 ベ ク トル を時間

発展 さ せ る場 合は，

M ．乳1E 乳1
＝ M 畢 1 （δx 〜リ、

…　 δx 〜ぎD

・（
醒 （X 乳1＋ εδx叟1）

一〃 （xg−1）　 M （X 乳广 εδX 黝
一ル1（xf．i）

　 　 　　 　 　 　　 ε　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ε ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （13）

の よ うに ，接線形モ デル の 背景場を考慮 して 計算しな

け れ ば な ら な い こ と に 注意が 必 要で あ る．こ こ で ， ε は

接線形化近似が 成 り立 っ た め の ，小さ な数 で ある．第

13式は 非線形 モ デ ル を用 い た ア ン サ ン ブ ル 摂動 ベ ク ト

ル の 時間発展 で あ り，まさ に ア ン サ ン ブ ル 予報 を表 し

て い る．こ こ で 非線形モ デ ル を使 う こ と で，接線形化

に よ る近似 の デ メ リ ッ トを解消で き る場合が あ る．実

際，Evensen（1994）は，非線形の準地衡風モ デル を用

い て TEnKF が EKF に勝 る とい う結果 に つ い て 言及

し て い る ．

　以上の 議論で ，ア ン サ ン ブル 予報が い か に カ ル マ ン

フ ィ ル タ の ア ル ゴ リ ズ ム の 中 に 現れ て くる か を示 し

た．し か し ， 第 13式で は モ デ ル 変数の 次元 の 数だ け の

pa＝SDST （14）

を行 う と，固有値の 多 くが 0 に 十分 近 く，有効 な 固有

値 の 数 は モ デ ル 変数 の 次元 の 数よ りもず っ と小 さい ．

こ こ で ，D は対 角行列 で 各成 分 は 固有値か ら な り，S は

各固有値 に 対 応 す る 固有 ベ ク トル か らな る 直交行列 で

ある． こ の事実を利用す る と， 数少な い ア ン サ ン ブル

メ ン バ ーで 誤差 共 分散 行列 P を十 分 よ く表現 で きる

こ と に な る．実際 の 大気 モ デ ル で は，ア ン サ ン ブ ル メ

ン バ ー
の数は高々 100の オ

ーダー
が現 実的な計算上 の

限界 で あ るが ，こ の よ うな少な い メ ン バ ー
で効 率的 に

P を表現 す る こ と に つ い て は，第 5 節 で 述 べ る．

　また ，第 5式の カル マ ン ゲイ ン 行 列 を計 算す るプ ロ

セ ス で は ，観測 の 数を
一

辺 と し た 正 方行列 の 逆行列 の

計算が 必 要で あ る．EnKF の 実装方法 に よ っ て は ，一

度に扱 う観測 の 数が 膨大 と な る場合 もあ り，そ の 場 合

は ， 第 5式を

K ＝PH τ

［HPHT 十 Rj −1

　＝ E （HE ）
1
［HE （HE ＞

T
十 R］

− 1

　＝E ［1十 （HE ）
i
’
R
− iHE

］
− 1

［1十 （HE ）
v
’
R − 1HE

］

　　（HE ）
T
［HE （HE ）

T
十 R ］

1

　＝E ［1十 （HE ）
i1R − 1HE

］
一

］
（HE ）

T
［1十 R − iHE

　　（HE ）
τ

］［HE （HE ）
T
十 R ］

− 1

　＝E 「1十 （HE ）τR −1HE

］
一

且
（HE ）

TR 一
ユ

　　　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　 （15）

の よ う に 変形す る と，ア ン サ ン ブ ル メ ン バ ー
の 数 を 1

辺 と した正方行列 の 逆行列 の 計算で すむ よ うに なる．

な お ，通常異 な る観測の 間に相関はな く，観測 の 総数

か ら 見 て 非常 に 限 ら れ た 数 の 観測誤差相 関 を考慮すれ

ばよい ，こ のため ， 観測誤差共分散行列 R はほぼ対角

行列に 近 い ブ ロ ッ ク対角行列 と し て 扱われ る こ とが 通

常 で あ り，逆行列 の 計算 は 難 し く な い ．

　誤差 共 分散行列の 平方根 を考 える更 な る利 点 と し

て ，観測 演算子 H が非線形 で あ っ て もそ の ま ま対応で

き る こ と が あ る．通常，非線形 の 観 測演算子 は，第 5

2005 年 2 月 5

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Meteorological Society of Japan

NII-Electronic Library Service

Meteorologioal 　Sooiety 　 of 　Japan

96 ア ン サ ン ブ ル ・カ ル マ ン フ ィ ル タ

式 で そ の 転置行列 （ア ジ ョ イ ン ト演 算子） が 必要 と さ

れるた め，線形化す る必 要が ある．し か し，第 15式中

に は ，観測演算子 は HE の形で しか 現れ な い ．すな わ

ち ， ア ン サ ン ブル メ ン バ ーを観測空 間 に 写す必要 しか

な い た め，観測演算子 は便宜的に 元 々 の 非線形写像 の

ままで 計 算で き る こ と に なる． こ の 取 り扱 い は，第 13

式で接線形モ デル の計算を便宜 的に非線形 モ デ ル で置

き換 え た の と同等で あ る．第13式 と同様，ア ン サ ン ブ

ル 摂動 ベ ク トル をそ の まま非線形写 像で 写 す の で はな

く，基本場 の まわ りで 写す必要 があ る点 に 注意す る必

要がある．す なわち ， 非線形の H に 対 し，基本場 xf の

まわ りで 線形化 したヤ コ ビ ア ン H ．∫を用 い る べ き と こ

ろ を，

Hx∫E ｛； Hx∫（δx〜
1 ） …

　cSxl・”））

・ （
H （xl ＋ ε

鰐
り
一H （xつ 跚 ε

鰐
｝〉− H （x つ

）
（16）

とす る こ と で，非線形の H をそ の まま用 い る こ とが

で き る．

　実際に データ 同化を行 う際は，E と HE とい う形 で

計算機の メ モ リ上 に情報 を蓄 え，第 15式 2 行 目また は

5 行 目に よ り K を計算 し ，
こ の K を使 っ て 第 3 式 の

データ同化の 式 を計算す る．こ れ に よ り，モ デル 変数

の 次元 の 2 乗 と い う膨 大 な 大 き さ を 持 っ P を直接 メ

モ リ上 に 蓄 える こ とな く，デ
ー

タ同化の計算が で き る

の で あ る．

　最後 に 問題 と なる の は，第 4 式 の 解析誤差共分散行

列 を計算す るプ ロ セ ス で あ る．こ の プ ロ セ ス は ， 次の

ア ン サ ン ブル メ ン バ ーを作 り出す プ ロ セ ス （ア ン サ ン

ブ ル ・ア ッ プ デ
ー

ト） に相当す る．こ の プ ロ セ ス の 実

装方 法 は テ ク ニ カ ル で あ っ て，様々 な方法 で 実現 さ れ

る．こ れ ら の 方法は 大 き く 2 つ に 分 け られ， 1 つ は観

測摂動 法 （Perturbed　Observation　method 　：PO 法）

と呼 ばれ る もの で ，もう 1 つ は第 4 式を直接的に解 く

平 方根 フ ィ ル タ （Square　Root　Filter：SRF ） と 呼 ば

れ る もの で ある．PO 法で は ， それぞれ の ア ン サ ン ブル

メ ン バ ーに対 し ， 独立 し た解析予報サ イ ク ル を適用す

る．同じ観測データを用 い て ， 独立 した解析予報サ イ

ク ル を行 うと ，

（17）

と な る （導出は付録 B を 参照）．こ れ は

pa二［1− KH ］P ノ

［1− KH ］
T （18）

と同値 で あ り，第 4式 よ り ［1− KH ］が
一

つ 多 く，解

析誤差 が 必 要以上 に 小 さ く見積 も ら れ て し ま う． こ れ

は，観測誤差が考慮 され て い ない た め で ，実際は，

pa＝［1− KH ］P ／ ［1− KH ］
τ
十 KRK τ

　 ＝［1− KH ］P 〆

Ea＝［1− KH ］Ef

（19）

の よ う に ， 第 4式 と
一

致す べ きもの で あ る （第 A −10，

A −16式 を 参照）．こ れ を満 た すた め に ，観測誤差共 分散

R を満た す よ う に，観 測 に 摂動 を与 える必要 が あ る．

こ の 方法は ， それ ぞ れ の ア ン サ ン ブ ル メ ン バ ーが 独立

した解析予報サイ クル で計算 され る と い う点で簡便で

あ り，Evensen （1994） や Houtekamer 　and 　MitchelI

（1998；2001）な ど，初期の EnKF の研究で は よ く用い

られ て きた ．観測 に摂 動 を与 える必 要性に つ い て は，

Burgers　et　al．（1998＞が 理論的な導出を行 っ て い る．

しか しなが ら，Whitaker 　and 　Hami11 （2002）が指摘

す るよ うに ，観測デー
タ に摂動を与え る と い う新た な

サ ン プ リ ン グエ ラーを導入 し て お り ， 観測 に 摂 動 を与

え な い SRF の 方法 に 比 べ て 性能 が劣 る 可能性 が 示 さ

れ て お り， 最近の 動向は 以 下に 述 べ る SRF が主 な も

の と な っ て い る．

　SRF は第 4 式 を直接解 く方法 で あ り，ア ン サ ン ブ

ル ・ア ッ プ デー トを線形写像 と し て 与 え る．例え ば，

行列 T を用 い た線形変換

Ea ＝ EfT （20）

で ア ン サ ン ブル ・ア ッ プデ ートを与 え る と，こ れが第

4式 を満た す に は ， 第20式を第 4 式 に 代入 し て ，

E／T （EfT ）
1 ＝（1− KH ）EfEfT （21）

が満 た され る必要が ある．これ を T に つ い て 解 くと ，

ア ン サ ン ブル
・ア ッ プ デー トを与 え る 公式が得 られ る．

こ の 解 は 第 8 式 の 解が
一

意で な か っ た の と同様，

UU τ
二 1 を満た す行 列 U だ け の 自由度 が あ っ て ，一意

で は な い （TU も第 21式 を満たす）．こ れ を実際 に 実現

す る 方法 は い くつ か 知 られ て い る．SRF は ，　 Andrews

（1968）に よ り初 めて提案さ れ，こ の 手法 を Whitaker

6
“

天 気
” 52．2．
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and 　Hamill （2002）が 気象の 問題 に 適用 し た ．他に も，

Anderson（20（）1）が 提案 し た ア ン サ ン ブ ル 調節カ ル マ

ン フ ィ ル タ　（Ensemble 　Adjustment 　Kalman 　Filter：

EAKF ）や ，　 Bishop　et　rti．（2001） が提 案 した ア ン サ

ン ブ ル 変換 カ ル マ ン フ ィ ル タ （Ensemble 　Transform

Kalman 　Filter：ETKF ），また，　 Ott　 et　 al ．（2002 ；

20〔〕4） に よ る局所 EnKF （Local　 Ensemble 　 Kalman

Filter：LEKF ）で 用 い られ るア ン サ ン ブ ル
・
ア ッ プ

デート は，SRF の
一

種 で あ る．こ れ ら様 々 な 手法 の 紹

介及び解 説 は 煩雑 で あ っ て ，本稿 の 目的か ら は ず れ る

の で ， こ こ で は省略す る．様々 なア ン サ ン ブ ル SRF

（EnSRF ＞に つ い て は Tippett　et α〜．（2003）や Miyoshi

（2004）に まとめ られ て い る の で，こ れ ら を参照 し て 頂

き た い 、

　最後に，ア ン サ ン ブル ・
ア ッ プ デー トの 注意点に 言

及す る．通常， カ ル マ ン フ ィ ル タ で は．た と え モ デ ル

が完全 で あ っ て も，主 に モ デ ル の非線形性が考慮 され

て い な い な どの 理 由で ，誤差共分散 を小さ く見積 もっ

て し ま う．言い 換 え れ ば，モ デ ル の 非線形性 が ラ ン ダ

ム 誤差 を導入 し，カ ル マ ン フ ィ ル タ の 見積 も る 誤 差共

分散よ り も大きな誤差共分散 を与 える．カ ル マ ン フ ィ

ル タ が 誤差共分散を小 さ く見積 もる と，観測 の 持つ 情

報 が 必 要 以 上 に 軽 く 見積 も ら れ る こ と に な り，モ デ ル

の結果が 現実 か ら離れ て い っ て し ま う． こ れ を防 ぐ た

め．誤差共分散 を 人為的 に 大 き くして や る必 要が ある．

具体的 に は，第 4式で解析誤差共分散行列 を計算した

後，

Pa＝pa （1＋ δ） （22）

を行 う．こ こ で ， δ は小 さな正数 であ る．こ の プ ロ セ ス

は 共 分 散 膨 張 （covariance 　inflation） と 呼 ばれ ，非線

形 モ デ ル で カ ル マ ン フ ィ ル タ を行 う際の 常套手段で あ

る．EnKF で は ，ア ン サ ン ブル の 摂動 を全体的 に 少 し

大 き くす る こ と に相当す る．別 の 方法 と して，第 2 式

に あ る モ デ ル 誤差の 共分散行列 Q を考慮す る場合 も

あ る．こ の際 は，Q と し て ラ ン ダム ノ イズ を与 え る こ

と が 多 い ．これ は，モ デ ル の非線形性 に 起因 する誤 差

が ラ ン ダム だと仮定する こ とに相当する．しか しなが

ら，カ ル マ ン フ ィ ル タが誤差 を小 さ く見積 もる原因す

べ て が モ デ ル 誤 差だ け で 説 明 さ れ る わ け で は な く，Q

の 導入が よ り明 確な理論的背景 を持 っ て い る と は言 え

な い ．ポ ス ト プ ロ セ ス と し て第22式 の 代わ りに 小 さな

ラ ン ダム ノ イ ズ を与え る と い う手法 もあ る． こ れ は第

2 式に お ける Q の 導入 に 近 い が，第 4 式の後に ラ ン ダ

ム ノ イ ズ を加 えて い る た め，こ れ と は 異 な る．Breed −

ing法 （BGM 法 と も 言 わ れ る ： Toth　and 　Kalnay，

1993；1997） を用 い た ア ン サ ン ブ ル 予 報 に お い て，

Breeding サ イ ク ル ご と に ラ ン ダ ム ノ イ ズ を加 え る こ

とが有益で ある こ とが知 られてお り （Wang ，
2004，私

信 ；Miyoshi 　 and 　Kalnay 、2004 ，私信），こ れ に 相 当

する もの と言え る． こ れ ら 3 っ の 方法 の うち．第22式

が 用 い ら れ る こ と が 多 い よ うで あ る．

　 4 ．物理的解釈

　ア ン サ ン ブ ル 予報 の そ もそ もの 目的 を考え る と，決

定論 的 で はな く．確率論 的 な 予報を与え る こ と で あ る．

つ ま り，初期値 に は誤差が 含 まれ る こ と を想定 し，そ

の誤差が どの ように時間発展する か を予報する．
一

力 ，

カ ル マ ン フ ィ ル タ が 必 要 とす る の は，誤差の 時間発展

と解析 の プ ロ セ ス で あ り，ア ン サ ン ブ ル 予報が こ れ を

補 う．具体的 に は ，以 下の 通 り で あ る．

　ア ン サ ン ブ ル 予 報 に よ り．流 れ に 依存 した誤差 の 情

報 が 得 られ ， こ れ が 誤 差 の 時間発 展 に 相 当す る 清報 を

与 え る．これ を模式的に 示 した の が第 1図 であ る．時

刻 tiか ら t、、1に 時間発展 す る 際 初期 時 刻 tiの 解析 誤

tニ ti＋ 1

第 1 図　 ア ン サ ン ブ ル 予報 が 凵 々 の 流れ に 応 じ

　　　 た 予 報誤差 の 分 布 を 与 え る こ とを 示 す

　　　 モ デ ル 位相空間上 の 模式図．星 は 初期

　　　 時 刻 t汲 び終 端 時刻 tl
＋ 1に お け る最 も

　　　 確 か ら しい 状態 を示 し，円 は そ れ らの

　　　 誤差の 広 が り （確率分布関数の等値線）

　　　　を 示 す．初 期 時 刻 で の 誤 差 の 広が り （太

　　　 点線） に 対 し，終端時刻 で は 誤差 の 広

　 　 　 が りが 大 き く扁 平 に な っ て い る （太 実

　　　 線）、細実線 は各 ア ン サ ン ブ ル メ ン バ ー

　　　 の 時間発展の 軌道 を示す．
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Solution　of 　EnKF

　　　　　Solution　of 　3DVAR
第 2 図　3 次元変分法 （3DVAR ）と EnKF の 違 い

　　　　を 示す モ デ ル 位相空間上 の 模式図 ．黒 い

　　　　星 は ， 左 は観測 デー
タ （OBS ），右 は r・報

　　　　値 （FCST ）を示 して お り，円 は そ れ ぞ れ

　　　　の 誤差 の 広 が り（確率分 布 関 数 の 等値線）

　　　　を 示 す．観 測 デー
タ の 誤差 は 細実線 で 示

　　　　さ れ て い る ．予 報値 の 誤 差 に つ い て は，
　　　　3DVAR で は 統計的平均 （太 点線）が 用 い

　　　　ら れ る が，EnKF で は 日々 変化す る （太

　　　　実線 ）．

差 （太 点線） を考慮 した ア ン サ ン ブ ル メ ン バ ーが ，予

報時刻 ti
， 、

に お い て 予 報誤差 の 分布 （太実線）を与 え

る．デ
ー

タ同化 に お い て ，日々 変化す る予報誤差の情

報 を考 慮 す る意 味 を模式 的 に 示 した の が第 2 図で あ

る．左 の 黒 い 犀は観測デー
タを表 し，右 の それ は 予報

値を表 し て い る．そ れ ぞ れ の
．
誤差 の 広 が り （確率分布

関数の等値線）は ， 円で 示 さ れ て い る ．観測誤差 の 広

が りは 観測 に 固有 の もの で事前に与え ら れ て お り，細

実線で 示 さ れ て い る． 3 次元変分法 （3DVAR ）な ど誤

差の 時間発展 を
．
考慮 しな い 方法で は，誤差の 広が りは

統計的 な平均 で 与 え られ る （太点線）．一
方，EnKF で

は，ア ン サ ン ブ ル 予報の 結果か ら誤差は そ の 日特有の

分布をす る こ とが分か っ て お り ，
こ れ を太実線で 示 し

て い る．データ同化の 解は ， それ ぞれ 白い 星 で 示 した

と お り で あ る ．双 方 と も観測 データか ら は 同じ くらい

離れ て い るが ，異 な る場所 に 位置 して い る．EnKF の

解 は，そ の 日に 特 有の 誤差 の 広 が りを考慮 して い る 点

で ，3DVAR よ り優れた もの と言え る．

　 5 ．効果的なア ン サ ン ブ ル ・カ ル マ ン フ ィ ル タ

　実際に EnKF を用 い る際重 要 とな るの は，数 少な い

ア ン サ ン ブル メ ン バ ーで 十分精度 の 高 い 誤差共分散行

列を再現 す る こ と で あ る．よ り少な い メ ン バ ーで あれ

ばあ る ほ ど，モ デ ル の 時間積分 の 計算回数を減 ら す こ

と が で き，よ り効率的 に 計算 で きる．誤差共分散行列

の ラ ン ク が モ デ ル 変 数 の 次 元 よ り も ず っ と 小 さ い と

言 っ て も t 実際 の 大気 モ デ ル の モ デ ル 変数は 100万次元

を優 に 超 え る こ とが 多 く，ラ ン ク が 100の オ ーダーま で

落 ち て い る こ と は期待 し に くい ．数少 な い ア ン サ ン ブ

ル メ ン バ ーで は，誤差共分散行列を見積 も る 際 の サ ン

プ リン グ エ ラーが大 き く，特に離れ た点同士 の 相関が

不 自然 に 大 き く見積 も ら れ る こ と が 知 ら れ て い る

（Houtekamer 　 and 　 Mitchell， 1998 ；Ilamill　 and

Snyder，2000）．こ の こ と が 問題 とな り，　 EnKF は な か

な か 現実的な モ デ ル で は期待 され るよ うな働 きをしな

い こ とが ある．

　 そ こ で ，い か に サ ン プ リ ン グ エ ラ ー
の 影響 を抑 え，

数少 な い ア ン サ ン ブル メ ン バ ー
の 持 つ 情報を最大 限 に

活用 す る か ，と い う 工 夫が 必要 と な る．そ の 解決法 は

大 き く 2 通 りあ り，一
つ は ハ イ ブ リ ッ ド法，もう 1 つ

は 局所化 で ある．ハ イ ブ リ ッ ド法 と は，日々 変化 す る

誤差 の 情報 を3DVAR に 部 分 的 に 取 り込 む こ とで ，3

DVAR を改善 させ る もの で あ る （Hamill　and 　Snyder，
2000 ；Corazza　et　al．

， 2002， 2003）．3DVAR は，評価

関．数

ノ（・）− S［（・ 一
・

・
）

・ B −1
（・

一
・

・
）

　　　　＋ （y
°− Hx ）

TR − 1
（y

° − Hx ）］ （23）

が 最小 と な る よ うな x を探すア ル ゴ リズ ム で ，誤差 が

ガ ウ ス 分布だ と仮定 し た 場合 の 最尤推定解を与 える．

こ こ で，B は背景誤 差共分散行列で，様々 なケ
ー

ス で

当て は ま る よ う な 統計 的平均か ら 決 ま る 一
定値 で あ

る．B が ，カ ル マ ン フ ィ ル タ で 見積 も られ た 日々 変化

す る Pfで 与 え ら れ る と き，3DVAR の 解 は カ ル マ ン

フ ィ ル タ の 解 と
一

致す る．し か し，数少な い ア ン サ ン

ブ ル メ ン バ ーか ら 見積 も ら れ た Pf に は サ ン プ リ ン グ

エ ラーが大 きい こ とは もち ろ ん，た と え完全 な Pfが得

られ た とし て も，自由度 が大 き い 大 気 モ デ ル で は，

3DVAR で そ の ま ま 用 い る こ と は で きな い ．そ こ で

3DVAR で 用 い られ る背景誤差共分散行列 を，

B
’＝（1一α ）Pノ

十 α B （24）

で 置 き換 える． こ こ で ，α は O と 1 の 間の 実数 で ， 0

に 近 い ほ ど日々 変化す る誤差 の 情報を多 く取 り込 む こ

とに な る ような，重 み 係 数 で あ る．こ こ で の 要点は ，

8 “．
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解析場 の 基本的 な構 造 を，3DVAR で 使わ れ る 流 れ に

依存 し な い 背景誤 差共分散行列で 与える こ と で，ア ン

サ ン ブ ル メ ン バ ーが もた らす サ ン プ リン グエ ラ ー
の 影

響を最小 限に 抑 え よ う とい う もの で ある．実際，ETKF

を Lorenz の 40変 数 モ デ ル （Lorenz， 1996 ；Lorenz

and 　 Emanuel， 1998） に適用 した 簡単 な 実験で は，

ETKF そ の もの で は 40 メ ン バ ーが 必要 と さ れ る状況

で も，ハ イブ リッ ド法 を使 えば 5 メ ン バ ー程度で も3

DVAR の 結果 を上 回 り，む し ろ 40メ ン バ ーを使 っ た

ETKF に 近 い こ と が 確認 さ れ て い る （Yang ，2004，私

信）．も ち ろ ん 40メ ン バ ーを用 い た完全 な EnKF と比

べ る と 成績 は 劣 る もの の ，非常 に 少 な い メ ン バ ー数 で ，

3DVAR を大 き く改善 し，流れ に 依存 した デ ータ 同化

を 部分的に で は あ る が 実現す る こ と の 利点は大 きい ．

　局所化に よ る 力法は ，サ ン プ リ ン グエ ラー
の 大 き い

離れ た 点同士 の相関を始 めか ら無視す る こ とで ，そ の

影響 を最小化 しよう とす る もの で あ る．局所化 を行わ

ずに サ ン プ リ ン グエ ラーを減 ら す に は，よ り多 くの ア

ン サ ン ブ ル メ ン バ ーが 必 要 と さ れ る が ， メ ン バ ー数 を

増や し て も，離 れ た 点同 士 の 相関が 小 さ くな る だ けで ，

大 き な構造に は あ ま り影響 を与 えな い こ と が 多 い ．こ

の た め，離れ た 点同士 の相関 は 0 で 置 き換え るな ど，

始 め か ら物理 的 に 有意な方法 で 局所化す る．こ うす る

こ と で．始め か ら 比較的低 次元 の 元 々 ラ ン ク が 小 さ い

行列を対象と す る こ と に な る．局所化す れ ばす る ほ ど

必要 と さ れ る メ ン バ ー
は少な くなるが ，必要以上 の局

所化は ，大 き な構造 に 影響 を与 え，解析値 の 力学的バ

ラ ン ス を崩し て しまうため，取 り組 む 問題 に適切 な局

所化を行 う こ とが 重要 と な る．

　 Patil　 et　 al ． （2001） は，米国環境予測 セ ン ター

（Natic ）nal 　Cerlters　 for　Environmental　 Predicti〔〕n ：

NCEP ） の Breeding 法の 摂動ベ ク トル の 張 る空間 が ，

局所的に は小 さな次元 で あ る こ と を確か め て い る．Ott

et　 al ．（LOO2 ；2004）は こ の事実 を利 用 して 局所 化 を

行
一
⊃ た LEKF を考案 し た．　 NCEP の 全球 モ デ ル を 用

い た 理想実験で ，LEKF が よ く働 く こ とが 確認 さ れ て

い る （Szunyogh 　et　al ．2004）．

　 6 ．問題点 とそ の対応，実用上 の利点，将来性

　 こ れ ま で ，EnKF が ，流 れ に 依存 し た 誤差 の 情 報 を

活用す る こ と で ，優れたデ
ー

タ同化 ス キ ーム を与え る

こ と を述 べ た ．しか しなが ら，以上の 議論は ，モ デル

が完全 で ，
．
誤差 が ガ ウ ス 分布 に 従う こ と を仮 定 し て い

る こ と を忘 れ て は な ら な い ．実際 モ デ ル に 小 さ な バ

イア ス が あ る場合，3DVAR や最適内挿法 の よ うな流

れ に依存 しな い デ
ータ 同化 を行 っ た場合 は比較的安定

に データ同化サ イ クル が 実現 され る の に対 し，EnKF

で は不安定で す ぐに 誤差 が 急激 に 増大 し て し ま う． こ

れ は ，与 え られ た条件下 で 厳 しく最適性 を求め，得 ら

れ る情報を最大 限 に 活用 して 最高の結果を得 よ う と す

る た め に 起 こ る も の で あ る．す な わ ち，少 しで も条件

が満た され な い と，その 最適性 を失 い
， 悪 い 結果 を与

え て し ま う． こ れ を簡単 に 解決 す る の が ，EnKF の 最

適性 を緩和す る こ とで あ る．具体 的 に は，第 22式 で 導

入 さ れ た共分散膨張 の パ ラ メ ー
タ δ を大 き くし，予報

誤差 を故意 に 大 き く見積 も り，観 測 の 影 響が 大 き くな

る よう に す る．また，ハ イ ブ リ ッ ド法 も同じ よ うな働

きをす る．い ずれ も，カ ル マ ン フ ィ ル タ の 最適性 を失

わ せ る処理 で あ る が ， こ の こ と に よ り，カ ル マ ン フ ィ

ル タ の前提条件が多少満た され な い 場合に もそ の 働 き

を拡張す る こ とが で きる．
一

方，カ ル マ ン フ ィル タ の

最適性 をな る べ く失わ せ る こ と な く，モ デ ル バ イ ア ス

の 問題 に 対 処 す る 方 法 も模索さ れ て い る．Dee 　and 　da

SHva （1998）は．カ ル マ ン フ ィ ル タを用 い て モ デ ル バ

イ ア ス を動的 に 推定 す る 手法 を提案 し た ． こ の 他 ， 複

数の 異 な る モ デ ル を使 う こ とで，あ る
一

つ の モ デ ル に

特有の バ イ ア ス を打 ち消 し合 わそ う とす るマ ル チ モ デ

ル ・ア ン サ ン ブ ル も，ア ン サ ン ブ ル 予報の 研究で最近

話題 と な っ て い る．こ れ まで の と こ ろ，これ ら の新 し

い 技術 を EnKF に 適 用 し よ う と試み た 例は な い よ う

だが，最適な カ ル マ ン フ ィ ル タ を最適な ま ま 用 い る た

め の ，将来 の 重要 な 課題 の
・つ と言 え よ う．

　 もう
一

つ の 問題点 と し て ，EnKF は3DVAR と同様 ，

一
度 に 1時刻 の 観測 し か扱 え な い と い う こ と が あ る ．

例えば， 6 時間毎 に データ同化 を行 う こ と を考えた 場

合， 6時間毎の 観測データ は使 え る が ，そ れ 以外 の 毎

時 の 観測データ等は使えな い こ とに な る．こ の よ うな

非定時の観測 データは観測 シ ス テ ム の進歩 に よ り近年

増加 し て き て お り， こ れ らを有効 に 活用す る こ と は 実

用上重 要で あ る． こ の 問題 を解決す る方法 と し て ，

Hunt 　 et　al ．（2C　O4） が 4 次元 EnKF （4D −EnKF ） を

提唱 し て い る． こ の 方法 は，ア ン サ ン ブ ル 予報を 用 い

て観測の 時刻を移動 す る と い う も の で あ り．EnKF に

お い て も非定時 の 観 測データ を効 率的 に 使 う こ と が で

き る よ う に な る．

　 EnKF の 実用上 の利点は，第 3節で も述べ た よ う に，

時間発 展 モ デ ル と観 測演算子 の そ れ ぞ れ の 接線形 コ ー

ド及び ア ジ ョ イ ン トコ
ー ドが 必 要 と さ れ な い こ とで あ
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る．EnKF と同様 に流れ に 依存 したデ
ー

タ同化 を行 う

手 法 で ，現 在 主 流 と な り つ つ あ る 4 次 元 変 分 法

（4DVAR ）で は ，モ デル の接線形 コ ード及 びア ジ ョ イ

ン トコ
ー

ドが必 要 とされ，こ れ らの 開発に 多大な コ ス

トが か か る．そ の 上，非線形 の 予報 モ デ ル は絶え間な

い 開発 に よ り随時更新され，こ れ に追随 し て 接線形

コ ー ド及 び ア ジ ョ イ ン トコ ー
ド も更新す る 必 要が あ

り，そ の 開発 コ ス トは継続的 な もの とな る．しか し，

EnKF で は非線形 の 予報 モ デ ル しか 使 われ な い た め ，

頻繁に更新 さ れ る 予報 モ デ ル に 対応 した継続的な開発

は 必要 と さ れ な い ．

　 ま た．EnKF は ア ン サ ン ブル 予 報 の 結果 を 使 うた め ，

ア ン サ ン ブ ル 予 報 を定 常的 に 行 っ て い る 環 境が あ れ

ば，デ ータ 同化 の た め に 新 た に モ デ ル の 計算を行 う必

要が な く，効率的であ る．4DVAR で は，モ デ ル の 時間

発展を含ん だ繰 り返 し 計算 が 必要 と さ れ る た め， 1 回

の データ同化 に多 くの 予報計算が必要 とされ る．こ の

た め，解析の た め に粗 い 格子 を用意す るな ど， 計算 コ

ス トを下げ る た め の 工 夫が 必 要 と な る． こ れ に 対 し，

EnKF で は ， データ 同化を ア ン サ ン ブ ル 予報 と
一

体化

す る こ とに より，既に得 られ て い る情報を効率的 に 活

用 して ，余分 な 予報計算を 生 じ な い ．ま た，デ
ータ 同

化 の た め に 粗 い 格 子 を用意 す る必 要 も な く，ア ン サ ン

ブル 予報で 使わ れ る格子系の ま ま データ 同化 を行 う こ

とが で きる．

　以．hに 述 べ たよ う に，　 EnKF は ， そ の い くつ か の 問

題点 に つ い て は 既 に 解決法 が 提案 され て お り， そ の、ヒ，

開発 コ ス トと計算 コ ス トの 点 で，実 用 Lの 重要 な利点

が あ る．こ の た め，EnKF は 先端研究者 の 問で 広 く将

来性が 認め ら れ ，研究 も盛ん に 行 われ て い る もの と言

え よ う．

　 7 ．ま と め

　本稿 で は，EnKF が カ ル マ ン フ ィ ル タ か ら実 に 自然

な形 で 導入 さ れ る もの で あ る こ と を述 べ た ．そ の エ ッ

セ ン ス は，誤差共分散行列 の 平 方根を誤差 ベ ク トル と

見な す と こ ろ に あ っ た．しか しなが ら， こ の 平 方根は

一
意 で は な く．ま た ，ア ン サ ン ブル ・ア ッ プ デ ー

トの

プ ロ セ ス と し て も多 くの方法が 提案され て い る．また，

効果 的 な 実装方 法 も様 々 模索 さ れ て い る．無数 の 実装

方法 があ る中で ， どの 方法が最良の結果 を与え る か は，

Tippett　et　ai ．（2003） も述 べ て い る よ う に，自明 で は

な い ．次世代 の データ同化手法 として将来 を約束 さ れ

て い る よ う に例 え ら れ る EnKF だ が ，同 じく流れ に 依

存す る情報 を取 り 込 む デ ータ 同化 法 で ，最 近 主 流 と

な っ て き て い る 4DVAR と比 べ て ，優 れ て い る の か ど

うか も自明 で は な い ． こ の よ う に ， 様々 な 手法を 比較

す る こ とが ，今後 の 課題 の 1 つ と な る、

　 本稿 の 議論で は，単純化 の ため，ア ン サ ン ブ ル 予報

を デ ー
タ同 化 に 活用 す る と い う観 点か らの み EnKF

を記述 した ．し か し，EnKF は，第 4 式 の ア ン サ ン ブ

ル ・ア ッ プ デ ートの プ ロ セ ス で ，観測 の 情報 も考慮 し

た 最 良の ア ン サ ン ブ ル 摂動 ベ ク トル を作 り出 す．

Breeding 法で は，観測 デ
ー

タの 分布 も考慮 した マ ス ク

を か け て 摂動ベ ク トル を生成す る こ と が ア ン サ ン ブ ル

予報 の 改善 を もた ら す が ， データ 同化 は 3DVAR な ど

古 い ままで ，流れ に 依存 した 情報が使わ れ な く て も，

EnKF に よ り与 え られ るア ン サ ン ブ ル ・ア ッ プ デー ト

を行 うだ けで ．ア ン サ ン ブル 予報が改善 す る こ と も確

か め ら れ て い る （Wang 　 and 　Bishop，2003 ；Wang 　 et

al ．，20（〕4）．ま た ，従来 の プ ラ ス ・マ イナ ス の ペ ア とい

う ア ン サ ン ブ ル は メ ン バ ー数の 半分 の 数の 方向 しか持

たな い の に対 し，EnKF は す べ て が 異 な る方向を持 っ

た 摂 動 ベ ク トル を作 り出す．こ れ に よ り，特 に ア ン サ

ン ブ ル メ ン バ ーの 数が 限 ら れ て い る場合，EnKF の ア

ン サ ン ブ ル ・ア ッ プ デー トが ア ン サ ン ブル 予報 を改善

す る こ とが 知 ら れ て い る （Wang 　et　 ai ．，2004）． こ の

ように ，EnKF が もた らす もの は，ア ン サ ン ブ ル 予報

を利用 し た デ
ー

タ同化 の 改善 だ けで な く，データ同化

を利用 した ア ン サ ン ブ ル 予報 の 改善 も含 めた，双 方向

の改善な の で ある．

　 EnKF は，1994年の Evensen に 始ま り，現在大 きな

広が りを見せ て い る ホ ッ トな トピ ッ クであ る．確率論

的な予報 を与 え る ア ン サ ン ブ ル 予報が 必 要 と され る 限

り， そ れ をデータ 同化 に活用 し よ う と す る EnKF の 方

向性は効率的な も の と言 え，今後は実用化 を視野 に 入

れ ， ま す ま す研究が 盛ん と な る 分野 と言 え よ う．本稿

が ，読者の EnKF に 対 す る 理解 を深 め ，最新 の 論文 に

取 り組む 際 の
一

助 と なれ ば ，著者 の 喜 び で あ る．
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Yang ，　 John　Harlim の 各氏 との有意義な議論が 本稿

の 随所 で 役 立 っ て い る．本稿 の 投稿 に 際 して は，気 象

庁予報部数値予報課 の 石 田純
一

，荒波恒平 の両氏 に ご

協力頂 い た．最終稿 を仕上 げるに 当た り，担当編集委

員の 大淵　済氏 と匿名の査読者 に は．大変貴重 な助言

をい た だ い た，本稿の 執筆を可能 に し た ， こ れ ら す べ

て の 援助等 に 心 か ら 感謝 の 意 を表し た い ．

　付　録

　 A ．カ ル マ ン フ ィ ル タの導出

　本付録 で は，第 2節で 導入 した カ ル マ ン フ ィ ル タ を

構成 す る 5 つ の 方程式 （第 1〜 5式） の 簡 単 な導 出を

行 う．よ り数学的 に 厳密な 導出や解説は，Jazwinski
（1970）を参照 して 頂 き た い ．簡単な導出や，より詳細

な解 説 は Gelb　et　al ．（1974）に 記述 が あ る．本節 中で

導入 さ れ た 記号は ，本付録中では導人 な し に用 い る．

　第 1式は予報 モ デ ル の 定義 とも言 え る．予報 モ デ ル

M は， 1 時刻前 の 解析値 （初期値）か ら現在の 予報値

へ の 写像 を与 える時間発展演算子 で ある．

xで； Mx 瓢

解析値や予報値の誤差 を，

δx
α・f

．＿　xqf −
xt

（A −1）

（A −2）

で 定義 す る． こ こ で ，添字 t は 真 の状態 （truth）を表

し，添字 α ，f は解析 a また は予報 f の い ずれ に も同じ

式 が 成 り立 つ こ と を表す ． こ れ らの 誤 差 の 共 分散行列

pca・fは．

P α・∫＝ 〈δx
α・fcSxa ・！「

〉 （A3 ）

の よ う に書か れ る． こ こ で ，記号 〈● 〉 は統計期待値

を表す．真の 時間発展 M オ

を

ル の 誤差 w はバ イア ス が な い とす る （＜w ＞；O）．こ れ

ら を用 い て ，予報誤差 の 共分散行列 Pfは，

P ・r＝ ＜δx∫δX ｛
T

＞

　 ； 〈（x で
一

x ；）（xデ
ー

x ；）
T
＞

　 二 く（Mx 乳1
− M ‘

x ；．一、〉（Mx 乳 rMx ｛1 ）
「
〉

　＝〈（M （x 襃、

−
x ；一、）＋ w ）（M （x 乳 rxl −、）

　 　 ＋ w ）今

　 ＝〈（M δx ？一， ＋ w ）（M δx 劉 ＋w ）
T
＞

　 ＝ 〈（M δx 監 ）（M δx 夛1 ）
1
十 （M δx 乳 1）wt

　　＋ w （M δx 乳1 ）
T
＋ ww

’
1
＞

　＝〈M δxg −1 δx ヂ、
　M τ 〉＋ 〈ww

τ

〉

　 ＝MP 夛．．IM
τ

十 Q

（A ．5）

の よ う に変形 さ れ る ．こ こ で ，解析誤差 δx
α
と モ デ ル 誤

差 W の 間 に 相関 は な い と仮 定 し （〈δX
α
W

「

〉な ど の ク ロ

ス ターム は 〔））， Q は モ デ ル 誤差 の 共 分 散行列 と し た

（Q ＝ 〈wwT ＞）．こ れが，本節中第 2 式で 与えた誤差共分

散行列 の 時間発 展 の 式 の 導 出 で あ る．

　次に ， 解析の 式 を導入す る．解析 は，予報 xf を観測

y
°

で 修正 す る プ ロ セ ス で ．そ れ ぞれ の 信頼度 （誤差 の大

き さ ） に 応 じた 重 み 付 き平均 を と る．簡単 の た め 1次

元 の 場合 を考 える と，変数 x と変数 y の 重 み 付 き平均

は，y の 重 み を k （0≦ k く 1）とした と き，（1− k）x 十

kyで 与 え られる．こ れ と同様 に，同じ空 間に 属す るベ

ク トル 変 数 X と y の 重 み 付 き平均は ， y の 重 み を K と

し た と き，（1− K）x ＋ Ky で 与 えられ る．今，予報 x
「
と

観測 y
°

は 異 なる空聞 に 属 し，そ れ ら は 写 像 H （観測 演

算子） で 結び つ け ら れ て い る． こ の 場 合 の 重 み 付 き平

均 は，観 測 y
°

の 重 み を K と した と き，（IKH ）xf ＋

Ky °で与 え ら れ る．つ まり，解析 X
α
は，予報 X

∫
と観測

y
°

の 重み付 き平均 として ，本節中 の 第 3式

xa 二x・广十 K （y
°− Hx つ （A6 ）

xl ＝M 孟

xi 、
（A4 ）

で定義す る　モ デル M が完全 な ときは，M は MC と
一

致す る が ，一
般 に は そ う で は な く，

で 与 え ら れ る．推定誤差 を最小 に す る観測の 重み K

は t 解析誤差の 分散を最小 に す る こ と で 得ら れ る．第

A −2式 と同様 に ，観測の誤差 δy を

δy ； yO
− Hxt （A −7）

xl ＝Mxl ．1
− w

で定義す る． こ れを用 い る と，y
° − Hxf は．

の よ うに ．誤差 w を含む 、こ こ で は 簡単 の た め ，モ デ
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y
° − Hxf＝y

”− Hxt ＋ Hx ‘− Hxf

　　　　 ＝δy
− H δX

∫

ア ン サ ン ブル 。カ ル マ ン フ ィ ル タ

（A −8）

の よ う に変形で き る．第 A −6式の 両辺 か ら xt を引 い

て ，第 A −8式 を用 い て変形す る と，

δx
α

＝ （1− KH ）δxf 十 K δy （A −9）

が得 られ る．こ の 2 次 モ ーメ ン トを計算す る と，

P α
＝ 〈δx

α

δX α
「
〉

　 一く（（1− KH ）δX
．f
十 K δy）

　　 （（1− KH ）δx ∫
十 K δy）

−
11
＞

　 ＝（1− KH ）P・f（1− KH ）
T
十 KRKT

（A −10）

とな る． こ こ で ， 予報誤差 と観測誤差 に は相 関 がな い

もの と 仮定 し，〈δx
ノ
（K δy）

T
＞な ど の ク ロ ス ターム は o

と した．解析誤差 の 分散は ， 2 次 モ
ー

メ ン トの トレ ー

ス 和で 与え ら れ る．trace（P ”

）を重 み K の 関数 と見 て ，

こ れ が 最小 と な るような K を探す に は，

が得 ら れ る．こ れ を第 A −10式 に代入 し，簡単 の た め

HPfHi 十 R ＝S と表記す る と，

P α ＝（1− PfHTS −IH
）Pノ

（1− p 「H τ S　
LH

）
’

　　 十 P ∫ H 「sIR （P・广H τS
−1
）

ノ

　 ＝P ∫ …2P ／ H71S．1HP ∫
十 PfHTS 　

IHP 厂H τ S− IHP ノ

　　 十 P プ H τ S
−IRS −1HP ∫

　 ＝ P・プー2P 广 HTS −IHP ノ

　　 十 P．广 H τ S− 1
（HP プ H ／

1
十 R）S

− IHP ∫

　 ＝−P ∫ − 2P ／ H ／S −1HP ∫
十 P ／ H 「S ．1SS −1HPf

　 ＝Pf− PfH7
−
（HP ／H ∬

十 R ）
一】HPf

　 二（1− KH ）P ∫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （A −16）

の よ うに本節中の第 4 式が得られ る ．

　 B ．観測摂動法 （PO 法）

　本付録で は，PO 法 に お ける本節中第 17式の 導出を

行 う．δxat （ixf、δy
°

を，それ ぞ れ ，変数 X
α，　 xf ，　 y

°

の

中心値 （ア ン サ ン ブ ル 平均）xa，　 xf，　 y
°
か らの摂動 とす

る．つ ま り，

、宝（tracte（・ a
））一・ （A −11）

x
α 二xa 十 （貨xa

X
∫＝xf 十 ［SX−

f

yO＝yO十 δyO

（B ．1）

を解けば よ い ． こ の際，数学 の 公式

孟（t・・ice 　（・・A り）− A （B ＋ B ・

）

、宏（trace（・ ・ ））− B ・

（A12 ）

（A ．−13）

が有用で ある （Gelb　 et α1．，1974，第2．ユー73， 2．1−72

式 を参照）．第 A −10式を第 A11 式 に代入 し，第 A −12，

A13 式 を 用 い て計算す る と，

一2（1− KH ）P ／H7 十 2KR ＝0 （A −14）

と な る．こ こ で ， 共分散行列 p 及 び R が 対称 行列 で あ

る こ と を用 い た．こ れ を K に つ い て 解け ば，本節中 の

第 5 式

12

K ＝ P ／Hi （HPfH71 十 R ）
− 1

（A −15）

が 成 り立 つ ．PO 法で は，それ ぞれ の ア ン サ ン ブル メ ン

バ ー
に つ い て 独立 に 解析 を行 うの で ，xa ，　x

ノ，　y
°

に つ い

て 本節中の第 3 式で 与え ら れ るデータ同化の式

xa ＝x ∫＋ K （y
°− Hx ノ）

が 成 り立 つ ．すな わ ち ，

（B2 ）

ra十 δX α＝重【
ゾ
十 δX

∫一
トK ［yσ

十 δy
° − H 仮∫十 δX ノ）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B −3）

ア ン サ ン ブ ル 平均 に つ い て も第 B −2式が 成 り立 つ の

で ，

δx
α ．

crx
−f．

斗
一K ［δy

σ一H δx 〆］ （B ．．4）

も成 り立っ こ と に な る．観測 に 摂 動が な い と き（δy
°

＝

O），第 B4 式 は ，
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δx
° 一

［1− KHj 　6x −’ （B −5）

となる．す べ て の ア ン サ ン ブル メ ンバ ーに つ い て第 B −

5式 が 成 り立 つ の で ，各列 が ア ン サ ン ブ ル メ ン バ ー
か ら

構成 さ れ る行列 E に つ い て ，本節中第17式の

Ea＝［1− KH ］E ∫

が 成 り．立．つ ．

（B −6）

略語一覧

3DVAR ： 3 次 元 変 分 法

4D−EnKF ： 4 次元 ア ン サ ン ブ ル ・カ ル マ ン フ ィ ル タ

4DVAR ： 4 次 元 変分法

Breeding法（BGM 法 ）：Breeding　 of 　Growing　Modes

　 （成 長 モ ードを育成す る ア ン サ ン ブ ル 誤 差 ベ ク トル 生

　 成法 ）

EAKF ：Ensemble 　Adjustmellt　Kalman 　Filter （ア ン サ

　 ン ブル 調節カル マ ン フ ィ ル タ ）

EKF ：Extended 　 Kalman 　 Filter （拡 張 カ ル マ ン フ ィ ル

　 タ ）

EnKF ：Ensemble　Kalman 　Filter（ア ン サ ン ブ ル ・カ ル

　 マ ン フ ィ ル タ ）

EnSRF ：Ensemble　Square 　Root 　Filter （ア ン サ ン ブ ル

　 平 方．根 フ ィル タ ＞

ETKF ：EIlsemblc　Transf （】rm 　Kalman 　Filter （ア ン サ

　 ン ブ ル 変換 カ ル マ ン フ ィ ル タ＞

LEKF ：Loca］Ensemble　Kalman 　Filter（局 所 ア ン サ ン

　ブ ル ・カ ル マ ン フ ィ ル タ ）

NCEP ： Natienal　Centers　f（）r　Environmental 　Predic−

　 tiOll （米 国 環 境 予 測 セ ン ター）

PO 法 ；Perturbed　Observation　 method （摂動観測法）

SRF ：Square　Roo亡 Fi1しer （平方根 フ ィ ル タ ）
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