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一
般項 目反応モ デ ル に お け る項 目パ ラ メ タ の 周辺最尤推定法

中　村　知　靖
’

前 川 眞
一 ＊ ＊

MARGINALMAXIMUM 　 LIKELIHOOD 　 ESTIMATION 　 OF 　 ITEM 　 PARAMETERS

　 IN　A 　GENERALIZED 　 ITEM 　RESPONSE 　MODEL

Tomoyasu　NAKAMURA 　 AND 　 Shin−ichi　MAYEKAwA

　　According 　to　the　Thurstonean　point　of　view ，　a　usual 　two −
parameter 　normal 　ogive

mQdel 　can 　be　derived　asaspecial 　case 　of　the　Law 　of　CategoricaUudgement，　where 　all

subjects 　have　c   nlmon 　dispersion　parameter．　 The 　generalized 　item　response （GIRT ）

model ，　first　proposed 　by　Torgerson （1958），is　an 　extension 　of　the　IRT 　model ，　in　which
each 　subject 　is　characterized 　n 〔〕t　on 董y　by　the　ability 　parameter 　（θ）　but　alsQ 　by　the
d｛spersion 　parameter （φ）．　For　a　subject 　characterized 　by （θ，φ），the　probabilitythat

h・ ／・he　an ・・ ers ・h・ … mc ・ rrec ・1… g・・ e ・ b・ P ・ 胆 ・φ・一 Φ （
、南 （・

− b））l

where Φ ls　the　standard 　normal 　or 　logist．ic　distribution　function　and （（1．　b）constitutes

the　set 　of　usual 　item　parameters．　 In　this　article ，　an 　itern　parameter　estimation 　method

maximlzing 　the　marginal 　likelihood　where 　the　sublec 亡parameters （θ，φ）are 　integrat・

ed 　out
，
三s　presented．

　　Key 　words ； item　 response 由 eory 　（IRT ＞，
　 generalized 　item　response 　 theory

（GIRT ），
marginal 　maximum 　likelihood　estimation ，　EM 　algorithm ，　law　of　categorical

judgement．

問 題

　一 般項 目反応 モ デル

　項 目反 応理論 で は特性値 θ を持 つ 個人 の 項 目 ノ へ

の 正 答確率が P
， （θ）と い う形 の 反応 関数 （response 　func．

ti。 n ） で 書 き表 わ され る事 を仮定 し て い る。具体的 に

は，P
， （θ） は ， 2パ ラ メ タ の 累積 正 規 分布関数 や ロ ジ

ス テ ィ ッ ク 分布関数 の 形 を とる こ とが 多い が ， 最近 の

項 目反応理 論 の 入門書に お い て，反応関数が 累積分布

関数の形 を持 つ 根拠が 示 さ れ て い な い こ とが多 い
。

こ

の 反応関数の 形 の 説 明 は，項 目反応理 論の 応 用 に お い

・　 東京大 学大 学院教 育学H 究 科 ｛Department 　of　Educational

Psychology，　 Facu 】ty　of　 Education，　 The 　University　of

Tokyo ）

・・大学 入 試セ ン タ
ー・

研 究開発 部 （Research　 Division，　 The

National　Center　for　University　Entrance　Examination）

て は必要 な い が ， モ デル の
一

般化 を考え る 場合 に は ，

そ の 理 論的根拠 に 対 す る 知識 も必 要で あろ う。 通常 ，

反応関数 が 2パ ラ メ タ の 累積正規分布関数で表 わ され

る 理由 は ， 以 下 の 様 に し て 説明 さ れ る こ とが多 い
。 す

な わち ，

　1． あ る 項 目に 正 答す る た め の 能力 θ 嗹 続蜀 を考

　　 え ， そ の θへ の 回帰 は線形 で あ る 。

　2． 正 答 ・誤答 の 形 の 項 目反応 は ， そ の項 目 に 正 答

　　す る た め の 能力値が あ る 閾値 を越 える か 否 か に

　　よ っ て 2分化 さ れた もの で あ る 。

こ の よ うな説明 は ， 通常 の項 目反 応 理 論を多次元 に 拡

張 す る 場 合（2値 データ の 因 子分 析）に は適 した もの で あ る

（Bartho］omew ，1987　i　Takane ＆ de　Leeuw ，1987）。

　他 方 ， 反応 関数 の 形 は Torgerson（ユ95s） の カ テ ゴ

リー判断の 法則 （Law 　of 　Categorical　Judgen）ent ）を用 い

て説明す る事 も可能で あ る 。カ テ ゴ リー判断の 法 則 は
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刺激 と刺 激の比 較 を取 り扱 う Thurstene　（1927）の 弁別

過 程 を ， 刺激 と質問項 目 の カ テ ゴ リ
ー

の 境界値 と の 比

較 へ と拡 張した もの で あ るが ，い わ ゆ る 正答 ・誤答の

形 の 項 目反応 は ， 個人 を刺激 とみ な し，また，各項目

を カ テ ゴ リ
ー

数 が 2 の 質問項 目 と し て取 り扱 う こ と に

な る 。 す な わ ち ，

ユ， 個人 iの 特性値 θ，と項目 」の特性 値 わ
」は，あ る

　連続体上 似 下 1れ を能力尺 度 と呼ぶ ）に 順序づ け ら れ

　 て い る 。

2． 様々 な理 由 か ら実際 の 尺度値は ，
こ れ ら の特性

　値 に 誤差が加わ っ た形 ， すなわ ち ，

　　X
、

〜N 〔θ，，φ∫

2
）　　　　　　　　　　　 （1）

　　 ｝〜〜ヱ丶」〔b」， ψゴ

2
）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2｝

　で 実現す る．た だ し ， X ，〜N （α ，
　b）は確 率変数 Xt

　が平 均 a
， 分 散 b の 正規分布 に従 うこ と を示 す 。

　ま た ， φ、
2
は 尺度値の 実現値 払 の 分 散，ψゴ

2
は 巧の

　分 散 で あ る と し ， さ ら に X と Y は独立 で あ る とす

　 る 。

3． 個人 iが 項 目 ノに 正答す る た め に は， 回答 を試

　み る時点 で，個人 iの 能力尺 度値 （X ，）が項 目プ

　 の 尺度値 （玲 を 越 え る 必要 が あ る。

以 上 の 3 つ を仮定す る事に よ り ， 個人 iの 項 目 ノへ の

正 答確率 は

　　Pr （燐 丿

＝1tθ，，φゴ）＝Pr （X ，＞ Y
，）

　　　
一Φ（

彑

研 ）　 　 　 …

と導 か れ る 。 た だ し ， 晦 は個人 iの 項 目 」へ の 反応 で

あ り，Φ は標準累積正規分布関数で あ る 。 したが っ て ，

　　　・
一

、応 　 　　　　 1・｝

と い うパ ラ メ タ の 変換 を行 え ば こ れ が 2 パ ラ メ タ 累積

正規 モ デ ル の 反応 関数とな る。な お ， こ の （4拭 を見 る

と わ か る よ う に ， 2 パ ラ メ タ モ デ ル で は φが 各個人 に

共通 の 値 （φ）を とらなけれ ばな ら な い
。 と こ ろ で｛3）式

に お い て は （θ， b ） と （φ， ψ） の 間 に は乗算 的な不定

性 が ，また φ と ψ と の 問に は ， 両者が正 の 値を と る と

い う条件 の 下 で ， 加 算的 な不 定性 が 存在す る 。 し た が っ

て ， こ の 場合 φ＝ 0 と し て もよ い 。また，ψノを共通 と し

て ロ ジ ス テ ィ ッ ク関数 を使用 す れ ば Rasch モ デ ル と

な る。

　 と こ ろ で ， 項 目反応 モ デ ル の 応 用場面 に お い て は ，

あ る特定集団 に お い て θが平均   ， 分散 1 の 正規分布

か らの ラ ン ダ ム サ ン プ ル で あ る こ と，す な わ ち

　　　 θ∫
〜ノ丶厂〔0，　1＞，　ゴ＝1，

…　，
N 　　　ガ，　i，ゴ，　　　　　　　　　（5）

を仮定 し て 特性値 の 尺度を定義す る こ と が多 い が ，
い

わゆ る識別 力 の な い 項 目 と は ， X の 級間分散 ［  式 で

定義した分散 1］に 比 べ 級 内分散 （di！）が大 きい た め

に
， 級間す な わ ち各個人 の識別 が困難な場 合で あ る と

考え る こ と もで き る 。

　本研究 で 扱 う
一

般項目反 応 モ デル は ， 上 記 の カ テ ゴ

リー判断の 法則に 基 づ くア プ ロ ー
チ に お い て ， 個人 の

誤差分散 φ
2
の 均

一
性 に関す る仮 定 をはず した も の で

ある 。 こ れ は誤差分散 の 個人 差 を認 め る ， す な わ ち ，

各個人 の 能力特性値 の変動を考慮 す る こ と に ほ か な ら

な い が
，

こ の こ と に よ り従 来 の 項 目反 応 モ デ ル で は 当

て は ま り の 悪 い 被験者の デ
ー

タ に対 して もモ デ ル を適

用 す る こ と が 可能 と な る （es　・芝，1990）。 こ の 項 目反 応

データ の モ デ ル として は，Torgerson （1958 ）の
一

般累

積正 規 モ デ ル や Shiba〔1979 ）の ロ ジ ス テ ィ ッ ク関数 を

用 い た
一

般 項 目反応 モ デル が ある 。 ま た ， 中村 ・豊田

（1991 ）で は ， Thurstoneの 比 較判断の法則 と
一

般項 目

反応 モ デ ル と の対応関係が論 じられ て い る。

　 と こ ろ が ，
こ の よう に モ デ ル そ の も の は 以前か ら提

案 さ れ て い る が ， Torgerson （1958） で は パ ラ メ タ の 推

定方法 に つ い て は論 じ ら れ て お らず ，

一
般項 目反応 モ

デ ル を用 い た適用例 は長 い 間報告 さ れ て い な か っ た 。

そ の 後 ，孫
・
芝 （1990 ） は外国人 に対 し て 日本語語彙 テ

ス トを実施 し，通常 の 項目反応モ デル で は デ ータ とモ

デ ル と の 適合度が悪 くな る 状 況 で
一般項 目反応 モ デ ル

を適用 し，そ の モ デ ル の 有効性を示 した。しか しなが

ら ， 孫 ・芝 （1990 ） の ア プ ロ
ーチ は，通常の 項 目反応 モ

デ ル の 下 で 推定さ れ た 項目パ ラ メ タ を
一

般項 目反応 モ

デル の パ ラ メ タ で あ る と み な し ，
こ れ を既知 とした場

合 に 臥 パ ラ メ タ ＠ 去）撮 尤齪 す る とい うもの

で あ り，依然 と し て
一

般項 目反応 モ デ ル に お ける項 目

パ ラ メ タ の推定法は 確 立 して い な い
。

　そ こ で本研究で は ，

一
般項 目反応 モ デ ル の パ ラ メ タ

推定法 と し て
， 項 目パ ラ メ タ に つ い て は周 辺尤度 を利

用 し た最尤推定法 を， 個人 パ ラ メ タ に つ い て は事後平

均 を 利 用 し た ベ イ ズ推定法 を 提案 す る。

　周辺最尤推定 法

　通営の項 目反応 モ デル に お けるパ ラ メ タ推定法 と し

て は，長 い 間 Birnbaum （19．　6Sl の 同時最尤推定法 が 用

い られ ，
こ の 方法 を取 り入 れ た コ ン ピ ュ

ータ プ ロ グ ラ

ム と し て LOG 【ST （Wingersky 、　Bart  n，＆ Lord，1982） が

あ る。 こ の 推定法 は ， 理 論的に平易で あ る ため に ， 項

日反応 モ デ ル の パ ラ メ タ推定法 と し て
一

般的と な っ た 。

し か し な が ら ， 項 目反応 モ デ ル に お い て 構 造 パ ラ メ タ

傾 目パ ラ メ タ ） と付随パ ラ メ タ （個人 パ ラ メ タ ）を同時 に

23

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japanese Association of Educational Psychology

NII-Electronic Library Service

Japanese 　Assooiation 　of 　Eduoational 　Psyohology

24 教 育 心 理 学 研 究 第 41巻 第 1号

推定す る と，推定さ れ た構造 パ ラ メ タ は
一

致推定量 に

な らな い とい う問題 があ る （Anderson，1972 ； Wright，
工977；Harnbleton＆ Swaminathan，19S5 ；Harwell ＆ Baker ，

199D
。 す な わ ち ，

パ ラ メ タ の 精 度 を上 げ る ため ， 被験

者数 （標本数｝を増 や して も， それ に 伴 っ て推定す べ き

個人 パ ラ メ タ の 数が増え，さ ら に 項 目パ ラ メ タ の 推定

値 が 真の 値 に収束しな い と い っ た 問題で ある 。

　 そ こ で ， 同時 推定法 に お け る統計学的 に 望ま し くな

い 性質 を 取 り除 くた め
，

Bock ＆ Lieberman （1970 ） は

2 パ ラ メ タ ロ ジ ス テ ィ ッ ク モ デ ル に お い て ，個人 パ ラ

メ タ が あ る母集団 か ら の 独 立 な ラ ン ダ ム サ ン プ ル で あ

る と考え，尤度 関数 か ら個人 パ ラ メ タ を積分消去 し ，

周辺尤度関数 を最大 と す る よ うな項 目パ ラ メ タを推定

す る方法を提案 し た 。 Bock ＆ Aitkin （1981》は EM ア

ル ゴ リズ ム を用 い た周辺最尤推定法を提案 し，計算 の

効率 の 面 で Bock ＆ Lieberman （1970） よ り改善 され

た 。 Thissen （1982） は Rasch モ デ ル に お け る周辺最尤

推定法 を提案 し ， Mjslevy　Q984） は 3パ ラ メ タ ロ ジ ス

テ ィ ッ ク モ デル に お い て ，項 目パ ラ メ タ に 関 して事前

分布 を導入 し周辺尤度 関数 を利用 した ベ イ ズ推定法を

提案して い る 。 さ ら に ， Mislevy ＆ Bock （1ggo）は ，

Mislevy （1984，　1936） の 方法 を コ ン ピ ュ
ータプ ロ グ ラ ム

化 し，BILOG と して 利用 さ れ て い る 。

　上記に 示 し た よ うに ， 通常 の 項 目反応 モ デ ル の推定

法 と し て は，周 辺尤度を利 用 し た 方法 の 方 が 同時推定

法 よ り優 れ て い る こ とが わ か る 。 さ ら に ，

一般項 目反

応 モ デ ル の場合，通常の項目反応 モ デ ル に 比 べ
，

パ ラ

メ タ の 数 が 多 い た め
， 周辺最尤推定法が 有効 で ある と

考 え られ る。そ こ で ， 本研究で は ， 計算の 容易な面 も

考慮 して，Bock ＆ Aitkin （1981｝ に 従 っ て
一

般項 目反

応 モ デ ル に お け る EM ア ル ゴ リ ズ ム を利用 し た 周 辺

最尤推定法 を提案す る 。

方 法

　 モ デ ル

　先 に 示 したよ う に
，

一
般 項 目反応 モ デ ル で は個人 の

誤差分散 φ
2
に 均

一
性 を仮定 しな い

。 した が っ て ，（3）式

に お い て IS，、、＝
⊥ と し 、 さ ら に ・ ジ ス テ ィ 。 ク関数 を

　 　 　 　 　 　 aj

用 い る と ， 項目特性関 数 は，

　　Pj（θゴ，　φゴ」a 、 ，　b，）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 〔6＞

　　　　1＋ ・xp ［− D 意 海
一
馳 ・］

に よっ て 与えられ る 。 た だ し D は定数で標準 累積正 規

分布 に 近似す る場 合 1」 と す る 。 ま た ， θiは個人 i の能

力分 布の 平均 で あ り，φ、は そ の 分布 の 標準 偏 差 で あ

る 。 孫・芝 （1990） で は
，

θ
、を βゴと し て ， ま た φピの 逆数

を α i として パ ラ メ タ．を設定 し て い るが ，本研究 で は φ，

の 逆数を と っ て い な い
。 そ の 理 由と し て ， φfの逆数を

とらな い ほ うが ，
パ ラ メ タ の意味を と らえやす い か ら

で あ る 。 す な わ ち ，φ、＝O の と き（6）式 は 従 来 の 項 目反 応

モ デ ル の 項 目特性関数 に
一

致 し ． φの 値が 大 きくな る

に つ れ て   式 は通常 の 項 目反応 モ デ ル か ら逸脱 す る も

の と 考 え る。こ の こ とか ら ， 本研究で は φ謹 通常 の 項

目反応 モ デ ル か らの逸脱 パ ラ メ タ と して 考 えて い る 。

　項 目パ ラ メ タの 推定

　周辺尤度関数

　個 人 iの 項目ゴに対す る 反応を eSij とす る。た だし ，

Uijは個人 iが 項 目 ブに 正答 した時 1 を ， 誤答 し た時 0

を値 とす る変 数で あ る 。 項 目数 は m 個，被験 者数 は ／V人

と す る 。 個人 の 特性値 ei
， φガを固定 した と き ， 各項 目反

応が 互 い に 独 立 で あ る と仮定 し ，lti＝［Uil ，…，Uim ］

とす る と ，個人 iが 反応 し た 郵 を と る条件付 き分布 は ，

　　f（型 ゴ1θf，φゴ ；a ，b＞

　　 ＝II［P」（θ1， φ」ら ，
　b、）P ・」［1− P」（θ，， φflai ，　b、）P−Ui ’ （7〕

　 　 　 」＝1

と な る。ただ し ，．忽 立 は そ れ ぞ れ項 目パ ラ メ タ a ，b を

要素 と す る ベ ク トル で あ る。

　次 に ， 母集 団 に お ける個人特性値 の 分布 と し て は，

θ、に 関 し て は 正規分布を ， φ、に関 し て は 逆 カ イ分布 を

仮定す る と ，

　　紛 纛 σ

exp （
一璽
　　　 2σ

2 ）・

一
・… ＜ ・・ （・）

・・φ・一

〆孟考）一 嚇 ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　 o＜φ〈 OD 　　〔9）
と な る 。 こ こで ，μ，σ，v ，τ は 母集 団分布 を規定す る

定数 で あ る
。

と こ ろ で ， φ の 母集団分布の 形 が 逆 カ イ

分布 で あ る必 然性は 全 くな い が ，こ こ で は ペ イ ズ 統計

学に お け る標準偏差 の 分布 と し て 標準的 に 用 い られ る

逆 カ イ分布 を利 用 した。さらに ， 個人特性値 θ， φ は従

属 としな けれ ばな らない 根拠が な い の で ，互 い に 独立

で あ る と仮定 し，個人が上 記 の よ うに分布す る パ ラ メ

タ を持 つ 母集 団 か らラ ン ダ ム に抽出さ れ た と す る。そ

し て，｛7）式 か ら θ，， φゴを積分消去 と す る と
，

・ （幽 彑〉一 ∫Yl：∫（・ 1・・φ ・9・b）tl（・）

　　　　　 x ち（φ）dθddi　　　　　　　　 （1 
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と な る。こ れ は ， 個人 特性 値 θ、，φ，に依存 しな い 反応

パ タ ン の 周辺確 率 で あ る 。 し た が っ て   式よ り周辺尤

度関数 は，
　 　 　 　 　 　 　 　 ド

　　L （a ，司の ＝n9 （聾趣 ， 」皇）　　　　　　　 GD
　 　 　 　 　 　 　 　 ］’；1
とな る。

　 EM ア ル ゴ リズ ム

　ae）式の よ うに
， 積分 を 含 む 尤度 関数 を最大 に す る よ

うな最尤推定値 を求め る数値解析法 と し て ， EM ア ル

ゴ リ ズ ム が提案され て い る （Dempster ，　 Laird，＆ Rubin

1977；前川 1991）。 本研究で は ，
こ の EM ア ル ゴ リ ズ ム を

用 い て項 目パ ラ メ タ を推定す る こ ととす る。

　 まず ，   式の積分 を離散近似す る 。 そ の ため に は，

θ に つ い て は Q 個 の 離散点 X轟
＝L…，Q） と そ れ に 対

応す る重み A （X 。）を ， φ に つ い て は R 個 の 離散点 呂

（1
・＝1，…，R ） と そ れ に対応す る重 み B （｝V ，）を考え ，

こ

れ ら を用 い て UD）式 の 積 分 を以 下 の よ うに 近似 す る 。

∫
刀

工：∫〔u ・i・・ φ ・9訓 ・… φ伽 φ

　 　 　 　 R 　　 Q

　　　＝ Σ Σ f （彑」邸 ，Yr ；9， 立）A （Xq）B （Yr）　 02）

　　　　
「

萇
’ q

；
1

　　　＝ Σ Σ k （u 、，　x ，，Y ，19，　b〕　 　　　 　 03）
　 　 　 　 r＝監 q＝1

た だ し
， 臥 隔 Xq ，

　Y ．1a，　b）は観測 さ れ たデ
ー

タ と欠測

データ を合わ せ た完全データ同時 分布 で あ る 。
EM ア

ル ゴ リ ズ ム は積分 に よ っ て尤度か ら消 され る変数が あ

た か も観測 さ れ て い た もの と し て 扱わ れ る こ と か ら，

こ れ を欠測 デ
ー

タ と呼ぶ 。本研究 に お い て 欠測 データ

は ，
θ、，φご（i； 1，…IN ＞で あ る 。 重み A ，　 B は ，　 Mislevy

〔1984，］9S6） に よ れ ば ，
　 t1や ちの 値 を規準化 し た もの

且（x ，）ニ
ー蹕 一 ，B （Yr）＝ ，

ち（｝つ

Σ t、（Xq＞
qt ］

Σ ち（Y ．）
ア＝1

矼o

を用 い れば十分 で あ る こ と が示 さ れ て い る。

［E ス テ ッ プ］　期待対数完全 データ尤度の 計 算

　E ス テ ッ プ は，期待対数完全 デ
ー

タ尤度 を計算す る

ス テ ッ プ で ， 期待値 （Expectati・ n ）の 頭文字 E を と っ て

E ス テ ッ プ と呼ぶ 。 項目パ ラ メ タ の仮 の 推定値 グ  

ゐ〔ω が与 え られ た 時の 期待対数完全 デ
ー

タ尤度 は ， 観測

され た データ を与 え た と き の 欠測 データ の 条件付 き分

布 に よる対数完全データ尤度 の 期待値で あ る 。 前述 の

よ う に積分 を近似 す る と ，

　 　 　 　 N　　 Q　 　 　

Eln 　ki：Σ Σ Σ In［k （些 ，
x

。 ，
　y

，ig（D  彑ゆ ｝］
　 　 　 　 ごヨし す

ニコ　ps ユ

　　　　× h（x ，，瑚 互、，9｛°，
，bC°〕

）　　　　　 05）

　 　 　 　 　 　 m 　 R 　 　

　　　　　＝Σ Σ Σ［る、，
］nP

，（x尋，　Y，la、，　b，）＋〔Nq厂 ri
，
，）

　 　 　 　 　 ゴぬ 　 P ユ Fl

　　　　　　XlnQ
」（X ，，玲 砺 わ

，）］＋ C

とな る。但 し ，

　　Qゴ
（Xq ，

　Yr　l　a 、，　b，）＝ ユーP， （Xq， 瑚 α
，，み、）

　 　 　 　 　

　　ろ 。 ，

二Σ u 、」
h｛Xq ， ｝嶺矍、，4 °

  彑
  ）

　　　　∵
　　Nq．； Σ h〔Xq，

　Y
。19i，9＜゚ 〕，　b〔°）＞

　 　 　 　 iニロ

　　h （Xq ，　Y．　1塵i． 彑
｛o），b（D，）

　　　　　 （々” 、・，　x 。 ，
　Y

。lgt°〕，壷
【°，）

R　　 Q

Σ Σ k（Ui ，
　X

，，
　Y

， lg〔°｝，彑
ω
＞

r＝Lq ＝1
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（J7）

（18）

ag｝

 

で あり ， C は α ，b を含 ま な い 定数 で あ る 。 し た が っ

て ，E ス テ ッ プ に お け る実質 的な計算 は ， ろ σ ，瓦 ，を求

め る こ と に あ る 。

「M ス テ ッ プ］ 期 待対 数完全 データ尤 度 の a
， b に 関

す る最 大化

　M ス テ ッ プ で は ， E ス テ ッ プ で 求 め られ た 期待対数

完全デ ータ 尤度 を最大 に す る よ うなパ ラメタ を求め る 。

こ の こ と か ら ， 最大値 （Maximization ）の 頭文字M を

と っ て M ス テ ッ プ と呼ぷ 。 M ス テ ッ プ に お け る   式 の

最大化 は各項 目 ご と に 行わ れ ，

　 　 　 　 　 　 R　　 Q

　　Eln 島＝Σ Σ r
，

−
q．ln　P，（Xq ，

　Y
．1偽 碗

　 　 　 　 　 　 rニコ q＝1

　　　　　　＋ （ノ＞qr
−

T
」qr）ln　Q丿（Xq ，

　y
．lai，　bj）　　　　（2D

を 最大化 す る α
ゴ，b

、
を求め る 。 そ の ため に は．期待対数

完全 デ
ー

タ尤度 を各 パ ラ メ タ a
」， 島で 偏微 分 して 得 ら

れ た 方程 式，

　　　趣 ＝o　　　　　　　　　　　  
　　　　 ∂塾ノ

を解 けば よ い
。 た だ し

，
λi

＝ 〔oゴ， bj）
’
で あ る。な お，偏

微 分 を と る際に ， 瓦 r と ろ 。。の 中 に 現 れ る 彑
C°）と 彑

C°）は

定数 と し て 取 り扱 う 咐 録 参照 ）。こ の   式は解析的 に 解

けな い た め数値解法 として フ ィ ッ シ ャ
ーの ス コ ア 法 を

用 い る。M ス テ ッ プ に お け る繰返 し計算の パ ラ メ タ更

新式は ，

　　 λ〜
L ＋ L｝＝

」廴〜
L】

十ZL
−1

（1L〜P ＞量（A−｝L ））　　　　　　　　 3）

と なる。た だ し ， λ　S，L｝
は L 回 目 の パ ラ メ タ の 値で あ り，

g は   式 の 1次微 分 ベ ク トル で ， 1 は   式 の 2 次微分

行列 に お い て 恥 ，を 端 ．∫う〔鵠 ，｝  1鰯 わ、）で置 き換 え た

もの で あ る（付録参顕）。
こ の 臣駐）式 に よ りんの 値 を更 新

し た 後 ，

　　 E 　ln　k
、
一　（λ　S・L ＋ 1＞）

− E 重n
、々（，LSV）≦ ePS 　 　  

を評価 し，  式が満た され て い ればM ス テ ッ プ を終了
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し ， そ うで な けれ ば ム．屮
＝ L！・

1．＋ 11
と して ， さ ら に  式 に

よ っ て パ ラ メ タ を 更新 す る 。 た だ し ， eps は 所望 の 精 度

で ある。

標準誤差

　周辺尤度に 基 づ く情 報行 列 は ，

　　鎹 ）− N ・現 ［
　∂ln　9 （ul λ）
（　　　　∂λ ）

　　　　　　　　　　　　　・ （
∂ln　9 （ulX

　　 ∂λ
’

）

）］ 

と定義 さ れ ，こ れ を

ムω
一ミ［（21n響 〉（

∂9U’ ・（

、

“

，

i’）

）］ 

と 近似す る （Mislevy ＆ Sheehan，1989）。 ただ し ，

∂  麹 一SS ∂1n∫〔

聯
題 ’

得 られ る と きの θ， φ の 同時事後分布 は，

聯 1・・一
プ幽

牆ま￥i
〔θ螂

mo）

で あ る 。 した が っ て，ベ イズ推定量 と して θ，φ の 事後

平均 を 用 い る と
、

　　　e− ∫ン［∫
°°

脚 蜩 ・・ 　 tS 

　　　φ一∫
° °

φ［∫冫・… lu・小 φ 　 （・

X 丿Z（Xq，　F71U，λ）

　　　と な る が，実 際の 計算 に は Bock ＆ Mislevy （1982＞ に

　　　従 い
， 積分 の 離 散近似を用 い れ ばよ い

。 また， こ れ ら

　　　の 事蟹分布の標準偏差 を もっ て推定の精度の 目安 とす

　　　る 。 な お ， φ の 値 そ の もの や ， θ の 事後 標 準偏差 は

　　　Tatsuoka（1985，19S6） の ECI 指標 と高い 正 の相関 をも

　　　つ こ とが明らか に な っ て い る が ， そ の件 に 関 して は別
  　　途報告す る こ と を考 え て い る。

で あ る 。 し た が っ て
，

パ ラ メ タ の 精度 の指標で ある標

準誤差 は

　　　SE（1）＝ d｛ag （、輛 丁）

に よ っ て得 ら れ る。

 

　以 上 E ス テ ッ プ ・M ス テ ッ プ に お け るア ル ゴ リズ ム

を示 したが ， こ れ ら の ス テ ッ プ を用 い た全体 の ア ル ゴ

リズ ム は，

〉

）

）

）

）

）

ー

ワ自

3455

項 目パ ラ メ タ の初期値の 計算

E ス テ ッ プ

M ス テ ッ プ

収束 の 判 定　収束 し て い な い と き 2）へ

標準誤差 の 計 算

終　了

と な る。2）， 3）， 4）を
一

つ に ま と め て ス テ ージ と呼 ぶ

と
，

EM ア ル ゴ リズ ム で は各ス テージ ご と でaD式 に あ

る周辺 尤度関数 を増大 さ せ ， ス テ ージ 数 が 増 す に つ れ

て パ ラ メ タ の値の 変化が 小 さ くな っ て い く。 4＞で は前

回 の ス テ ージ と 今回 の ス テージ の パ ラ メ タ値 の 変化量

を求め，最大変化 量 が 所望 の 精度以 内 で あ れ ば収束 し

た と 判 断し， そ の と き の パ ラ メ タ の 値を最尤推定値 と

す る 。

　個人 パ ラ メ タの 推定

　 こ こ で は ， 先に 示 し た方法 などで 項目パ ラ メ タ の 値

が既 知 の場合に お け る個人 バ ラ メ タ の 推定法 を論 じ る 。

こ の 場合 ， 前 節ま で に 示 し た 項 目パ ラメ タの 周辺最尤

推定法 に は既に母集団分布 と い う形 で 事前分布が 取 り

入 れ られ て い る た め
，

ベ イ ズ推定法 を用 い る の が 自然

で あ ろ う。個人 パ ラ メ タ の θ，φ の 事前分布 をそれ ぞ れ

（8），   式 とす る と，ベ イ ズ の 定理 よ り反応 パ タ ン U が

数 　値 　例

　 シ ミ ュ レー
シ ョ ン

　本研 究 で 提案 した 推定法 が 有効 で あ る こ と牽示す た

め ，
シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を行 っ た 。 デー一

タ は，  式 に あ

る モ デ ル の も と で発生 さ せ た。パ ラメ タの 真の値 は，

以下 の よ う に 決定 し た 。 項 目 パ ラ メ タ a は x （z コ）乱数 か

ら得 ． 項 目パ ラ メ タ b は 標準正 規乱数 か ら得た 。 個人

パ ラ メ タ に つ い て は ， φを κ 繭 乱数 か ら得 ， θ を標準

正 規乱数 か ら得た 。

　 ま た ， 推定場面 に お け る制約条件 は以下 の よ う に設

定 した 。 積分近似 の 分割点の 数は φ，θ とも15に 決め，
そ の 範 囲 は O．OO1≦ φ ≦5

，

− 4≦ θ ≦
− 4で あ る 。 母集

団分布を規定す る定数 は ， v ＝ 3， τ
＝1，μ

；O， σ ； 1と

した。こ の よ うに パ ラ メ タ φ，θ の 母集 団分布 を設 定す

る こ と で ， 全て の パ ラ メ タ の 不定性 を取 り除 くこ とが

で き る 。 ま た，φ の 上限を 5 と し た理 由 と して ，

一
般

項 目反応 モ デ ル の 節 で 示 し た よ うに
，

こ れ 以上 の 値 を

と っ た場 合に は X の 級 間分散 に 比 べ 級内分散 （φ
2
）が

大 き くな りす ぎて ，モ デ ル そ の も の が 意 味を もた な く

な る か ら で あ る 。 さ ら に ， M ス テ ッ プ で は a の 推定 に

お い て推定値の 上限値を 3 ， 下限値を D．OO1と した。ま

た ， 収束条件 は 精度 が 0．001で ， 最大反復 回数を 100と
し た 。

　以上 の 条件の も と，項 目数が 50， 被験者数 が 1000 お

よび500の計 2種類 の データ を発生 さ せ，項 目パ ラ メ タ

の推定 に 関 し， 本研究で 提案 した方法及 び通常 の 項 目

反応 モ デ ル の も と で の 周 辺最尤推定法 を適用 し， 推定

精度 に つ い て 2 つ の 方法 を比較 し た。精度 の 指標 と し

一 26

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Japanese Association of Educational Psychology

NII-Electronic Library Service

Japanese 　Assooiation 　of 　Eduoational 　Psyohology

中村 ・前川 ：
一

般項目反 応 モ デル に お け る 項 目 パ ラ メ タの 周 辺 最尤 推 定 法 27

て，推 定値 と真値 と の相関係 数 （r ） と平均 平方誤差

の 平方根 （d ） を用 い た 。

　結　果

　被験者数 1DOOの 場合，項 目パ ラ メ タ a に つ い て
・．一・

般

項目反 応 モ デル （GIRT ）で の 周辺 最尤推定値 と 真値 との

相関関係を示 した もの が FIG．1で あ り ， 他方通常の項

目反応 モ デ ル qRT ＞の も とで の 周辺 最尤推 定値 と真値

と の 相関関係 を示 した もの が FLG．2で あ る 。 通常の項

目反応 モ デ ル の 推定 と 比較 して
一

般項目反 応 モ デ ル の

推定の 方が ， 相関係数 （r ）は0．908と高 く ， 平均 平方

誤差 の 平方根 〔d ）の 値 も0．217と小 さ く， 推定値 と真

値 と の ず れ が 少 な い
。 ま た ，

FIG　2 をみ る と各点が x 軸

に 偏 っ て い る こ とか ら，通常の項 目反応 モ デ ル を用 い

て a パ ラ メ タ を推定す る と全体的に低め に 推定 さ れ る

と もい え る。

　同様 に ，項目 パ ラ メ タ b に 関し て，一般の項 目反応

モ デ ル の 周辺最尤推定法 と通常 の 項 目反 応 モ デル の 周

辺最尤推定法 それ ぞ れ に つ い て推定値 と真値 と の相関

関係 を示 し た も の が FIG．3 と FIG．4 で あ る。　 b パ ラ メ

タ に つ い て は，相関係数 （r ）な らび に 平均平 方誤差

の 平方根 （d ） と も a パ ラ メ タ の ときの よ うに 2 つ の

モ デ ル 間 で 大 き な違 い は な い 。

　被験者数 500の 場 合 に つ い て も， 先 の 被験者数1000と

同様 に，項 目パ ラ メ タ a に 関 し て ，

一
般項 目反応 モ デ

ル の 推定値 と真値 と の相関関係 を示 し た も の が FIG　 5

で あ り ， 通常の項 目反応 モ デ ル の も と で の 推定値 と真

値 との 相 関関係を 示 した も の が FIG、6 で あ る。こ れ ら

の 結果 を見 る と，被験者数 が 5eoの 場 合 も
一

般 項 目反 応

モ デ ル の 推定法が通 常 の モ デル の 推定法 と 比 べ て 咼 い

相 関 （O．813）を示 して い る 、 ま た ，

一
般項 目反応 モ デ

ル の平均 平方誤差 の 平方根 （d ）の 値 も0．335と通 常 の

モ デ ル の推定法 と比 べ 小 さ い 。 しか しなが ら， 被験者

数100D の 場合 と比 べ る と 図 中の 点の ば らつ きが 大 き く，

推定値 と真殖 との ずれ は大 き くな っ て い る と言 え る。

さ らに ，被験者数 1000の と き と同様に，通常 の 項 目反

応モ デル の 推定結果を み る と
， 推定値が真値 に 比 べ 全

体的 に低め に 推定 さ れ て い る こ とが わ か る 。

　 最後 に ， 項 目パ ラ メ タ b に 関 して は，一
般項 目反応

モ デ ル の 推定値 と真値 と の 相 関関係 を 示 した もの が

FIG．7 で あ り， 通常 の 項 目反応 モ デ ル の 推定値 と真値

　と の 相 関関係を示 した もの が FIG．8 で あ る。相 関係数

　 （r ） をみ る と，両 モ デ ル の 間 に 大 き な違 い は な い 。

　ま た ， 平均平 方誤 差 の平方根 （d） に お い て
一

般項 目

反応 モ デ ル の も と で の 推定法 が 小 さ い 値を と っ て い る

　も の の ，い ずれ の 方法 もほ とん ど真値 と大 きなずれ も

3
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な く推定さ れ て い る と い え る。

　考　察

　シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 結果よ り，今回提案した推定 法

は真値 と の ず れ も少 な く一般項 目反応 モ デル の項 目パ

ラ メ タ を推定す る 方法 と し て 適切で あ る と考 えられ る 。

他方．従来行 わ れ て き た よ うな通常 の 項目反応 モ デル

の推定法 で は， 推定 さ れ た項 目パ ラ メ タ a の値が真値

と大 き くずれ た り， 真値 と 比 べ 値が低 め に 推 定 さ れ た

りす る。した が っ て ，

一
般項 目反応 モ デ ル に 適合す る
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デ
ー

タ を分析す る 際 に は
， 通常の項 目反応 モ デル の も

とで の推定法 を用 い る の は適切で は な い 。確 か に ， 従

来一
般項 目反応 モ デ ル の 項目パ ラ メ タ推定 法 が 提案 さ

れ て い な か っ た た め，簡 易的 に通常の項 目反応 モ デ ル

で項 目パ ラ メ タを推定 せ ざ る を え な か っ た が ，今 後本

研究で 提案した方法 を使え ぱ，精 度 の 高 い パ ラ メ タ推

定 を行 う こ と が で きる と考 えられ る 。

　
一

般項 目反応 モ デ ル を導入 す る こ との利点 と は ， 通

常の 項目反応 モ デ ル に な い 被験者の 情 報 ， す な わ ち個

人 パ ラ メ タ φの情報 を得 られ る こ と で ある ため ，
こ の

モ デ ル の 関心事は 個人 パ ラ メ タ の み に 向けられが ち で

あ る 。 そ の ため ， 従来 は通常 の 項目反応 モ デ ル か ら得

ら れ た 項 目パ ラ メ タ を既知 と して 個人 パ ラ メ タ を推定

して い た 。 し か しなが ら， 本研究に よ り
一

般項 目反応
モ デル の 項 目パ ラ メ タ推定法が提案 され た こ と で ， 完

全 な
一

般項 目反応理論 の 下 で 個人 パ ラ メ タ を推定 する
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こ と が 可能 と な っ た 。

　最後 に，本研究の推定法を利 用す る に あ た っ て注意

す る点 をあげ る と
， 今回提案 し た 方法 は精 度は 良い も

の の ，計算時間をか な り要す る 。 ま た ，
シ ミ ュ レ ーシ ョ

ン の 結果 をみ る と わ か る よう に ，
パ ラ メ タ の精度 を上

げ よ う と す る と標本 数 を増や さ な い と い けな い が ，今

回 の 結果 か ら す る と， 項 目数 50な ら ば被験者数は ， 少

な くとも500人 は 必要 で は な い か と 考 え る。こ れ よ P も

少な い 人数 で も項 目パ ラ メ タを推定 す る こ と は で き る

が ，現実データ に 適用 し た場合 ， 項 目パ ラメ タ a の 推

定が か な り不安 定 に な る と考 え られ る。し たが っ て ，

現実データ を分析す る場合 ， 通常 の項目反 応 モ デ ル の

と き と比 べ 標 本数を か な り増や す必要があ ろ う。 こ れ

は ， 通常の 項目反 応理論 の 場合 は各 量 が 単 に e の 分布

を反映す る よ うに サ ン プ ル され て い れ ば よ い の に 対 し

て ，

…
般項 目反 応理論 の 場合は θ と φ の 同時分布 を 反

映 し な け れ ば ならな い こ と に 由来し て い る。

　 こ の よ う に ，本研究 の 方 法 は，い くつ か の 問題 点 を

抱 え て い る もの の ，

一般項 目反応モ デル の も とで パ ラ

メ タを推 定で き る点が評価 で きる と考 え られ る。今 後，

計算の効率化 や高速化 そ し て 適切 な標本 数 に 関す る 研

究が 必 要で あ ろ う。
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付 録
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ベ ク トル と ノ行列の 式を示 す。
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た だ し ， Q（Xq，　Y．）＝1− P（Xq，
　Y ．）で あ る。
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　本研究 は 柴山 ・繁桝 （1992）’

と は 独立 に 行わ れ た こ

と を付記 して お く。

　本研究で提案 した推定法 を実行 す る た め に ，パ ーソ

ナ ル コ ン ピ ュ
ー

タ上 で 動作す る コ ン ピ ュ
ータプ ロ グ ラ

ム を作成 した 。 プ ロ グ ラ ム の 開発言語 は Turbo　Pascal
6、Oa で ， 現在 NEC 　PC −9801 上 で動作す る。動作 に関

し て は ， cpu が i80286以 上 ，
　EMS お よび数値演算 コ

プ ロ セ ッ サが必要，解析 で きるデ
ー

タ の制限は，項 目

数 100， 被験者数 1500で あ る 。 入 手希望 の 方 は，筆者

ま で連絡 の こ と。
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