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ベ イズ的アプ ロ
ー チに よる因子平均の群間差 ・ 線形対比 の有意性検定
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　教 育心理学研究 に お い て ，
い くつ か の 群の差異の 原因を考 え る際 に は し ば し ば 多母集団 の 因子分析 を

行 い
， 因子平 均 の 差異 で 観測変量 の差異を説明 す る こ とが試み られ る。しか し，既存 の 統計的手法 に よ

る因子平均 の群問差 の 検定 で は，群 ご と に 因子平均が異な る モ デル と同 じ で あ る モ デ ル の 比較 をす る と

い う間接的な x2 検定 を用 い る。こ の 検定 は漸近理論を 用 い て い る た め ， データ が 大量 に存在す る こ と が

前提 と な る が ， 教育心理学研究 に お い て は そ れ が望め な い 場合が 多い
。 本研究 で は ベ イ ズ的ア プ ロ

ー
チ

に よ っ て ， 平均構造付 き の多母集団因子分析モ デ ル と，因 子 平 均 の 群間差 ， 線形 対比 の 事後分布 を数値

的 に 導出す る手法 を提案 し た 。 導出 され た事後分布 に よっ て，点仮説が 信頼区間の中に存在す れ ば保持

し，そ うで な け れ ば棄却す る と い う有意性検定が可 能 で ある。こ の 方法 に よ り片側検定 も可能に な る．

また κ
2
検定 で は不可能な第

一種の誤 りの統制が ・j能で あ り，
ヘ イ ウ ッ ドケ ース が 存在 し な い と い う利点

が あ る。既存 の κ
2
検定 と今回提案 さ れ た ベ イ ズ有意性検定 を比較す る ため，シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン に よ る検

定力 の 比較 を行 っ た 。実デ ータ へ の 応用例 と して ，WAIS −R の 索点 の 横 断デ
ー

タを用 い て 加齢に よる変

化 を解析 し ， 既存 の 手法 で は扱 えな い 複合仮説 の 評 価を行 っ た 。

　キー
ワ
ード ；構造方程式 モ デル ，ベ イ ズ 推測 ， 有意性検定 ， 多母集団 ， 群問差

問題 と目的

因子平均の 群間差 の 検 定

　教育心理学研究 に お い て は し ばしば ， 教授 法 や 年齢

差 な ど の 外的基準 に よ っ て 分類さ れ る 複数群 の 群 間差

が研究 の 対象と な る 。 研究の 関心が観測変量 に お ける

群間差 に 向 け られ る場合 ，
t 検定や 分散分析な ど と

い っ た既存 の 統計的仮説検定 の 手法 が利用で き る 。 し

か し教育心理学研 究 に お い て は 観測変量 の 背後 に 仮定

さ れ る 心 理 学的構成概念 に つ い て の 仮説 の 検証 が研究

の 目的 に な る こ とが多 い 。 こ の 場合，心理学的構成概

念に対応す る潜在変量 を分析す る こ とが 必 要 で あ る。

そ こ で ， 複数 の群に お い て変数か ら同
一

の 因子 が測定

さ れ る と 仮定さ れ る と き ， 平均構造 つ きの 多母集団 の

因子分析 （Stirbem，1974）が 行わ れ ，群問の 因子 平均 の 差

が 関 心 の 対 象 に な る こ と が し ば し ぼ ある 。 例 え ば

Marsh ＆ Grayson（1990） で は，公立高校 と力 ト リ ッ

ク系高校の 生徒 に 対 し て ，初年度 ，
3 年次 で の テ ス ト

得点 ， 人種 ， 社会 経済 的地位 を測定 した。そ して 測定

変数 か ら数学 ， 言語能力 の 変化 の 差 に つ い て 平均構造

付き の 確認 的因子分析 を用 い て解析した
。

　 この よ うな 研究目的の た め の解析手法 として しばし
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ば因子 得点 の 平均値 の t 検定や分散分析が行わ れ る場

合があ る 。 しか し ， 因子 得点 は因子分析 の モ デ ル を用

い て推定 さ れ た もの で あ り， 推定の 誤差 （標準誤 差 ） を

含 む 。 従 っ て 因 了 得点 の t検定や 分散分析 をす る こ と

は デ
ー

タそ の も の で な くデータ か ら の推定値 を用 い て

統計的仮説検定をす る とい うこ と に な り，妥当な推論

を引 き 出す こ とが 難 し くな る。こ れ が 因 子 平 均 の 群 間

差 の 直接的な検定 が 要請 さ れ る所以 で あ る 。 しか し既

存 の 推定法や検定法 は，提案 さ れ た 推定量 や 検定統計

量が ， す で に定義 され て い る い くつ か の 優れ た 性 質 （イ・

変性 不偏性，許容性 最強力性 な ど） をどれ くらい 満たす か

と い う探索的な基準に よっ て発展を遂 げ て きた経緯が

あ る 。 標本理論 に よ る検定法 の 構成に お い て は検定の

一
様最 強力性 や 不偏性な どが 要請さ れ る 。 最尤理 論に

よ る尤 度比検定 に お い て も尤度比 の 分布が 求め られ な

くて はならな い 。しか し因子平均 の 検定 の よ うな複雑

な状況 に お い て は どちら も実 際上不可能 で あ る。従 っ

て ，
．こ れ ま で は 群間 に 因子平均 の 差が存在す る か どう

か を検証す る際， 群問で 困子 平均が共通 で あ る モ デ ル

（帰無仮 説 ） と群 ご と に 因子 平均が 異な る モ デ ル （対立 仮

説〉 の 比 較 と い う 観点か ら x2検定が行わ れ て き た 。
こ

の 検定 は，帰無仮説 が 正 しい と き に ， 尤度比 の 一 2倍

が 漸近的 に，つ ま り標本数が 大 きい と き に x2 分布 に 従

う と い う性質 を用 い て 行 わ れ る 検定 で あ る （Serfling，

1980）。
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多母集団因子分析へ の ベ イズ解析の 適用

　近年 ， 数値的手法 の 発達 と と もに ， こ の ような複雑

な状況下で も
一

貫 し た 統計学的手法 を与 え，か つ 研究

者 の 関心 の あ る仮説 を直接評価で き るベ イ ズ 理 論 が さ

まざ まな統計 モ デ ル に適用 さ れ て きて い る 。
ベ イズ的

手法 で は ， 統計 的手法 は 全 て 事後分布に よ っ て行わ れ

る （Berger，1985 ；Gelman ，　Carlin，　Stern＆ Rubin ，1995 ）。 あ

る パ ラ メ ータ に つ い て の 推測 を 行 うに は，そ の パ ラ

メ ータの 周辺事後分布を求め る必要が あ る。しか し，

因 子 分 析の よ う な 複雑 な モ デ ル に お い て は
，

そ の 解析

的導出が 困難 で あ る。 その た め ， 因子分析 の ベ イズ解

析 に 対し て は 近年理論的発達 の 著 しい 数値的解 法 で あ

る マ ル コ フ チ ェ
ーン ・モ ン テ カ ル ロ 法 （MCMC 法 ）が導

入 され て い る。MCMC 法 に よ る数値積分法の な か で

も特 に そ の 容 易 さ や 出力結果 の 柔 軟な利用 が 可 能 な ギ

ブ ス サ ン プ リ ン グ法が 頻繁 に 利用 さ れ て い る 。 Arniiii−

ger ＆ Muth6n （1998）や Scheines，　Hoijtink＆ Booms −

ma （1999＞で は ギブ ス サ ン プ リン グ と他 の サ ン プ リン グ

法 を組み合わ せ て 数値的 に因子分析 モ デル の 各 母数の

周辺事後分布 を導出 して い る。Shigemasu　＆　Na ・

kamura （1993）の研究 で は ， 因子得点を ギブス サ ン プ リ

ン グの 過程 で 生成 す る こ とに よ り， ギブ ス サ ン プ リ ン

グ に 必要な条件付 き事後分布が す べ て多変量正 規分布

や 逆 ウ ィ ッ シ ャ
ー

ト分布 に なる こ と を利用 し，純粋な

ギブ ス サ ン プ リン グだ け に よ る数値解析 を可能 に した。

繁桝 ・大森 ・星 野 （1999＞ の 研究 で は 純粋なギ ブ ス サ ン

プ リン グに お ける因子負荷 の条件付 き分布 の 正規性を

利用 し ， 回転 の 不定性 を除去す る た め の 母数の
一

部固

定が 可能 に な り，共分散構造 分 析 へ の 応 用 が な され た 。

また ， Shi＆ Lee（1998 ）で は観測変数に多値変数 を含む

因子分析 へ の 適用が行わ れ た。本研究で は Shigemasu

＆ Nakalnura （1993）の 方法 を 拡張 し，ギ ブ ス サ ン プ リ

ン グ を用 い た 平均構造 つ きの 多母 集団 の 因子分析モ デ

ル の ベ イ ズ解析 を提案す る。ギ ブ ス サ ン プ リ ン グの 利

点 と し て ，パ ラ メ ータ の 関数 の 周辺事後分布が 容易に

導出で きる とい う点が あ る。ま た本研究 で は こ の性質

を用 い ，応用研 究 に お い て 要請の 強 い 「因 子 平均 の 群

間差 の 直接的検定」が 「因子平均の群間差」 の 事後分

布を用 い た ベ イ ズ有意性検定 （Lindley　1965，　Kim 　1991，繁

桝 1985）に よ っ て 可能で あ る こ と を 示 す。そ し て こ の 方

法 と既存の x2検定 の 検 定力 の 比較 を シ ミュ レ ー
シ ョ

ン に よ っ て 実行 する。ベ イズ 的 ア プ ロ
ー

チ に よ る多母

集団 の 確 認的因子分析の 利点は大別 す る と以 下の 4 点

に ま とめ る こ とが で き る。

1　 漸近論 を使用 して い な い た め ， 有意性検定 に お け

　る第
一

種 の 誤 りの制御が 理論上 完全 に な さ れ る。ま

た ， 被験者数が 少 な くて も実行 で きる 。

2　 ヘ イ ウ ッ ドケ ー
ス が 発生し な い （ベ イ ズ解析 で は 分散

要素の 母数 の推 定値 を 必 ず 0 よ り大 に で きる ）

3　 因子平均群 問差 ・線形対比 の 複合仮説の直接評価

が 可能で あ る。

4　 因子平均群問差 ・線形対比 の 片側検定が 可能 で あ

　る　（x2検定 で は不 可能）。

方 法

モ デル

　 多母集団 の 平均構造付 き 因子分析モ デル に っ い て考

え る 。 ノ個 の 集 団 に 対 して ， ノ番目の 集団に お け る観

測変数 ベ ク トル を 鵡 とお くとき，因子得点 元が平均

VJ
， 分散共分散行列 Φ

、 をもつ 多変量 正規分布 に 従 う

と仮定 す る 。

　 そして 誤差 的 が 平均 O ， 分散共散行列 Ψ 、の 多変量

正規分布で あ る と する 。 但 し，Ψ 」 は対 角行列 で あ る 。

ま た ， 観測変ts　x 、 と 因子 ゐ が 以下 の ような関係 に あ

る と す る。

　　　　　　　　 x 」

＝Ajノ｝十 e、

・　　　　　　　　　　 （1）

但 し，、r
、 ，　 e．，は p 次元 ，

　fjは q 次元 の ベ ク トル で あ

る。す る と ， X 」 の 分布 は 平均 A ．iy 、

・
， 分散共分散行 列

A ノΦ、A狂 Ψ 丿 の 多変量正規分布 に な る 。 上記 の モ デ ル

設定が多母集団 の 因子分析 で あ る。さ て ，因子平均 の

群間比 較 が 行 わ れ る 条件 と し て は
， 「因子 の 不変性」

（Meredith，　1993）が 要請 され る。具体的 に は 因子空間が

群問 で 共通 で あ る 必要 が あ る た め ，

　 　 　 　 　 　 　 Al 葹A2 ＝…＝A κ
＝A

と い う制約が必要 で あ る。

無情報事前分布

　ベ イ ズ的ア プ ロ ーチ は統計 モ デ ル の 母 数 0 の 分布

を直接的に求め ，そ れ に も とつ い て 推論す る統計手法

で あ る 。 具体 的 に は 尤度 1（X 励 と事 前分布 p（θ）か ら ，

事後 分布 p （θIX）を求 める 。 そ して θの 事後分布か ら

直接的に 推論を行 う。従 っ て ，ベ イズ的 ア プ ロ ーチ を

行 う た め に は事前 分布の 設定が 必要で あ る 。 事前分布

の 設定 に は 主観性が伴 うとい う側面が あり，
ベ イズ的

ア プ ロ ーチ の利用 を敬遠させ る最大 の 要因 と な っ て い

る 。 しか し著者 ら は ， 無情報事前分布やデ
ー

タ に対 し

て ほ と ん ど影響を 及 ぼ さ な い 漠然 と し た 事前分布の 導

入 に よ っ て そ の 設定 の 恣意性 を除去 で き る と考え る 。

　本研 究 に お い て は ， 全 て の 母数 に対 して事前分布 と

して 無情報事前分布 を設定す る。無情報事前分布 と は，

推測 しよう とす る 母数 に つ い て 未知 の 状況 を表現 す る ，
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情報を有 さ な い 事前分布 で あ る （Jeffreys　1961，　Bcrger

1985｝、 こ の モ デ ル に お け る A と 各 7ノ．i の 無情報事前分

布 は定数 で あ る 。 ま た ， Φi ，
Ψ

、
の 無情報事前分布は

　　　　　　　　Φ，
・一・　1¢ ．，1

一

甼 　 　 　 　 〔2）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 アゆ l1 ）

　　　　　　　　Ψ j　
一一　1Ψ jl

−一．
2　　　　　　　　　 （3）

で あ る 。

ギブ ス サ ン プ リン グ に よ る周辺事後分布の 導出

　本研究の解析の対象で あ る モ デ ル に お けるギ ブ ス サ

ン プ リ ン グ は，以 下 の よ うなス テ ッ プ で 行 う。

［1］　各母数 の 初期値 を用意す る 。 （こ こ で 繰 り返 し カ ウ ン

　 　トは 1＝0）

　 1 回 目の繰 り返 し に お ける，母 数 の 値 を 〔Zf，（烈 Φ1，

Ψ1，ッ痴 一1ガ ），A ‘

｝と す る 。
こ こ で は F 」

・は，　 i群 の 標本

の 因子得点すべ て を 集 め た行列 と す る 。

［2］ 各被 験者 に 対 し て ノ群 の i番 目の 被験 者 の 因 子

　 得点 五ω を，

　　　　 照｝ト P （fiC丿｝1蜘 丿1，Φ1，Ψ1，房，　At）　　　　 〔4）

　か ら生成す る 。
こ こ で p （α 1β）は p を条件付 き と す

る α の 分布僻 率 密度関 数）を表 わ す。また ，
m
’
i［j｝はブ群

の 個体 iの 観測データ ベ ク トル で ある。

［3］　因子負荷 A を 生成す る 。

　　　　A ε＋ 1〜p （AlX ，
Ψ1， 珂 （ノ＝1〜／））　　　　  

　こ こ で ，
X は 全 て の 群 の 被験者 の 観測値 を集 め る こ

と に よっ て で きる行列 で ある。

［4］ 各群ご と に
．
母数 を生成す る。

　　　　　　 Φ．1＋ 1〜P（ΦブIX，　Fl，　y ∫）　　　　　　　　（6）

　 こ こ で 誤差分散 行列 Ψ 」 は対角行列 で あ る の で ， 対

角要素 ご と に 母数生成 を し ， そ れ を行列の 要素に代入

し ， 非対 角要素は 0 に 固定すれ ぼ よ い
。 よ っ て，こ こ

で各 ノ群 に 対 し て 誤差分散行列 の 第 k 対角要素 ler」ft を ，

　　　　　　ψ潔
1〜P （ψ  禽IX，∫弓‘

，ノ1り　　　　　　　　　　　（7）

か ら生成す る 。

　　　　　　 v丿
一1〜

ρ（v ，IX，B ‘

，Φ∫）　　　　　　　　　　　　（8）

［5］　 ［2］か ら L4］ま で を収束基準が満 た さ れ ， か つ 推測

　 に 十分 な 数 の サ ン プ ル が 得ら れ る まで 繰 り返 す 洛

　 繰 り返 し ご とに 1＝幽 1 として繰 り返 し カ ウ ン トを増 や す。）

（ギプ ス サ ン プ リン グ に 関 し て は，付録 1 に 説明 を述 べ る。）

　．ヒ記 の ギブス サ ン プ リン グを実行す る際に必要な各

パ ラ メ
ー

タ の 条件 付 き事後分布 は 以下 の よ うに な る 。

因子負荷A に つ い て は ， 因子負荷行列 の 転置行列 の 行

ベ ク トル を繋 ぎ合 わ せ る こ と に よ っ て 構成さ れ る ベ ク

トル を λ（っ ま D λ
・−vcc （A

‘

〉）とす る と ， λ の条件付き事

後分布は全 て の 群 の データ と因子得点 瓦 ，誤差分散Ψ，i

を所与 と す る 多変 量 正 規 分布と な り，そ の 分散共 分 散

行列 は

　 　 　 　 　 　 　 ノ　　　　　　 nJ

　　　　　　　（Σ［Ψ j　i  Σノy 組）
−1

　 　 　 　 　 　 　 ゴ　　　　　　 i

で あ り， また こ れを 仏 と お くと ， 平均 は

　 　 　 　 　 　 ノ　　　　 tt，i　　　　 n，i
　　　　　 V、Σ vec （［Σ Xif 　fl［Σf，fl・］

−1
）
t

　 　 　 　 　 　 丿　　　　　　 i　　　　　　 i

で あ る 。 但 し ，

（9）

（10）

　　　　　　　こ こ で ？Z」 は 第 ノ群の 被験者数 で ある 。

また ノ群 の 誤差分散行列 の 第 le対角 要素 伽 に っ い て

は ， ノ群の データ と因子得点 罵，因 子 負荷 A を所与 と

す るma
’
　x2 分布 と な り， そ の 自出度は 尹z．

’
、
」 p ， 尺度 パ ラ

メ
ータ は，行列

　 　 　 　 　 　 ltj

　　　　　　 Σ（Xi
− Af ，）（Xl − A五）

亡

　　　　　　 （11）
　 　 　 　 　 　 　 i

の lek要素 と な る。ノ群の 因子共分散行列 Φ、 の条件付

き事後分布 は
， 」群 の デ ータ と因子得点 E ，，因子平 均

Vj を所与 とす る 逆 ウ ィ ッ シ ャ
ー

ト分布 と な り，そ の 自

由度 は 」1．i ＋ e ， 尺度 パ ラメ
ー

タ行列 は

　 　 　 　 　 　 　
ni

　　　　　　　 Σ（fi一の伍
一
の

亡

　　　　　　 （12）
　　　　　　　 1

に な る。ま た ， ノ群 の 因子平均 1・．i の 条件付 き事後分布

は ， グ群 の データ と因子 得点 F
，， 因 子 共分散行列 Φ ノ を

所与 と した 多変景正 規分布 と な り， そ の平均 は

　　　　　　　　　　Φプん　　　　　　　　　　 

（但 し，Z諒 ∫群 の 被験 者の 因子 得 点の 平均 ベ ク トル ） で あ り，

分散共分散行列 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　　　　　　　　　　 Φ」　　　　　　　　　 （14）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

’
il

：

で あ る。ま た ， ノ群 の 個体 iの 因子得点 ベ ク トル 匹ω

の 条件付 き事後分布 は ， ノ群 の 個 体 iの 観 測 デ
ー

タ

XiO と ノ群の 囚子共分散 Φ．i， 誤差分散 Ψ ，， 因子平均

Vh そ し て 囚子負荷 A を所与 とす る多変量 正規分布 と

な り，そ の 分散 共分散行列 は

　　　　　　　 （A夕Ψ71A」 十 ΦJl ）
1
　　　　　　　　　 （15）

ま た こ れ を Vfi と お く と，平均 は

　　　　　　 Vf，（A
‘

Ψ ア
L

蜘 の 十 Φ宀 の　　　　　　　a6）

と な る。（卜記 の 条件付 き事後分 布の 導出 の 概略 は 付録 2 を 参

照。〉

　以 Eの ように す べ て の 条件付 き分布が 多変量正規分

布や逆 ウ ィ ッ シ ャ
ー

ト分布 に な る と い う性 貿 は ， 囚子

得点 を
〜

種 の 母数 と して 考 え る こ と に よ り凵」
’
能に な る 。

因子 負荷 や 因子 平均 の 条件付 き分布 が 多変量 正規分布

に な る と い う性質 に よっ て初 め て ， 本研究 に お け る

様々 な 手法が可能 と な る。さ て こ こ で ， ギ ブ ス サ ン プ
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リン グ に よ っ て 得 られた θ
o
，θ

e ）

，．．．，θ
o

が ， L 同 の 繰

り返 し以 降収束 し た とす る と ， L 十 1 回 か ら T 回 ま で

の T − L 個の値 は βの 周辺事後分布 p （θlx）か らの 無

作為標本 と 見 な す こ とが で き る。よ っ て ，ギ プ ス サ ン

プ リ ン グ に よ っ て 得 ら れ た サ ン プ ル の 経験分布 をパ ラ

メー
タ の 周辺事後分布 と見なす こ とが で き る。ま た ，

ある関tw　f（・）に 対 し て，θ“｝
の 関数値

（T   Σ∫＋ 1八θ
〔O
）

は f（θ）の 期待値 に 概収束す る （Tanner，1996 ）。 これ ら の

性質 か ら， ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ に よ る ベ イ ズ 的ア プ

ロ ーチ で は ， 関心 の あ る母 数 の周辺事後分布 を 導出す

る こ とが で き る た め に ， 既存 の 標本理論や 最尤法 に お

い て は 不可能で あ っ た ， または漸近論 に依存 して しか

解決 さ れえ な か っ た様々 な 推測問題 の 解決 が 可能 に な

る。ま た こ こ で ，確認的因子分析 の た め の 因子 負荷等

の
一・

部母 数冏定 に つ い て は， 繁桝 ， 大森 ， 星野 （19．　99）

の 方法 を用 い る。概略 を示 す と， 因子負荷をベ ク トル

に 直 し た も の で あ る A に対 し て ， 固定 さ れ る要素 を ベ

ク トル の ド部に集め る よ うな置換をす る行列 R を掛 け

る ゜ つ ま り’

蝋 ll）　 　 ・1・）

また，こ れ に 対応す る平均 を

　　　　　　　　　（劇 　 　 　 （18・

ま た 分散共分散行 列 を

　　　　　　　　（
Σ査 Σ覧

Σ蛋 Σ蕩 ）　 　 ・19・

と す る 。こ こ で 君 一 c と い う制約 を 置 く。λの 条件 付

きで 事後分布の 平均 が μ、， 分散共分散行列が Σ A で あ

るとす る と， 劃 凝 一c の条件付き分布は平均が

　　　　　　 μ査
一
Σ螽Σ童

1

（c
一

μ施）　　　　　　  

そ し て 分散共 分散行列が

　　　　　　　Σfi．一Σ遊Σ 
1
Σ憂　　　　　　　 

の 多変 量 正 規分布 に な る。こ れ に よっ て ，
λfl躍 一 c の

条件付 きで 事後 分布 か ら 芹 を生成 し， 因 子負 荷の 当

該要素 に 代入 す る こ ヒで ，確認 的因子分析が可能に な

る 。ま た ，
こ れ を拡張す る こ と に よ り ， 困子 負荷 の 要

素間 の等号制約な どの線形制約 も可能で あ る （Hoshillo，

in　press）。

ギブ ス サ ン プ リングによる因子平均の群間差の 周辺事

後分布の 導出

　因子平均 の 群問差 の 有意性検定 は ，ギ ブ ス サ ン プ リ

ン グ に よっ て 求 まる因子平均 の群問差の周辺事後分布

を直接利用すれば い い 。具体的に は ， ノ群 の 因子平均

を V
」

と し， 々群 の 因子 平均 を 砺 とす る と， これ らの 条

件付 き事後分布は 互 い に独立 で あ る の で ， そ れ らの 平

均 を 陶 ，Lt。ht 分散共分散行列を Σ 跏 ， Σ。i、とす る と，

　　　　 1・厂 砺
〜N （μ。ノ

ー
μ。 k，Σ 、V ＋ Σ 。 k）　　　　  

とな る。ギブス サ ン プ リ ン グの各繰 り返 し ご とに こ の

分布か ら V」

−
1．’h を発生 させ る こ と に よ っ て 因子平均

の群間差の 周辺事後分布 を数値的 に 導出で き る。

　 ま た Vj の r 番 目の 要素 巧 r （ブ群 の 潘 目 の 因子 の 平均）

の 条件付き分布 は ，巧 の 条件付 き分布 が 多変量正規分

布で ある こ とか ら，働 の プ 要素 を平均 ， Σ η の第 r 対

角要素 を分散 とす る 正規分布で あ る 。
こ の こ と か ら，

各繰 り返 し に お い て VJ 厂 Vkr を発 生 さ せ れ ば ， 数値的

に 周辺事後分布の 95％信頼区間を 求 め る こ とが で き，

母数 に つ い て の 点仮説が 信頼区間外 で あれ ば棄却す る

と い う形式で ベ イ ズ有意性検 定を実行 で き る。こ こ で

（ユーα）％信頼区問 の 導 出 は，最短 な信頼 区間 を採用す

る方法 と，両側 と も α ／2 に な る よ う な方法 の 2 つ が あ

る が ，本研究 で は 母数 の 単調変換に対 し て不変で あ る

後者 の 手法 を用 い る。こ の ベ イ ズ有意性検定 は，伝統

的 な有意性検定 に対 応 す る ベ イ ズ 的 ア プ ロ ーチ の 手法

で あ り ，
Bernardo ＆ Smith （1994．p．41L）の モ デ ル 棄却

の 方法 と し て考え る こ と もで き る。

　同時 に す べ て の 因子 に つ い て の 群問差 の検定を行い

た い 場合は，多次元 の 同時信頼 区間を求 め ， 点仮説が

そ の 区間 に 入 る か ど うか で 有意性検定を行 う 。 しか し

実際 は 多次元 の 同時信頼区間の導出は困難 で あ る 。 そ

こ で ， 因子 数 が 1η で あ る と き ， ボ ン フ ェ ロ ニ の 不等式

を用 い て 各因
．
JCiF均 の 群間差 の 検定の 有意確率を m で

割る こ とに よ り有意水準全体 の コ ン トロ ー
ル が出来 る。

ま た ， ギ プ ス サ ン プ リ ン グ に よ っ て 生成 され た標本は

周辺事後分布か ら の 無作為標本 で あ る と見 な せ る の で ，

そ の 等 高線 を描 くこ とに よ り同時信頼区間の 近似も可

能で あ る。

因子平均の 線形対比 の 周辺事後分布の導出

　同様に ， 計面的線形対比 に つ い て の 有意性検定 も同

様の 方法 に よ っ て構成 で き る。こ れ は，対比 に つ い て

の仮説が Cl．・＝0の 形 で 表わ さ れ る と き ， 新 た に 母数 と

し て ξ を ξ廴α と置 き， ξに つ い て の 周辺事後分布

か ら推測 を行え ば よ い 喰 部，19勸 。但 し ，
vt ＝＠f滋 ＿，

yft）で あ る 。例 え ば群が 3 群あ る と き第 1因子 の平均

に つ い て の 対比仮説

　　　　　　茄 砺 一吉（Vl ］＋ ・
・
31）　　  

の 有意性検定を行い た い と き は，

・− V21
− 1…1］＋ … ）一・

一
弖1 ＋ （li）一α  
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尾野
・橋 本 ・繁桝 ：べ f ズ的 ア プ ロ

ー
チ に よ る 因 子

蒐
卜均 の 群 間差 ・線形 対比 の 有意 性 検定 35

と す る。 こ こ で ，各繰 り返 し ご と に v に 行列 C を掛 け

た もの を ξの 周 辺事後分布 か らの 無作為標 本 と見な

せ る。また，v の 条件付 き分布 は ， 各 1！i が 他 の 母数 を

条件付 き と す る と互 い に 独立 なの で
，

《禦〉幌 譜
で あ る。

 

　教育心 理 学研究に お い て は
一．
般 に第 2群の 因子平均

が第 1 ， 第 3群の 平均 よ り大 き い か 小さ い か な どが 関

心 の 対象に な る こ と は 多い 。こ の よ うな 場合，ξの 周辺

事後分布 の 導出をすれ ば，有意性検 定 だ けで な く ξが

0 よ り大 き い 確率な ど の 複合仮説 が 直接的 に 評定 で き

る とい う こ とが こ の 力法 の 利点 で あ る。線形対比 の 点

仮説は κ
2
検定 で 評価 で き る が ， 複合仮説対複合仮説の

評価 は 本研 究で 提案 さ れ た ベ イ ズ法 に よ る直接的 な確

率評価で し か行えな い
。

シ ミ ュ レーシ ョ ン データ を用 い た ガ 検定 と の 検

定力の 比較

　こ こで は，本研究 に お い て 提案 された有意性検定 と

最尤法 に よ る推定値を用 い た漸近 的な κ
2

検定 と を比

較す る た め に ， 因
’
r一平均の 真の 群問差 ご と に シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン デ
ー

タ を100回ず つ 生成 し， お の お の に 対 し

て両方の検定 （有 意水準 5％）を実行 し た 。 こ こ で ，最尤

法に よ る推定で 不適解 の 生じ た デー
タ も分析の 対 象 と

し た 。 これ は，データ が 不適解 に な る か ど う か と い う

こ とが 群間差 の 関数 に なる可能性 が あ り，こ の 場合不

適解をデ
ー

タか ら 除去 す る と シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 結果

に バ イア ス を与 えて し ま う可能性があ る た め で あ る 。

閃子平均 の 真 の群間差 と ， 差が 0 で あ る と い う仮説が

棄却さ れ た割合 を プ ロ ッ トす る こ と に よ り ， 数値的に

検定力曲線が 導出 で き る 。 これ に よ っ て 両方の 検定 を

比較す る 。 標本数の影響 を知る た め に ， 2種類 の 標本

数で 実行 し た。こ こ で は 比較 の た め に 群 の 数 は 2 群 で ，

観測変 量 は 6 変 量 ，因子 は 3囚子 で あ り， 因子負荷は

群間 で 共通 と し た 。因子負荷 は以下 の ように 設定した。

　　　　　　　驪］ （・・

　但 し，0＊

は ， 母数 を 0 に 固定 し た こ と を意味す る 。

ま た ， 発生 さ れ た シ ミュ レ ーシ ョ ン データ の 各母数 の

真値は付録 3 に掲載 し た。ギプ ス サ ン プ リ ン グ に お い

て は 生成 さ れ た 数値列 が 分布 と し て収束す る か が 重 要

な問題 とな る 。 収束判定方法は多数提案 さ れ て い るが，

こ こ で は Ge1皿 all ＆ Rubin　q992）の 方法 を 用 い た。 こ

の 方法は 同 じ デ ー
タ を 用 い た複数 の 数値列 を用 い ，そ

の 列内分散 と列間分散 を 用 い て 収束 判定 を行 う方法 で

あ る 。 本研 究 で は初期値 ， 乱数 を変 え て 10回ギ プ ス サ

ン プ リン グ を実行 し，
こ の 方法 を適用す る こ と に よ り，

本研究 に お け る ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ の数値列 の 収束を

確認 し た
4

。

　 こ こ で 数値的 に検定力曲線 を構成す る た め ， 因子平

均 の 第 1 要素 の 差 v21
−

vll を O，O．25，0．J「 ，O．75，ユ，1．5，2 の

7段階で変化 さ せ
， そ れ ぞ れ100デー

タセ ッ トを生成 し

た 。 ま た標本数は ， 2群そ れ ぞれ 1V＝80（計 160），
　 AV＝

40 （言［SO）の 2 つ を用意 し た。従 っ て 全データ セ ッ ト数

は 1400で ある。各デ
ー

タ に 対 して ギブ ス サ ン プ リ ン グ

を，500回 の収束 の ため の 繰 り返 しの 後さ ら に 3DOO回行

い ，そ れ を 周辺事後分布 か ら の 無作為標本 と見 な し て

95％信頼 区間を計算 し ，
ベ イ ズ有意性検定 を行 っ た。

シ ミ ュ レ ー
シ ョ ン データ に よ っ て 得ら れ た検定力 曲線

は FIGURE 　1 に掲載 し た 。

結果

　検定力 と い う観点 か らす る と
一

見 ， 今 回 提案 さ れ た

方法 と x2検 定 で は 大 きな差 が な い と い え る 。 実際 ，

フ ィ ッ シ ャ
ー

の 直接法 に よ っ て検定を行 っ た が ，全て

の 群 間差 に お い て 差 が 無 い と い う仮説が 棄却 さ れ な

か っ た 。
FIGURE 　l か ら ，　 N ＝160 （各群 S〔D の 場合 に X2

検定の検定力は ベ イ．ズ有意性検定 に 対 し て
一

様 に 高 く

は な い こ とが わ か る。こ こ で 注意 すべ き こ と は ， 第
一

種の 誤 りの確率の 統制 が ベ イズ有意性検定 で は な さ れ

て い る の に 対 して ，κ
2
検定 は漸近 的な検定で あ る た め

に ，中程 度以下 の 大 き さ の 標本数の データ で は そ の保

証 が な されな い とい うこ とで あ る 。 実際 ，
ペ イ ズ有意

性検定 と X2 検定それぞれ の ，
　 loeデータ セ ッ ト中で の

棄却回数を表に した TABLE 　1 か らも， 差 の 真値 が 0で

1008060402Do 一◆一ベ イズ法

　 N＝160
−▲ 一力イ ； 票

　 N＝1BO
−−一ベ イ ズ法
　 N≡80
−・、一力イ ニ 乗
　 N＝so

　 D　　　O25 　　 05　　 075　　　 1　　　†2｝　　 1．5　　　1．75 　　　Z　　　2．25

FI（；URE 　1　 ベ イ ズ有意性検定 と カ イ ニ 乗検定 の検定

力曲線

4

　 こ の 方 法 を含 め，様 々 な 収 束判 定 法 が 統 計 ソ フ ト S．plus　 h

　 で動 くモ ジ ュ
ー

ル で あ る BOA （Bayesian　Output　Analysis）

　に よ っ て 実 行 可 能 で あ る （入 手 は http；〃 www ．pmeh ．uiowa ．
edu ／BOA を参照 の こ と）。
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あ る と き は，N ＝80，160と も に X2検定 に お い て は第 一・

種 の 誤 りが有意水準 よ り大 き くな っ て い る。ま た ，FIG．

URE 　 l に お い て N π80で はベ イズ 有意性 検定 が 検定 力

に お い て 劣 っ て い る よ うに 見え る の は ， x2 検定 で は第
．
種 の 誤 りの 統制が なされ て い ない か らで あ る。特 に ，

N ＝ 80 （各群 4ω の場合 ， x2検定の結果は漸近論か ら も

保証 さ れ な い
。 ま た こ こで ， 事後分布の モ ードが D よ

り大 き い か 小 き い か に よ っ て棄却域を片側 に 設定す る

な ら，
ベ イ ズ有 意性検定 の 方 が 検定力 が 一

様 に 高 い と

い う結果 が 得ら れ た （T へBLE 　2）。こ の 方法 は標本理論か

ら は ，
デー

タを得た後 に 棄却域を定め る と い う点で 批

判 を免れ な い （但 し p 値 を 得て か ら有意水準 を定め る の も同様

で あ る と蒔 え よ う）が ，
ベ イズ 的な事後推論 か ら は 棄却域

を・．賀 した 論 理 で 構成 で き る 乎法 で あ る とい え る。

WAIS ・R 素点デ
ー

タに よる知能の 年齢差の 解析

　 知能 の 測定 に 関 し て は様 々 な 議論 が な さ れ て い るが ，

標準化 が なされ，か つ 教育場面や臨床場面 で 具体的 に

利 用 さ れ て い る 信頼性 の 高い 検査 の
一

つ と し て 口 本語

版 WAIS −R （品 Ill・小 林 ・藤 田 ・前 Jll．1991） が 挙 げ ら れ

る。口本語版 WAIS −R に は動作性知 能検査 と言語性知

能検 査 とい う 2 つ の 下位検査 が あ り ， そ れ ぞ れ 別 々 の

心理学的構成概念を測定す る と され る 。

一
般 的 に 利川

さ れ る 際 に は 運動性知能因子 と言語性知能因子 は そ れ

ぞれ の 下位項 口の 合計得点 に よ っ て 測定 さ れ る と仮定

さ れ ， 利用 され て い る。しか し潜在変量 に関心 が ある

場合 ， 因子分析 を用 い て 解析す る 方が より統計学的 に

TABLE　1　 ベ イズ 有意性検定 とカイ ニ 乗検定 の 比較

標 本数 N ＝160 N ＝8U

差 の 大 き さ 　 ベ イズ 　 カ イニ 乗 　 ベ イ ズ 　 カ イニ 乗

　 o
〔〕．L50
．5

〔〕、75

　11
．b

　 2

　 530819

．91
 

］0010
〔1

　 834769

．sl
〔｝〔、

loo100

　 4194984941001

〔）o

　 7255786951001

〔）O

TABLE 　2　 モ
ードの 位置 に よ る 片側 の ベ イ ズ 有意性検

　　　 定 とカ イ ニ 乗検定 の 比較

妥当で あ る v こ こ で は，新た に 提案さ れ た 方法の解析

例 と して，WAIS −R の 素点 の 横断的デー
タか ら，言語

性知能 因子 よ り動作性知能因子 の 方 が 加齢 に よ る変化

が大 き く， 因子平均 の 差 の 検定 は有意 に な りやす い と

い う仮説 を検
．
討す る。

　 こ こ で ，
モ デ ル と して 平均構造付 き の 2 因子 信 語性

知 能囚子 と動作性 知能 因子 ）の確認的因子分析を考える 。
こ

こ で群間で 因子 負荷は共通 と す る。（こ こ で 本 デ
ー

タ に お

い て，「因 子 負荷 が 群 間 で 共 通 して い る 」 とい う仮 説 に 対す る ガ

検定 で は p 　O．18，ま た モ デル の 適 含度 指標 で あ る GFI は 0．927

で あ っ た〕。 ま た こ こ で は WAIS ．R の ド位項 目分類通 り

に ，「知識」「数唱」「単語．」「算数」「理解」「類似」の

6下位尺度 が 言語性知能因子 に 対 して 因子負荷を持ち，

「絵画完成 1「絵 画配列 i「積 木模様 i「組合 せ 」「符号」

の 5 ド位尺度 が 動作性知能因子 に 対 して 因子負荷を持

つ と仮定 す る 。 今回 は WAIS −R の標準化 の際に 得 られ

た 50歳代 ， 60歳代の 素点データ 263人分を解析す る 。 具

体的 に は 50歳代 〔1〔19人 ），60歳代前半 （59 人 ） と60歳t−k
後 半 榔 人）の 3 群 に 分 け，群間 の 差 や 線 形 対比 を考 え

る。こ こで 50歳代，60歳代 前半，6〔｝歳代後半 の 因了 平

均 を そ れ ぞ れ 1．・1＝（］コ11，VIL，）
t
，V・t＝（7／21，勉 ），I」u＝（v31，v ．32）

t

と置く。
こ の と き，

50歳代 と 60歳代前半の 藷語性知能

囚子 の 群間差 1／21
−

1．’11 の ギブ ス サ ン プ リン グ （繰 り返 し

数 1〔1〔〕OO　1tiDに よ る 周 辺 事後分 布 は FIGi『RE 　2 の よ う に

な る （縦 線 は 0 の 位 翫 を表 わ す e ）ま た ，縦軸は 10，C｝00回中

の頻度を表わ す。同様に 動作性知能因子 の群問差の周

辺事後分布 は FIGじRlt　3 の よ う に な る。言諳性知能因子

の 平均 の 差 に つ い て は Pr （群 間 差 が 0 よ り大 き い ）＝

0．4267で あ り，片側 で 棄却域 を定め て も， 5 ％有意水

準で棄却さ れ な い
。 し か し ， 動作性知能因子 の 平均 の

差 に つ い て は Pr （群 間差 が 〔〕よ り大 き い ）− 0．0457で あ

り ， 片側で 棄却域 を定め る と ， 5 ％有意水準で棄却さ

れ る こ とが わ か る （但 し ズ 検定 で は 棄却 さ れ ない ）。 この こ

と か ら，言語性知能因子 の 群間差は有意で な い が ， 動

作性 知能因子 の 群間差 は有意 に 50歳代 の 方 が 大 き い と

い え る。

標 本数 N ＝160 N ＝80

差 の 大 き さ　 　ベ イ ズ　 　カ イニ 乘　 　ベ イ ズ 　 　カ イ ニ 乗

　 o

〔1．250
．5075

　 11
．5

　 2

　 7388899

．
100100

⊥00

　 δ

347698100100

ユ00

　 8

．347698100100100
　 725578695100

工OO

30025020015010050

　 0 」
一
〇．7　　−0．5　　−0．3　　−0．1　　 0．1　　 0．3　　 0．5　　 0．7

FIGuRE　2　 言語性知能の群間差の事後分布
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FIGτRE 　3　動 作性知能 の 群間差の 事後分布

　ベ イ ズ的ア プ ロ ーチ の 長所 は ， 研究者の問題意識 に

あわ せ た 柔 軟 な解析 を 提供 で き る とい う点に あ る。例

えば，動作性知能因子 に つ い て
，

50歳代 と6〔歳 代後半

の 平均 よ りも60歳代前半の 平均 の 方 が 高 い か ど うか と

い う線形対比 に つ い て の 複合仮説 の 推論 も容易 に 行え

る 。
こ れは，「動作性 の 知能は50歳代か ら60歳代 で 低

’
ド

す る と い う知見 は既 に 得ら れ た e で は ，
コ ン ス タ ン ト

に 低下す る の か （v，！，！＝（抛
一v．12＞働 ，50歳代か ら60歳代前

半で大 き く低 ドする の か （！
・
2・＜ （Vi ・＋ v．1・）12，

そ れ と も60

歳代前半か ら後半 に か け て の 低 下 が 大 き い の か （v ・・〉

（Vl ！＋ 1．・s2）i
’
2）？」 （FIGURE4 ）と い っ た 研究者 の 関心 に直接

答 え る こ と の で き る 方法 で あ る。統計学的に は ， 仮説

　　　　　u ，， ・ξ
一VLZ 　r　t（v1・

÷ ゆ ・ 　 （27）

が ， ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ に よ る ξの 周辺事 後分布（Fl｛
一
÷．

URE 　5） か ら直接的 に 評 価 で き る 。 こ こ で 実質科学的 な

意味 を考え る と ， 帰無仮説 ξ＞ D と仮説 ξ≦ 0 は 同等

で あ り，
一

方 が他方 に 優先す る有意性検定に は な じま

な い 。 こ の よ うな状況 で は
， 仮説 ξ≠ 0 の 検定 と は異 な

り，仮説 ξ＞ 0 の 事後確率を直接的 に 導出す る こ とが

有意義 で あ る。ベ イ ズ的 ア プ ロ ーチ で は ξの事後分布

か ら こ の 確率が容易 に わ か り ， 結果 と し て ，Pr （ξ〉   ＝

動
作
性

知

能
因
子

の

平

均

　　　50歳代　　　　　　　　　60歳代　　　　　　　　　60歳代

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 前半　 　 　 　 　 　 　後半

FIGURE　4　線形対比 に よる動作性知能の変化の仮説

0．7405と な る。従 っ て，動作性知能因子 で は60歳代前

半か ら後半に か け て の 落ち込 み の 方が 50歳代か ら60歳

代前半に か け て の 落ち 込 み よ り大 き い こ と が わ か る

概 存 の 方法で も ξ
一
〇の 両側検定 な ら 1凵能 で あ る）。 ま た ， ギ ブ

ス サ ン プ リ ン グの 収束 に 関 し て は様 々 な指標 （レ ビ ュ
ー

と して は Cowles ＆ Carlin，1996 ） を用 い て 解析 し，収束の

確 認 を行 っ た 。例と し て ξの移動平均 （FIGURE の を示

す 。

250200150100500

一〇，9　−0．7　−0．5　−0．3　−O．1　　0．1　　0．3　　0．5　　0．フ　　O．9

FIGURE　5　 線形対比 の事後分布
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k
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ロ
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畢
e
無
電

ト

「

o
　　　　　　　　　　　．一＿ 一 一
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　 　 　 　 繰 り返 し数

FtC：URE 　6　対比 ξの 移 動平均

結 語

　本研究で は ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ を 用 い た ベ イ ズ 的 ア

プ ロ ーチ に よる 多母 集団 の 因子分析が提案さ れ た 。 ま

た 因子平均の 群間差 の 事後分布 を 用 い た ベ イ ズ有意性

検定 が シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に よ っ て x2検 定 と1司様 の （ま

た は それ 以 上 の ）検定力 を持 ち ，
か つ κ

2
検定 で は な さ れ

な い 第一種 の 誤 りの 統制 を比較的小標本で もで き る こ

とがわ か っ た。また ヘ イ ウ ッ ド ケース が 生 じ ず ， 線形

対比 の 複合仮説 に 対す る直接的評価 を可能 に す るな ど

の 利 点 か ら， こ の 手法は有用で あ る と考えられ る。ま

た ， WAIS −R の デ
ー

タを用 い た解析例で は 教育心理学

研究 に お い て しば しぼ関心 の対象と さ れ る線形対比 の

複合仮説が こ の 手 法 に よ っ て 自然 な形で 評価 さ れ る こ

とが 示 さ れ た 。
ベ イ ズ的ア プ ロ

ー
チ の 問題点 と し て事
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前分布の設定 が 挙 げられ る が ，
こ の よ う な 複雑 な問題

に対 し て も無情報 な事前分布の 設定が 可能で あ る こ と

が示 さ れ た 。本 方法 を 実際 の デ ータ 解析 に 用 い る際に

注意す るべ き点 を ， 以下 に 列挙 す る。

1　 因子 の 不変性

　 因子平均 に関す る推論 が 必要 で あ る場 合の 解析方法

を行 うた め に は ， 因子 の 不変性 （MeredithJ993 ）が成立

す る か ど うか の 確認 が 必要 で あ る。確認方法 と し て は

x2検定 や ベ イ ズ 法 に よ る モ デ ル の 事後確 率 の 導 出

（Rafしery ，1996） が あ る。

2　 収束判定 の 問題

　 ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ に よ る数列 の 収束の た め に ， 繰

り返 しの 初 め の数百回 は捨て ，そ の 後 の 数千 同 を推測

に あ て る とい う の が 一
般的な方針で あ る が ， 収束 が な

さ れ て い る か ど うか はす で に 提案 され て い る様々 な収

束判定基準方法 （例 えば月後 2000 参照）で判定す る 必要が

あ る 。

3　 モ デ ル の 識別性

　 モ デ ル の 識別性が ない と，情報の あ る 事前 分布を 導

入 し な け れ ば ，

・一
般的に ギ ブ ス サ ン プ リン グ は収束し

な い 。

4　 初期値の 問題

　初期値 と し て デ
ー

ダ か ら考え て あ ま り に も極端 な値

を設定す る と，収朿 しない 冂∫能性が あ る。

5　本研究で の 線形対比 の 検定は 非計 画的非直 交対比

を扱 えな い 。対比 ξ
一Cv の C を事前 に決定 して い る必

要が あ る。

　し か し，
こ れ ら は収束判定 を除き最尤法や 最小 二 乗

法 に よる解析時に も必要 な注意事項 で あ り，収束判定

を除 け ば既存の 解析方法 と比較し て特別 な 注意事項 や

前提条件は 必要 で は ない
。

　今後へ の 課題 として は 実際の研究で 本 方法 を容易 に

利用 で き る ように す る こ と が 挙 げ ら れ る が
， 標本数 に

応 じ て 計算量 が 増加す る と い う問題 が あ る た め ， ア ル

ゴ リズ ム の さ ら な る 改善が 必要 で あ る。
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α T．IK ．4　，v 〃 sσ 跏 翩∬MO τO，．A，X，1丿K 且z［り SHif；L
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ILf且 ∫σ 晩 照 刪 酷 丁 θ正

1
α 垢M 刀 レκ ・4Aの βE猛 11ゴθπ・4ノーSCfL’，・X・℃ E

　　　　　　　　　し．’．VIXEftS 〃 Y 　O 厂 TOE『γ0丿ノ1，IPA八撚
’
κ ノα 〃〜八

：
AL 　OF 　ED びCA 　Tio，〜，A ．t．．　P〜

層
1てc／HOL θ〔：r．2α フ1、49 ，31 − 40

　The 　present　article 　proposes 　Bayesian　inference　for　multiple 　gr〔⊃up 　factor　analysis ，　via 　a　Gibbs　sampling

algorithm ．　 Whell　tllis　method 　is　uscd ，　a　signlficance 　test　f〔，r　the　difference　of　factor　lneans 　between　groups

and 　 a　test 　for　linear　 contrast 　can 　 be　done　 to　 deterlnine　 whether 　 a　 point　hypothesis　 is　in　the　 Bayesian

canfidemce 　interval　of　the　posterior　distributloll．　 Baysian　inference　is　not 　used 　in　research 　in　educational

psycho1Qgy 　because　of　its　arbitrariness 　in　the　selection 　of　the　priQr　distribution．　 However ，　all　the　methods

described　in　the　present　article 　can 　be　dQne　with 　a　noninforlnative 　prior　distribution，　thus　excluding

subjectivity ．　 As 　a　result ，　researchers ．　will 　be　able 　to　use 　Bayesian 　inference　easily 　and 　objectively ．　 ID　order

to　compare 　the　proposed 　method 　with 　a　x2　asymptotic 　like】｛hood 亡est 　ill　terms 　Df　their　respectlve 　power ，1400

simulation 　data　sets 　for　N ＝160　and 　N 二．80　were 　gellerated．　 The　proposcd　method 　has 　some 　advantages

over 　the　Xz 　test　il1丗 at 　c   ntrol 　of　Type −1　errors 　ls　complete 　with 　slnall−sized 　samples ，　and 　als ぐ） in　that　the

HaywQod 　case 　problem 　does　not 　occur ．　 The　proposed 　method 　was 　used 　to　analyze 　the　rel 且tionship　of　age

and 　intelligence　as 　measured 　by　the　WTAIS−R，　and 　a　composite 　hypQthesis　was 　evaluated ．

　　　Key　Words ； struc 加 ral　 equation 　 modelillg ，　 Bayesian　inference，　significance 　test，　 niultiple 　groups ，

dlfference　between 　groups
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付録 1　 ギブ ス サ ン プ リン グ に つ い て

　ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ は，積分す る こ と が 難 し い 分 布

を， そ の 分布 に 従 う乱数 を発生 さ せ て 数値的に積分す

る方法の 一
つ で あ る。以下 に その 手順 を示 す ．

　まず，母数 ベ ク トル θ を ， θ』 （θf，09，．．．，偽 ）と m 個

に 分割す る。各 θ1 は ス カ ラーで もベ ク トル で もよい 。

　次 に ，Oi，仇，＿，砺 の初期値 θ翫 θ｛
Ol
，＿，θ斜 を用意 し ，

以下 の ス テ ッ プ を繰 り返 す。

ユ．01以外の母数を e，
一の勉 こ固定 した条件 付事後分

　布 P（θ11必
：1
，θ！

プ

 ＿，eh’〕

，x ）よ り θ！
i＋ ’1

を発生 さ せ る 。

　但 し x は観 測値 ベ ク トル で あ る 。

2 ．p（alθft＋ 1＞
，6な

f
 ．．．，θ毳

i）
，x ）よ り 砂

＋ 1｝
を発生 さ せ る Q

3 ．鐸芭 ＿，硯ゴP を順次発生 さ せ た後，p（0艀 1θ搾 D
，

　砂
＋ 1）

”
，．

，
θ  11

）

，，τ）よ り 確
＋D

を発生さ せ る。

4 ．1 ．に戻 る 。

　 こ の サ イ ク ル を繰 り返 す こ と に よ っ て 発生 さ れ る

Or，θ2，＿，θm が ，
　 p（θex）か らの 無作為標本 と考 え る こ と

が で き る。

　ギ ブ ス サ ン プ リ ン グ で は初 期値 の 影響で ，始 め

p（θlx）か ら外れた値 を と る こ とが ある が ， 何度 も繰 り

返す うち に p（θ1，x ）か らの 無作為標本 と考 え て よ い 値

に 収束 す る。L 回 の繰 り返 し 以降収 束 した な らば ， θ，

・

の 周辺密度関数は

　P（・O・1・・）一惹軍1
カ（鯉

・

，．．．幽 ，礁 ＿
，
OS，i・，

．x ）

の 式 で 推定 さ れ る．

　 また ， 発生 させ た 標本 の 経験分布は ， そ の 母 数 の 周

辺事後分布 と みなす こ とが で き る 。

　さ ら に 詳 し くは 繁 桝 （／995｝，Tanner （1996） を参照。

付録 2　各パ ラ メータの 条件付 き事 後分布を導出する

　　　方法 の 概略

　 ベ イ ズ の 定理 よ り， 群間で 共 通 な パ ラ メ
ー

タ A の条
件付 き事後分布は ，

　　　　カ（AIV1．，．，YJ，Φ 1
，
．．．

，
Φノ，

Ψ 1，
．．r

，
Ψ J，X ，F ）

・ ・P（Al ン 1，＿，V」，OP　1，．．．，Φ　J ，

・V ・
、，
＿

，
Ψ ，）P（X ，FIA ，y 、，＿，レi，

Φ1，＿，Φ」
　，Alt 正，＿，Ψノ）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 y
＝

ρ（Ab 　1，＿，YJ，Φ 1．．．，Φ ノ，Ψ 1，
，，

”
Ψ

／）rlカ（Xj．，PlilA，レj，IP．」，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿

＝］

Ψ ，）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ノ　 ilj

＝
カ（Alyt，＿，YJ，Φ　i，．．．，Φ　／，Ψ 　1，＿，

Ψ ノ）HrD （Xi （− lfiv），A ，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 丿一1　 e

．
AY

」

’）P（f，（ゴ｝ryゴ，Φj）

　P（AiVi，＿，UJ，Φ 1，．．．，Φノ，Ψ 、，
＿，Ψ ノ欺 定数 ，

Xi ｛丿 〕1五ω ノしΨゴ
〜Ai　（Afr〔、i｝，Ψ ノ），

孟ω レの Φ」
〜N （Uj，Φ．，）よ り，A の 条件付 き事後分布，す な

わ ち λ一紹 c （ノの の 条件付 き事後分布は，多変量 正 規

分布の 性 質 よ り，
　 　 　 　 　 　 　 ノ　　　　 nノ　　　　　 n ）

　　　　 N （骸Σ z丿σc ［Σ．’x・調 ［ΣXif ，

t
｝
．1
，Va）

　 　 　 　 　 　 　 」＝1　　　　　 ：　　　　　　 ：

但 し，
　 　 　 　 　 　 　 　 　 J　 　 　 　　 　 ハ ゴ

　　　　　　　u，＝（Σ［Ψ ア
］

  Σノ議
ご

］〉
−l

　 　 　 　 　 　 　 　 　 i−1　　　　　　 1

と な る 。

　 また ，
パ ラ メ ータ Φ．， の条件付き事後分布 は，

　　　　　　　 P（Φゴ1／1，ン丿，Ψ ，，x ，，み｝）

　　　oc 　p（Φ ．1五，レブ、Ψゴ）♪（Xj・IF，，．1，iP，，）カ（F，1レゴ，Φ．）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 tll

　　　　　 Pt カ（Φj」A ，v、，Ψブ）rlカ（fitj〕lv、，Φゴ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1

’

こ こ で ， P（Φ、IA，v、，Ψ．）・・1¢ ．、1
一
讐

1
  り ，

Φ
」 の条件

付 き事後分布は ， 密度関数が ，

幽 一
・・）（fl− y））習 1・ ・1・

’］” IY土Lexp
｛
一吉・ ・

1

卑（fi
一
の（f、一レブ）

t

｝
に比 例す る逆ウ ィ ッ シ ャ

ー
ト分布に な る 。

　パ ラ メ
ータ ％ Ψ、，ム の の 条件付 き 事後分布 も，ベ イ

ズ の定理 と多変量 正 規分布 の 性質 か ら同様 に 導出す る

こ とが で き る。

付録 3　 シ ミ ュ レーシ ョ ン 研 究に おけ る母数の 真値

A ＝
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一
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55555
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15一b50015FO

一
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O
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「
D
に

」

厂
D

100

i

ー
＝

　

＝

Φ

　

Φ

Ψ 1
＝diaq．　｛0．5，1，0．5、O．5ユ，1｝Ψ 2

＝diag〔1，
0．5，0．5，1，0．5，0．5｝

Vl 二［0，0，0］ v 、
＝ ［α，0，− 1］

濠 こ こ で ，シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン 研 究 で は a を変化 さ せ る こ と に よ り

　群間差を 変化 させ て い る。
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