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［2106］ 軸力 、 曲げを受ける鉄筋コ ン ク リー ト断面 に対 する断面力

　　　　　表示 構 成則の 開発
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　 1 ．は じめ に

　一般 に RC 構造の よ うに 強い 非線形性を示す構造 物の 有限要素解析を行 う場合 、変形の 進 行と

共に 生 じる各段 階で の 断面力を正 確に 評価する こ とが重 要に な る 。 その た め 、 通 常 RC 曲げ部材

を対 象 とした有 限要素解析で は 、 部材の 断面を有限個の 要素に分割 し、 各要素 につ い て非線形な

材料特性を組み入れた方法が用い られて い る 。 しか しこ の 場合、各分割要素に 対 して 、応力の 記

憶や降伏判定を行 う必要が生 じるた め 、 計算処理 は非常に複雑な もの とな る 。 したが っ て 、 もし

断面 の 要素分割を行わ ずに 、 直接 、 断面力 を求め られる構成式を用い る こ とが で きれば 、 計算処

理を簡易に す る こ とが で き 、有限要素解析が よ り
一層実用 的 な もの に な る と考え られ る 。

　そ こ で 本論文で は 、 軸力 ・曲げを受ける RC 矩形断面 に対す る降伏関数 を算定 し、塑性理 論 を

適 用す る こ とで 、断面 に 対 して 唯一求め られる軸ひ ずみおよび曲率の 直接関数と して 断面力を求

め る こ との で きる断面力表示構成則［1］の 開発 を行 っ た 。

　 2 ．矩形 コ ン ク リ
ー

ト断面 の 降伏関数

　 RC 断面に対 し、 断面力で 記述された降伏 関数を求め る こ とは 、
コ ンク リ

ー
ト、鉄筋に 対す る

幾何学的条件 お よび、材 料特 性 な ど非常に多 くの パ ラメ
ー

タ
ーを考慮する必要が生 じるため 、 簡

便で実用 的なもの とな らない 。 そ こ で本論文で は 、 降伏関数を コ ン クリ
ー

ト断面に対 して の み定

式化 する こ と と し、鉄筋 に 対 して は任 意位置で の 鉄筋要素の 断面力を各要素 ご と個別に 計算 して

加 え る こ と に した 。

　 2 ． 1 コ ン ク リ
ー トの 応カ ーひず み関係

　 コ ン ク リー トは 図一1 に 示す よ うに 、圧縮応力

下に おい て は圧縮強度 f♂まで 2 次放物線で増加

し、そ の 後一定の 応力 とな る モ デル を 、また 引

張応 力 下で は 、引張力を持たない モ デル を仮定 し

た 。 繰返 し応力下の 挙動は 、除荷応力は初期 剛性

E 。で σ
＝0まで変化 して そ の 後の 応力は 0 となる

よ うに仮定 した 。 こ の ような モ デル を用い た の は 、

σ

f♂ ，

E 。
o E 。

0 0．002
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 e

図
一1 コ ン ク リ

ー
トの応カ ー

ひずみ関係

実用的な使用範囲に お い て 定 式化 を簡潔に 行 うた め で あ る 。

　 2 ． 2 コ ン ク リート断面の 塑性 エ ネルギーW
，
の 算定方法

　軸 力 N ，曲げモ
ー

メ ン トM に 対す る コ ン ク リー ト矩形断面の 塑 性エ ネル ギ
ーW

，
の 算定は 、コ ン

ク リ
ー

ト断面 を有 限要素に 分割 した モ デル に お い て 、所 定 の 断面力 に 対する載荷・除荷の サ イ クル

を行 う こ とに よ り求め た 。 すなわ ち載荷 ・除荷の 1サ イ クル に お い て 描 かれ る、各分 割要 素 の 応力
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一ひずみ曲線を経路積分する こ と で 各要素 に対する塑性 エ ネル ギーを算定 し （図一2 の 斜線部分） 、

全分 割要 素の 和をとる こ とで 所定の 断面力に対す

る コ ン ク リー ト断面の 塑性 エ ネル ギ
ー

を算定 した 。

2 ．3 全塑性状態に対す る降伏関数

　全塑性状態は 曲率が無限大に対応 し、 こ の 時

の 断面の 応力分布は 、圧 縮強度が 矩形 分布 す る

もの と して表す事が出来 る 。 したが っ て 、 高さ h ，

幅 B の コ ン クリー ト矩形断面に対 し、全塑性状態

の 降伏関数 は 、式 （D に示 す 2 次式で表す こ と

ができる 。

σ ．齟齟．．．．鹽鹽．，P．．．．．

h
Wp

ε

B

図
一2 塑性エ ネルギー

　　 　　 　　 MMAX
　　　　　　　　　 （N − NMAX）

2
＋ MMAX 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （1）　　 　 M ≡−

　　　　　　 NMAX2

　 　 　 　 　 　 　 　 1
こ こ で 、 MM ＾ x

＝ − Bf、

’
（h／2）2

，
　 NM ＾ x は MM ． x に 対応 す る軸力で あ り、NMAx ＝Bfc’（h／2）とな る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 2

　 2 ． 4 後続 す る降伏関数

　後続する降伏関数 が 、2．2節 の 方法 に 従 い 算 出 した 軸 力 、モ
ーメ ン ト、 塑性 エ ネ ル ギ

ー
関係 よ り

得 られ る等塑性 エ ネルギ
ー

曲線 と
一

致す る と仮定 して 、コ ン ク リ
ー

ト矩 形断面 に 対す る後続す る

降伏関数の 定式化を試み た 。 そ の 結果 、 次式で示す 3次式で 近 似すれば 、 概ね解析結果を補間で

き る こ とが分か っ た 。

f （N ， M ，
　 Wp ）＝

α くN − NT）
2
＋ β｛NT （N − NT ）

2
＋ （N − NT）

3 ｝＋ MT − M （2）

式中で 、MT は後 続す る降伏関数 の モ
ー

メ ン トの最　璽 2

大値で あ り、 塑性エ ネル ギーの 関数 として次　　　　蕘
式で表せ ると した 。　　　　　　　　　　　　　　再

M ・
一［・一・ xp ｛・（、詈訓 （3）

式 （3）におい て a ， b は定数で あり 、 非線形最小

自乗法 に よ り 、 a ； 4．2，　 b ＝ 83．5と した 。 また 、

NT は モ
ー

メ ン トMT に対応す る軸力で あ り、次式で

表せ る。

4K12 ＋ 6MTK2 ）

1

0

　　 （
− 2K

且
＋

NT 昌 （4）

　 　 　 0．5　 　 　 　 　 　 　 　 1

　　　　 モ
ー

メ ン ト｛M／MMAX）

図一3　降伏関数
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た だ し上式 を求め る際の 前提条件 と して   各降伏 関数 が交わ らな い 。   凸性の 条件を常 に 満足す

る 。   全塑性状態 （W ，

＝ 。 。 ） で 前述 の 全塑性状態の 降伏 関数に
一致する 。 こ れ らの 条件を満足さ

せ るた め に 、 （N， M）・ （0，0）にお ける後続する降伏関数の 傾きおよび曲率が 、 常に
一

致す ると仮定 し

て い る 。 すな わ ち 、 以下の 式が（N，M）・ （0，0）の 点 に お い て 成 り立 つ もの と して い る 。

∂ f　　　 MMAX
　 　 ＝2
∂N　 　 　 NMAX

∂
2f

　 　 　 　　 MMAX
　 　 ＝− 2
∂N2　　　　　NMAX2

（5）

　図
一3 に 2−2節 の 解析で 得 られた結果および今回定式化 した後続の 降伏関数を示す 。 図中の 点線

は 2−2節の 解析よ り得 られ た結 果で あ り 、 実線が提案式で ある 。 塑性 エ ネル ギーの レベ ル 、ま た軸

力 と モ ーメ ン トの 大き さ に よ らず両者はよ く
一

致 して お り、 提案式の 妥当性が示 され て いる と考

え られ る 。 また初期降伏関数に 関して は コ ン ク リ
ー

トは初期応力状態よ り非線形な挙動を示 すた

め 、初期降伏は 無載荷状態と仮定 した 。

　 3 ．断面力表示構成則の 定式化

　 3 ． 1 弾性時の 増分形の 断面力表示 構成則

　今 、図
一4 の点線で示すよ うな 中心 で の 軸ひずみ ε 。

と曲率 φ。で釣合状態にある断面 を考える 。 こ の 時 、 軸

ひず み ， 曲率が そ れぞ れ ε 。＋ d ε 。 ，φ。 ＋ dφ。 （図 一

4 の 実線 ） に 変化 した とすれば ・ 圧翩 の 断面内の ひ c
ずみ分布 は 、 以 下 の よ うに な る 。

÷… 量 ・ とき

　　 d ε ＝yd φo 十 d ε o

　　　　　 ε o ＋ d ε oeD
　　　　　　　　　　 の とき
可

＞ y ＞

φ。 ＋ dφ。

　　 d ε
＝ （ε o 十 d ε o ） 十 y （φo 十 dφo ）

圧縮側　　 y

書
3

’
ξ

φボ　覧
5

h／ 2 ∫
ξ

φ。 ＋dφ。
♂

’
ε 03

母−冂．“¶−−「．．“．．．．
ε

ε

　 　 　 　 ε o 十d ε 。

図
一4　断面の ひずみ状態

（6．1）

（6．2）

・ の とき ・ ・
・ ・ ・・ ・ … 〉 〉 ・φ・ ・すれ・ ・ 講 i一 舞 ・な ・・ 結局 ・・性 時 ・ 断面力

表示構成則は式 （6．　1）の 軸ひずみ増分を積分する こ とで次式の よ うに求め られる 。

　　　　備 一〔
EA 　 EG

EG 　 EI 〕｛1二：｝　 　 　 　 ・7・

こ こ で ・ ・A − BE ・傷 K）・・G − tBEc〔妥 K ・

）・EI − ÷BE ・（景 K ・

）・ あ ・・

・た ・ ・は中立 軸を示す ・の で K老 ・一書… 掛 と艤 ・れ ・ ・

　 3 ． 2 弾塑 性時の 断面力表示構成則

　こ こ までに求 め た降伏 関数 および弾性時の断面力表示構成則を用 い て 、 弾塑性状態の 断面力表
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　　　　　　 示構成則を定式化する 。

　　　　　　　 軸ひ ずみ増分 d ε 。 と曲率増分dφ 。 が 、弾性成分と塑性成分に 分割で きると仮定す る。

　　　　　　　　　 dε o
≡d ε e ＋ dε p 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　．dφo
＝dφe ＋ dφp

　　　　　　 こ こ で 、 e は弾性成分 ，
　 p は塑性成分を示す 。

　　　　　　　 軸力増分 dN お よび曲げ モ
ー

メ ン ト増分dM は 、弾性成分 に前節で求め た 弾性時の 断面力表示構

　　　　　　 成則 を適応 させ る こ とに よ り 、 式 （9）の ように求め られる 。

　　　　　　　　　｛
dNdM

｝一隴 訓 ：1：二：1：｝　　　　　 ・9・

　　　　　　　 降伏 関数 f は 、N ，　 M ，　 W
。
の 関数 で あ り、適合条件 に よ り、式 （10）が得 られる 。

　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 ∂ f　 　　 　　　 　　 　　 　　 ∂ f　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　∂ f
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dW 。

− 0 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （10）　 　　 　　　 　　 　 df ＝− dN ＋ − dM ＋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂Wp　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂ N　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ∂M

　　　　　　 こ こ で 、 dW
。お よびW

，は次式で定義する 。

　　　　　　　　　 dWp ； 　Nd ε p
十 Md φ p

　　　　　　　　　W ・

一∫・Wp 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （11）

　　　　　　 関連流れ則を仮定すれば 、 塑性軸ひずみ増分d ε 。 、 塑性 曲率増分 dφ 。 は次式で与え られる 。

　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 ∂ f　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　 ∂ f

　　　　　　　　　d ・ ・

≡dλ
万百

・ dφ・

− dλ
∂M 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （12）

　　　　　　 こ こ で dλは ス カ ラ
ー

量 で あ る 。 以 上 を用 いる こ とで最終的に 、弾塑性時の 断面 力表示構成則は 、

　　　　　　 次式の よ うに求め られる 。

　　　　　　　備 一〔1：：含：：〕｛1二：｝　 　 　 　 　
（13）

　　　　　　　　　　　　　　　　（・A −1−／／・ EG ｛詩）（・A −9−i／i・ EG 器）
　　　　　　　　　　 Dn ＝EA 一
　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　λ

’

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（・ A 器 ・ EG 器）（EG 器 ・ EI 貅
　　　　　　　　　　 D12 ＝ D21＝EG 一
　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 λ

’

　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 　　
− 644−
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　　　　　　（・ G器 ・ E　1　−1−i／／）（EG −1−i／／・ E　・　−1−i／／〕
D22 ＝EI 一
　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　 λ

’

ここで 、

・
・一（器）

2EA
・（器）

2EI
・ 2（器）（3／）・ G 一

騰 ）（3／）N −
（託）〔1盖）・

　 4 ．断面力表示構成則の 適用性の 検証

　 鉄筋の 応カ ーひずみ曲線は降伏強度 までは初期剛性で増

加 して 、 降伏強度以後
一

定の強度を持 つ と仮 定 した 。 繰 返

しに 関 しては荷重除荷時より 、 初期剛性で 変化 して 降伏強

度に 達す ると した 。 また今回提案 した断面力 表示構成則の

適用 性に 関して は RC 断面を有限個 に 分割 して 得 られ た結

果を正解値と し、そ の 値と比較する こ とで 検証 した 。

　 4 ． 1 軸力の 影響

　 図一5 に有効高 さ26  で 幅20cmの 複鉄筋矩形 コ ン ク リ
ー

ト断面で 、 Dl6鉄 筋が 4 本 （鉄筋比0．76％） 、コ ン ク リー

トの 圧縮強度が300（  f／ 
2
）、 鉄筋の 降伏強度が 3000（  f

／cm　
2
）で あ る モ デル を仮定 した 。 この モ デルに おい て 、圧縮

応力度 を σ ＝0， 40，
　80， 120（  f／ 

2
）の 値で 変化 させ た時 の

M 一
φ。 曲線 を示 した もの が図一6 で ある 。 図中の 実線が 今

回開発 した断面力表示構成則で求め た解析結果 であ り 、 点

線が断面を有限個 に分割 （分割数 50） して 解析 した 時の 結

果で あ る 。 図
一6 か ら、軸力が 大き くなる に つ れて 両者の 結

果には 若干差異が み られ るが 、鉄 筋 の 降伏前 ・降伏後とも

に 断面力 表示構成則か ら得 られた結果は 、従来用い られ て

い る断面 分割法 とほぼ 同程度の 精度を もっ て 、軸力の 影響

を表す こ とが 可能で あ る こ とが分か る 。

　 4 ． 2鉄 筋比の影響

　図一 5 に示す複鉄筋 コ ン ク リ
ー

ト断面 に 対 して 鉄筋比 を

0．5％， 1．5％， 3．0％と変化 させ た解析を行 っ た 。 材料定数と し

ては 4．1節と同様 とし 、 また 、 軸圧縮応力度は 、σ ＝O（  f

／ 
2
）を仮定 した 。 図

一7 に 解析よ り得 られた M 一
φ 。 関係 を

示す 。 図中の 実線が断面力表示構成則、点線が断面分割法

に よる結果を示す 。 こ の 図か ら 、 断面力表示構成則 が鉄筋

量 の 変化 に 対 して も有効で ある こ とが分か る 。

　また、本論文中に 示 して いな いが 、複鉄筋 コ ンク リー ト

断面の み で な く、 任意に鉄筋が配置 された コ ン ク リ
ー

ト断

面に対 して も本方法は適用 可能で あ る こ とを確認 して い る 。

20 

4 

26 

． − ●一・．・●

330 

図
一5　 RC コ ン ク リ

ート断面図
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図
一7　 鉄筋比 の影響
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　 4 ．3 荷重履歴の 影響
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E8
　図

一8 は 、図
一5 に 示す断面 で材料 定数 は 軸 力 の 影響 と同

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 襲
様に し 、 圧縮応力度 σ ＝ 0（  f／cmZ ）およ び σ ＝50（  f／c皿

2
） ：6

に お い て 、一方向繰返 し荷重 に 対する断面力表示構成則 と　 ．X

断面分割法 か ら観 れ る結果を示 した もの である ． 図一8  
の実線が断面 力表示構成則 、点線が断面分割法による解析

結果を示す 。 軸力 、 鉄筋比 の 影響 と同様 に 、繰返 し荷重 に 　　 2

対 して も断面力表示構成則が十分な精度 を持 っ て い る こ と

が わか る 。 また 、 繰 返 し載荷を行 うときには断面力表示構
　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　 　　　 0
成則で は 、断面 の 性状 と して 塑性 エ ネ ル ギ

ー
（W 。 ） の み

を記 憶 してお くだけで よ く、 非常に簡単に繰返 し載荷に 対

する挙動を再現す るこ とが で きる 。

　4 ．4 増分量 の 大 き さ の 影響　　　　　　　　　　　　　？ 8

　ひず み の 増分量が 比較的大きい 場合は 、 断面力表示構成　　S
則 の 精度 は 弾性材料 の 非線 形性 に よ っ て影響を受ける た め 、　・L− 6
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ，丶
本解析 では 、降伏曲線へ の 応力の 補正 を常に行 っ て い る［2］。 x
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 i4
そ こ で 、ひず み の 増 分量 に 対 して 断面力 表示構 成則 の 精度

が 、ど の 程度影響を受 ける か に つ い て 検 討 した 。図
一9 は 曲

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2
率増分 （dφ。）を 1，0xlO

−5
（／cm ）および2。0 × 10

−6
（／cm ）に

した時の 各 々 の ひずみ増分量 に 対す る解析結果 （σ ＝50（  f

／c皿
2
）， 鉄 筋比 O．76％） を示 した もの で ある 。 図中の ・印は

曲率を 1．0 × 10
− 5

（／  ）で増分 させ た ときの 結果で あ り 、 実線

は 2．0× 10−6 （／cm ）で 増分させ た ときの 結果を示 して い る 。

な お点線は断面 分割法 で 求め た結 果 で あ る 。 曲率増分 の 違 い

　 　 　 　 2　 　　 　 　　 　 4

　　　　 曲率（XIO
−41cm

）

図一8　 荷重履歴の影響

0　　　　　 2　　　　 4　　　　 6

　　　　　　　 曲率（Xio
−41cm

）

図
一9　 増分量の大きさに よる影響

に よる解析値の 差はほ とん どみ られず 、 今回仮定 した程度の ひずみ増分量 に 対 して は 、 降伏曲線

へ の 応力の 補正 を行 うこ と で 、解析値の 精度 は保証 され る と考え られ る 。

　 5 ．結　論

（1 ）軸力 ・ 曲げを受 ける コ ン ク リ
ー

ト矩形断面 におい て 、 断面 に対 して 唯
一

定義で きる軸ひ ずみ

増分お よび曲率増分か ら 、 直接 、 断 面力 を評価で きる 断面力表示構成則を開発 し た 。

（2 ）開発 した断面 力表示構成則 は 、任意 の 矩形 RC 断面 に 対 し適用可能 で あ る。

（3 ）繰返 し載荷などの 荷重履歴 を受ける場合 、 断面力表示構成則に よれば 、 塑性ひ ずみエ ネル

ギーを記憶する の み で よ く、 計算処理 を簡便に す る こ とが で き る 。

　今後 の 課題 と しては 、正 負繰返 し載荷および矩形断面以外の 任意断面 形状で も適用 できるよう

に 、 こ の 断面力表示 構成則を拡張 して い くこ とを考えて い る 。
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