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1　 緒 　 言

　 炭 素 撤 維 複 合 材 （ CFRP ＞ に よ る 飛 行 機 の 機 体 構造

の 開 発 が 活 発 に な っ て い る が 、CFRP は 現 在 の と こ ろ 品

質 の 一様 性 に 問 題 が あ る 。そ の た め 、CFRP を 航 空 機 の、

主 要 な 荷 重 を う け も っ 1 次 撥 造 へ 使 用 す る 場 合 、疲 労

に 対 す る 信 頼 性 が 重 要 と な り、疲 労 寿 命 分 布 な ど に っ

い て の 十 分 な 知 識 が 要 求 さ れ る 。 と こ ろが 、CFRP の 疲

労 寿 命 に 関 す る 分 布 形 や ば ら っ き に っ い て は 、公 表 さ

れ て い る デ ータ が 非 常 に 少 な く
t12 ） 3 ｝ 、し た が っ て ま

た、こ れ ら を 理 論 的 に 考 察 し た 研 究 も ほ と ん ど 見 当 た

．ら な い 。

　 本 論 文 で は、こ の CFRP に 疲 労 損 傷 が 累 積 して い く

様 子 や、疲 労 寿 命 分 布 を 理 論 的 に 求 め る た め に、L．tt．

Kachanov に よ る 損 傷 力 学 の 基 礎 方 程 式 を 採 用 し
＃）s ）、

こ れ に 確 率 過 程 を 導 入 し て 以 下 の よ うな 数 学 モ デ ル 6 ，

を 作 る 。 す な わ ち、部材 が 繰 り 返 し 応 力 を 受 け た場合、

そ の 部 材 に疲 労 損 傷 が 累 積 し、そ れ が 部 材 の 本 来持 っ

て い る 性 質 に 影 響 を及 ぼ す と 考 え ら れ る の で 、上記 の

基 礎 方 程 式 に 現 れ る 材 料 定 数 が 不 規 則 に 変 化 す る と 考

え る 。 そ こ で 、材 料 定 数 に Gauss 型 白色 雑 音 過 程 と 呼

ば れ る 確 率過 程 を 不 規 則 入 力 と し て 加 え 、得 ら れ た方

程 式 を さ ら に伊 藤 型 確 率 微 分 方 程 式 に変 換 し、こ れ を

解 く と、見 本 過 程 が 得 ら れ る 。さ ら に、確 率 密 度 関数

も 求 め る こ と が で き、こ れ を 基 に し て 疲 労 寿 命 分 布 が

導 出 で き る 。 そ し て そ の 結 果 を 基 に 計 算 機 実験 を試 み、

実 際 の 実 験 結 果 と 比 較 す る こ と に よ り、こ の 数 学 モ デ

ル 、お よ び こ こ で 用 い た 解 析 手 法 に っ い て 、そ の 妥 当

性 を 検 討 す る 。

2 　 　 　 モ
v｝

ル s ，

　 L．M．KachanDV に よ れ ぼ 、1 次 元 の 繰 り返 し 応 力 に よ

る 疲 労 損 傷 累 積 遘 程 の 基 礎 方 程 式 は 次 式 の 形 で 与 え ら

れ る
4 ，5 ） 。

　 　 dΨ ！dn ＝ A・（S！Ψ ）n 　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　 （1 ）

こ こ で Ψ は n サ イ ク ル 後 の 健 全 度
5 ，

と 呼 ば れ る もの

で n ＝ O の と き Ψ ＝1 で あ り、部 材 が 破 断 し た と き の サ

イ ク ル 値 を N と す れ ば n＝N の と き Ψ ＝fi と な る 単 調

減 少 関 数 で あ る 。 ま た A．■ は 材料 定 数 で A ＝O
，
m ≧ 1 で

あ り、S は一定 繰 り返 し 応 力 振 幅 で あ る。

　 実際の CFRP の 平面 曲 げ 疲労試 itS）に よ れ ば、　 N と

剛 性 保 持 率
1 ）

と い う 形 で 求 め ら れ る Ψ は 、式 （1 ）

「

か ら 求 め られ る そ れ ら 値 を 中 心 に し て ば らっ く と い う

結 果 が 出 て い る 。 こ れ は 部 材 の 受 け る 損傷、す な わ ち

炭 素 繊 維 の 剥 離 が 起 き る 場 所 や 剥 離 の 大 き さ が 、部材

の 本 来 持 っ て い る 性 質 に 影 響 を 及 ぼ し 、そ の 結 果 式 （

1 ） の 材 料 定 数 A．m が 変 化 す る た め と 考 え ら れ る。こ

こ で は 特 に A に 着 目 し、こ の A が 不 規 則 に 変 化 す る

と考 え、ま た ■ は 一定 と し て 議 論 を進 め て い くこ と に

す る 。A が 不 規 則 に 変 化 し た 場 合 も 式 （1 ）が 成 り立

っ と 仮 定 す れ ば 、式 （ 1 ） は 次 の よ う に 書 き 直 す こ と

が で き る 。

　　 dΨ ／dn＝一且（n ）・（S！Ψ ）
m
　　　　　　　　　　　 （2 ）

以 下 式 （2 ） に 基 づ い て疲 労 損 傷 累 積過程 を 表す 伊藤

型 確 率 微 分 方 程 式 を導 く 。

　 ま ず、　 A （n） の 不 規 則 性 を 表 す モ デ ル と し て 、次 の

aauss 型 白色 雑 音 過 程 を 含 む 確 率 過 程 を 採 用 す る こ と

に す る 。

　　 A（n ）＝A1（n ）＋A2（n ）・γ （n ）　　　　　　　　　　　　　　（3 ）

こ こ で A ， （n ），A2 （n ） は 共 に n に 関 す る 確 定 的 な 関数

で n が 有 限 の と きは そ の 絶 対 値 が 共 に 有 界 と な る 滑 ら

か な 関 数 と す る 。ま た 　7 （n ） は aauss 型 白 色 雑音、

す な わ ち GaUSS 型 確 率 密度 関 数 を 持 ち、形 式的 に

　 　 E［γ （n）］＝O 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （4 ）

　 　 E［γ （n＞γ （パ ）亅言δ （n一陶つ 　　　 　　　　 　　　（5 ）

を 満 た す 確 率 過 程 で あ る 。　（ E【… 】 は 平 均 を と る 操

作 を 表 す 。 ま た δ は．Dirac の デ ル タ 閲 数 で あ る 。 ）

式 （3 ） を 式 （2 ） に 代 入 す る と

　 　 己Ψ ／己n＝−S唾 1 （n ）・Ψ
一隠一S唱 2 （n）・Ψ

1川・γ （n ）　　 （6 ）

が 得 ら れ る 。 式 （6 ） は Langevin 方 程 式 と 呼 ば れ る

も の で ■≧ 1 で あ る 国 に 対 し て は 非 線 形 と な っ て い る。

そ こ で 次 の よ うな 変 数 変 換

　 　 E （n）＝｛Ψ （n）｝
m ？］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （7 ）

を 用 い て 、式 （6 ） を ヨ （n ） に っ い て の 方 程 式 と して

書 き換 え る と

　 　 d巨 ！dn＝−sm・（皿＋ 1）・A1（n ）−sm．（m ＋1＞A2 （n ）・r （n ）　 （8 ）

が 得 ら れ る 。こ の 式 は 線 形 で あ る か ら 、　 VDng ら の 結

果
TT

を 用 い て 、次 の よ う な 伊 藤 型 確 率 微 分 方 程 式が 得

ら れ る 。

　 　 dE （n ）＝−sn（m ＋ 1＞Aコ （n）dn

　　　　　
−S へ （m ＋ 1）ρA2（n）dN（n ）　　　　　　　　 （9 ）

こ こ で N （n） は 1 次 元 標 準 Wiener 過 程 、す な わ ち、

一88一
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初 期 値 が 0 で 、次 の 条 件 を 満 たす GaUSS 過 程 で あ る。

　 　 E ［w （n ）］＝ O　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （10 ）

　　 E 〔w （n ）
・H （n

’
）1＝ n 　　　（n

’
≧ n ）　　　　　　　　　　（11 ）

式 （9 ） に 対 す る 解 は 、初 期値が E （0）＝｛Ψ （0）｝m’1＝1

で あ る こ とか ら、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 n

　　ヨ （n）＝1−S 肱（m＋ 1）髦A 匸（τ ）d τ

　 　 　 　 　一S 耽（田 ＋ 1）∫直2 （τ ）ほ腎 （τ ）　　　　　　　　 （12 ＞　　　　　　　　　 e

とな る 。 こ こ で 右 辺 の 第 3 項 の 積分 は 確率積分
e ） e ，

と

呼 ぼ れ て い る も の で あ る 。 以 上 の こ と か ら Ψ （n） は、

式 （12 ）で 定 ま る ヨ （n） に 対 し て 式 （7 ）を逆 に解

い て 得 ら れ る 式

　 　 　 Ψ （n ）器 ｛ヨ （n ）｝
， ！【m ＋： ，　　　　　　　　　　　　　　 （　1　3 ）

を 通 じ て 求 ま る こ と に な る。

　 と こ ろ で 、最 初 に 述 べ た よ う に 0≦ Ψ （n ）≦1 で あ る

が 、式 （12 ） を 満 た す 巨 （の は 負に な り 得 る量 で あ

る 。し た が っ て 式 （12 ） は E （n ）＝1 か ら 初 め て 巨

（n ）＝ O と な る ま で の n に 対 し て 有 効 で あ る こ とが わか

る 。 E （n ） が 初 め て 0 と な る サ イ ク ル 値を N と し、

ま た そ れ 以 後 の n に 対 し て は ヨ （n ）＝O 、す な わ ち Ψ

（n ）詈O と な る も の と 仮 定 す れ ば、疲労損傷累積過程は

・ （… ｛IE
ω ｝

… ，

：躔：チ
H）

，、 4 ）

で 与 え ら れ る。

　 次 に 上 の Ψ （n） の 確 率 密 度 関 数 を 求 め る。そ の ため

に、まず 三 （n） の 確 率 密 度 関 数 を 求 め るが 、上 で 述べ

た よ うな サ イ ク ル 数 N 以 後 は 巨 （n） が ¢ に 留 ま る と

い う 、い わ ゆ る 吸 収 条 件 が あ る 場 合 に は 、そ れ を厳 密

に 求 め る の は 困 難 で あ る 。そ こ で 、そ の 近 似 と し て 本

論 文 で は 吸 収 条 件 を 考 慮 し な い 場 合 の E （n ） の 確 率 密

度 関 数 を そ の ま ま採 用 す る 。

　 さ て 、式 （12 ） に 対 応 す る Eakker −PlanCk 方 程 式、

す な わ ち 吸 収 条 件 を 考 慮 し な い E （n ） の 確 率 密 度 関数

ρ （ξ，n ）の 従 う 偏 微 分 方 程 式 は 次 の 式 で 与 え ら れ る
S ） 。

　 　 3 ρ ／an ＝sn・（皿＋ 1）・A， （n ）・（2 ρ ！a ξ）

　　　 ＋ 1／2｛S陀（m ＋1＞A2（n）｝亀（32 ρ 〆3 ξ 2）　　（15 ）

ま た、式 （12 ） を 満 た す E （n） は GaUSS 分 布 に従

う こ と が 知 ら れ て い る
s ’

e さ ら に 式 （10 ） ，

お よ び （ 12 ） よ り

　 　 E ［ヨ （n）】＝1−Sm・（図 十 1）∫A 玉 （τ ）d τ

　　E［｛巨 （n ）
−EI冨 （n ）］｝21

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ゆ

　 　 　 　 　 　＝｛S「n・（圏＋ 1）｝
2

∫｛A2（τ ）｝
2d

τ　　　　　　　　　　　 o

（11 ）

（16 ）

C17 ）

が 導 け る こ と に 注 意 す る と、結 局 式 （ 15 ） の 解 は

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
　　P （ξ，n ）＝

… ・聯 。 、
、

，＿
、d τ

2 π ｛s・＜圏 ・ 1）｝
・ ∫：｛A 、 （τ ）｝

・d τ

｛ξ｝1’ Sm剛 直’ω 己τ ｝
2

］（18 ）

と な る 。こ れ が 求 め る E （n） の 近 似 的 な 確率密度関数

で あ る 。 し た が っ て Ψ （n ＞ の 近 似 的 な 確 率 密 度 関 数

写 （ψ ．n ） は 、式 （13 ）． （18 ）か ら 次 式の よ う に

求
．
ま る 。

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　ψ
m

　 宣 （ψ ．n）≡

・ … 1
　 2π ｛Sr」（璽 ＋ 1）｝2

！：｛凸2 （τ ）｝
2d

τ

｛ψ
・＋・一1＋ s 町（m ← 1）露身、 （τ ）己τ ｝

2

　　　　　　2｛s ・・（胴 ・ 1）｝
a　s：｛A 、 （τ ）｝ad

τ

式 （19 ） を 基 に し て 、健 全 度 Ψ （n ）が 1 か ら 初 め て

ψ e に達 す る まで の 疲 労 寿 命 分 布 H（nlip 　。 ，1） を求

め る こ と が で き る 。い ま 0 の 近 傍 に な い n に 対 し て

　　f臨 （τ ）｝
・d τ ！｛“A 、 （T ）dT ｝

2
＜＜1　 　 （20 ）

　 　 o　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　 　 　 　 　 　 o

が 成 立 す る と仮 定 す る 。 こ の と き、H （nlip 　
。 ．1） は

］、、 9 ）

・一 蛎 陪＿ ＿ ed
。 ］

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （21 ）

で 与 え られ る 。こ こ で Φ は 標 準 正 規 分 布 の 余 関数 で

あ っ て
　　　　　　　　oe
　　 司5（u）＝1ノ∫乏ラど S 巳xp （−u2 ／2）du 　　　　　　 （22 ）
　 　 　 　 　 　 　 　 μ

で 与 え ら れ る 。

w w
　 こ こ で 、2 っ の 関数 A1（n ），A2（n ） に 対 し て 材 料 面か

ら の 考 察 を加 え る こ と で 、こ れ ら の 関 数 の 形 を具 体 的

に 定 め る こ と に す る。　A （n） を サ イ ク ル n に っ い て 長

期 的 に 見 た場 合、そ の 平 均 で あ る A1（n） は
一定 で あ る

と 考 え る の が 自然 で あ る。し たが っ て

　 　 At（n）＝A1　 （　 正 の 定 数 　 ）　 　 　 　 　 　 　 （23 ）

と 置 く こ と に す る 。一方 、A2 （n ） に つ い て は、こ れ が

具 体 的 に ど う い う関 数 に な っ て い る か を 決 定 す る に は、

別 の 何 らか の 情 報 が 必 要 と な っ て く る 。 そ こ で、まず

A2 （n） と し て 最 も 簡 単 な 関 数

　 　 碗 （n）誚 2 　 （　正 の 定 数 　 ）　 　 　 　 　 　 （24 ）

と い う 定 数 関 数 の 場 合 を考 え、こ れ に よ る 結 果 が ど の

程 度 実 際 の 実 験 結 果 を 再 現 す る か を 検 討 す る。

　 式 （23 ） ， （24 ＞を式 （12 ） に 代入 する こ と

に よ り 、最 終 的 に 疲 労 損 傷 累 積 過 程 Ψ （n ） に っ い て 以

下 の 結 果 を 得 る 。

・ ω ・
｛；

ヨ ω ｝… 》

　　 E （n ）＝1−K！n−K25dv （τ ）
　 　 　 　 　 　 　 　 　 o

こ こ に 、

　｛
　 　 K言 ≡ sn・（ロ＋1）Al

　 　 K2 ≡ ≡ S璽（m ＋ 1）Aa

（o≦ n ＜ H）

（H ≦ n ）　 　 （25 ）

　　　　　 （26 ）

で あ る。式 （26 ）か ら わ か る よ う に、K ，

の 確 定 論 的 な 挙 動 を、K2 は 確 率 論 的 な 挙 動 を 支 配 す る

量 と い え る 。

　 （27 ＞

は Ψ （n ）

一89一
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　 さ ら に 、式 （21 ） に 式 （23 ）．　 （24 ）を 代 入

す る と、疲 労 寿 命 分 布 は 結 局

　　H （nI ψ 。 ・1）crdil1
　
ψ

；…斎
藍1n

］　　　　　　　（28 ）

で 与 え ら れ る 。

4 　 計 算 機 実 験 お よ び 考 察

　 以 上 得 ら れ た 結 果 に っ い て 、そ の 妥 当 性 を検 討 す る。

比 較 の た め に 用 い られ る の は 、下川 ，浜 口 らが 行 っ た

炭 素 繊 維 8 枚 朱 子 織 物 積 層 材 に 対 す る 平 面 曲 げ 疲 労 試

験
S ）

で あ る 。 見本 過 程．や 疲 労 寿 命 分 布 を 求 め る うえで

必 要 な パ ラ メ ータ は 、　 S ・ 380 　 〈MPa ） に 対 し て は

　　　｛
　 　 　 K1 蕭1幽5605x10 −5

　　　 K2 ＝1．8328 × 10 曹s
　　　　　　　　　　　（29 ）

　 　 　 m ≡13．772

と い う値 が 得 ら れ た。

　 Fig ．1 は 、上 の 値 を 式 （25 ）， （26 ）
・
に 代 入 し

．
て 計 算 機 実 験 を 行 っ た 結 巣 得 ら れ た Ψ （n ） の 見 本 過 程

を、横 鞘 に 寿 命 比 nlN を と っ て プ ロ ッ ト し、さ ら に 実

際 の データ を 重 ね て プ ロ ッ ト し た も の で あ る 。 Ftg．1

の 見本過程 を 見れ ば、寿 命 比 が 0．4〜0．6 の と こ ろ で

は 実 際 の データ に だ い た い 合 っ て い る が 、全 体 と し て

は ば ら っ き が 大 き く、特 に 寿 命 比 が O．7〜1．O の と こ

ろ で は そ の 傾 向 が 顕 著 で あ る 。こ れ は 、見 本 過程 の 確

率 論 的 挙 動 を 支 配 す る K2 の 値 が 大 き い た め に生 ず る

と思 わ れ る e そ こ で 、K2 の 値 を 式 （29 ）の 値 よ り小

さ く と れ ば、見本 過 程 の ば ら っ きが 小 さ くな り、実 際

の デ ータ に 近 づ く こ と が 予 想 さ れ るが 、そ の 反 面 疲 労

寿 命 分 布 の ば ら っ きは 実 際 よ り小 さ く な っ て し まう。

こ の よ う に 見 本 過 程 と 疲 労 寿 命 分 布 を 同 時 に 正 確 な も

の に す る こ と が で きな い と い う 矛 盾 は 、L．H ．Kachanov

の 基 礎 方 程 式 の A と ll の う ち 、A の み を 不 規 則 に 変

化 さ せ m を一定 と し た こ と に 起 因 す る 。し か し A と

圈 を 独 立 に 不 規 則 に 変 化 さ せ た 場 合 、見 本 過 程 こ そ 得

ら れ る が 疲 労 寿 命 分 布 の 導 出 が 困 難 と な っ て し ま う こ

と か ら、こ こ で 得 ら れ た Fig．1 の 見 本 逢 程 は、実際 の

現 象 の お お よ そ の 傾 向 を 知 る た め の 1 っ の 目 安 と い う

程 度 に 受 け と め る べ き で あ る。

　 次 に 健 全 度 ip　e が O．95．O．9，0 の 3 っ の 場 合 に っ い

て 、疲 労 寿 命 分 布 を 式 （28 ） か ら 求 め 、そ の 結果 を ．

対 数 確 率 紙 に プ ロ ッ ト し、さ ら に 、特 に ψc
＝0 に 対 し

て は 実 際 の 実 験 結 果 が あ る の で 、こ れ を 重 ね て プ ロ ッ

ト し たの が Fig ．2 で あ る。　 Fig ．2 か ら も わ か る よ う

に 、こ こ で 得 ら れ た疲 労 寿 命 分 布 は 見 事 に 実 際 の 実 験

結 果 に
一

致 し て い る 。　 　【結 言 】、　 【参 考 文 献 】省 略
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