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302 織 維 配 向 を 考 慮 し ta 一 般 化 積 層 理 論 に 関 す

⊥ L 鎧雹

FRP は 成形時の 流 動な ど に よ り、複 雑 な 繊 維配 向 分 布准 生 じ

るこ とや、FRP 製品の 変 形 、 強度 な どが繊維含有量、 繊維配

向 分布に 大 き く依存す るこ とは よ く知 られて い る 。 複雑 な繊 維

配 向分布 を有 す るFRP の 変 形な どの 定 式化 は、困難な 問題で

あ るが、本 報告で は、それ らの アプ ロ ーチの 第一歩 と して 繊維

配 向分布 の 新 しい 衰示法を提案 し
’1租層理 論へ の 組 み 込み 甚試

み たの で、こ こ に 報 告す る。

2 」＿魃 維配画密度分直
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 go

’

　 繊維配向角の 説明図

　繊維配 向の密 度 分 布は
一

般 に 複雑 で あ るが、こ こ で は、2 次

元配向 の 場合に つ い て 考え る。図 1に 示す よう に 平面 内 に繊維

配 向角 θを とると θの 定 義域 は（0
°
，180つ とな る。繊維配向密 度

分 布は 図 2 に示 す よ う に ピ
ー

クが 1 つ （a ）、複数個 （b ）ピ

ー
クの な い もの （c ＞な ど種々 の 場合が 考え られ るが 最初に ビ

ークが 1つ の 場合、次に複数 個の 場合に つ いて 述ぺ る もの とす

る。こ こ で （c ）は （a ）の 特別の 場 合と して 取 り扱 う。
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図 2 。典型的 な繊維配 向密度分布
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　　　　 図 3 ．ピークが 1つ の 繊維 配向密度 分布

こ こ で、
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　　　　 P≧ 1！2，Qll ！2、　O
’
＜ θa ≦ θ ≦ ebfilHO°とす る。

　い ま、X＝sin2 （θ！2）とお き θをXに 変換 す る。今 回の θの 範囲

で 、こ の 変換は 単調で
一価の 逆関 数 を持ち、dθ！dX＞ 0が存在す

るため、f（X）＝g（θ）ld θ！dXI の 関係か ら、次式 が 成 り立 つ 。

・（・・

ゴlliiili：li≡≡i、X ・ 論 ≒1〜：’tt・ …

　 　 　 　 e

　 こ こ で 、 a＝sin2 （ea！2）、b＝sin2 （亀！2）で ある 。 ゆ えに、　Xの 範

囲 は、0＜a≦ X≦b≦1で あ る。さ ら に、Bb（P，Q）と Ba（P，q）は不 完

全 べ 一タ関数で あ り次式で 表きれ る。
　 　 　 　 　 b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 e

Bb（P，Q）・ ∫xp
−1・（1−X）a”idX ，Ba（P，の ・ ∫ xp’1・（卜 X）9“’dX

　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　 （3）
　 　 　 　 9　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 6

Xに 関す る 分布関 数F（X）は 次式 で 表さ れ る。

・（・）・　rl・（・）・・ 辮 ，器≡ll総
ま た、f（X）の 期 待値 μ と分散 σ

2は 次式 で 与 え られ る。
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　 1） ビ
ークが 1 つ の

日 △

　繊維配向密度分 布の 特徴は 確率変 数が 上 限、下限 を有す る こ

とで あ り、正規分布、ワイプル 分布な どの 適用 で きない理 由に

な っ て い る。い ま、図 3 に 示す よ うな ピ
ークを 1 つ 有す る繊維

配向分布を考える。密度分布関数 として不完全 ベ ータ分布関数

を用い るもの と し、次式で示す繊維配向密度闃数 を提案す る。

　　　　　 ｛sin（θ／2）｝2P
■1．｛cos （θ！2）｝29

−1

9（θ ）＝　 　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 　　 　 　　 　　 　 　　 　 （1）

∫　　｛sin （e／2）｝2P 一且
・｛COS （θ！2）｝29 ■1d

θ

　こ こ で、a≡O、　b＝ 1の 場合 （5 ）式 は、箇 単化 さ れ 次式 とな る 。
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　　 　 　　 図 4 ．ピークが n 個 の 繊 維配向 分布
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繊維配向分布は、一
般に図 2 の （a ）に示す もの よ り くb）の

ような ピ
ー
クが複数個ある分布を示し、そ の 取扱い は、困難で

ある 。 本研究で は、こ の ような 分布 に対 し、複合 分布 を適 用す

るこ とに す る。い ま、図 4 の （a ）に 示す ような、ピークを n

個 もつ 繊維配向分 布 を考 え る。 θに 関 ずる i番目の 繊維配向密

度 関数を次式 に示 す 。

9，（θ）・
趣 （e ／2）｝V’ i『1’｛c °s （θ！2）｝2el −

’

　 　 （7）
　　　 　　　　 　　　 Σ Rj
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 j［1

こ こ で、R」は次式で 表さ れ る。

　　 θj　・．1
　　　　｛sin （θ！2）｝2Pl

−1．｛cos（θ！2）｝2ai −ld
θ　　　　　　　　（8）Rj＝∫

　　 θj

θ 1 ≦ θく θ 1． 1，θ 1＝0
°
ientl

＝ 1’80eとす る 。 ピークが 1 つ の 場

合と 同様に、θを Xに変 換す ると、Xに 関す る分布 関数 が 不完全

ベ ー
タ関数で表す こ とが で きる。

旦董 壟筐配向盤 眦 魑層理論
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　い ま、積層板が （1）式の 繊維配向分布関数g（θ）に よっ て衷

される繊雄配向分布を有す る場合 （12 ）式の 剛性マ トリ・
ソク

ス は次式 に よ っ て 表 さ れる 。

（1＞ ピ
ークが 1 つ の

日
合

y

＼

2
．
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｛Q ’
｝ ＝ ［A ］　｛Q ｝　　　　　　　　　　　　　 （13）

　 　 　 leB
Aki ＝ ∫ 9（θ）Bktd θ ，（k＝1，

””
，6，1＝ 1，

…
，4）　 　 （lq）

　 　 　 9

（1）式 を （14 ）式 に 代入して 計算す る と 次式と な る。

｛Akl ｝＝［D ］　｛F ｝

ずな わち

図 5 ．繊維軸系 と 斜交軸系 との 閲係図

図 5 に 示 す よ うな 荷 重方向 （！
−2軸 ）と θ だけ斜 交 した方向 に繊

維軸方 向 （x−y軸 ）が あ る 平面応力 場に つ い て考 え る。斜交軸系

と繊維軸系の 応 カ
ー

ひ ず み 関係式は そ れぞ れ 次式で 与 えら れ る。

｛σ
’
｝≡［Q

，

］　｛et ｝　　　　　　　　　　　　　　 （9）

こ こ で、｛σ
’

｝＝ ［01 ， a2 ， σ 6 ］ ， ｛ε
’

｝了＝ ［ε 1 ， ε 2 ， e6 ］

｛o ｝；［Q ］　｛ε ｝　　　　　　　　　　　　　　　 （10）

こ こ で、　｛σ ｝ ； ［aXt σ v ）σ s ］ ，｛ε ｝
T

＝ ［ε Xt ε yt ε s ］

繊維軸 系の 剛性 マ トリッ ク ス ［Q ］は次式 に よ っ て 表 され る。

Q ・・ Q・・ Q ・ ・ 　 （
⊥
1− Vx ン v ） （1撫 ）

・

Q ・・ Q ・渦 ・

諏 論 、） （
⊥
1一レ x レ リ） 。

　Q ：x 　Qsv　Qss　　　　　 O　　　　　 O　　　Es

　　　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　（11）

次 に、斜交軸系の 剛性マ トリ ッ ク ス の 各要 素の 列マ トリ ッ ク ス

｛Q
’
｝と繊維軸系 の ｛Q ｝ との 関 係は次式 で与 え られ る。
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臼b〈E！ai2e
呈1：（：謂　 　 　 　 　 夐但 3／2鯉

　　 　　　 a（P．筋
3腿 ．9tl12｝二墜螽‘巴蠱 
　 　 　Bb（P卩O｝−Ba（P，05
日

囎 齠 ≡器纜鯉

（15）

こ こ で、BaとBbは （3 ）式で示す不完 全ベ ータ閲数 で あ る。

一 数趣 1｝iEfi

　 （7 ）式 の 繊維 配向 分布関 数 に よ っ て 表 され る ピ
ー

ク を 複数

個有 す る場合 の 剛性 マ トリ ッ クス も ま た （13 ）式 と同 様に 次

式 に よ っ て 表 され る。
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｛Q ’
｝ ＝ ［A 〕　｛Q｝　　　　　　　　　　　　　　　 （16）

　 　　
n
　 θi．1

Ak9 ＝Σ 　∫　9i（θ）Bklde 　　　　　　　　　　　　　（17）
　 　 　 t．1 θ i

（7 ＞式 を 代入 し て （17 ）式 を 計算 す る と次式 とな る。

｛Akl｝ ＝ ［D ］　
．
｛F ｝　　　　　　　　　　　　　　　　（18）

こ こ で、　｛Ak1 ｝ と ［D ］は （15 ）式と同じで あ る が、　｛F ｝

は次式 とな る。

｛F ｝ ＝

4 ．結果

　 　 　 　 　 　 　 　 1

碧｛BXI．i （P、＋1！xa 、＋3！2）・B、 、（P 、＋レ2，0、＋3／2）｝
1■1

　　　 n

　　　A，
｛B×・・1 （Pb 。・）

‘BXI（P ・・α1 ）｝

揖、
｛B… 1（P・＋3！2・0 ・寺1／2）・BXi（P・＋3！2，Q・督1／2）｝

　　　 n

　　　苓趣 … （P・・q・）−Bx・（P・・a・）｝
ロ
那 3冨…（P・＋1・a・＋1）−B・・（P・＋1・a，＋1）｝
　　n

　 §1
｛臼x ・・1（P・・0・）・B・ ・（P・・q ・）｝

龕1
｛BXs＋1 （Pi＋3！2，Qi＋5／2）−Bx」（Pi＋3！2，ai＋5／2）｝

　　　E，
｛Bx・・1 （P・，q・）

−B・ ・（P ・，Q・）｝

り

苺、
｛B・ … （P・＋5！2・Q・＋3！2）−B・ ・（P・＋512，q・＋3／2）｝

　　　の
　　　龕1

｛Bx」尋1 （P駈，Oi）鹽BXi（Pi印Q」）｝

ロ
P．，｛Bx… （P・壱2・q・＋2）−Bx ・（Pl＋2・Qi＋2）｝

n

Σ、
｛Bx・・i（P・・aa）’Bx・（P・・Q・）｝

（19）

図 6 、7 に （1）式で 表 ざ れ る繊維配 向分布の 1例 を 示す。縦

軸 に密度関数f（θ）、横軸 に配向角 θを と り、下 限値 麁 ＝ 0°、上

限 値 仇 ＝ 18ぴ の 場合 を示 す。

　 　　 aao35

　 　 　 ．9
　　　 甚　ao3

　　　 卍 0025

　　　喜・・2
　　　 ゆ
　 　　 sao15
　 　 　 h

　 　　 毒 α01
　 　 　 a

　　　 ヨ 0005
　 　　 2
　 　 　 a

　 　 　 　 　 　 O　 　 　 　 　 　 　 　 90　 　 　 　 　 　 　 t80
　　　　　　　　　　　　　 θ ldeg．］

　　　図 6 ．（1）式 に よる繊維配向 密度分布の
一

例 （P ； Q ）

　　　 5QO3
　　　 も
　　　 ≡≡
　 　 　 L

　　　 壽 α02
　 　　 誓
　　　 凸
　 　 　 あ

　　　 蕚 O．01

　 　　 兮
　 　　 と

　　　　　　　　　　　　　 θ ldegJ

　　　図7 ．（1）式 に よ る繊維 配向密度分布 の 一
例 （P ＝ 2 ）

図 6 で は 、P＝Qと し、　 PとQを、0．5と1か ら10ま で 1 つ つ 増加 させ

た も の で あ る。θ．＝90
’
で 、最大値を と り、θ＝90°

に 対し対称 の

分布を な し、Pとαを 増加す るに つ れ 分散値が 小さ くな る 。 図 7

はP＝2で
一

定 と し0の 値 を0．5と1か ら10まで 1つ つ 増加 させ たも

の で ある 。 Qの 値が 増加 す るにつ れ密度 関数 が贔大 値 をと る θの

値 は、0°の 方 に シ フ トす る。

0
　

　

　

　

　

　
　
　
　　
0

む
　

　

　

　

　

　
　
　
　　
む

コ
　

　
　

　

　
　

　
　

　

　

　

　

　冖
凵

色】
h

七
＝

聲］
も

聲
コ

U。
Σ

0

0
　

　
　

　

　
　

　
　

　

　　
0

　
　

　
　

　

　
　

　
　

　

　　
む

　
　
　
　

　

　

　

　

　

　　
り

【
凵

匹

O

ヌ
治凵
；
切

蔭

扇
←
O

の

2コ層
0
Σ

0　 　 　 　 　 　 　 　1　　 　　 　 2　　 　　 　 　　 　　 1　　 　　 　 2
　　 　 　　 　 　1／P．11Q　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1／Q

　　　　　　　 （a ）　　　　　　　　　　 （b ）

図 8 、弾 性率 E1、　 E2 とせ ん 断弾性率 E6 と母数 P ，Q との 関係

い ま、例題 と して （11 ）式 に おけ る材 料定数 と して グ うり？dF／

1ボ キシの
一

方向強化 複合 材料の もつ 値 を 用 い る も の とす る。す な

わ ち Ex＝ 181［CPa］、　 Ey ＝10．3［GPa］、　 Es ＝7．17［GPa］、　 vx ＝O，28

で あ る 。 こ れ らの 材料定数 を も つ 複合 材料が 図 6 、7 に 示す よ

うな繊 維配向 分布 を有 す る場 合に つ い て 考 え る。こ れ らの 材料

定 数 と母数P、qの 値を （11 ）、 （15 ＞式 に 代入 して （9 ）

式 の応 カー
ひ ず み 関係式が 構 築 さ れ る。こ の 式 よ り 1 方向 と 2

方 向の 弾性率 E1、　 E2 とせ ん断 弾性率 E6 とを計算す る こ と が で

き る。 その 結 果 を図 8 （a ）、 （b ）に 示 す。図 8 （a ）に、

P＝ GとしPとQを変化 させ たと きの ELE2 、E6 を 示 す。縦軸 は弾

性 率、横軸 は母数の 逆数で あ る。レ P＝1／Q＝2の とき、すなわ ちP
＝ Q＝ 1／2の と きラ ン ダム 配向分布とな っ て El ＝ E2 とな り、1／Pと

1／Qが0に 近 づ く と き、す な わ ち Pと aが 。 o に 近づ くとき一方 向強

化複合材料の 材料定数の 値に 近づ く。 図 8 （b） に 母数Pを2で

一
定と し、Qを 変化 させ たと きの E1、　E2 、E6 を示 す。縦軸 は 弾

性 率 、横軸 は 母数 Qの 逆数 で あ る。nが増加 す るに したが い 繊維

配向分布関数の ピ ークが 1809か ら0°の 方 に移行 し鋭 くな る。そ

の ため E1、　 E2 、　 E6 とも複雑な 動 きを示 しQが b。に 近づ く と き

一
方 向強 化 複合材 料の 材料 定数 に 近づ くこ とがわ か る。

5 ．結言

　本報 告で は織 維配 向分布関数 を 組み込 ん だ積層 理論 の 提案 を、

行 っ た。本理 論か ら繊 維が複雑 な配向 分布 を して い る場合 で も

変形状態の 推測が 可能と な っ た 。
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